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Abstrakt

Bakalarska prace se zabyva stanovenim tvaru pruhybové ¢ary u okrajovych tloh z pruznosti
pevnosti. Existuje nékolik metod feseni okrajovych tloh. Tato prace se vénuje metodé
Greenovy funkce. Poskytuje zakladni prehled vlastnosti obycejnych diferencialnich rovnic,
predstaveni metody Greenovy funkce a samotnou aplikaci poznatku na modelech ohybu
nosniku. Konkrétni modely jsou feseny pomoci interaktivniho programu vytvoreného v
software Matlab.

Abstract

This bachelor thesis deals with the determination of the shape of the deflection line for
boundary value problems in strength of materials. There are several methods for solving
boundary value problems. This thesis focuses on the Green’s function method. It provides
a basic review of the properties of ordinary differential equations, an introduction to
the Green’s function method and the actual application of the findings to beam bending
models. The concrete models are solved using an interactive program developed in Matlab
software.
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1 UVOD

1 Uvod

Diferencidlni rovnice predstavuji v technické praxi velice dulezitou oblast. V ramci stroji-
renského odvétvi se vyuzivaji napiiklad v hydromechanice, termomechanice nebo v ob-
lasti pruznosti a pevnosti. V oblasti pruznosti a pevnosti se diferencialni rovnice vyuzivaji
napiiklad ke stanoveni tvaru pruhybové ¢ary pri znamych okrajovych podminkach a
zatizeni. Znalost okrajovych podminek znamend, ze zndme pruhyb, resp. natoceni, ¢i ve-
likost ohybového momentu na kraji intervalu, v nasem ptipadé na kraji nosniku. Pouzité
typy okrajovych podminek zaviseji na ulozeni nosniku.

Bakalarska prace se vénuje stanoveni tvaru pruhybové ¢ary dvou typu ulozeni nosniku.
Prvnim typem ulozeni je jednostranné vetknuty nosnik, tim druhym oboustranné po-
depieny. V praci bude predstavena hlavni vyhoda vypoctu reseni okrajovych tloh s
vyuzitim Greenovy funkce.

V predkladané praci se ¢tenar nejdiive seznami se zakladnimi vlastnostmi obycejnych
diferencialnich rovnic, s metodou nalezeni feSeni pomoci variace konstant. Dale je predstavena
Greenova funkce a jeji vlastnosti, je také odvozena Greenova funkce pro LODR2 metodou
variace konstant. V kapitole ¢islo 4 je metoda aplikovana na modely z pruznosti pevnosti.
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2 DMatematicky aparat

V této kapitole budou predstaveny a definovany zakladni typy a vlastnosti diferencidlnich
rovnic. Dale v8ak bude zamérena predevSsim na Obycejné diferencidlni rovnice, které
predstavuji obsah prace. Matematické definice a véty byly cerpany z literatury [1], [3], [2],

9], [10].

2.1 Diferencialni rovnice

Rovnici obsahujici derivace jedné ¢i vice proménnych s ohledem na jednu ¢i vice nezavislych
proménnych nazveme Diferencidlni rovnici (zkracené DR). V oblasti Diferenciédlnich rov-
nic rozliSujeme mezi dvéma zakladnimi typy rovnic:

1. Oby¢ejnou diferencidlni rovnici (zkracené ODR) nazyvame rovnici, ve které se vy-
skytuje (resp. vyskytuji) derivace hledané funkce jedné proménné.

2. Parcialni diferencidlni rovnici (zkracené PDR) nazyvame rovnici, ve které se vysky-
tuji parcialni derivace hledané funkce dvou nebo vice proménnych.

Réadem diferencidlni rovnice pak rozumime nejvyssi fad derivace hledané funkce v uvazované

DR.
Priklad 2.1 (Priklady DR).

d?y dy 3
— 7 1 100=2 — 10y = &°* 2.1
2 + Ode Oy=e (2.1)
dr dy
—+—=2 2.2

kde rovnice (2.1) predstavuje Obycejnou diferencidlni rovnici 2. 7ddu (ODR2) a (2.2)
Parcialni diferencidlni rovnici 1. vddu.

2.2 Obycejné diferencialni rovnice

Uvazujme nyni ODRn v tzv. Normdalnim tvaru

v (@) = flay(@),y (@), ..y D (@), (2.3)

kde f je redlna funkce definovans na okoli Q C R**!. ODRn miizeme také zapsat ve tvaru

F(z,y(z),y (x),...,y™) =0,
kde I je realna funkce n+2 proménnych (z,y,v/,...,y™).

Definice 2.2 (Reseni ODR). Resenim ODRn na intervalu I je kazdé funkce ¢, kterd ma
spojité derivace az do tadu n vcetné a vyhovuje dané rovnici. Po dosazeni funkce ¢ a
jejich derivaci do rovnice dostaneme identickou rovnost na intervalu I.

Druhy feseni ODRn
Necht je ODRn v normalnim tvaru, ¢ili uvazujeme rovnici (2.3), pak rozlisujeme nékolik
typu feseni této rovnice:
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e Obecnym fesenim (zkracené OR) rozumime funkei zdvisejici na obecnych konstantéch
C1,Ca, . .., ¢, takovych, ze kazdou pripustnou volbou konstant dostaneme feseni pro
takovou rovnici.

e Partikuldrnim fesenim (PR) rozumime feseni, které dostaneme z OR pevnou volbou
konstant ¢y, ¢, ..., Cp.

e Vyjimecné (singuldrni) reseni nazveme takové reseni, které nelze ziskat zadnou vol-
bou konstant ¢y, co, ..., c,.

e Vsechna teseni ODRn ziskdme jako sjednoceni obecného a vyjimecného feSeni.

2.3 Linearni obycejné diferencialni rovnice

Oby¢ejnou diferencialni rovnici nazyvame linedrni, jestlize je tato rovnice linearni vzhle-
dem k hledané funkei i jeji derivaci (derivacim). Zkrécené zapisujeme LODR.

Priklad 2.3 (LODR,NODR).

Yy — 10y +5y =0 (2.4)
d2y
=0. 2.
2 + 3 (2.5)

Rovnice (2.4) predstavuje LODR2, kdezto rovnice (2.5) NODR2 (Nelinedrni ODR).
Definice 2.4. Linearni obyc¢ejnou diferencialni rovnici fadu n > 2 nazyvame rovnici tvaru
an(2)y"™ + an 1 (2)y" D 4 -+ ar @)y + ao(w)y = b(a), (2.6)

kde a,(x),an—1(x),...,a1(x),ap(x),b(z) jsou spojité funkce proménné x na intervalu I.
Rozlisujeme 2 typy LODRn podle tvaru pravé strany:

e b(x) =0 pro Vz € I, pak se jedna o homogenni LODRn
an(2)y"™ + ap1 (2)y™ Y + -+ ag (2)y + ag(z)y = 0. (2.7)

Nékdy se muzeme setkat s nasledujicim zkracenym zapisem homogenni LODRn

kde
Ly = an(2)y™ + an-a(@)y™V + -+ ar(@)y + ao(2)y.

e b(x) # 0 pro néjaké = € I, pak rekneme, ze se jedna o nehomogenni LODRn

an(x)y(") + an_l(x)y("_l) + o+ ar(2)y + ao(z)y = b(x).

,...,n konstantni, ¢ili a;(x) = a;,

Za predpokladu, ze jsou funkce a;(x),7i =0, 1,.
( 6) muzeme napsat nasledovné

a; € Rya; #0,i=0,1,...,n, pak rovnici
any™ 4 an_1y™ Y + o+ ayy + ay = b(z), Vxel. (2.8)

Rovnice (2.8) je LODRn s konstantnimi koeficienty.
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2.3.1 Homogenni rovnice

Zaméime se nyni blize na vlastnosti feSeni homogenni rovnice (2.7), ¢ili rovnice bez pravé
strany.

Véta 2.5. Mnozina vSech teSeni homogenni rovnice (2.7) tvori vektorovy prostor di-
menze n.

Definice 2.6 (Linedrni nezavislost). Rekneme, ze funkce fi(z), fo(x), ..., fu(z) defino-
vané na I jsou linedarné nezavislé na I, jestlize rovnost

arfi(x) + aafol(z) + -+ arfe(r) =0 Ve el VaeR, (2.9)
plati pouze pro a; = as = -+ = ap = 0.

Definice 2.7 (Wronského matice). Necht funkce f1(x), fa(z), ..., fu(x) maji na I derivace
az do tfadu (k — 1), pak ¢tvercovou matici

fil) o fi(2)
fite) - flx)
: L : (2.10)
@) o )
(@) V(@)

nazveme Wronského matici na I a jeji determinant nazyvame wronskidn.

Necht plati vztah (2.9), ktery opakované derivujeme az do vzniku ¢tvercové soustavy pro
1,09, ...,0k:

Oélfl(l') + -4 Oékfk(l’) =0
arfi(z) +- -+ afi(z) =0

(k—=1)

Oélfl -

() + - +apf, “(z)=0,

za predpokladu, ze tato soustava ma pouze jediné reseni a tim je feseni 0, ¢ili
a; = ag = --- = ay = 0, je tfeba, aby matice (2.10) byla regularni alespon pro jedno
x el

Véta 2.8. Necht y,(x),y2(x), ..., y.(x) jsou Teseni rovnice (2.7) na I. Pak jsou tyto
funkce na I linedrné nezdvislé <= Jejich Wronskidan je nenulovy pro néjaké x € I.

Diikaz. 7 veéty 2.5 vime, ze mnozina vsech feSeni homogenni rovnice (2.7) tvoii vektorovy
prostor dimenze n. O

Poznamka 2.9 (Fundamentalni systém feseni). Kazda n-tice linedrné nezavislych reseni
rovnice (2.7) se nazyvé fundamentalni systém feseni rovnice (2.7).

Resenf kazdé homogenn{ rovnice (2.7) mizeme psat ve tvaru
y=cyr+cys+ -+ cln, C1,...,6 €ER, (2.11)

kde y1,¥,...,y, tvoil fundamentalni systém TeSeni a konstanty ci,...,c, predstavuji
vhodné konstanty. Vyse uvedeny vztah (2.11) predstavuje obecné feseni rovnice (2.7).

5
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Metoda variace konstant
Véta 2.10 (Variace konstant pro LODR2). Obecné reseni rovnice

azy” + a1y’ + apgy = b(x) as # 0 (2.12)
s konstantnimi koeficienty ao, aq, ag lze vyjadrit ve tvaru

Wg (l’)

y(x) = yn +yp = yu() + y1(2) / VVII//I—(%) dx 4 yo(x) / dz,

kde yn, = c1y1(x) + coyo(x) je obecné Teseni homogenni édsti rovnice (2.12), W(x) je
wronskidn jejiho fundamentdlniho systému a Wy (x),Wa(z) jsou determinanty vytvorené z
wronskidnu W (x) nahrazenim proniho (resp. druhého) sloupce vektorem pravijch stran.

Dukaz. Predpokladame, ze jsme jiz nalezli feSeni homogenni ¢asti linedrni rovnice (2.12)

Yn = c1yi(x) + coya (). (2.13)

Daéle predpokladdme, ze obecné feseni linedrni rovnice (2.12) bude mit stejny tvar jako
feseni homogenni ¢4sti rovnice, avsak s rozdilem takovym, ze ve vzorci (2.13) nahradime
konstanty ci,ce nezndmymi funkcemi ¢;(x), co(z). Nahrazenim konstant funkcemi jsme
provedli tzv. Variaci konstant. Budeme déle tedy hledat feseni ve tvaru

y(z) = c1(2)y1(z) + ca(@)ya(x), ci(x), ca(x) =7 (2.14)
Nésledné musime uré¢it prvni derivaci (2.14)
Y = dy + ayl + ys + ey, (2.15)

kdy vhodnou volbou funkei ¢; (), co(x) stanovime vhodnou dopliujici podminku, kterou
je pozadavek, aby
ci(x)y + cy(z)y2 = 0. (2.16)

Nasledné tuto podminku dosadime do (2.15) a vysledny tvar znovu zderivujeme. Dosta-
neme poté vysledné vztahy pro prvni a druhou derivaci

/ / /
Yy = cy; + 2y,
Y =yl + ayl + dys + el

Dosazenim vyse uvedenych vztahu pro funkci y(x) a jejich derivaci do rovnice (2.12) a
mensi upravou obdrzime

cr(agy) + aryy + aoyr) + calasyy + asys + aoys) + ax(ciyy + chyh) = b(z). (2.17)

Diky predpokladu, ze y1,y2 jsou feSeni prislusné homogenni rovnice, musi byt vyrazy v
zavorkach rovny nule a tudiz dpravou (2.17) dostaneme
b(x
Ayt + chyy = 2—2) (2.18)

Rovnice (2.18) predstavuje druhou podminku. Nyni uz muzeme fesit soustavu linearnich

rovnic (2.16) a (2.18)
() (49) - (&) b

6



2 MATEMATICKY APARAT 2.3 Linearni obycejné diferencialni rovnice

Soustava pro neznamé funkce ¢ (), cy(z) je vidy jednoznacné fesitelnd, jelikoz determi-

nant matice soustavy je wronskidn linedrné nezavislych teseni y;, yo ptislusné homogenni
rovnice a z véty 2.8 jiz vime, ze je nenulovy. ReSeni soustavy (2.19) nalezneme pomoci
Cramerova pravidla pro feseni soustav linearnich rovnic

Wi(z) Wa(x)
1(x) = H(z) = 2.20
Cl(x) W(l’) ) CQ(x) W(QE) 9 ( )
kde
0 w Y 0
=17 D M=l @ Wa=[
Yo Y2 PRRCD) LS

Po integraci vyse uvedenych vztahu (2.20) dostaneme

. Wl(l’) . WQ(IL’)
¢ () —/ W) dx + k co(x) —/ W) dz + ko,

kde k1, ko € R. Nasledné ndmi vyjadiené vztahy pro c;(x), co(x) dosadime do predpokladaného
tvaru feseni (2.14), kdy po roznasobeni dostaneme obecné feseni rovnice (2.12) ve tvaru,
ktery jsme pozadovali

Wl(l’) WQ(IL’)
o) dx—!—yz(iB)/ (o) dxz.

@) =+ 0y = (@) + bl + (o) |

Yn

O
Priklad 2.11. Metodou variace konstant spocitame obecné feseni nehomogenni rovnice
/! :
Yy +y=snzc.
Resent:

1. Homogenni ¢ast
Nejdiive vypocitejme homogenni ¢ast rovnice ve tvaru

y'+y=0,
kde budeme hledat kofeny charakteristické rovnice P()).

PN =X+1=0
A = 41, a=0,b=1;
y1(x) = e cosbr = cosx

yo(x) = " sinbr =sinx

Obecné teseni homogenni rovnice je tedy
Yp = C1COST + CoSINT c1,co € R.

7
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2. Nehomogenni ¢ast, kdy b(x) = sinz
Predpokladame feSeni nehomogenni rovnice ve tvaru

y(x) = c1(z)yr(x) + co(z)y2(x) = c1(x) cosx + co(x) sinz,

kde ¢1(x), co(x) jsou hledané funkce. Ze vztahu odvozenych pro feseni nehomogenni
rovnice pomoci MVK dostavame soustavu linearnich rovnic pro ¢}, c,

cosz sinz) (c(xz)\ ([ O
—sinz cosz) \dy(x)) \sinz)’
Pro samotné urceni funkci ¢ (), co(z) vypocteme determinanty W, Wy, Ws:

cosx sinx
—sinxz cosz

Y

0 sinx . 9 COS TS 0 .
1=1. = —sin“z, W,= . . = cosrsinz.
sinx cosx —sinz sinz
/ W ) s 2
¢, =—==—sin“zx cg=— [ sin“xdzx
w

/ W2 . .

CQZW:cosxsmx co = — [ coszsinxdx

Dopoéitdme nyni funkce ¢ (z), co(2)

1— 2 2
c1(z) Z—/sinzxdx:—/ P /( es a:) dx =

1 2 2
:——/(1—C082{17)d{17_—— x_smx s1n:1:+k1
2 4
cosx =1 /2
co(x) = /cosxsinxda: = —sinxda: = dt| = /—tdt —— 4+ k=
2
dv = —=—dt
cos’x
= — k
5 2
Obecné reseni dostaneme tim, ze vysledné funkce ¢ (), co(x) dosadime do predpoklddaného
feSeni.
1 2sin x cosx , cos’x
y(z) = ya2c1(x) + ya2co(x) = cosx —5% + — + k| +sinz |— 5 + ko| =
1 cos? rsinx , cos? rsinx
= —Qxcosx + — S + kicosx + kosinx — — =

= kycosx + kysinz — §xcosx
Obecné Teseni je tedy tvaru

y(x) = kycosx + kysinx — grcose
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2.4 Okrajové tulohy

V technické praxi se obvykle setkdme se situacemi, které vedou na okrajové tlohy. V
nasem piipadé se budeme vénovat deformaci nosniku. Prihyb nosniku je popsan funkci
y(z), kdy z probiha interval I = (a, b), ktery predstavuje délku nosniku, ¢ili proménnd
predstavuje prostorovou soutadnici. Samotnou rovnici uvazovanou na intervalu / musime
doplnit informacemi o situaci na koncich nosniku, tj. v bodech a, b.

Na rozdil od pocatecnich tloh, ve kterych mame v podstaté jedinou moznost, jak
zadat pocateéni podminky v jednom bodé, v ptipadé okrajovych tloh lze zadat okrajové
podminky ruznymi zpusoby.

Z hlediska zkoumani existence a jednoznacnosti feseni jsou okrajové ilohy na rozdil od
pocatecnich tloh obtiznéjsi. Uloha mé pro nékteré hodnoty okrajovych podminek prave
jedno Teseni, pro jiné zadné feseni, nebo jich m& nekone¢né mnoho.

2.4.1 Okrajova uloha LODR2

Uvazujme rovnici druhého tadu

y'=flz,y.y)
na intervalu (a, b) se spojitou funkci f(x, &, n). Rovnici musime doplnit dvéma podminkami.
Podminky obecné popiseme vztahy
ay(a) + By (a) = ya, (2.21)
Yy (b) + 6y’ (b) = s, (2.22)

kde a, b jsou koncové body intervalu I, v némz hledame teseni a «, 3,7, 0 jsou ¢isla vyho-
vujici podmince

o] + 18] # 0,
7] +10] # 0.

Jestlize y, = yp = 0 (respektive y,,y, # 0), hovoiime o tzv. homogennich okrajovych
podminkach (respektive nehomogennich okrajovych podminkéach).

Typy okrajovych podminek

Rozlisujeme 3 typy specialnich pripadu okrajovych podminek:

e Dirichletovy okrajové podminky
V podminkédch (2.21),(2.22) volime o« = v =1 a § = § = 0. Okrajové podminky
jsou pak tvaru:
ya)=ya  y(b) =u.
V pruznosti pevnosti mé tato podminka vyznam velikosti pruhybu nosniku v krajnim

bodé.

e Neumannovy okrajové podminky
V podminkéch (2.21),(2.22) volime o« = v =0 a § = § = 1. Okrajové podminky
jsou pak tvaru:

y'(a) = ya y' (D) = yp-
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V pruznosti pevnosti ma tato podminka vyznam velikosti pootoceni nosniku v
krajnim bodé.

¢ Robinovy okrajové podminky
V podminkach (2.21), (2.22) volime a, 3,7,d # 0. Okrajové podminky jsou pak
tvaru:

ay(a) + By (a) = Ya, Yy(b) + 0y’ (D) = us,

Pro okrajové tlohy bohuzel neplati analogie Picardovy véty o jednoznacnosti pocatecni
(Cauchyho) tlohy. Na néasledujicim piikladé si ukdzeme problém jednoznacnosti Feseni
okrajové tlohy.

Priklad 2.12. Uvazujme nyni linearni diferencialni rovnici druhého fadu tvaru
' +y=0 (2.23)

definovanou na intervalu (0, 7). Picardova véta ndm zarucuje jednoznacnost této tlohy
vzhledem k pocateénim podminkam. Vhodnou volbou okrajovych podminek vsak docilime
stavu, kdy méa okrajova uloha jediné feseni, resp. nekonecné mnoho feseni, resp. zadné
feseni. Obecné feseni diferencidlni rovnice (2.23) je tvaru

y(x) = ¢ cosx + ey sinx.

e Uvazujme nésledujici okrajové podminky

y(0) =0,
y(m) =0.
Pak dosazenim do OR dostaneme
y(0) =c; =0,

y(m) =cosinm = ¢y -0 = 0.
Konstanta c; muze tedy nabyvat libovolnych hodnot, jelikoz OP v bodé 7 bude
vzdy splnéna. Dostavame tedy pfipad, kdy mame nekoneéné mnoho feseni rovnice

(2.23).

e Nisledujici volbou okrajovych podminek

y(m) = A, kde A#0,AeR
Pak dosazenim do OR dostaneme

y(0
y(m) =

~—

61:0,
psinT = ¢y - 0 # A.

Vsimnéme si, ze jakoukoliv volbou konstanty ¢, nemuzeme dosdhnout toho, ze by
byla splnéna druha OP.

10
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e Posledni volbou okrajovych podminek

y (0)
v(3)

kde A, B #0, A, B € R. Pak dosazenim do OR dostaneme

Y

A
B

Y

y(0) =, = A,

m
i(3)=e=5

Vidime, ze v tomto piipadé feseni existuje a je jediné.

Okrajové tlohy

V kapitole 4 se budeme vénovat stanoveni tvaru rovnice pruhybové ¢iry nosniku na
zékladé vypoctu diferencialni rovnice s okrajovymi podminkami. Kazdé ulozeni nosniku
mé specifické okrajové podminky. Podivejme se proto nyni na okrajové podminky pro

jednotlivé typy ulozeni, které budou déle uvazovany v 4.

Podminky a obrazky v nésledujicich odrazkach byly ¢erpéany z [3] a z [0].

e Jednostranné vetknuty nosnik

x=0 x=L

Obréazek 2.1: Jednostranné vetknuty nosnik

Okrajové podminky pro ptripad znazornény na obrazku 2.1 jsou v piipadé uvazovani

LODRA nésledujici

Vetknuty konec v bodé x=0: y(0) =0,
y'(0) =0,

Volny konec v bodé x=L: y"(L) =0,
///(L) — 0

(2.24)

(2.25)

Jestlize vsak uvazujeme rovnici LODR2, je nutné predchézejici podminky

(2.24)-(2.25) zredukovat na dvé:

Vetknuty konec v bodé x=0: y(0) =

11



2.4 Okrajové ilohy 2 MATEMATICKY APARAT

Obréazek 2.2: Oboustranné podepieny nosnik

e Oboustranné podepreny nosnik

Okrajové podminky pro pripad znazornény na obrazku 2.2 jsou v piipadé uvazovani
LODRA nésledujici

Podepreny konec v bodé x=0: y(0) =0,
y"(0) =0,
Podepieny konec v bodé x=L: y(L) =0,
y'(L)=0

12
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3 Greenova funkce

V této kapitole bude uvedena definice Greenovy funkce a zélezitosti ohledné existence a
jednoznacnosti feseni. Bude také odvozen vztah pro vypocet Greenovy funkce pro LODR2,
ktery bude potom aplikovan na vybranych ptikladech z oblasti Pruznost pevnost.
Zpusobu, jak odvodit samotnou Greenovu funkci je hned nékolik. Napiiklad odvozeni s
vyuzitim Fourierovy transformace nebo Laplaceovy transformace. Jelikoz jsme si jiz diive
definovali metodu vypoc¢tu nehomogenni rovnice s vyuzitim metody variace konstant, tak
odvodime Greenovu funkci pomoci této metody. V této kapitole ohledné Greenovy funkce
byly pouzity zdroje [2], [1].

Uvazujme interval I=(a,b), ktery je uzavieny a konecny, ddle uvazujme obecné dife-
rencialni systém s okrajovymi podminkami

% =P(t)x + q(t), (3.1)
I(x) = co, (3.2)

kde ptedpokladame, ze P je z prostoru integrovatelnych funkei X : I — R™" q je z
prostoru integrovatelnych funkei X : I — R", ¢y € R a [ je obecné linearné ohraniceny
operator (v nasem piipadé OP). Spolecné s (3.1), (3.2) budeme uvazovat také homogenni
ulohu

dx

— =P(t 3.3

b P, (3.3

I(x) =0. (3.4)

Definice 3.1 (Greenova funkce). [2] Zobrazeni G : I* — R™" se nazyvd Greenovou

matici (funkei) homogenni tlohy (3.3), (3.4), jestlize:

e pro libovolné 7 € (a,b) jsou zizeni sloupcu matice G na intervaly (a,7) a (7,b)
fesenim systému (3.3), pficemz

G(ry,7) — G(7_,7) = E,

e G € L™(ILLR™") (mnozina méfitelnych a ohranicenych zobrazeni X : I — R"™*")
pro libovolné t € I,

e pro libovolné g€ L(I, R"™) vyhovuje vektorova funkce

x(t) = / G(t, 7)q(r) dr

podmince (3.4).

Véta 3.2. [2] Pro jednoznacnou tesitelnost lohy (3.1),(3.2) je nutné a staci, aby od-
povidagici homogenni wloha (3.3),(3.4) méla pouze trividlni resent. Jestlize je posledni
podminka splnéna, pak Teseni x wlohy (3.1),(3.2) lze psdt ve tvaru

b
x(t) = xo(t) +/ G(t,7)q(T)dr,
kde xy je resenim dlohy (3.3),(3.2) a G je Greenova matice ulohy (3.3),(3.4).

13



3 GREENOVA FUNKCE

Diikaz. viz [2] strana 82, Véta 3.1.. O

Vice teoretickych poznatku ohledné Greenovy funkce, jednoznacnosti feseni, ¢i pripadné
korektnosti, nalezne ¢tenar v literatufe [2].

Véta 3.3 (Greenova funkce pro okrajovou ulohu LODR2). Uvazujme nehomogenni rov-
nici druhého rddu

y' + ai(2)y + ao(z)y = b(x), tj. Ly = b(x) (3.5)
a k ni prislusnou homogenni rovnici

Ly =0, (3.6)

s obecnymi okrajovymi podminkamsi

ay(0) + By'(0)

0, (3.7)
yy(l) + 6y (1) = 0.

(3.8)

Pak rekneme, Ze Greenova funkce pro okrajovou ulohu LODR2 je ndsledujiciho tvaru

ui(@)us(§) jestlize 0 < o < & <1,

(z,€) {%&(r) jestlize 0 < &€ < x <1,

kde W (x) predstavuje wronskidn teSeni homogenni rovnice (3.6) a uy(x), uz(x) predstavuji
jeji mezdvislé tesent spliugici podminky (3.7), (3.8).

Dukaz. Nejprve stanovme feseni g, us homogenni ¢dsti rovnice (3.5) spliujici obecné
podminky (3.7), (3.8)

Luy =0 : aui(0) + Bui(0)
Luy = 0 : yus(l) + ouy(l)

o] + 18] #0 (3.9)

0,
0, 7] +10] # 0. (3.10)

Je tfeba urc¢it uy, us tak, aby byly linedrné nezavislé a tvorily tak fundamentalni systém
feSeni rovnice Lu = 0, ¢ili chceme, aby wronskian byl nenulovy.

Reseni nehomogenni rovnice (3.5) s okrajovymi podminkami (3.7), (3.8) budeme hledat
ve tvaru

y(z) = z1(x)uy(x) + 22(x)uz(x), (3.11)

kde 21, zo uréime ze soustavy rovnic

21Uy + zoug =0

! !
Zlul + ZQUQ - b,

kterou muzeme zapsat maticové nasledujicim zpusobem

w ug) (2 (0
uy uh) \zy)  \b)’

14



3 GREENOVA FUNKCE

Neznamé konstanty z1, z9 vypocitame pomoci Cramerova pravidla

=2 (3.12)

(3.13)

Jestlize feseni hledané ve tvaru (3.11) spliuje okrajové podminky (3.7), pak plati

alz1(0) u1(0) + 22(0) u2(0)] + B[21(0) 3 (0) + 22(0) u5(0)] =
YD) ur (1) + 22(1) ua (D] + 6[z1(0) i (1) + 22 (1) u5(1)]

Jinym zpusobem zapsano

21(0) [aur(0) + Bu(0)] + 22(0) [ ua(0) + Bus(0)]
21(0) [y wa (1) + 0wy (D] + 22(0) [y ua(l) + S uh(1)]

Vzhledem k (3.9),(3.10) budou tyto vztahy splnény, jestlize

0
0

0
0

2 (1) =0, 25(0) = 0. (3.14)

Pak vztahy (3.12),(3.132 spolu s podminkami (3.14) predstavuji dvé Cauchyho ilohy pro
neznamé funkce 21, z5. ReSenim téchto dvou tloh budou funkce

2 (z) =

1 x
eI OGLE
1 x
GO

2o() = W

Po dosazeni téchto reseni funkei z1, 2o do (3.11) dostdvame hledané feseni tilohy (3.5) s
OP (3.7),(3.8) ve tvaru

o) = g [ wemede+ 725 [ uene e (3.15)

Jestlize poté zavedeme funkci G predpisem

ugeld - pro0<z<{<l,

G(z,€) = (3.16)

ngeld - pro0<g <z <l

muzeme vzorec (3.15) zapsat nasledovné:

:/0 G(z,€)b(€) d€. (3.17)
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Poznamka 3.4. Nékteré uzitecné vlastnosti Greenovy funkce G
1. Gjespojitana Q ={[z,{]|0<z <L, 0<{(<LY

2. pro kazdé & € (0, L) ma funkce G jako funkce proménné z spojité (parcialni) derivace
G, Gys, az do Tadu n na intervalech (0,€) a (&, L),

3. G je symetricka, tzn. G(z,&) = G(&, ),

4. (n—1) derivace funkce G mé v bodé x = £ obecné skok o velikosti #@) (n predstavuje

fad DR), tzn. pro n=2 a ay = 1:

0G(E",§)  9G(E7,¢)

=1
ox ozr

Existuje nékolik zpusobu, jak 1ze tesit ODR s vyuzitim Greenovy funkce. V nasem pripadé
se nam v nékterych pripadech vypoctu proto budou hodit vlastnosti Diracovy delta funkce
a tzv. Heavisideovy funkce.

Definice 3.5 (Diracova delta funkce). Necht 3 je pevné dané redlné ¢islo. Pak zobrazen{
85, které kazdé funkci a € C°(—o0, 00) piifadi ¢islo a(B), nazveme Diracovou § funkci
zapsanou jako:

(0, a) = a(3). (3.18)

Neéekdy pouzivame zépisu d(t) pro dg a 6(t — 5) pro dg. Vztah (3.18) muzeme zapsat také
symbolicky

/OO it — Ba(t)dt = a(t), (3.19)
odkud specialné pro a(t) = 1

| /_Zé(t—ﬁ)dtzl.

Poznamka 3.6. Dalsi uzitecnou funkci je Heavisideova funkce, kterou ziskame integraci
Diracovy 0 funkce néasledovné:

H(x—ﬁ):/_m 5(t — B) dt.

Pro Heavisideovu funkeci plati nésledujici
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4 Aplikace Greenovy funkce

V této kapitole se jiz zamérime na samotnou aplikaci metody Greenovy funkce k uréeni
feSeni okrajovych tloh. Jak jiz bylo feceno, zamérime se na piiklady z oblasti pruznosti
pevnosti. Budou feseny nékteré typy prikladi ohybu (jednostranné vetknuty nosnik, obou-
stranné podepfreny nosnik). Obrézky jednotlivych ulozeni byly vytvoreny s vyuzitim inter-
netové stranky Skyciv.com. Konkrétni modely byly nédsledné feseny pomoci interaktivniho
programu vytvoreného v software MATLAB. V kapitole byla vyuzita literatura [7].

Nejdiive se podivame na vztah popisujici pruhyb nosniku. Uvazujme proto jednostranné
vetknuty nosnik

ratoeny

X

Obrazek 4.1: Ohyb jednostranné vetknutého nosniku, [7]

Prihyb nosniku w(z) na obr. 4.1 muzeme obecné popsat vztahem

Njw

w'(z) = o1+ (W)}, (4.1)

kde w(z) zna¢i posun bodu stfednice ve sméru osy z, w'(x) je natoceni stiednice nosniku,
M, je ohybovy moment vzhledem k ose y, J predstavuje kvadraticky moment prufezu
okolo osy y a E je modul pruznosti v tahu. Vztah (4.1) predstavuje nelinedarni dife-
rencialni rovnici 2. Tadu, kterd je obtizné fesitelna. Pro stanoveni tvaru pruhybové ¢ary se
proto zavadi nékolik zjednoduseni. Za predpokladu, ze nosnik na obrazku 4.1 povazujeme
za §tihly a dlouhy (délka L >> prumeér d), lze provést linearizaci vztahu (4.1). Pro
dlouhy stihly nosnik plati, Ze pootoceni prutezu 3y’ = 0, proto vztah (4.1) muzeme zapsat
nasledovné

M,

1
=+ .
w"(x) 7

(4.2)

Vztah (4.2) predstavuje linedrni model, ktery musi splnovat predpoklady linearni pruznosti:
e material télesa je linedrné pruzny (Hookeovsky)
e vsechny posuvy ve sméru os jsou malé z hlediska vlivu na zménu geometrie télesa
e okrajové podminky jsou linedrni
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Nakonec je potfeba vySettit znaménko u vztahu pro pruhybovou ¢aru. Jelikoz uvazujeme
rozlozeni os jako na obrazku 4.1 bude ve vztahu (4.2) minus. Vztah se kterym bude dale
pocitano ma vysledny tvar

M,
EJ’

w//(x) —

V pripadé popisu pruhybové ¢ary s vyuzitim diferencidlni rovnice 4. fadu se vyuziva tzv.
Schwendlerovijch vztahil.

d2
2 M=
422 q

Prihyb nosniku Ize tedy pséat ve tvaru diferencidlni rovnice 4. fadu néasledovné

w®(e) = -,

kde ¢ predstavuje liniové zatizeni pusobici na nosnik.

4.1 Jednostranné vetknuty nosnik
Budeme uvazovat ptripad, kdy je jeden konec nosniku vetknuty a druhy konec je volny.

Priklad 4.1. V prvnim piikladé aplikujeme vztah pro vypocet pruhybu nosniku s vyuzitim
Greenovy funkce, kterd byla odvozena v kapitole 3. Jde o specidlni piipad, kdy nam k
vypoctu pruhybu staci LODR2 namisto LODR4. Uvazujme silu F' pusobici na volném
konci nosniku, obréazek 4.2.

vy
Obrézek 4.2: Jednostranné vetknuty nosnik - sila na volném konci
Pruhyb nosniku muzeme popsat rovnici
EJy' = —M,,. (4.3)
Nejdrive ze vieho je tfeba urcit prubéh VSM (vnitini sily, momenty) pusobici na nosnik
4.2. Ctendr se ohledné stanoveni prubéhu VSM (resp. ve starsi literatufe uvedeno jakozto

vysledné vnitini i¢inky) muze v piipadé zajmu vice doc¢ist napiiklad v literatute [7].
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4 APLIKACE GREENOVY FUNKCE 4.1 Jednostranné vetknuty nosnik

Z prubéhu VSM zjistime, ze prubéh Ohybového momentu M, v nasem pripadé zapiSeme
jako
M,=—-F(L—z), x € (0,L).

Okrajové podminky v pripadé 4.2 jsou

Nyni jiz muzeme prejit k samotnému vypoctu pruhybové ¢ary. V prvnim kroku uréime
linedrné nezavislé feseni homogenni ¢dsti rovnice (4.3)

y" = 0.
Reseni homogenn{ ¢dsti je zFejmeé
yn(z) = Az + B.
Dveé nezavisla reseni homogenni rovnice jsou tvaru
yi(z) =z ya(z) = 1.

Pro urceni Greenovy funkce je potteba vypocitat také wronskian reseni

W(z) = =—1.

z 1
1 0

Partikularni feseni rovnice (4.3) muzeme zapsat ve tvaru

wie) = | Gl me e, (14)
0
kde b(§) predstavuje pravou stranu rovnice (4.3). Greenova funkce G(z, &) je pak tvaru

_ n@ya(x) —p(@)y(§) -
W(x) -1

G(x,¢) = (z—¢). (4.5)

Dosazenim Greenovy funkce (4.5) do tvaru partikuldrniho feseni (4.4) ziskame

F

vo) = [ Gaeomeds = [(w-9RL-9d  R=-7

Néslednou integraci a dosazenim za R dostaneme

( )_FL:B2 a3
Y =98] ~ 6B

kde funkce y(z) je funkei pruhybu nosniku zndzornéného na obrazku 4.2.
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4.1 Jednostranné vetknuty nosnik 4 APLIKACE GREENOVY FUNKCE

Aplikace pro priklad 4.1

Uvazujme nyni piiklad ulozeni nosniku znazornéného na obrazku 4.2. Nosnik spliuje
predpoklady pro linedrni model. Vlastnosti ulozeni jsou zobrazeny na obrazku vlevo,
pruhyb nosniku muzeme vidét na pravé strané.

4 Input - X i Prahyb vetknutého nosniku

Zadej Modul pruznost v tahu [Gpal ‘
210

Nelinearni rovnice prihybu
Lineami rovnice prihybu

Zadej primér prifezu [mm]
10 1r

Zade] velikast sily [M]
100

Zadej vzdalenost plsobisté sily od
vatknutého koncefmm]
200

25¢
Zadej délku prutulmm]
200

3 . . L

0 50 100 150 200
LrEs x[mm]

Obrazek 4.3: Jednostranné vetknuty nosnik se silou pusobici na konci nosniku

V pripadé, kdy je porusena podminka linearizace, situace dopadne nasledovneé:

- o - ’

4 Input - X Pruhyb vetknutého nosniku

0 T T T T
Zadej Modul pruZnost v tahu [Gpal Nelinearni rovnice prihybu
Lineamni rovnice prahybu
210 T
50 | N

Zadej primér prifezu [mm] S

10
100 p q
Zadej velikost sily [N]

500

y [mm]

Zade] vzddlenost pisobiété sily od N
vetknutého koncefmm] \

500 200 f N

Zadej délku prutulmm] \\
500

250 . L L L

- 0 100 200 300 400 500
oK Cancel x{mm]

Obrazek 4.4: Jednostranné vetknuty nosnik se silou pusobici na konci nosniku

Vsimnéme si, ze v piipadé poruseni predpokladu linearizace je rozdil mezi linedrnim a
nelinedrnim modelem znacny.

Priklad 4.2. V druhém prikladé se zamérime na vypocet pruhybové ¢ary za predpokladu
liniového zatizeni pusobici po celé délce nosniku znazornéného na obrézku 4.5.
Pruhyb nosniku na obrazku 4.5 muzeme popsat rovnici

q(L —x)?

EJy' =
) B )
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‘Fy

Obréazek 4.5: Jednostranné vetknuty nosnik - liniové zatizeni po celé délce

kde je velikost ohybového momentu M, uréena z prubéhu VSM. Okrajové podminky tlohy
jsou totozné s OP v uloze 4.1. Jelikoz jsou OP stejné, je i vysledny tvar feSeni homogenni
casti totozny, s ¢imz souvisi i nasledny tvar Greenovy funkce. Jediny rozdil ve vypoctu
samotného pruhybu je zpusoben pouze odlisnou pravou stranou b(z). Dosazenim pravé
strany b(x) a piislusného tvaru Greenovy funkce (4.5) do tvaru partikularniho fesent (4.4)
dostaneme

q(L —&)?

25y =

o) = [ Gaoperds = [ -9
.

(x = €)(L* - 2LE +€7) d =

T 2EJ J,
q ’ 2 2 2 2 3
_ 9 [ pr2-or L6+ 2LE — 3t =
257 J, x §rx+&°x §+2L — &£ d¢
q 1, ., Lx* 2t qr? ) )
_ Lop Lo o7\ 6L — AL .
2EJ (2:’3 5 " 12) =gy 7+ %)

Vysledny vztah pro pruhyb jednostranné vetknutého nosniku s liniovym zatizenim po celé
délce nosniku muzeme popsat vztahem

_ g2’
 UEJ

y(z) (6L* — ALz + 27).

Aplikace pro priklad 4.2
Uvazujme nyni piiklad ulozeni nosniku znazornéného na obrazku 4.5. Nosnik spliuje
predpoklady pro linedrni model. Vlastnosti ulozeni jsou zobrazeny na obrazku vlevo,

pruhyb nosniku muzeme vidét na pravé strané.
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Prihyb vetknutého nosniku

4| Input — > - —
Nelinearni rovnice prihybu
‘ Lineamni rovnice prihybu
Zadej Modul pruZnost v tahu [Gpa] 0.2
210
04

Zade] primér prifezu [mm]
10 — 06

£

E
Zadej welikost linioveho zatiZen' >08l

[Mimm]
10

Zadej délku prutu[mm]
200 121

0 20 40 60 80 100
x[mm]

Obrézek 4.6: Jednostranné vetknuty nosnik - liniové zatizeni po celé délce

V pripadé, kdy je porusena podminka linearizace, situace dopadne nasledovneé:

Pruhyb vetknutého nosniku

. 0
& lanIt - X Nelinearni rovnice prihybu
Lineamni rovnice prihybu
Zadej Modul pruznost v tahu [Gpal 20 \\
210 NS
S 40| N
Zadej prumer prufezu [mim] N
\
10 = o
E 60}
Zadej velikost liniového zatiZen’ -
[Mdmm]
50 80 \\
\\
Zadej délku prutufmm] 100 \\
200 \\
N
N,
0 50 100 150 200
x[mm]

Obrézek 4.7: Jednostranné vetknuty nosnik - liniové zatizeni po celé délce

Opét si muzeme vsimnout, ze v pripadé porusSeni predpokladu linearizace je rozdil mezi
linearnim a nelinearnim modelem znacny.

V nékterych piipadech uziti LODR2 neni prilis vhodné. V dalsim piikladé proto budeme
pocitat s LODRA. Postup feseni je popsén napiiklad v publikaci [5].

Piiklad 4.3. Necht mame jednostranné vetknuty nosnik, na ktery puisobi sila F' v obecné
vzdalenosti a od vetknutého konce, viz obrazek 4.8.

Budeme hledat feSeni rovnice

@ _ _F(S(:B—a)

= 4.6
y =7 (4.6)
s okrajovymi podminkami
y(0) =0, y'(0) =0, (4.7
y"(L) =0, y"(L) = 0. (4.8
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E 3
A

‘Fy

Obrazek 4.8: Jednostranné vetknuty nosnik se silou pusobici v obecné vzdélenosti

Jako v predchozich piipadech vypocitame nejdiive feSeni homogenni ¢dsti rovnice (4.6)
vyhovujici okrajovym podminkdm (4.7),(4.8). Nezavislé feseni homogenni ¢dsti rovnice
(4.6) jsou

2 .3
1,1’,1’ y Ly

1,(L—2),(L—x)*(L—x)3

Greenova funkce G(x, &) je poté obecné tvaru

Ap(€) + A1 (&)x + Ag(&)a? + A3(€)a? pro0 <z << L,

el {Bo(f) + Bi(&)(L — ) + Ba(§)(L — 2)* + Bs(§)(L —z)°  pro0<{<az<L.

Jelikoz jiz zname obecny tvar Greenovy funkce G(x, £) je potieba dopocitat funkce A;(§), B;(£)
pro i =0,...,3. Nejdiive do G(z,£) dosadime okrajové podminky (4.7),(4.8)

y(0) = Ao(£) =0,
'(0) = Ai(§) =0,
?//(L) = By(§) =0,
y"(L) = B3(§) = 0.

Greenova funkce pro piipad jednostranné vetknutého nosniku vypada obecné nasledovné

A(&)a? + A3(&)a? pro0<z<¢<L,

Bo(§) + Bi(€)(L—z)  pro0<{<w<L. (4.9)

Je vsak potreba urcit koeficienty As(&), A3(€), Bo(€), B1(€), které uréime pomoci vlast-
nosti z poznamky 3.4, predevsim z 3.4.2, 3.4.4, ¢ili vime, ze G(z,£) ma v & € (0,L)
spojité derivace az do fadu (n — 2) a v derivaci fadu (n — 1) pro = = & je skok o velikosti

—L__. Zapséno pomoci rovnic:

an(€)
As(8)E + A3()E = Bo(&) + Bi(&) (L — €),
245(6)€ + 343(6)€* = = Bi(6),
245(§) +643(£)¢ = 0,
6A3(§) =1
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Soustava rovnic byla vyfesena vyuzitim software Matlab

& 1
A =—= A = -
2(6) 2’ 3(6) 67
& Le £
B == - — B = —.
=22 B=%
Dosazenim koeficientu do (4.9) dostaneme
—§:172—|—1{173 o< <E<<L
G(x 6) == €32 L£26 €2 p - —6— ’
¥ 5 +t5(L—-2) pro0<E{<a<L

Drobnou tpravou dostaneme tvar

22 (x—3¢) 0< <<
G(x 6)—{ 0 prof=z ==, (4.10)

£2(¢£—3x)
= pro0<¢<x < L.

Je vhodné funkei (4.10) pfevést na jednu funkci uvazovanou na celém intervalu (0, L).
Pomuzeme si jiz difve zavedenou Heavisideovou funkci nésledovné

v (x6— %) (5 (56— 3r) @ (1‘6—39) H(z—¢),
z*(x — 3€) (£ - 2)°
6 ( 6

Gz, &) =

Gz, &) =

)H(x—f). (4.11)

Rovnice (4.11) je Greenova funkce pro pripad jednostranné vetknutého nosniku (vetknuti
na levé strané). V tomto konkrétnim prikladu uvazujeme tvar pravé strany reprezentujici
zatizeni nosniku

Fé(z —a)
EJ
Z predchozi kapitoly vime, ze feSeni dostaneme ze vztahu (3.17), ¢ili

/Ga:g £) df = — /OL{2<x_35)+((€;x)3)f1(x—5)}—F‘S(é;“)dg:

e (e

Faz? F 3
——6Ej(x—3a)—6EJ(a—x) H(x —a).

b(x) = —

Rovnici pruhybové ¢dry muzeme rozepsat dédle na jednotlivé intervaly

6EJ

P (30 —a)  proa<az <L

Fz2
= (3a — x pro0 <z <a,
y(fﬂ)z{ ( )

Aplikace pro priklad 4.3

Uvazujme nyni piiklad ulozeni nosniku znazornéného na obrazku 4.8. Nosnik spliuje
predpoklady pro linedrni model. Vlastnosti ulozeni jsou zobrazeny na obrazku vlevo,
pruhyb nosniku muzeme opét vidét na pravé strané.
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] Input - X Prihyb vetknutého nosniku

Nelinearni rovnice prihybu

Zadej Modul pruZnost v tahu [Gpal] Linearni rovnice prihybu

210

1 B ‘

Zadej promeér prafezu [mm)]

10 3r il
Zadej velikost sily [N] A i
1000 E

>5r 7
Zade] vzdalenost plsobisté sily od 6l 1
vatknutého koncalmm]
100 7L |
Zadej délku prutumm] sl
200

9 . . .
Cancel 0 50 100 150 200

x[mm]

Obrazek 4.9: Jednostranné vetknuty nosnik se silou pusobici v obecné vzdélenosti

V pripadé, kdy je porusena podminka linearizace, situace dopadne nasledovneé:

[ - o r r
4 Input - X Pruhyb vetknutého nosniku
0 T T T T
Zadej Modul pruznosti v tahu [Gpal Nelinearni rovnice prihybu
510 50 - Linearni rovnice prihybu | |
\\\
Zadej primér prifezu [mm] 100 - J
10 N
150 i
Zadej velikost sily [N] T N
2000 E, 200 ]
> .
Zadej vzdalencst plsobisté sily od 250 1 \\ ]
vetknutého koncefmm] S
200 300 - \ ]
Zadej délku prutulmm] 350 |
1000 400 ‘ ‘ ‘ ‘ \
0 200 400 600 800 1000
e x[mm]

Obrazek 4.10: Jednostranné vetknuty nosnik se silou pusobici v obecném vzdalenosti

Opét si muzeme vsimnout, ze v pripadé porusSeni predpokladu linearizace je rozdil mezi
linearnim a nelinearnim modelem znacny.

Priklad 4.4. Uvazujme nyni piipad, kdy mame jednostranné vetknuty nosnik zatizeny
dvéma osamélymi silami, obr. 4.11.

V tomto ptipadé budeme hledat feseni rovnice 4. fadu, kterd je tvaru:

) _ _Fié(z—a) + Fé(z —b)
) EJ .

Prava strana b(z) je
F — E: —
b(z) = — 10(x a)E+J ho(x b). (4.12)
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-~

-~
h 4

-~
v

'U'Y

Obrazek 4.11: Jednostranné vetknuty nosnik - dvé sily v obecnych vzdalenostech

Jelikoz v tomto pripadé mame stejné okrajové podminky jako v iloze 4.3, muzeme vyuzit
tvar Greenovy funkce vypocitany v predchozim prikladu. Greenova funkce je tedy tvaru

(4.11):

6

Nyni uz ndm staci zase vypocitat integral (3.17) s pravou stranou (4.12).

/ G(x,8)b(&) d§ = /OL {xQ(x(j—i%g)Jr((5—6;5)3)H(x_€)]

Fi6(& —a) + Fy0(¢ —b) L a2z —36)\ Fi6(€ —a) + F>86(€ —b)
EJ dg__/o ( 6 ) EJ a6
=~ [Fule — 30) + Fyo — 30)] - % [((a—2)H(z —a) + (b— 2)H(z — b)]

Po drobné tpravé ziskdme nasledujici tvar priuhybové ¢ary

GEJ " [F1(3a — x) + F5(3b — )] pro 0 <z <a,
y(z) = GEJ [Fia?(3z — a) + Fox?(3b — z)] pro a <z <b,

7 [F1a*(3z — a) 4+ F50%(3x — b)] prob <z < L.

Aplikace pro priklad 4.4
Uvazujme nyni priklad ulozeni nosniku zndzornéného na obrazku 4.11. Nosnik splnuje
predpoklady pro linedrni model. Vlastnosti ulozeni jsou zobrazeny na obrazku vlevo,

pruhyb nosniku muzeme opét vidét na pravé strané.

26



4 APLIKACE GREENOVY FUNKCE 4.2 Oboustranné podepreny nosnik

4 Input — x

Zadej Medul pruZnesti v tahu [Gpal
210

Prihyb vetknutého nosniku

Linearni rovnice prihybu ‘

Zadej pramér prifezu [mm] |

10
051

Zadej velikost sily 1 [N]
100

Zadej welikost sily v 2 [N]
100

y [mm]

Zadej vzdalenost 1 plisobisté sily 15+
od vetknutého konce[mm)]

100

Zadej vedalenost 2 plsobisté sily
od vetknutého konce[mm)]
150

25 . . \
Zadej délku prutufmm] 0 50 100 150 200

200 X[mm]

Obrazek 4.12: Jednostranné vetknuty nosnik - dvé sily v obecnych vzdalenostech

4.2 Oboustranné podepieny nosnik

V dalsi casti kapitoly se podivame na urceni tvaru Greenovy funkce v piipadé obou-
stranné podepieného nosniku a nasledné stanoveni tvaru pruhybové ¢ary. Nejdiive budou
ilustrovany piiklady, které muzeme snadno vytesit pomoci Greenovy funkce pro LODR2.
Nékteré situace je pohodlnéjsi vsak resit jako LODRA4.

Priklad 4.5. Prvnim piipadem je nosnik na dvou podporach se silou F' pusobici ve stiedu
nosniku, viz obr. 4.13.

Obrazek 4.13: Oboustranné podepfeny nosnik se silou F ve stfedu intervalu

Uvazujme LODR2 tvaru
M,
G — 4.13
i (4.13)
Z obrazku je patrné, ze nosnik je symetricky, proto si ho muzeme rozdélit na dva intervaly
(0, L/2) a (L/2, L). Ve stanoveni tvaru pruhybové ¢ary se budeme zabyvat intervalem
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(0, L/2). Z prubéhu VSM zjistime, ze ohybovy moment M, = Fax, kde Fy = % je reakeni
sila v levé podpore A a x € (0, L/2). Budeme se proto zabyvat rovnici

FA{E
M= = L/2).

Okrajové podminky pro uvazovany interval jsou
L
y(0) =0, Y (—) =0. (4.14)

Dosazenim okrajovych podminek do feseni homogenni ¢asti rovnice (4.13) ziskdme dvé
nezavisld feseni rovnice tvaru

y1(z) = x, ya(x) = 1. (4.15)

Wronskidn feseni je W(x) = —1. Dosazenim (4.15) do vztahu (3.16) ziskdme Greenovu
funkci pro homogenni ¢ést (4.13) s OP (4.14)

Glr.€) = —£ pro0<¢ <z < L/2
) —x pro0 <z <¢< L/2.

Dosazenim Greenovy funkce a pravé strany do (3.17) dostaneme

L T F L/2 F
_ _ 2-4 A _
R R G e Y e T

R (T8 [P L Fr (3.,

Aplikace pro priklad 4.5

Uvazujme nyni ptiklad ulozeni nosniku znazornéného na obrazku 4.13. Nosnik spliuje
predpoklady pro linedrni model. Vlastnosti ulozeni jsou zobrazeny na obrazku vlevo,
pruhyb nosniku muzeme opét vidét na pravé strané.

Vsimnéme si opét rozdilu v piipadé poruseni podminky linearizace.
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Prihyb podepreného nosniku

4 Input - X Nelinearni rovnice pruhybu
002+ Linearni rovnice pruhybu 4
Zadej Modul pruznost v tahu [Gpa]
210 0.04 1
Zadej primér prafezu [mm] 006 F i
10
Zadej velikost sily [N] E 0.08 1 il
100 > 04Ff ]
Zadej vzdalenost plsobisté sily od
levé podpory[mm)] 012+
100
0.14 |
Zadej délku prutu[mm]
200 016 F ~— J
0 50 100 150 200

x[mm]

Obrézek 4.14: Oboustranné podepreny nosnik se silou F ve sttedu intervalu

Prihyb podepreného nosniku

4 Input - X Nelineami rovnice prihybu
Lineami rovnice pruhybu
Zadej Modul pruznost v tahu [Gpa] 20+ /1
210 /
///

Zadej pramér prifezu [mm] a0k /
10 /
Zadej velikost sily [N] E //

E 60f / 1
500 = //

>
Zadej vzdalenost pisobisté sily od /
levé podpory{mm] 80 B
500 /
Zadej délku prutu[mm] 100 - j\_/ﬁ, i
1000 o

0 200 400 600 800 1000

x[mm]

Obrazek 4.15: Oboustranné podepreny nosnik se silou F ve stfedu intervalu - poruseni
podminky linearizace

Priklad 4.6. Mé&jme nosnik zatizeny liniovym zatizenim g po celé délce prutu, viz obr.
4.16.

Budeme tesit LODR2 tvaru

2
no__ (qx - qu)
V=" z € (0, L), (4.16)

kde tvar pravé strany b(z) opét zjistime z prubéhu VSM. Okrajové podminky pro styl
ulozeni podle obrazku 4.16 jsou

y(0) =0, y(L) =0. (4.17)

Vypoctem homogenni ¢ésti rovnice (4.16) s okrajovymi podminkami (4.17) dostdvame
dveé nezavisla reSeni tvaru

w(@) =z, @)= (1 — %) (4.18)
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Yy

v

Obréazek 4.16: Oboustranné podepieny nosnik - liniové zatizeni po celé délce nosniku

Wronskidn feseni je W (z) = —1. Dosazenim nezavislych feseni (4.18) do vztahu (3.16)
dostaneme Greenovu funkci pro ulozeni dle obrazku 4.16 tvaru

—£(1-¢) pro0<E<a<I,
G(z,€) = (4.19)
—x(l—é) pro0 <z < ¢ L.

Pro urceni tvaru pruhybové ¢ary pro piipad zndzornény na obrazku 4.16 je potieba
vypocitat integral (3.17), kde G(z, ) predstavuje vyse stanovenou Greenovu funkei (4.19)

a prava strana b(z) = 5+ (qz® — qLx).

vy = [ G = [e(1-7) ke - are)de-

L) 2EJ
/x T (1 — %) ﬁ(qu —qL¢&) d¢ = Qféj (L? — 2La” + 2°) .
Rovnice pruhybové cary je tedy tvaru
y(z) = ar (L? —2La* +2°) , x € (0, L).
24FEJ

Aplikace pro priklad 4.6
Uvazujme nyni priklad ulozeni nosniku zndzornéného na obrazku 4.16. Nosnik splnuje
predpoklady pro linedrni model. Vlastnosti ulozeni jsou zobrazeny na obrazku vlevo,

pruhyb nosniku muzeme opét vidét na pravé strané.
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Prahyb podepreného nosniku

4 Input - x

Nelinearni rovnice prihybu
Linearni rovnice prihybu

Zadej Modul pruznosti v tahu [Gpal
210

Zadej promér profezu [mm]

100 =

E 6
Zadej velikost liniového zatZen’ >
[Nirmm]
50 8r

Zadej délku prutu[mm]
2000

Cancel 2

0 500 1000 1500 2000
x[mm]

Obrazek 4.17: Oboustranné podepieny nosnik - liniové zatizeni po celé délce nosniku

Priihyb podepreného nosniku

4 Input — x

Nelinearni rovnice prahybu
Lineami rovnice prahybu

Zadej Medul pruznost v tahu [Gpa)
210

Zadej pramér prifezu [mm]

10

Zadej velikast iniového zatZen’
[M/rmm] 15
100

Zadej délku prutufmm]
200

20

0 50 100 150 200
x[mm]

Obrazek 4.18: Oboustranné podepieny nosnik - liniové zatizeni po celé délce nosniku

Vsimnéme si opét rozdilu mezi jednotlivymi modely v ptipadé poruseni linearizace.

V nékterych piipadech je vyhodnéjsi uvazovat LODRA4 tak, jako tomu bylo jiz v piikladech
na jednostranné vetknuty nosnik. Proto se nyni podivejme na piiklady hledani tvaru

pruhybové ¢ary oboustranné podepreného nosniku fesené vyuzitim Greenovy funkce pro
LODRA.

Priklad 4.7. Uvazujme nyni opét nosnik ulozeny na dvou podporach se silou F' pusobici
na nosnik v obecné vzdalenosti a od levé podpory, viz obr 4.19. Z obrazku vidime, Ze se
nyni budeme zabyvat LODR4 tvaru

Foélx —a
SO = ( )

= - 4.20
o7 (4.20)
Pro ulozeni podle 4.19 uvazujeme okrajové podminky
y(0) =0, y"(0) =0, (4.21)
y(L) =0, y'(L)=0 4.22
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v

[
v

Obrazek 4.19: Oboustranné podepieny nosnik - sila pusobici v obecné vzdélenosti

Nezavisla reseni homogenni ¢ésti rovnice (4.20) jsou
1,z 2%, 2%,
1,(L—2),(L—x)(L—2)>
Greenovu funkci G(z, &) obecné hleddme ve tvaru

G(x,€) = {Ao(f) + A1(§)z + Ax(§)a® + As(§)2? pro0 <z <¢< L,
’ Bo(&) + B1(&)(L — ) + Ba(&)(L — x)* + Bs(¢)(L — x)? pro0<¢<a< L.

Déle je potieba dopocitat prislusné koeficienty A;(€), B;(§) proi =0,...,3. Do Greenovy
funkce G(z, ) dosadime okrajové podminky (4.21),(4.22)

y(0) = Ao(€) =0,

?//(0) = A5(§) =0,
y(L) = By(§) =0,
y'(L) = By(§) =0
Greenova funkce pro pripad oboustranné podepreného nosniku je tedy obecné tvaru
(o, 6) = {f;(&)x + A3(6)7 | mo0Sesesi 123)
1(E)(L—x)+ Bs(§)(L—2)”  pro0<{<z<L

Koeficienty A;(£), As(), B1(€), Bs(§) dopoéitdame pomoci vlastnosti z poznamky 3.4. Zapséno
pomoci rovnic nasledovné

AL(E)E + A3()E° = B1(&)(L — &) + Bs(&)(L — €)°,

AL(€) +34A3(€)&* = =By (€) — 3B5(&)(L — £)?,
6A3()E = 6B3(§)(L —€),

6A5(€) + 6B3(€) = 1.

Soustava rovnic byla vypoctena pomoci software Matlab nédsledovné

(2L -3l + &) _(L=9)
Ai(§) = — oL , As(§) = 6L
(L8 ¢
Bi(§) = 6L Bs(&) = 6L
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Dosazenim vypoctenych koeficientt do (4.23) dostaneme

2L%¢-3Le* 4> | (L=8) 3
G(r,§) = _(ng_g%) T+ Gp ¥ pro0 <z <¢< L
SN L —a)+ S(L—2)  pro0<{<z <L

kdy drobnou upravou ziskame tvar Greenovy funkce nésledovné

HEQE2ET) o 0<r<E<L,
G(z,§) =
2 2
ﬁ(L—m)(ﬁGZQLm—i—m ) pro 0 S 6 S - S L.

Opét si Greenovu funkci prevedeme s vyuzitim Heavisideovy funkce nésledovné

{(L—a2)(®—2Lr+2°) (L - - 2L +27)
( 7 - o )H(x—f), z € (0, L).

Drobnou tpravou ziskame

) (124)

G(x,8) =

Tvar pruhybové ¢ary ziskame vypoctem (3.17), kde G(x, &) je ndmi vypoctend Greenova
funkce tvaru (4.24) s tvarem pravé strany

ba) = o= a) 5%; )

Resfme tedy integral tvaru

[P (m(L = - 2L + 1Y)
dg_—/o ( - n

(€~ 2PHa - )

| =

y(z) = / G, )H(E)
Fé(—a

) _ F L 2 2
E—Jdﬁ——m ; o(L—&)(§ —2LE +27)6(§ — a) dé—

F [E 5
6ET J, (§ —x)’H(z —£)6(§ — a)dE.

Z vlastnosti Diracovy delta funkce (3.19) vime, ze

L F
a(L —&)(& —2LE + 27)6(€ — a) dE = “eEIL”

pro a € (0, L).

_ L — 2_9L 2
GEL J, ( a)(a a+x%),

Muzeme si proto vS§imnout, ze pruhybova ¢ara ma ndasledujici tvar

F | 2(L—a)(a®* —2La+ 2?) pro0 <z <a,
L(L—a)(a®—2La+a*)+ (a—x)* proa<z <L
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4.2 Oboustranné podepreny nosnik 4 APLIKACE GREENOVY FUNKCE

Aplikace pro priklad 4.7

Uvazujme nyni priklad ulozeni nosniku zndzornéného na obrazku 4.19. Nosnik splnuje
predpoklady pro linedrni model. Vlastnosti ulozeni jsou zobrazeny na obrazku vlevo,
pruhyb nosniku muzeme opét vidét na pravé strané.

Prihyb podepreného nosniku
|

(4 Input - >

Linearni rovnice prihybu ‘

Zadej Modul pruznost v tahu [Gpa
210

Zadej promér prafezu [mm]
10

Zadej velikost sily [N]
100

y [mm]

Zadaj vedalenost plsobisté sily od
levé podpory{mm]
a0

Zadej délku prutufmm]
1000

Cancel 0 200 400 600 800 1000
x[mm]

Obrazek 4.20: Oboustranné podepreny nosnik - sila v obecné vzdalenosti

Priklad 4.8. Mame oboustranné podepreny nosnik na ktery pusobi dvé osamélé sily ve
vzdalenostech a, b od levé podpory. Viz obr 4.21.

F1 Fz

"
nd

v y
Obrazek 4.21: Oboustranné podepieny nosnik - dvé sily pusobici v obecnych vzdalenostech

Budeme hledat feseni rovnice 4. fadu, kterd je tvaru

EJ '
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4 APLIKACE GREENOVY FUNKCE 4.2 Oboustranné podepreny nosnik

Prava strana je tvaru

b(x) = Fio(x — a)E+JF25(:B - b). (4.25)

Vyuzijeme Greenovu funkci vypocitanou v predchozi tloze 4.7 tvaru

oL = ~2LE+ )

Gl €) = — (€~ H(z =)

[ Y=

Jelikoz méme jiz Greenovu funkci, stac¢i ndm vypocitat integral (3.17), kde prava strana
b(x) je tvaru (4.25).

/ Gz, €)b / (x(L_g)(€6L_2L€+x)+é(€—x)3H(x—€))
0(z —a) + Fyd(x —b) ba(L - €€ — 2L + 2?)
EJ de = - / 6L
F15($—a)+F2(5 ( —a)+F25(a:—b)
57 dg / oh H(x — &) d¢.

Z vlastnosti Diracovy delta funkce (3.19) muzeme nésledné tvar pruhybové ¢éary zapsat

ve tvaru

y(@) =~ (F(L = a)(a* = 2La+a?) + F(L = b)(1* — 2Lb + o)) -
L 3 F16(x — a) + Fy6(x — b)
_/O S(e-2) = H(x — ) de.

Prihybova ¢ara ma nasledujici tvar

%(Fl(L a)(a® —2La + %) + Fy(L — b)(b? — 2Lb + 2?))
pro0 <z <a,

L(Fy\(L = a)(a® — 2La 4 2°) + F5(L — b)(b*> — 2Lb 4+ 2°)) + (a — 2)°F}
proa <z <b,

(F\(L —a)(a® —2La + %) + F5(L — b)(b? — 2Lb + x%))+

prob <z < L.

35



4.2  Oboustranné podepreny nosnik 4 APLIKACE GREENOVY FUNKCE

Aplikace pro priklad 4.8

Uvazujme nyni piiklad ulozeni nosniku znazornéného na obrazku 4.21. Nosnik spliuje
predpoklady pro linedrni model. Vlastnosti ulozeni jsou zobrazeny na obrazku vlevo,
pruhyb nosniku muzeme opét vidét na pravé strané.

4 Input — X

ey e [ LS , Prihyb podepreného nosniku

210
|

Linearni rovnice prahybu |

Zadej prameér prafezu [mm)
10

Zadej velikost sily 1 [N]
100

Zade] velikost iy 2 [N]
100

y [mm]

Zadej vzdalenost 1 plsobisté sily
od levé podpory{mm]

100 i \

Zadej vzdilenost 2 pisobidté sily 4r \\ Y
od leve podpory{mm] 16+ \ y
200

18

/|

Zadej délku prutu[mm] 0 200 400 600 800
1000 x[mm]

Cancel

Obréazek 4.22: Oboustranné podepreny nosnik - dveé sily v obecnych vzdalenostech
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5 ZAVER

5 Zavér

Nalezeni teseni okrajové tlohy diferencialni rovnice je v technické praxi hojné vyuzivano
napiiklad pri vypoctu pruhybu nosniku. Je hned nékolik moznosti samotného stanoveni
feSeni. Mezi nejznaméjsi a na skole nejpouzivanéjsi metody feseni linearnich rovnic patii
metoda variace konstant a metoda neurcitych koeficientu. Metoda variace konstant je

v s

koeficientu je jednodussi, ale existuje vSsak pouze pro zvlastni typy pravych stran.

V ramci prace jsem se vSak zaméril na, mezi studenty vétsinou neznamou metodu,
metodu Greenovy funkce. Vyhodou této metody oproti ostatnim je, ze pro stejné okrajové
podminky a stejny tvar homogenni ¢asti rovnice dostaneme totoznou Greenovu funkci,
kterou dale vyuzijeme k samotnému stanoveni feseni. V pruznosti, pevnosti by to tedy
znamenalo, ze by ndm stacilo znat tvary Greenovych funkei pro jednotlivé typy ulozeni,
kdy rovnici pruhybu bychom dostali pouhou superpozici Greenovy funkce a pravé strany.
Nékdy je vsak samotné nalezeni Greenovy funkce velice narocné a mnohdy i nemozné.

Vysledky jednotlivych modelu jsou zapracovany do interaktivniho programu v Matlabu,
kde sam uzivatel muze zkoumat tvar priuhybové ¢ary v zavislosti na typu ulozeni a zatizeni.
Nékteré typy ulozeni nosniku, implementované v Matlabu, umoznuji uzivateli porovnat
linearni a nelinearni model. Rozdily mezi modely jsou zietelné po poruseni predpokladu
pro linearizaci modelu.

I pres veskerou snahu podat ¢tenafi vyhody feseni pomoci metody Greenovy funkce je
nékdy snazsi okrajovou tilohu vyfesit bud pifmou integraci, ¢i nékterou z vyse zminénych
metod (MVK, MNK).
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