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Seznam pouzitych symboli

Mn mnozina vSech matic typu m x n
Ae My, A je matice typu m X n

AT matice transponovand k matici A

1 jednotkova matice prislusného typu
tr(A) stopa matice A,

tj. soucet prvki na hlavni diagonale ¢tvercové matice A

h(A) hodnost matice A



-
Uvod

Soustava rovnic Ax = b, kde x a b jsou vektory fadu n a matice A je ¢tvercova
regularni, ma pravé jedno TesSeni, které se vypocita vcelku jednoduse. Stac¢i nam
k tomu matice A~!, tj. matice k A inverzni. V piipadé, kdy matice A je libovolna,
jiz soustava Teseni obecné nemd. Ke kazdé matici A vsak existuje pravé jedna
Moore-Penroseova inverze ¢i jeji zobecnéni, které mizeme vyuzit k aproximaci
teoretického Teseni.

Cilem této bakalarské préce je seznamit c¢tendare s klasickou a zobecnénou
Moore-Penroseovou inverzi a uvést jejich metody vypoctu. Moore-Penroseova in-
verze ma mnoho vyuziti ve statistice a optimalizaci. Prace se vSak na tato vyuziti
nezameéruje a zabyva se zejména metodami vypoctu této inverze.

Prace je rozdélena do tti kapitol.

V prvni kapitole si pfipomeneme a sezndmime s nékterymi pojmy z linearni
algebry, které budeme v nasledujicich kapitolach potrebovat.

Ve druhé kapitole se seznamime s klasickou Moore-Penroseovou inverzi a jejim
zobecnénim, podivame se na jejich vlastnosti a ukazeme si, jak takové inverze
vypocitat pomoci sedmi algoritmii. Kapitola je dale doplnéna o koédy danych
algoritmu vytvorené v softwaru MATLAB.

Treti a posledni kapitola se zabyva ucinnosti jednotlivych kéda algoritmi
v zavislosti na ptuvodné zadanych maticich a jinych vlastnostech.

Kédy algoritmt jsem vytvoril v softwaru MATLAB R2015b na prenosném
pocitaci HP 250 G3 s procesorem Intel Pentium N3530 a operac¢ni paméti 4GB.
Jednotlivé kody jsou ulozeny na CD, které je soucasti prilohy.

Rad bych se zde zminil, ze v softwaru MATLAB neni definovana nula. Proto
pri vypoctech budeme muset uvést presnost na vstupu, coz bude takové ¢islo,
jehoz absolutni hodnotu jiz budeme povazovat za nulu. Vice je o této problematice
feceno ve druhé kapitole.

V praci se kromé vét také vyskytuji jejich dikazy. Konce téchto dikazi jsou

oznaceny symbolem [1.



1. Uvodni kapitola

Tato kapitola slouzi k seznameni s pojmy, které budeme potrebovat v nasledu-
poznatky z linearni algebry.

Necht A je matice typu m x n (zna¢ime A € M,,,,). Pokud je A reguldrni
étvercova matice, pak k ni existuje jediné inverzni matice A~!. Pro takovou matici

plati

AAT =ATTA= T

Nyni uvazujme soustavu linearnich rovnic

Az =, (1.1)

kde A € M,,,, je opét regularni ¢tvercova a b je vektor radu n, tedy b € M,, ;.

Resenim takové soustavy je vektor x, ktery dostaneme jako vysledek rovnice

r=A"'D.

Uvazujme opét soustavu (1.1), pficemz A € M,, , neni reguldrni. Pak sous-
tava miZe mit nekoneéné mnoho fefeni nebo nemusi byt fesitelnd. Reseni poté
hleddme ve smyslu metody nejmensich ¢tvercii (MNC). Tedy v pifpadé, kdy exis-
tuje nekone¢né mnoho reseni, hledame to, které je v normeé nejmensi. A v pripadeé,
kdy soustava nema zadné Teseni, hledame vektor x, ktery minimalizuje normu

rezidua

[ Az — bl (1.2)

a je zaroven mezi vsemi minimalizujicimi vektory v normé nejmensi.

Jestlize uvazujeme euklidovskou normu, tedy

|zl = VaTz, (1.3)

pak miizeme teSeni nalézt ve smyslu MNC s pomoci Moore-Penroseovy inverze.

Jeji definice je uvedena v nasledujici kapitole.



Jestlize si danou normu zadefinujeme jako

|x||lpr = VaTMzx (1.4)

lyllx = \/y" Ny (1.5)

kde M € M,,, a N € M,,, jsou symetrické pozitivné definitni matice, déle
r € Mpiaye M, ReSeni pak miizeme nalézt ve smyslu MNC s po-
moci zobecnéné Moore-Penroseovy inverze neboli Chipmanovy pseudoinverze.

Jeji definice je uvedena v nasledujici kapitole.
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2. Moore-Penroseova inverze

V této kapitole si uvedeme definice klasické a zobecnéné Moore-Penroseovy

inverze matic, jejich vlastnosti a sedm algoritmt pro jejich vypocet.

2.1. Klasicka Moore-Penroseova inverze

Moore-Penroseova inverze neboli pseudoinverze byla poprvé predstavena na
zacatku 20. stoleti. Jednalo se o zobecnéni inverzi matic. V této podkapitole si

uvedeme jeji definici, vlastnosti a algoritmus pro jeji vypocet.

Definice 2.1. Necht A € M,,,,. Matice AT € M,, ,,, spliujici axiomy

AATA=A (2.1)
ATAAT = AT (2.2)
(AAT)T = AAT (2.3)
(ATA)T = AT A (2.4)

se nazyva Moore-Penroseova inverze matice A.

Poznamka 2.1. Moore-Penroseova inverze se také nékdy znaci jako pseudoin-

verze.

Poznamka 2.2. Jestlize A € M,,,, je ¢tvercova regularni, pak matice k ni in-
verzni A~! splituje vSechny axiomy z Definice 2.1. A~! je tedy zaroven pseudoin-

verze k A.
Véta 2.1. Pro kaZdou matici A € M,,,, ezistuje prdvé jedna pseudoinverze.
Dukaz: Viz [2].

Véta 2.2. Necht A € My, AT je jeji Moore-Penroseova inverze a b € M, ;.
Necht xg = A%b. Pak pro kazZdy vektor x € My, 1, x # xo plati:

1. [JAzg —b||2 < || Az — b2
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nebo
2. [[Azg — bllz = [[Az — bll2 a [|zol]2 < [|2]l2,

kde jsme vyuzili normu (1.3). Vektor xog pak nazjvame resenim ve smyslu nej-

mendsich ctvercu.
Dukaz: Viz [J].

K nalezeni pseudoinverze existuje mnoho algoritmt. My si zde uvedeme jeden

z nich, tzv. Grevilliv algoritmus, ktery nam popisuje néasledujici véta.

Véta 2.3. Necht A € M,,,,. Pro k = 1,2,....n oznacme ay, jako k-ty sloupec

matice A a Ay oznacme jako matici tvorenou pronimi k sloupci matice A.

1. Je-li a; = 0, pak AT = 0.
Je-li ay # 0, pak A} = (aTa;)tal.

2. Pro k=2,...,n postupné vypocitime
(a) dp = Al_yay,
cr = a — Ap_1dy,

(b) Je-li ¢, =0, pak by, = (1 +didy) 'di Al

Je-li ¢, # 0, pak by = cif, kde ¢if = (ckep,) 7tk
Al —dpb
+ _ k—1 kYK
(0 ap = (M0

Potom A} je pseudoinverzni matice k A.

Dikaz: Diikaz provedeme matematickou indukci a postupnym ovérovanim axi-
omi (2.1)—(2.4) z Definice 2.1.

Necht n =1, tj. A € M, ;1. Plati A; = A = a;.

Jestlize a; = 0, pak AT = 0 a A spliiuje axiomy (2.1)—(2.4) trivialng.
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Jestlize a; # 0, pak Af = (af'a;) *al. Postupné ovéfime vsechny axiomy.

AlAii_Al = al(a{al)_lalTal = a; = Al

AT AAT = (aian) gt an(agan)"lag = (ajar)'ag = Af

(AAN)T = (ar(afa) " a])" = ar(agar)"'ay = AL AT

(AT AN = ((afa)Maja)" = ()" =1 = (aja1) "afar = AT A,

+ . . Vé . ’ .o . v z z _

1 . ) = L
Tedy A7 je pseudoinverzni matice k A;. Dokazali jsme, ze tvrzeni plati pron =1
Nyni predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro n — 1. Mame dokézat, ze plati i pro n,
coz dokazeme opét ovérenim axiomil.
Nejprve ovéfime axiom (2.3), tj. (A, AT = A, AT. Staci tedy dokédzat, Ze matice
A, At je symetrickd. Tedy

ApAY = (At an) (AZI b; d”b”> = Ay 1 AY | — An_1dyby 4 anb, =
= Ap 1 AT+ (an — Ay 1dy)b, = Ay 1 AL+ by,
kde jsme vyuzili rovnosti ¢, = ap — Ag_1d;. Plati tedy
A AT = A, 1 AF L+ by, (2.5)
Nyni budeme zkoumat dva pripady v zavislosti na tom, jestli ¢, = 0 nebo ¢,, # 0.
1. Proc,=0je
A AN = A, AF
kde A,_1 A} je jiz z indukéniho piedpokladu symetrickd matice.
2. Pro ¢, # 0 plati
by = (cFey) el =t (2.6)
a tak

A Af

n

_ + +
= A, 1A, |+,

kde c,ct a A, 1A jsou jiz symetrické matice, tudiZ jejich soucet je téz
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symetricka matice.

Overili jsme tedy, ze axiom (2.3) plati pro n.
Nyni budeme ovéfovat platnost axiomu (2.1), tj. A, ATA, = A,.
S vyuzitim vztahu (2.5) lze psat

A Af Ay = (AnAD) An = (A Ay + eabn) (Anr an) =
= (A AT An s+ enbnAn oy Ap Al yan + Cubnan ) =
= (An—l +epbpApn_1 A, AT a, + cnbnan) ,
kde jsme vyuzili indukéniho predpokladu. Déle
1. pro ¢, = 0 plati

_ _ _ +
O =Cp = Qp — An—ldn = Qp — An—lAn_lafna

tedy

an = Apn_1 AT Lap, (2.7)

¢ehoz nasledné vyuzijeme, tj.

AnAf Ay = (A Ap Al ja) = (Any an) = Ay

2. Pro ¢, # 0 plati

A AT A, = (An—l +enctAnr An A jan + cnc:{an> ) (2.8)

Pritom
cnet Ap1 = cp(clen) et Ay = enlclen) Han — An1dn) Ay =
=cu(cle) ™ an — An 1 AY Ja) A, =

n

= Cn(CZCn)_laf(I - An—lA;’z——l)TAn—la

Protoze (I — A, 1A )T =1— A, 1A} |, lze psit

n—1»

enCl Ap 1 = cp(clen) tal (I — A, 1 AF )AL =0, (2.9)

14



nebot

(-[ - An—lA:—l)An—l - An—l - An—lA:_lAn—l =

(2.10)
= Anfl - Anfl = 07
kde jsme opét vyuzili indukéniho predpokladu.
Dale plati
cnClan = calctey) tela, = cp(clen) ke, = cn, (2.11)
nebot
cla, =al (I — Ay_1 AT ay
a
cren = (an — Ap 1 AF ja) (an — Ap1 Al a,) =
= af(f — Ap 1 Ay ) = A AT ay =
= ag([ — AnflA;r_l — An,1A2_1 + An,lA;r_lAn,lAz_l)an =
=al (I — A1 AT Day.
Plati tedy
cla, = cle,
a rovnost (2.11) je dokdzana. Nésledné ji vyuzijeme.
An AL a, +encha, = Ay AL a, e, =
(2.12)

= A, 1A Jan +a, — Ay AT ja, = ay,
Celkem tedy s vyuzitim vztahi (2.8), (2.9) a (2.12) plati
AnAT Ay = (Anr + ealf Any An Al jan + encfay) =
= (An,l an) =A,.
Oveérili jsme, ze axiom (2.1) plati pro n.
Déle ovéfime axiom (2.2), tj. AT A, Al = A},

15



S vyuzitim vztahu (2.5) lze psat

+
AFALAT = AT(ALAT) = (An—l ) d"b”> (Ant AL 1+ caby) =

— A:Lr—lAnflAvt—l + AZ—lcnbn - dnbnAnflArt—l o dnbncnb” —
- bnAn—lA:—l + bpciby, B

_ A:Lr—l + A:Lr—lcnbn - dnbnAnflAg_l - dnbncnbn
N bnAn—lA:'L_—l + bncnbn

1. Pro ¢, = 0 plati
by = (1+did,) td At . (2.13)

Po dosazeni

A At (A = da(L o did) AT A AT
e <1+d5dn)_1d5Ai_1An71A$_1

_ (A:’L_—l —dn(1+ dfdn)‘leAI_1>

(1+d7d,)"dT AF

— (A;Li_—lb_ dnbn> _ A:)

kde jsme vyuzili indukéniho predpokladu.

2. Pro ¢, # 0 plati
AT+ AT epef —dycf A, AT —d,cre,ct
+ + n—1 n—1tnty ntn An—-141p-1 ntn “ntn
Ay AnAy = ( ct A, AT+ ctenet - (214)

Pritom
AL yenCy = AY_icalcnen) ey =
= Al (an = Ay AT jan)(cpen) T Han — Ap AT jan)" =
= AF (T = A AT Dan(cpen) lan (T = Ay A7) =
= ()’
(2.15)
kde jsme vyuzili principu z rovnosti (2.10).

16



Dale plati

+ + T \-1.7T +
dpct Ay 1 AT L =dy(cren) e A 1 AT =

(2.16)
= d(cpen) ag (I — An AT ) A A =0
a ze vztahu (2.11) vyplyva
cte,ch =cf. (2.17)
Nakonec
ey AnaAn_y = ( zcn)_chAn—lA:—l =
(2.18)

= (Cgcn)_lag(l - An—lA:—l)An—lA:—l =0,

kde jsme po roznasobeni vyuzili indukéniho predpokladu.

Celkem tedy s vyuzitim vztaht (2.14), (2.15), (2.16), (2.17) a (2.18) plati

ATA AL =
+
" n AR AL+ clenet

_ <A:1 :danJabr) = A",

- + + + + +o ot
Al + A _enet —dyet A1 AN — dyct cncn>

Cn

Oveérili jsme, ze plati axiom (2.2) pro n.

Nyni ovéifme platnost poslednfho axiomu (2.4), tj. (A} A,)T = AT A,.

At A, = (Ail b; d"b"> (Ao an) =

— Ajl_flAn—l - dnbnAn—l Az_flaln - dnbnan
B bnAn—l anLn

Staci dokézat, ze prvky na hlavni diagonale matice jsou symetrické a oba prvky

na vedlejsi diagondle jsou transpozici toho druhého.
1. Pro ¢, = 0 plati rovnost (2.13) a

dy = A ja, = AT Ay _1d,. (2.19)

Mame dokazat, ze

17



(a) Af A, 1 —dnb,A,_1 je symetrickd matice.
Plati

dpbpAn_1 =d,(1+ dZdn)_ldg(A:;_lAn_l)T =
- (1 + dgdn)_ldndgAg—lA:—Tl =

= (14 d%d,)'d,d~,

coz uz je symetrickd matice. Cely soucet

A;lrflAnfl - dnbnAnfl

je pak téz symetrickd matice.
(b) plati A} a, — dpbra, = (b, A,—1)". Mame tedy dokazat, Ze

Al a, —d,bya, — AL BT = 0.

Plati
dnbpan + AL_ 0L = (1 +d}d,) " (dodf At _an + AT (AT d,) =
= (1+dYd,)  (d.dEd, + d,) =
=d,(dtd, + 1) (dxd, + 1) = d,,
kde jsme vyuzili rovnosti (2.13) a (2.19). Celkem tedy

At a, — d,bpa, — Aff_lbf;f =d, —d, =0,

coz jsme chtéli dokazat.

(c) bna, je symetrickd matice.

Po vyuziti (2.13) a (2.19) plati
bua, = (1 +did,) "dE AL _ja, = (1 +dEd,) " dEd,,
coz uz je symetrickd matice.
2. Pro ¢, # 0 mame dokazat, ze

(a) AF A, 1 —dnb,A,_1 je symetrickd matice.

18



Plati
dnbnAn—l = dncjl_An—l = n(cgcn)_l(an - An—lAjl__lan)TAn—l =
=d,(cle,)tal (I — Ay 1A )A, 1 =0,

kde jsme vyuzili indukéniho predpokladu. Plati tedy

AzflAn—l - dnbnAn—l = A;rflAn—la

coz uz je symetrickd matice.
At jan — dybpa, = (b, An_1)T. Tedy

+ - T 4T _
AV ja, —dycla, — A, ¢, =0.

Podle vztahu (2.11) plati

dnCran, = dy, (2.20)

ktery funguje na stejném principu. Dale plati

Ag_lc;tT = AZ—l(Cgcn)_l(an - An—lA:’z_—lan) =
P - - B (2.21)
= (Cncn) A, (I (An—lAn—l) )an, =0,

n

kde jsme opét vyuzili predpokladu. Celkem tedy s vyuzitim vztaht
(2.20) a (2.21) plati

+ + T +T _ _
AV ja, —ducyan, — A, ¢, =d, —d, =0,

coz jsme se snazili dokazat.

bna,, je symetricka matice.
Podle (2.11) plati

_l’_

bpa, = c)a, =1,

coz je symetrickd matice.
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Dokazali jsme, ze matice

Ar A —dyby A AT _a, — dybra
+ - n—1<in—1 nYn<4in—1 n—1%n nYUntn
An An - < bnAn—l bna/n )

je symetrickd a tudiz axiom (2.4) plati pro n.
Ove¢rili jsme, ze pro n plati vSechny axiomy (2.1)—(2.4) z Definice 2.1. Tim jsme
dokézali, Ze matice A vytvorend pomoci algoritmu z Véty 2.1 je pseudoinverzni

k matici A. L
Kéd 2.1. Pro Grevilliv algoritmus jsem vytvoril nasledujici kod v MATLABu:

Jna vstupu: A - dand matice
yA presnost - pfesnost algoritmu

Jna vistupu: vysledek - pseudoinverze matice A

function[vysledek]=grevil (A,presnost)
if nargin < 2
presnost=le-6;
end;
[r,s]=size(A);
Al=A(1:end,1);
Aplus=(1/(A1’>xA1))*A1’;
for i=2:s
a=A(1:end,i);
A1=A(1:end,1:i-1);
d=Aplus*a;
c=a-Alxd;
for j=1:r
if abs(c(j))<presnost
c(j)=0;
end;
end;
if ¢c==0
b=(1/(1+d’*d))*d’ *Aplus;
else
b=(1/(c’*c))*c’;
end;
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Aplus=[Aplus-(d*b);b];
end;
vysledek=Aplus;

Jelikoz v algoritmu postupné ovérujeme, zdali se vektor ¢ rovna nule, musime
hodné malé hodnoty daného vektoru blizké nule zaokrouhlit. K tomu slouzi pres-
nost na vstupu. Zanedbanim presnosti by mohlo vést k astronomickym hodnotam
vysledk, které by navic ani nebyly spravné (viz Priklad 2.2). Jestlize uzivatel
presnost na vstup nezada, pritadi se ji automaticky hodnota le-6.

Pro vypocet pseudoinverzni matice lze pouzit v prosttedi MATLABu i piikaz
pinv(A,presnost), kde A je puvodni matice a presnost je nejvétsi mozné abso-
lutni hodnota, kterou jiz povazujeme za nulu. Piikaz pinv vyuziva singularniho

rozkladu matice.

Priklad 2.1. Pomoci Grevillova algoritmu vypocitejte pseudoinverzi matice

1 1 2
A=|1-1 1
1 1-1

Jelikoz a; # 0, pak

Dale
d2 - ATCLQ )
9 1
02:a2_A1d2:7 -2
3\ 1

Jelikoz ¢y # 0, pak



1 3
d3:A;a3:4<_1>,
3 1
03:a3—A2d3:§ 0
—1

Jelikoz ¢35 #£ 0, pak

0 3 0

+_
A;)T:(AQ d353>:1 2-3 1
2 0-2

A7 je hledana pseudoinverzni matice k matici A, coz miiZzeme snadno ovéfit po-
moci axiomu z Definice 2.1.

Zadénim piikazu grevil([1 1 2;1 -1 1;1 1 -1]) nebo pinv([1 1 2;1 -1 1;1 1 -1]) do
prostfedi MATLABu dostaneme stejny vysledek.

Priklad 2.2. Vypocitejte pomoci MATLABu pseudoinverzi matice

5812
A=16492
11845

Do prostiedi MATLABu zaddme piikaz grevil([5 8 1 2;6 4 9 2;11 8 4 5],1e-6),

¢im7 dostaneme matici

—0.1240 —0.0490 0.1529
0.2242  0.0240 —0.1118
0.0026 0.1431 —0.0750
—0.0879 —0.0451 0.1026

AT =

AT je hledana pseudoinverzni matice k matici A, coz muzeme snadno overit po-
moci axiomt z Definice 2.1.
Pouzitim piikazu pinv([5 8 1 2;6 4 9 2;11 8 4 5]) dostaneme stejny vysledek.

Vynechanim zaokrouhlovani v kédu dostaneme po vyuziti prikazu
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grevil([58 1 2;6 49 2;11 8 4 5]) matici

—6.6819 x 10" —0.0741 1.1879 x 104
1.0023 x 10 0.0278 —1.7818 x 10'3
1.3364 x 10" 0.1481 —2.3758 x 103 |
1.2027 x 10™ 0 —2.1382 x 10"

AT =

coz rozhodné neni spravny vysledek. Pfesnost na vstupu tedy neni zanedbatelné

veli¢ina.
2.2. Zobecnéna Moore-Penroseova inverze

Zobecnéni Moore-Penroseovy inverze bylo poprvé zvefejnéno v ¢lanku [I]
v poloviné 20. stoleti. Toto zobecnéni se také nékdy nazyva Chipmanova Pseu-
doinverze podle autora daného ¢lanku. V této podkapitole si uvedeme jeji definici,

vlastnosti a metody pro jeji vypocet.

Definice 2.2. Necht A € M,,,,, M € M,,,, je symetrickd pozitivné definitni

a N € M,,, je téz symetricka pozitivné definitni. Pak se matice A}/L ~ spliujici

axiomy
AAf yA=A (2.22)
AL,NAAL,N = A;\%,N (2.23)
(MAA )T = MAAS, & (2.24)
(NAf yA)T = NA yA (2.25)

nazyva Chipmanova pseudoinverze matice A.

Véta 2.4. Pro Chipmanovu pseudoinverzi AL, ~ Plati ndsledujici viastnosti:
1. Jestlize M = N = I, pak Ay y = AY.
2. Jestlize A je ctvercovd requldrni matice, pak AJT/LN = AL
3. (AJ\JF/[,N)]J\FI,M = A

4 (AMN)T = (AT)E—LM—I

23



Dikaz: Plyne z Definice 2.2.

Jestlize je matice plné sloupcové nebo radkové hodnosti, pak muzeme jeji
Chipmanovu pseudoinverzi vypocitat pouzitim pouze jedné symetrické pozitivné

definitni matice.
Véta 2.5. Necht B € M,,,, h(B) =1 a M € M, je symetrickd pozitivné
definitni. Pak matice

Bi;. = (B"MB)"'B"M (2.26)

je Chipmanova pseudoinverze matice B odpovidajici matici M a libovolné symet-

rické matici N € M,.,.

Dtikaz: Aby byla matice BR}P Chipmanovou pseudoinverzi, pak musi spliiovat
axiomy (2.22)—(2.25) z Definice 2.2. Postupné je tedy vSechny ovéiime. Nejprve

se vak podivame, ¢emu se rovnd Bj; B.

B B=(B"MB)'B"MB =1 (2.27)

Rovnost (2.27) nyni vyuzijeme k ovéfeni danych axiom.
BB{, B= B(Bf; B) = B
By, BB, = (By, B)Bi, = By,
(MBBj; )" = (MB(B"MB)"'B"M)" = M"B((B"MB)")"'B"M" =
= MB(B"MB)"'B"M = MBB};
Protoze plati (2.27), pak je axiom (2.25) splnén trivialné.

Matice Bj; spliiuje vSechny axiomy, ¢im7z jsme dokdzali, Ze je Chipmanovou

pseudoinverzi matice B. O

Véta 2.6. Necht C € M,,, h(C) =1 a N € M,, je symetrickd pozitivné

definitni. Pak matice

CHhy=N"'cT(CcN'Ch)™! (2.28)
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je Chipmanova pseudoinverze matice C odpovidajici matici N a libovolné symet-

rické matici M € M,.,.

Dikaz: Aby byla matice CfN Chipmanovou pseudoinverzi, pak musi splnovat
axiomy (2.22)—(2.25) z Definice 2.2. Postupné je tedy vSechny ovérime. Nejprve

se viak podivame, ¢emu se rovnd CCTy.
CChy=CN'C"(CN'CT) ' =1 (2.29)
Rovnost (2.29) nyni vyuZijeme k ovéfeni danych axiom.
CCHC=(CCHy)C=C
(NCfNC)T = (NN'cT(ON'ICYtoyt =cT(eN—eh) e =
= NN-'CT(CN~'CT)"'C = NCHC
Protoze plati (2.29), pak je axiom (2.24) splnén trivialné.

Matice CTy spliiuje viechny axiomy, &mZ jsme dokézali, Ze je Chipmanovou

pseudoinverzi matice C'. O

Véta 2.7. Necht A € My, , AL,N je jeji Chipmanova pseudoinverze a b € M,, ;.
Necht x¢ = AJT/LNb. Pak pro kazdy vektor x € M, 1, x© # xo plati:

1. [|[Azg — b||p < || Az = b||p
nebo
2. [|[Azg = bl|p = || Az = bllar a [[zolln < [|2]|n,

kde jsme vyuZili norem (1.4) a (1.5). Vektor xy pak nazgvime tesenim ve smyslu

nejmensich ctverci.
Dukaz: Viz [5].

Nékteré z nasledujicich iterac¢nich algoritmu vyuzivaji skeletni rozklad, ktery

si uvedeme v nésledujici vete.
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Véta 2.8. (Skeletni rozklad) Necht A € My, ,,, h(A) = r. Ddle necht M € M., ,
a N € M, jsou symetrické pozitivne definitni. Pak existuji B € M,,, a C' €
M, ., pro které plati

A = BC,

r = h(B) = h(C). Pro jejich Chipmanovy pseudoinverze navic plati
AL,N = CJJ\},NBJJ\FJ,N
Dikaz: Viz [1].

Koéd 2.2. Pro vypocet skeletniho rozkladu jsem vytvoril nasledujici kod
v MATLABu:

function[C,D]=skelet (A)
Jna vstupu: A - dand matice
Jna vystupu: C - hledand matice m x r
b D - hledand matice r x n
function[C,D]=skelet (A)
[m,n]=size(A);
B=A(:,1);
hil=rank(B);
3=2;
for i=2:n
B(:,j)=A(:,1);
h2=rank(B) ;
if h2==h1+1
J=j+1;
h1=h2;
else
B(:,j)=[1;
end;
end;
C=B
D=B\A

Dle Vét 2.5, 2.6 a 2.8 mizeme pomoci skeletniho rozkladu rovnou vypocitat

Chipmanovu pseudoinverzi pro libovolnou matici A € M,,, ..
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Koéd 2.3. Pro vypocet Chipmanovy pseudoinverze pomoci skeletniho rozkladu

jsem vytvoril nasledujici kéd v MATLABu:

function[vysledek]=pseudoskelet (A,M,N)
Jna vstupu: A - dand matice
yA M,N - symetrické pozitivné definitni matice
Jna vistupu: vysledek - hledanad matice
[m,n]=size(A);
[m1,m2]=size(M);
if norm(M-M’)~=0 | mi1~=m2 | ml~=m | sum(eig(M)>0)~=m
error ([’M musi byt symetricka pozitivne ’,
’definitni matice typu m x m’])
end;
[n1,n2]=size(N);
if norm(N-N’)~=0 | ni~=n2 | nl~=n | sum(eig(N)>0)~=n
error ([’N musi byt symetricka pozitivne ’,
’definitni matice typu n x n’])
end;
B=A(:,1);
hi=rank(B);
3=2;
plk=1
for i=2:n
B(:,j)=A(:,1);
h2=rank(B) ;
if h2==h1+1
J=i+L
h1=h2;
else
B(:,j)=[1;
end;
end;
C=B;
D=B\A;
BM=inv (C’*M*C) *C’ *M;
CN=inv(N) *D’*inv(D*xinv(N)*D’) ;
AMN=CN*BM;
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vysledek=AMN;

Vypocet Chipmanovy pseudoinverze pomoci skeletniho rozkladu je pro mensi
matice postacujici. U vétsich matic vSak dochéazi k nepresnostem, coz je zptliso-

beno vysokym poc¢tem inverzi matic ve vypoctu.

Poznamka 2.3. K ovéreni pozitivni definitnosti matice vyuzivame jeji vlastni
¢isla, tj. testujeme, zdali vSechna vlastni ¢isla matice jsou kladna. Na vypocet
vlastnich ¢isel vyuzivame v MATLABu prikaz eig. Existuje mnoho zpusobu, jak
tato ¢isla vypocitat. V této bakalarské praci se vsak touto problematikou podrob-

néji zabyvat nebudeme a na vypocet nam tento prikaz postaci.

Véta 2.9. Pro kaZdou matici A € M, ,, a pozitivné definitni matice M € M,

a N € M,,,, existuje pravé jedna Chipmanova pseudoinverzni matice AL,N.
Dukaz: Viz [1].

Pro vypocet Chipmanovy pseudoinverze opét existuje mnoho algoritmi. My
si zde uvedeme nékolik z nich. Nasledujici tti algoritmy volime podle toho, zdali
puvodni matice A € M,,,, méd plnou sloupcovou hodnost, plnou radkovou hod-

nost nebo je-li obecna. Dukazy uvedenych vét lze najit v [3].

Véta 2.10. Necht B € M,,, s plnou sloupcovou hodnosti, tj. plati h(B) = r,
pricemz v > 2. Ddle necht M € M,, , je symetrickd pozitivné definitni a q je

libovolné celé cislo, pro které plati ¢ > 2.
1. Vypocteme

(a) Vg = BTMB

2
(b) o= tr(VEV)
(c) Yo =aVj

2. Dadle pro k=0,1,2,. .. postupné vypocitame

(CL) Tk = I—YkVB
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(b) Yepr = ([ + T+ TR+ + T Y,

(C) Xk+1 = Yk+1BTM
Pak limy,_.. X;; = By, kde By; je hledand Chipmanova pseudoinverze.

Nutno podotknout, Ze v nasledujicim kédu nepocitame s limitou do nekonec-
na, jak je uvedeno ve Vété 2.10, ale pouze s limitou do koneéného ¢isla k, pro

které je jiz matice X, dostatecné blizko presnému vysledku.

Kéd 2.4. Pro itera¢ni algoritmus z uvedené Véty 2.10 jsem vytvoril nasledujici

kéd v MATLABu:

function[vysledek,iterace]=iterative(B,M,Q,presnost,maxit)

Jna vstupu: B - dand matice

yA M - symetricka pozitivné definitni matice
h Q - celé &islo

b presnost - presnost algoritmu

b maxit - maximdlni poclet iteraci

Jna viystupu: vysledek - hledanad matice
yA iterace - konelnj polet iteraci
if nargin < 5
maxit=5000;
if nargin < 4
presnost=1e-6;
end;
end;
if Q<2 || rem(Q,1)~=0
error(’Celé ¢islo Q musi byt vétSi nebo rovno 2.°)
end;
[m,r]=size(B);
if rank(B)<2 || rank(B)~=r
error([’Matice B typu m x r musi mit ’,
’plnou sloupcovou hodnost r>=2.’])
end;
[ml,m2]=size(M);
if norm(M-M’)~=0 | ml~=m2 | ml~=m | sum(eig(M)>0)~=m
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error([’M musi byt symetricka pozitivne ’,
’definitni matice typu m x m’])
end;
k=0;
t=maxit;
Vb=B’ *Mx*B;
alfa=2/trace(Vb’*Vb) ;
I=eye(r);
Yk=alfaxVb’;
while k<maxit
Tk=I-Yk*Vb;
q=0;
soucet=0;
while g<Q
soucet=soucet+(Tk) °q;
q=q+1;
end;
Yk=soucet*Yk;
k=k+1;
Xk=Yk*B’*M;
nl=norm(B*Xk*B-B) ;
n2=norm (Xk*B*Xk-Xk) ;
n3=norm(M*BxXk- (MxB*Xk) ’) ;
né4=norm(Xk*B-(Xk*B)’) ;
if nl<=presnost && n2<=presnost
&& n3<=presnost && n4<=presnost
t=k;
k=maxit;
end;
end;
iterace=t;
vysledek=Xk;

Jak jiz bylo zminéno, jelikoz pocitame jen s limitou do konec¢ného ¢isla k, pak
nam dany algoritmus v prosttedi MATLABu udava pouze priblizny vysledek.

Proto na vstupu musime uvést presnost, ¢imz je u daného Koédu 2.4 mysleno
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takové ¢islo €, pro jehoz hodnotu plati
JAXA - Al <&
| XAX — X|| <e
[((MAX)" — MAX| < ¢
I(XA)" - XA <e

kde A je ptuvodni matice, X je k ni Chipmanova pseudoinverzni matice, M je
prislusnd symetrickd pozitivné definitni matice a ||.|| je euklidovskd norma. Timto
zpusobem ovérujeme, zdali vypocitand matice je skutecné Chipmanova pseudoin-
verzni k ptivodni matici a splnuje axiomy z Definice 2.2.

Jak je vidét, pro ovéreni axiomu (2.25) jesté potfebujeme matici N. Dle Véty
2.5 je vsak By, Chipmanovou pseudoinverzi odpovidajici zadané matici M a libo-
volné symetrické matici N. Pro ovéreni daného axiomu nam tedy namisto matice
N postaci jednotkova matice prislusnych rozmeéru /.

Déle je tfeba uvést maximalni pocet iteraci pro pripad, kdy je hodnota e prilis
mala a algoritmus se nebude chtit zastavit.

Jestlize uzivatel maximalni pocet iteraci na vstup nezadd, priradi se mu au-
tomaticky hodnota 5000. V pripadé, ze uzivatel nezada ani presnost, priradi se ji

hodnota 1le — 6.

Véta 2.11. Necht C € M,,, s plnou rddkovou hodnosti, tj. plati h(C) = r,
pricemZ r > 2. Ddle necht N € M, , je symetrickd pozitivné definitni a q je

libovolné celé cislo, pro které plati ¢ > 2.
1. Vypocteme

((L) Ve = CN-1CT

2
(b) o= tr(VIVe)
() Yo = aVd

2. Dadle pro k=0,1,2,. .. postupné vypocitame
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(a) T, =1—Y: Vo
(b) Vijr= I+ T + T2+ + T Y
(¢) Xit1 = N'CTY
Pak limg_oo X, = CF;, kde C’.J’“N je hledand Chipmanova pseudoinverze.

V nésledujicim kédu opét pocitame jen s limitou do konecéného ¢isla k, pro

které je jiz matice X dostatecné blizko presnému vysledku.

Koéd 2.5. Pro itera¢ni algoritmus z uvedené Véty 2.11 jsem vytvoril nasledujici

kod v MATLABu:

function[vysledek,iterace]=iterative2(C,N,Q,presnost,maxit)

Jna vstupu: C - dand matice

yA N - symetrickd pozitivné definitni matice
T Q - celé &islo

h presnost - presnost algoritmu

b maxit - maximdlni polet iteraci

Jna vistupu: vysledek - hledanad matice
b iterace - konecnjy pocCet iteraci
if nargin < 5
maxit=5000;
if nargin < 4
presnost=1le-6;
end;
end;
if Q<2 || rem(Q,1)~=0
error(’Celé Cislo Q musi byt v&t8i nebo rovno 2.7°)
end;
[r,n]=size(C);
if rank(C)<2 || rank(C)~=r
error([’Matice C typu r x n musi mit ’,
’plnou sloupcovou hodnost r>=2.7°])
end;
[n1,n2]=size(N);
if norm(N-N’)~=0 | ni~=n2 | nl~=n | sum(eig(N)>0)~=n
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error ([’N musi byt symetricka pozitivne ’,
’definitni matice typu n x n’])
end;
k=0;
t=maxit;
Ve=Cxinv(N)*C’ ;
alfa=2/trace(Vc’*Vc);
I=eye(r);
Yk=alfaxVc’;
while k<maxit
Tk=I-Yk*Vc;
q=0;
soucet=0;
while g<Q
soucet=soucet+(Tk) °q;
q=q+1;
end;
Yk=soucet*Yk;
k=k+1;
Xk=inv (N)*C’*Yk;
nl=norm(C*xXk*C-C) ;
n2=norm (Xk*CxXk-Xk) ;
n3=norm(CxXk-(C*Xk)’) ;
né4=norm (N*XkxC— (N*Xk*C) ’) ;
if nl<=presnost && n2<=presnost
&& n3<=presnost && n4<=presnost
t=k;
k=maxit;
end;
end;
iterace=t;
vysledek=Xk;

Dany algoritmus nam diky limité v prostifedi MATLABu opét udava pouze

priblizny vysledek. Presnosti na vstupu je tentokrat mysleno takové cislo e, pro

33



jehoz hodnotu plati

|AXA - A <e
IXAX — X|| < ¢
J(AX)" — AX| <&
I(NXA)" — NXA| <e

kde A je puvodni matice, X je k ni Chipmanova pseudoinverzni matice, N je
prislusna symetrickd pozitivné definitni matice a ||.|| je euklidovskd norma.

Pro ovéfeni axiomu (2.24) jesté potfebujeme matici M. Dle Véty 2.6 je vsak
erN Chipmanovou pseudoinverzi odpovidajici zadané matici NV a libovolné symet-
rické matici M. Pro ovéreni daného axiomu nam tedy postaci prislusna jednotkova
matice I.

V pripadé nezadani maximélniho poctu iteraci a pfesnosti na vstupu se jim

pritadi vychozi hodnoty analogicky jako u Koédu 2.4.

Véta 2.12. Necht A € M, ,,, h(A) =r, pricemz r > 2. Ddle necht M € M, ,
a N € M, jsou symetrické pozitivné definitni a q je libovolné celé cislo, pro
které plati ¢ > 2. Ddle necht pomoci skeletniho rozkladu A vzniknou B € M., a
C € M, ,, tj. plati A = BC, pricemz h(A) = h(B) = h(C) =r.

1. Vypocteme

(a) Vi = BTMAN-'CT

2
O v
(c) Yo =aVF

2. Dadle pro k=0,1,2,. .. postupné vypocitame
((l) Tk =1 YkVA
(b)) Vieo=I+Tp +TF+ -+ + T]g—l)Yk
() Xews = NICTYpn BTM
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Pak limy_,oo X = Ay, kde Aj; y je hledand Chipmanova pseudoinverze.

Pro néasledujici kod vyuzijeme skeletniho rozkladu z Kédu 2.2. Opét pocitame
jen s limitou do konec¢ného cisla k, pro které je jiz matice X, dostatecné blizko

presnému vysledku.

Koéd 2.6. Pro iteracni algoritmus z uvedené Véty 2.12 jsem vytvoril nasledujici

kéd v MATLABu:

function[vysledek,iterace]=iterative3(A,M,N,Q,presnost,maxit)

Jna vstupu: A - dand matice

yA M,N - symetrické pozitivné definitni matice
b Q - celé &islo

b presnost - presnost algoritmu

b maxit - maximdlni poclet iteraci

Jna vystupu: vysledek - hledand matice
yA iterace - konecnjy poCet iteraci
if nargin < 6

maxit=5000;

if nargin < 5

presnost=1e-6;

end;
end;
if Q<2 || rem(Q,1)~=0

error(’Celé ¢islo Q musi byt vétSi nebo rovno 2.°)
end;
[m,n]=size(A);
r=rank (A) ;
if r<2

error(’Matice A musi mit hodnost alespoii 2.’)
end;
[m1,m2]=size (M) ;
if norm(M-M’)~=0 | ml~=m2 | ml~=m | sum(eig(M)>0)~=m

error ([’M musi byt symetricka pozitivne ’,

’definitni matice typu m x m’])

end;
[n1,n2]=size(N);
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if norm(N-N’)~=0 | ni1~=n2 | nl~=n | sum(eig(N)>0)~=n
error ([’N musi byt symetricka pozitivne ’,
’definitni matice typu n x n’])
end;
[B,C]=skelet (A);
k=0;
t=maxit;
Va=B’*MxA*xinv (N)*C’ ;
alfa=2/trace(Va’*Va);
I=eye(r);
Yk=alfaxVa’;
while k<maxit
Tk=I-Yk*Va;
q=0;
soucet=0;
while g<Q
soucet=soucet+(Tk) °q;
q=q+1;
end
Yk=soucet*Yk;
k=k+1;
Xk=inv (N) *C’ *Yk*B’*M;
nl=norm(A*xXk*A-A) ;
n2=norm(Xk*xA*Xk-Xk) ;
n3=norm(M*A*xXk—- (MxA*Xk) ’) ;
né4=norm(N*XkxA- (N*Xk*A) ’) ;
if nl<=presnost && n2<=presnost
&& n3<=presnost && n4<=presnost
t=k;
k=maxit;
end;
end;
iterace=t;
vysledek=Xk;

Dany algoritmus nam diky limité v prosttedi MATLABu opét udava pouze

priblizny vysledek. Proto na vstupu musime uvést presnost, ¢imz je u daného
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itera¢niho algoritmu mysleno takové ¢islo €, pro jehoz hodnotu plati

[AXA— Al <e
IXAX — X| <e
[((MAX)T — AX|| < ¢
[((NXA)T = NXA| <e

kde A je puvodni matice, X je k ni Chipmanova pseudoinverzni matice, M a N
jsou prislusné symetrické pozitivné definitni matice a ||.|| je euklidovskd norma.
V pripadé nezadani maximalniho poctu iteraci a presnosti na vstupu se jim
pritadi vychozi hodnoty analogicky jako u Kédu 2.4.
Jestlize ma matice A hodnost pouze 1, tak se nam situace vyrazné zjednodu-

suje, jak nam ukazuje nasledujici Véta 2.13.

Véta 2.13. Necht A € M, h(A) = 1. Ddle necht M € Mym a N € M,,,
jsou symetrické pozitivnée definitni. Necht pomoct skeletniho rozkladu A vzniknou
Be My, aC e M,,, tj. plati A = BC, pricemz h(A) = h(B) = h(C) = 1.
Dile necht V4 = BEPMAN=*CT. Viypocitime

Ay = N~totvIBT M,

tT(VEVA)
kde AJJ\%N je hledand Chipmanova pseudoinverze.

Tento algoritmus se vSak v praxi moc neuplatni, protoze pozadavek na pi-
vodni matici je prilis prisny. Je dobré si uvédomit, ze v daném algoritmu jiz

nepocitame s limitou.

Kéd 2.7. Pro vypocet Chipmanovy pseudoinverze pouzitim Véty 2.13 jsem vy-
tvoril nasledujici kéd v MATLABu:

function[vysledek]=rankl(A,M,N)
Jna vstupu: A - dand matice
yA M,N - symetrické pozitivné definitni matice

Jna vistupu: vysledek - hledanad matice

37



[m,n]=size(A);
r=rank (A) ;
if r~=1
error(’Matice A musi mit hodnost 1.7°)
end;
[ml,m2]=size(M);
if norm(M-M’)~=0 | mi~=m2 | ml~=m | sum(eig(M)>0)~=m
error ([’M musi byt symetricka pozitivne ’,
’definitni matice typu m x m’])
end;
[n1,n2]=size(N);
if norm(N-N’)~=0 | nil~=n2 | nl~=n | sum(eig(N)>0)~=n
error ([’N musi byt symetricka pozitivne ’,
’definitni matice typu n x n’])
end;
[B,C]=skelet (A);
Va=B’ *#M*A*inv (N)*C’ ;
Aplus=(inv(N)*C’*Va’*B’*M) /trace(Va’*Va) ;
vysledek=Aplus;

Nyni si uvedeme novou metodu pro vypocet Chipmanovy pseudoinverze, ktera

byla zverejnéna v [6] v roce 2013.

Véta 2.14. Necht A € M,,,,. Ddle necht M € My, a N € M,,,, jsou sy-
metrické pozitivné definitni a I € Mo, je jednotkovd matice. Necht 3 je redlné

kladné cislo, pro které plati

2
0<B8<—,
01

kde o1 je nejuetsi vlastni ¢islo matice NP ATMA € M, .
1. Vypocteme
(a) Xo=FBNTATM
2. Dadle pro k=0,1,2,. .. postupné vypocitame

(a) Y = AXy
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(b) & = =TI + y(91 + e (=51 + )
(¢) wi = Y&

Pak limy,_, o X = AMN, kde AMN je hledand Chipmanova pseudoinverze.
Dukaz: Viz [0].

Opét pocitame jen s limitou do konecného ¢isla k, pro které je jiz matice Xy

dostatecné blizko presnému vysledku.

Kéd 2.8. Pro vypocet Chipmanovy pseudoinverze pouzitim Véty 2.14 jsem vy-
tvoril nasledujici kéd v MATLABu:

function[vysledek,iterace]=new(A,M,N,beta,presnost,maxit)

Jna vstupu: A - dand matice

yA M,N - symetrickd pozitivné definitni matice
b beta - konstanta

o presnost - presnost algoritmu

b maxit - maximdlni poclet iteraci

Jna vystupu: vysledek - hledand matice
yA iterace - konelnjy polet iteraci
if nargin < 6
maxit=5000;
if nargin < 5
presnost=1e-6;
end;
end;
[m,n]=size(A);
r=rank(4) ;
[m1,m2]=size (M) ;
if norm(M-M’)~=0 | ml~=m2 | ml~=m | sum(eig(M)>0)~=m
error ([’M musi byt symetricka pozitivne ’,
’definitni matice typu m x m’])

end;
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[n1,n2]=size(N);
if norm(N-N’)~=0 | ni1~=n2 | nl~=n | sum(eig(N)>0)~=n
error ([’N musi byt symetricka pozitivne ’,
’definitni matice typu n x n’])
end;
Akriz=inv(N)*A’*M;
vlcisla=eig(Akriz*A) ;
lambda=max(vlcisla);
betamax=2/(lambda."2) ;
if beta <= 0 | beta >= betamax
beta=1/(lambda.”2);
end;
X=betaxAkriz;
k=0;
t=maxit;
I=eye(m);
while k<maxit
psi=Ax*X;
ksi=-7*I+psi* (9*I+psi* (-5*xI+psi));
omega=psixksi;
Xplus=-(1/16) *X*ksi* (4*xI+omega) * (8xI+omega* (4*xI+omega) ) ;
X=Xplus;
k=k+1;
nl=norm(A*X*A-A);
n2=norm(X*A*xX-X) ;
n3=norm (M*xA*X- (M*xA*X)’);
nd=norm (N*X*xA- (N*X*A)’);
if nl<=presnost && n2<=presnost
&& n3<=presnost && n4<=presnost
t=k;
k=maxit;
end;
end;
iterace=t;
vysledek=X;

40



Pro presnost a maximalni pocet iteraci plati stejné vlastnosti jako u Kodu 2.6,
véetné jejich pripadného vynechani na vstupu.

Pro dany algoritmus je nutné na vstup zadat i konstantu 3, pro jejiz hodnotu
potfebujeme znat vlastni ¢isla matice. Uzivatel vsak tuhle informaci obecné nema,

a tak jestlize na vstup zadd hodnotu, které do intervalu (0; 02—2) nepatii, tak se
1

konstanté  automaticky pritadi hodnota 0—12, kterd do daného intervalu urcité
1

zapadne.

Na vypocet vlastnich ¢isel vyuzivame dle Poznamky 2.3 v MATLABu prikaz
eig.
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3. Numerické realizace

Obecné chceme pocitat Moore-Penroseovy inverze a Chipmanovy pseudoin-
verze k maticim o rtiznych rozmérech a hodnostech pomoci algoritmii s rtiznou
presnosti, a proto je prirozené se ptat, jak velky vliv maji tyto a dalsi vlastnosti
na koneény pocet iteraci v pripadé iterac¢nich algoritmu a zdali viibec dospéjeme
ke spravnému vysledku. V této kapitole se touto problematikou budeme zabyvat
podrobnéji. Pritom nebudeme testovat vypocet Chipmanovy pseudoinverze po-
moci Kodu 2.3 kvili jiz zminénym nepresnostem ve vysledcich a Kédu 2.7 kvili
zbytecné prisnému pozadavku na ptivodni matici.

Kapitola je rozdélena na dvé podkapitoly — Grevilliiv algoritmus a Iteracni

algoritmy.

3.1. Grevillav algoritmus

Grevilliv algoritmus je koneény algoritmus a mél by tedy teoreticky vzdy
dospét k presnému vysledku. Algoritmus v MATLABu vsak nepocita presné a
pottfebuje zaokrouhlovat cisla blizka nule, aby se vyhnul astronomickym vysled-
kum (viz Piiklad 2.2). K tomu nam v kédu slouzi presnost na vstupu, jejiz ab-
solutni hodnota je nejvyssi mozné ¢islo, které jiz povazujeme za nulu. Otazkou
vsak zustava, zdali je odchylka vysledku vypocitanym algoritmem od presného
vysledku vyznamna, nebo jestli ji naopak muzeme zanedbat.

V MATLABu jsem si nechal vygenerovat matice rtznych rozmeéri, jejichz
prvky byly ndahodné vybrany z odlisSnych intervalii. Nasledné jsem k nim pomoci
Grevillova algoritmu hledal pseudoinverzni matice a zkoumal jsem, s jakou pres-

nosti splnuji axiomy z Definice 2.1. To jsem délal tak, ze jsem mezi jednotlivymi
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normami oznacené jako

hledal maximum, kde A byla ptivodni matice, X matice k ni pseudoinverzni a ||.||

byla euklidovskd norma. Dané maximum jsem si oznacil jako 7.

nl=|AXA - Al
n2 = | XAX — X|
n3 = [[(AX)" — AX]
nd = (XA - XA

’ Presnost H n
le-3 0.2035 le-13 4e-13
le-6 le-12 le-13 4e-13
1le-9 le-12 le-13 4e-13

Tabulka 3.1: Maximalni odchylky pro matice velikosti 10 x 10 pfi vybirani

prvku z intervalu [0;1]

’ Presnost H i
le-3 0.86 6.8748 10.8572
le-6 Te-11 4e-10 le-9
le-9 Te-11 4e-10 le-9

Tabulka 3.2: Maximalni odchylky pro matice velikosti 100 x 100 pti vybirani

prvki z intervalu [0;1]

Presnost H n
le-3 161.284 234.1994 39.8991
le-6 0.022 0.7698 0.0011
le-9 9e-7 4e-5 le-7

Tabulka 3.3: Maximalni odchylky pro matice velikosti 1000 x 1000 pfi vybirani

Jak lze vypozorovat z uvedenych tabulek 3.1-3.3, vyssSich odchylek dosah-

neme pouze v pripadech, kdy pTresnost neni dostateéné vysoka. Je to snadno

prvku z intervalu [0;1]

pozorovatelné zejména u velkych matic.
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3.2. Iteracni algoritmy

Iteracni algoritmy uvedené v této praci se diky limité obecné k presnému
vysledku pouze priblizuji. Algoritmus se zastavi, jakmile presahne maximalni
pocet iteraci nebo uz presnost bude dostatecné velkd. Presnost je u iteracnich

algoritmu reprezentovana takovym ¢islem e, pro jehoz hodnotu plati
|IAXA - Al <e
| XAX — X[ < e
I(MAX)" = MAX| < e
[(NXA)T — NXA| <e

kde X € M,,,, je prislusnd Chipmanova pseudoinverze matice A, M € M,
a N € M, jsou symetrické pozitivné definitni a ||.|| je euklidovskd norma. Ve
specialnich pripadech muzeme za M nebo N dosadit jednotkovou matici pris-
lusnych rozméru I.

V MATLABu jsem si nechal vygenerovat nahodné matice rtznych rozmériu
a zkoumal jsem zavislost rozdilnych vstupt iterac¢nich algoritmi na konecny pocet
iteraci, které jsem poté zaznamenal do tabulek. Kazda tabulka se vénuje pravé
tfem riznym maticim o shodnych rozmeérech, jejiz prvky byly ndhodné vybrany
ze shodnych interval.

V pripadé Kodu 2.4-2.6 bylo zapotiebi na vstup zadat kromé ptivodnich matic
a presnosti i celé ¢islo ¢ > 2. Vygeneroval jsem si proto matice se tfemi ruznymi
rozmeéry, pro kazdy rozmér 3 matice, a nechal k nim pomoci algoritmu z Vét
2.10-2.12 hledat Chipmanovu pseudoinverzi, kde jsem na vstup zadaval riznd
¢isla ¢ a rozdilné presnosti. Vysledné pocty iteraci jsem pak zapsal do tabulek,
kde ve sloupcich jsou zapsané konecné pocty iteraci pro algoritmy s riznymi ¢isly
¢ na vstupu a v tadcich pocty iteraci pro algoritmus s rtiznymi presnostmi na
vstupu, pricemz kazda tabulka reprezentuje pravé jeden rozmér matice. Jestlize
je ¢islo v tabulce ¢ervené, znamena to, ze po daném poctu iteraci se uz presnost

prestala zlepsovat, tj. hodnota cisla e prestala klesat.
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U Kodu 2.4 bylo jesté zapotiebi na vstup zadat kromé matic a presnosti i ¢islo

B z intervalu (0; %), kde 02 bylo nejvétsi vlastni ¢islo matice NP ATMA. Za 3
1

jsem volil hodnotu %
1

Za matice M a N jsem u vsech iteracnich algoritmt volil ¢tvercové matice

prislusnych rozmeéri 21, jejichz schéma vypadalo jako

200...0
020...0
of — [002...0
000...2

Volba jinych matic M a N (a u Kédu 2.4 i volba jiného ¢isla §) ma samoziejmé
vliv na koneény pocet iteraci. Tyto hodnoty jsem vsak jiz netestoval z divodu

¢asové narocnosti a rozsahu prace.

3.2.1. Tabulky pro algoritmus z Véty 2.10

Pro dany algoritmus budeme potfebovat, aby puvodni matice mély plnou
sloupcovou hodnost. Vybereme napriklad matice rozméra 15 x 10, 150 x 100
a 1500 x 1000.

Prvky pro nésledujici 3 matice jsou ndhodné vybrany z intervalu [0; 1], pficem?z

matice maji po vybrani prvka plnou sloupcovou hodnost.

q
Presnost 2 10 100
le-3 21 18 20 7 6 6 4 3 3
le-6 21 19 21 7 6 7 4 3 4
1le-9 22 19 21 7 6 7 4 3 4

Tabulka 3.4: Pocet iteraci pro matice velikosti 15 x 10 pti vybirani prvki
z intervalu [0;1]
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q
Presnost 2 10 100
le-3 30 28 27 9 9 9 5 5 5
le-6 30 29 28 10 9 9 5 5 5
1e-9 31 29 29 10 9 9 5 5 5

Tabulka 3.5: Pocet iteraci pro matice velikosti 150 x 100 pti vybirani prvki
z intervalu [0;1]

] 1 p 10 100
Presnost
le-3 35 35 35 11 11 11 6 6 6
le-6 36 36 36 11 11 11 6 6 6
le-9 37 37 37 11 11 11 6 6 6

Tabulka 3.6: Pocet iteraci pro matice velikosti 1500 x 1000 pti vybirani prvki
z intervalu [0;1]

Jak je vidét z tabulek 3.4-3.6, s velikosti matice roste i pocet potrebnych
iteraci k urceni jeji Chipmanovy pseudoinverze. Pritom je zfejmé, Ze s rostouci
presnosti opét roste pocet iteraci. Dale je mozné vypozorovat, ze s rostoucim
¢islem ¢ klesa pocet iteraci. Rostouci ¢ mé vsak negativni vliv na cas vypoctu. Je
to zpusobeno vypoctem mocnin matic, které je zavislé na velikosti jiz zminéného
q. Tento trend budeme pozorovat i u tabulek vénovanym algoritmtm z Vét 2.10—
2.12.

Nyni se podivame, jaky vliv mé na konecny pocet iteraci interval, z néhoz
vybirame prvky pro matice. Vezmeme si tedy napriklad matice s plnou sloupcovou

hodnosti, jejichZ prvky jsou vybrané z intervalu [—100; 100].

. 1 P 10 100
Presnost
le-3 14 15 14 4 5 5 2 3 3
le-6 14 15 15 5 5 5 3 3 3
1le-9 15 16 15 5 5 5 3 3 3

Tabulka 3.7: Pocet iteraci pro matice velikosti 15 x 10 pri vybirani prvki
z intervalu [-100;100]
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q
Presnost 2 10 100
le-3 20 20 19 6 6 6 3 3 3
le-6 20 21 20 6 7 6 3 4 3
le-9 21 21 21 7 7 7 4 4 4

Tabulka 3.8: Pocet iteraci pro matice velikosti 150 x 100 pti vybirani prvki
z intervalu [-100;100]

] 1 9 10 100
Presnost
1e-3 24 | 24 | 24 7 7 7 1 1 1
1e-6 24 | 24 | 24 7 7 7 1 A A
1e-9 24 | 24 | 24 7 7 7 A A A

Tabulka 3.9: Pocet iteraci pro matice velikosti 1500 x 1000 pti vybirani prvki
z intervalu [-100;100]

K nalezeni Chipmanovy pseudoinverze matic, jejichz prvky byly ndhodné vy-
bréany z intervalu [-100;100], potfebujeme mensi pocet iteraci, nez pro matice s
prvky z intervalu [0;1]. Interval [0;1] je tzky, a tak rozdil mezi ¢isly vybranymi z
tohoto intervalu je velmi maly, coz zptisobuje vétsi pocet iteraci.

Nyni se podivame na pripad, kdy prvky vybereme z velice Sirokého intervalu,
pricemz matice maji po vybrani prvki plnou sloupcovou hodnost. Vezmeme si

napiiklad interval [-1000000;1000000).

. 1 p 10 100
Presnost
le-3 13 17 15 4 6 5 2 3 3
le-6 14 18 15 4 6 5 2 3 3
1le-9 16 21 17 6 7 6 4 5 5

Tabulka 3.10: Pocet iteraci pro matice velikosti 15 x 10 pfi vybirani prvka
z intervalu [-1000000;1000000]
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. 1 2 10 100
Presnost
le-3 21 20 21 7 6 7 4 3 4
le-6 21 21 21 7 7 7 4 4 4
1e-9 23 24 23 9 9 9 5 5 5

Tabulka 3.11: Pocet iteraci pro matice velikosti 150 x 100 pti vybirani prvki
z intervalu [-1000000;1000000]

] 1 9 10 100
Presnost
1e-3 24 | 24 | 24 8 8 ) 1 1 1
1e-6 2% | 25 | 25 8 8 ) 1 A A
1e-9 28 | 28 | 28 || 10 | 10 | 10 5 5 5

Tabulka 3.12: Pocet iteraci pro matice velikosti 1500 x 1000 pti vybirani prvkh
z intervalu [-1000000;1000000]

Pocet iteraci algoritmu pro matice, jejichz prvky byly ndhodné vybrany z
intervalu [-1000000;1000000] se u vyssich presnosti vyrazné nelisi od poctu iteraci
pro matice s prvky z intervalu [-100,100]. V ptipadé, kdy zaddme presnost 1e-9 ¢i
vyssi, vsak algoritmus nezkonverguje. Jelikoz je interval velmi Siroky, rozdil mezi

¢isly z tohoto intervalu je velmi vysoky, coz zptisobuje problémy s konvergenci.

3.2.2. Tabulky pro algoritmus z Véty 2.11

Pro dany algoritmus budeme potiebovat, aby pivodni matice mély plnou
radkovou hodnost. Vybereme naptiklad matice rozméri 10 x 15, 100 x 150 a
1000 x 1500.

Prvky pro nésledujici 3 matice jsou ndhodné vybrany z intervalu [0; 1], pficem?z

matice maji po vybrani prvki plnou fadkovou hodnost.
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q
Presnost 2 10 100
le-3 19 18 18 6 6 6 3 3 3
le-6 20 19 19 6 6 6 3 3 3
1e-9 21 20 19 7 6 6 4 3 3

Tabulka 3.13: Pocet iteraci pro matice velikosti 10 x 15 pti vybirani prvki
z intervalu [0;1]

] 1 9 10 100
Presnost
1e-3 28 | 28 | 29 9 9 9 5 5 5
1e-6 29 | 29 | 30 9 9 9 5 5 5
1e-9 29 | 30 | 30 9 9 9 5 5 5

Tabulka 3.14: Pocet iteraci pro matice velikosti 100 x 150 pii vybirani prvka
z intervalu [0;1]

. 1 p 10 100
Presnost
le-3 35 35 35 11 11 11 6 6 6
le-6 36 36 36 11 11 11 6 6 6
1le-9 36 36 37 11 11 11 6 6 6

Tabulka 3.15: Pocet iteraci pro matice velikosti 1000 x 1500 pfi vybirani prvka
z intervalu [0;1]

Pro tabulky 3.13-3.15 plati stejné poznatky jako u tabulek 3.4-3.6, pricemz
nenastava zadnd vyrazna zména v konec¢ném poctu iteraci. Podivame se tedy na
Sirsi intervaly.

Prvky pro nasledujici 3 matice plné radkové hodnosti jsou nahodné vybrany

z intervalu [—100; 100].
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. 1 2 10 100
Presnost
le-3 13 15 18 4 5 6 2 3 3
le-6 13 15 18 4 5 6 2 3 3
1e-9 14 16 19 5 5 6 3 3 3

Tabulka 3.16: Pocet iteraci pro matice velikosti 10 x 15 pti vybirani prvki
z intervalu [-100;100]

. 1 p 10 100
Presnost
le-3 20 20 20 6 6 6 3 3 3
le-6 21 21 21 7 7 7 4 4 4
1le-9 21 21 21 7 7 7 4 4 4

Tabulka 3.17: Pocet iteraci pro matice velikosti 100 x 150 pti vybirani prvki
z intervalu [-100;100]

q
Presnost 2 10 100
le-3 24 24 24 7 7 7 4 4 4
le-6 24 24 24 8 8 8 4 4 4
1le-9 25 25 25 8 8 8 4 4 4

Tabulka 3.18: Pocet iteraci pro matice velikosti 1000 x 1500 pii vybirani prvka
z intervalu [-100;100]

Prvky pro nasledujici 3 matice plné radkové hodnosti jsou nahodné vybrany

z intervalu [—1000000; 1000000].

q
Presnost 2 10 100
le-3 16 16 15 5 5 5 3 3 3
le-6 16 17 15 5 5 5 3 3 3
1le-9 18 19 17 8 7 11 4 5) 8

Tabulka 3.19: Pocet iteraci pro matice velikosti 10 x 15 pti vybirani prvki
z intervalu [-1000000;1000000]
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. 1 2 10 100
Presnost
le-3 20 21 21 6 7 7 3 4 4
le-6 20 21 22 7 7 7 4 4 4
1e-9 23 23 23 9 10 9 5 6 6

Tabulka 3.20: Pocet iteraci pro matice velikosti 100 x 150 pti vybirani prvki
z intervalu [-1000000;1000000]

] 1 9 10 100
Presnost
1e-3 24 | 24 | 24 8 8 ] 1 1 1
1e-6 2% | 25 | 25 8 8 8 1 A A
1e-9 27 | 28 | 26 9 9 12 5 5 5

Tabulka 3.21: Pocet iteraci pro matice velikosti 1000 x 1500 pti vybirani prvka
z intervalu [-1000000;1000000]

Pro Tabulky 3.16-3.21 plati stejné poznatky jako u Tabulek 3.7-3.12, ptricemz

opét nedochazi k zadnym vyraznym zménam.

3.2.3. Tabulky pro algoritmus z Véty 2.12

Dany algoritmus funguje pro obecné matice. Pro srovnani s algoritmem z
Veéty 2.10 si nejprve vybereme matice rozmeéra 15 x 10, 150 x 100 a 1500 x 1000.

Prvky pro nésledujici 3 matice jsou ndhodné vybrany z intervalu [0; 1].

q
Presnost 2 10 100
le-3 19 21 18 6 7 6 3 4 3
le-6 20 22 19 6 7 6 3 4 3
le-9 20 23 19 6 7 6 3 4 3

Tabulka 3.22: Pocet iteraci pro matice velikosti 15 x 10 pti vybirani prvka
z intervalu [0;1]
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Presnost 2 10 100
le-3 29 29 28 9 9 9 5 5 5
le-6 30 30 29 9 9 9 5 5 5
1le-9 30 30 30 9 9 9 5 5 5

Tabulka 3.23: Pocet iteraci pro matice velikosti 150 x 100 pti vybirani prvki
z intervalu [0;1]

Presnost 2 10 100
le-3 35 35 35 11 11 11 6 6 6
le-6 36 36 36 11 11 11 6 6 6
1e-9 37 37 37 11 11 11 6 6 6

Tabulka 3.24: Pocet iteraci pro matice velikosti 1500 x 1000 pti vybirani prvka
z intervalu [0;1]

Srovnanim s tabulkami 3.4-3.6 dostaneme podobny pocet iteraci. Nutno vsak

podotknout, zZe cas vypoctu se vyrazné zvysil z divodu vypoctu skeletniho rozk-

ladu v algoritmu.

Nyni se podivame na matice, jejichz prvky jsou vybrané z intervalu

[—100; 100).

Presnost 2 10 100
le-3 13 15 14 4 5 5 2 3 3
le-6 14 15 15 5 5 5 3 3 3
le-9 15 16 15 5 5 5 3 3 3

Tabulka 3.25: Pocet iteraci pro matice velikosti 15 x 10 pti vybirani prvka

z intervalu [-100;100]
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q
Presnost 2 10 100
le-3 20 20 20 6 6 6 3 3 3
le-6 21 20 20 7 6 6 4 3 3
le-9 21 21 21 7 7 7 4 4 4

Tabulka 3.26: Pocet iteraci pro matice velikosti 150 x 100 pti vybirani prvki
z intervalu [-100;100]

Presnost 2 10 100
le-3 24 24 24 7 7 7 4 4 4
le-6 24 24 24 7 7 7 4 4 4
1e-9 25 25 25 8 8 8 4 4 4

Tabulka 3.27: Pocet iteraci pro matice velikosti 1500 x 1000 pii vybirani prvka
z intervalu [-100;100]

Nyni se podivame na ptipad, kdy prvky vybereme z velice sirokého intervalu
[-1000000;1000000].

Presnost 2 10 100
le-3 13 14 15 4 4 5) 2 2 3
le-6 14 14 15 4 5 5 2 3 3
1le-9 15 14 15 6 6 6 3 4 3

Tabulka 3.28: Pocet iteraci pro matice velikosti 15 x 10 pfi vybirani prvka
z intervalu [-1000000;1000000]

2

Presnost 10 100
le-3 20 21 21 6 7 7 3 4 4
le-6 21 21 21 7 7 7 4 4 4
1le-9 23 23 23 8 7 8 5 5 5

Tabulka 3.29: Pocet iteraci pro matice velikosti 150 x 100 pri vybirani prvka
z intervalu [-1000000;1000000]
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. 1 2 10 100
Presnost
le-3 24 24 24 8 8 8 4 4 4
le-6 25 25 25 8 8 8 4 4 4
le-9 28 28 28 11 11 11 6 6 6

Tabulka 3.30: Pocet iteraci pro matice velikosti 1500 x 1000 pii vybirani prvka
z intervalu [-1000000;1000000]

Ve srovnanim s Tabulkami 3.7-3.12 neni rozdil mezi pocty iteraci algoritmu
z Tabulek 3.25-3.30 velice vyznamny. Vzhledem k tomu, ze v Kédu 2.6 jesté
poc¢itame se skeletnim rozkladem, je Kéd 2.4 méné casové narocny a tudiz je
vyhodnéjsi ho vyuzit pro matice plné sloupcové hodnosti.

Nyni se jesté zbézné podivame na matice rozméra 10 x 15, 100 x 150 a
1000 x 1500 pro srovnani s algoritmem z Véty 2.11.

Pro nésledujici 3 tabulky jsou prvky matic vybrany z intervalu [0;1].

q
Presnost 2 10 100
le-3 31 24 28 10 8 9 5 4 5
le-6 32 25 28 10 8 9 5 4 5
le-9 32 26 29 10 8 9 5 4 5

Tabulka 3.31: Pocet iteraci pro matice velikosti 10 x 15 pti vybirani prvka
z intervalu [0;1]

. 1 p 10 100
Presnost
le-3 40 44 46 12 14 14 6 7 7
le-6 41 45 47 13 14 15 7 7 8
1le-9 42 45 48 14 15 16 7 7 8

Tabulka 3.32: Pocet iteraci pro matice velikosti 100 x 150 pti vybirani prvka
z intervalu [0;1]

o4



Presnost 2 10 100
le-3 64 66 57 19 20 17 10 10 9
le-6 69 67 59 22 20 18 10 10 9
1e-9 69 69 57 22 20 20 10 10 9

Tabulka 3.33: Pocet iteraci pro matice velikosti 1000 x 1500 pii vybirani prvka
z intervalu [0;1]

Nyni se podivame na matice, jejichz prvky jsou vybrané z intervalu

[—100; 100].

Presnost 2 10 100
le-3 18 21 19 6 7 6 3 4 3
le-6 19 22 19 6 7 6 3 4 3
1le-9 19 22 20 6 7 6 3 4 3

Tabulka 3.34: Pocet iteraci pro matice velikosti 10 x 15 pfi vybirani prvka

z intervalu [-100;100]

Presnost 2 10 100
le-3 30 34 31 9 10 10 5 5 5
le-6 30 34 32 9 11 10 5 6 5
1le-9 31 36 32 10 12 11 5 6 5

Tabulka 3.35: Pocet iteraci pro matice velikosti 100 x 150 pti vybirani prvka

z intervalu [-100;100]

Presnost 2 10 100
le-3 48 43 44 15 14 14 8 7 7
le-6 49 44 45 17 14 14 8 8 8
1le-9 49 49 48 17 16 16 8 7 7

Tabulka 3.36: Pocet iteraci pro matice velikosti 1000 x 1500 pfi vybirani prvka

z intervalu [-100;100]
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Nyni se podivame na ptipad, kdy prvky vybereme z velice Sirokého intervalu

[-1000000;1000000].

q
Presnost 2 10 100
le-3 14 17 22 5 5 7 3 3 4
le-6 15 17 22 5 6 7 3 3 4
le-9 16 18 23 5 6 7 5 3 5

Tabulka 3.37: Pocet iteraci pro matice velikosti 10 x 15 pti vybirani prvka
z intervalu [-1000000;1000000]

) 1 p 10 100
Presnost
le-3 36 67 48 11 32 15 6 12 8
le-6 36 67 48 11 34 15 7 12 8
1le-9 36 67 48 11 34 15 7 12 8

Tabulka 3.38: Pocet iteraci pro matice velikosti 100 x 150 pri vybirani prvka
z intervalu [-1000000;1000000]

] 1 9 10 100
Presnost
1e-3 48 | 45 | 43 18 | 17 | 16 7 7 8
1e-6 48 | 45 | 43 18 | 17 | 16 7 7 8
1e-9 18 | 45 | 43 18 | 17 | 16 7 7 g

Tabulka 3.39: Pocet iteraci pro matice velikosti 1000 x 1500 pii vybirani prvka
z intervalu [-1000000;1000000]

Oproti Tabulkdam 3.13-3.21 maji prislusné Tabulky 3.31-3.39 primérné vyssi
pocet iteraci a u nékolika pripadt dokonce algoritmus popsany v Kodu 2.6 nezkon-
verguje viibec. Jestlize tedy chceme zjistit Chipmanovu pseudoinverzi k matici s

plnou sloupcovou hodnosti, pak je vyhodnéjsi vyuzit Koédu 2.5.
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3.2.4. Tabulky pro algoritmus z Véty 2.14

Algoritmus funguje pro obecné matice. Pro dany algoritmus jiz nepotfebujeme
zadavat ¢ na vstup, a tak nyni sloupce jednotlivych tabulek budou reprezentovat
velikost ptivodni matice.

Nejprve vybereme matice rozmért 15 x 10, 150 x 100 a 1500 x 1000.

Velikost
5 15 x 10 150 x 100 1500 x 1000
Presnost
le-3 5 5 5 8 8 8 10 10 10
le-6 5 5 5 8 8 8 11 11 11
1e-9 5 6 5 8 8 8 11 11 11

Tabulka 3.40: Pocet iteraci pro matice pfi vybirani prvki z intervalu [0;1]

Velikost
5 15 x 10 150 x 100 1500 x 1000
Presnost
le-3 7 7 7 8 9 8 9 10 9
le-6 7 7 8 9 9 9 10 10 10
1e-9 8 8 8 9 9 9 10 10 10

Tabulka 3.41: Pocet iteraci pro matice pfi vybirani prvki z intervalu [-100;100]

Velik
) elikost 15 % 10 150 x 100 1500 x 1000
Presnost
o3 4] 14 ] 141 16 16 16 17 17 17
106 15 | 14 | 14 16116 16 | 17 17 |17
169 R 17 | 1w 119 19 19 2 [ 20 [ 20

Tabulka 3.42: Pocet iteraci pro matice pti vybirani prvki z intervalu
[-1000000;1000000]

Jak lze vycist z Tabulek 3.4-3.12, 3.22-3.30 a 3.40-3.42, vyuzitim Koédu 2.8
pro matice, jejichz prvky byly vybirany z mensich intervali, dostaneme podobny
pocet iteraci jako vyuzitim Kéd 2.4 a 2.6 s ¢ = 10 na vstupu. Casy vypoctu

bohuzel nemam zaznamenané, ale poc¢itani Kédem 2.8 je mirné rychlejsi a tudiz
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je v tomto pripadé vyhodnéjsi. Jestlize je interval, z kterého prvky vybirdme,
velice Siroky, pak se pro Kod 2.8 vysledny pocet iteraci zvysSuje zatimco pro
Kédy 2.4 a 2.6 se pocty iteraci vyznamné neméni. Kviili nutnosti pocitani ske-
letniho rozkladu v Kédu 2.6 se nam vsak vyrazné zvysuje ¢as vypoctu. V daném
pripadé je tedy vyhodnéjsi vyuzit Kédu 2.4 s ¢ = 10 na vstupu pro matice plné
sloupcové hodnosti a Kédu 2.8 pro matice obecné. Kod 2.4 s ¢ = 100 na vstupu
ani neuvazujeme z divodu velmi vysoké ¢asové narocnosti.

Nyni se podivaime na matice rozmérta 10 x 15, 100 x 150 a 1000 x 1500.

Velikost
5 10 x 15 100 x 150 1000 x 1500
Presnost
le-3 5 5 5 8 8 8 10 10 10
le-6 5 5 5 8 8 8 11 11 11
1le-9 5 6 5 8 8 8 11 11 11

Tabulka 3.43: Pocet iteraci pro matice pfi vybirani prvka z intervalu [0;1]

Velikost
5 10 x 15 100 x 150 1000 x 1500
Presnost
le-3 7 7 7 9 8 8 9 10 9
le-6 7 7 8 9 9 9 10 10 10
1le-9 7 7 8 9 9 9 10 10 10

Tabulka 3.44: Pocet iteraci pro matice pfi vybirani prvki z intervalu [-100;100]

Velikost
5 10 x 15 100 x 150 1000 x 1500
Presnost
le-3 15 15 14 16 16 16 17 17 17
le-6 15 15 14 16 16 16 17 17 17
1e-9 16 20 17 21 21 20 23 22 22

Tabulka 3.45: Pocet iteraci pro matice pri vybirani prvki z intervalu
[-1000000;1000000]

Srovnanim Tabulek 3.13-3.21, 3.31-3.39 a 3.43-3.45 dojdeme k podobnych
poznatktim, jako u Tabulek 3.40-3.42.
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3.2.5. Souhrn

Jestlize je puvodni matice plné radkové Ci sloupcové hodnosti, jejiz prvky
nejsou vybirdny z velice Sirokého intervalu, pak je nejvyhodnéjsi vyuzit Kodu 2.8.

Jestlize je ptivodni matice plné fadkové ¢i sloupcové hodnosti, jejiz prvky jsou
vybirany z velice sirokého intervalu, pak je nejvyhodnéjsi vyuzit Kodua 2.4 ¢i 2.5
s ¢ = 10 na vstupu.

Jestlize puvodni matice neni plné fadkové ani plné sloupcové hodnosti, pak je

nejvyhodnéjsi vyuzit Kédu 2.8.
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s v
Zaver

Cilem této bakalarské prace bylo predstavit si klasické a zobecnéné Moore-
Penroseovy inverze. Pro obé inverze jsme si uvedli nékteré klicové vlastnosti,
se zamérili na metody pro jejich vypocet, ¢emuz se vénovala vétsina prace, které
byly realizovany pomoci algoritmii. Jednotlivé algoritmy jsme si popsali a uvedli
si jejich kody vytvorené v softwaru MATLAB. Nakonec jsme si otestovali, jak
jsou jednotlivé algoritmy ucinné a zdali viibec dojdou ke spravnym vysledkiim.

Psani této prace byla velka vyzva. Dorozumét se s programem ITEX (program
na sazeni textu) bylo obzvlasté obtizné, nicméné po hodindch netinavného hledéni
na internetu jsem tomu zacinal prichdzet na kloub a pribézné se psani v softwaru
KTEX stalo béznou ¢innosti. Zaroven jsem si pripomenul znalosti z hodin Software
pro aplikovanou matematiku pri vytvareni jednotlivych kédi v MATLABu a
seznamil se s pojmy a priklady, ke kterym bych se v hodinach bézné nedostal.

Celkem bych psani této prace hodnotil jako dobrou zkusSenost a doufam, ze si
budouci ¢tenari z prace odnesou alespon tolik uzitecnych informaci, jako jsem ja

ziskal studiem daného tématu.
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