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ABSTRAKT
Práca sa zaoberá rešeršou a implementáciou metód, ktoré eliminujú vplyv nevyrovna-
ného datasetu na učenie neurónových sietí. Jednotlivé metódy sú porovnané medzi sebou
pre rôzne úrovne nevyrovnanosti. Experimenty realizované v práci sú taktiež porovnané
s dostupnou literatúrou a kontrolným experimentom, ktorý bol realizovaný bez metódy
eliminácie vplyvu nevyrovnaného datasetu na učenie neurónových sietí. Experimenty sú
následne rozšírené na ďalší dataset, kde sú porovnané pre originálnu nevyrovnanosť na-
chádzajúcu sa v datasete. V teoretickej časti je priblížená téma neurónových sietí a prob-
lémy, ktoré sa môžu vyskytnúť pri učení. Následne sú priblížené konvolučné siete a ich
optimalizačné algoritmy. Práca ďalej obsahuje bližšie spracovanú problematiku nevyrov-
naného datasetu, vrátane používaných metrík a prístupov, ktoré umožňujú elimináciu
tohto problému.
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SMOTE, Náhodné prevzorkovanie.

ABSTRACT
This thesis deals with the research and implementation of methods that eliminate the
influence of an imbalanced dataset on the learning of neural networks. Individual meth-
ods are compared with each other for different levels of imbalance. The experiments
carried out in the work are also compared with the available literature and a control
experiment, which was carried out without the method of eliminating the influence of
an imbalanced dataset. The experiments are extended to another dataset containing
the original imbalance and compared. In the theoretical section, the topic of neural net-
works and the problems that may occur during learning are brought up. Subsequently,
convolutional networks and their optimization algorithms are presented. The thesis also
contains a more detailed presentation of the issue of an imbalanced dataset, including
the metrics used in experiments and approaches used to eliminate this problem.

KEYWORDS
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SMOTE, Random weighted oversampling.
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Úvod
Neurónové siete sú dnes veľmi populárne najmä pri spracovaní veľkého množstva
dát, ktoré je obtiažne, prípadne nemožné spracovať bez použitia výpočtovej tech-
niky. Dáta, ktoré sú poskytnuté pre učenie neurónových sietí by mali spĺňať určité
požiadavky. Pokiaľ dataset obsahuje viac ako jednu skupinu, ktorú sa neurónová
sieť učí, tieto skupiny by mali byť v datasete zastúpené v približne rovnakom počte.
Ak táto podmienka nie je splnená, dataset je nevyrovnaný, čo negatívne vplýva na
učenie siete.

V praxi sa často vyskytuje situácia, kedy nie je možné získať potrebné množstvo
dát menšinovej skupiny. Ako príklad je možné uviesť situáciu v zdravotníctve, kedy
je potrebné klasifikovať pacientov na základe príznakov vzácnej choroby alebo novo
vyskytnutej. Je samozrejmé, že v tomto prípade bude k dispozícií väčšie množstvo
dát nazbieraných od zdravých pacientov a hrozí nesprávna diagnóza chorého pa-
cienta. Naopak správna klasifikácia príznakov chorého pacienta môže viesť k včasnej
diagnóze a liečbe alebo nasadeniu potrebných opatrení.

Problém nevyrovnaného datasetu sa vyskytuje aj v iných vedeckých oblastiach
ako napríklad v meteorológií, kedy je nutné správne klasifikovať príznaky vzácnych
a niekedy aj život ohrozujúcich meteorologických javov ako napríklad tornád, huri-
kánov, atď.

Použitie nevyrovnaného datasetu pre učenie neurónovej siete má za následok
skreslené výsledky. Keďže neurónová sieť nemá k dispozícií dostatočný počet dát
menšinovej skupiny, výstupom bude, že sa nenaučí klasifikovať menšinovú skupinu,
teda bude ju klasifikovať náhodne alebo označí všetky dáta ako patriace väčšinovej
skupine a menšinovú skupinu sa nenaučí vôbec. Avšak, cieľom je klasifikovať obe
skupiny s rovnakou presnosťou, pričom menšinová skupina je často bodom záujmu.

Trénovanie neurónovej siete s elimináciou vplyvu nevyrovnaného datasetu by
mohlo výrazne prispieť k úspešnosti klasifikácie aj pre deje, ktoré sú v zozbieraných
dátach málo zastúpené.

Táto práca obsahuje teoretický rozbor týkajúci neurónových sietí, problémov uče-
nia a predovšetkým sa zameriava na problém nevyrovnaného datasetu. Na základe
spracovanej literatúry sú v bakalárskej práci implementované 4 prístupy s cieľom
eliminovať vplyv nevyrovnaného datasetu, pričom úspešnosť je otestovaná na dvoch
datasetoch. Výsledky týchto prístupov sú následne vyhodnotené, porovnané medzi
sebou a s experimentom bez implementácie metódy eliminujúcej vplyv nevyrovna-
ného datasetu.
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1 Teoretický úvod

1.1 Teória neurónových sietí
Neurónové siete sú jednou z oblastí strojového učenia. Prvé vytvorené neurónové
siete slúžili najmä na spracovanie štatistických dát, zvukových nahrávok, či obrazovú
analýzu. Dnes je ich využitie oveľa širšie a nájdeme ich vo všetkom od aplikácií,
s ktorými pracuje bežný používateľ, až po ich využitie na vedeckých pracoviskách.
Úlohy, pre ktoré bola neurónová sieť vytvorená, sa môžu líšiť. Vo všeobecnosti je
ich úlohou rozoznávať rôzne vzory („patterns“), ktoré sú obsiahnuté vo vstupných
údajoch a správne ich klasifikovať. [1]

1.2 Matematická definícia neurónu
Najzaužívanejším modelom umelého neurónu je McCulloch-Pittsov neurón, taktiež
nazývaný aj formálny neurón alebo perceptrón. Matematický model tohto neurónu
je možné opísať ako systém, na ktorého vstup je privádzaný signál v podobe n-
rozmerného vektoru 𝑥̄ = (𝑥1, 𝑥2, ... 𝑥𝑛). Vstupný signál je ďalej vážený vektorom
synaptických váh 𝑤̄ = (𝑤1, 𝑤1, . . . 𝑤𝑛). Od váženia alebo presnejšie, od skalárneho
súčinu vektorov 𝑥̄ a 𝑤̄ je odčítaná 𝜃, ktorá vyjadruje prah excitácie neurónu („bias“,
„treshold“). Neurón je aktívny, pokiaľ je vážená suma vstupov väčšia než prah.
Vážená suma vektorov je vynásobená aktivačnou funkciou 𝑓 . Úlohou aktivačnej
funkcie je pretransformovať váženú sumu vektorov na požadované výstupné hodnoty.
Výstupom neurónu je skalárny výstupný signál 𝑦. Opísaný vzťah je možné vyjadriť
vzorcom 1.1: [2]

𝑦 = 𝑓(𝑤̄ · 𝑥̄) = 𝑓

⎛⎝𝑛+1∑︁
𝑗=1

𝑤𝑗𝑥𝑗

⎞⎠ = 𝑓

⎛⎝ 𝑛∑︁
𝑗=1

𝑤𝑗𝑥𝑗 − 𝜃

⎞⎠ (1.1)

1.3 Aktivačné funkcie
Pre jednoduchšie spracovanie výstupu neurónu, je potrebné voliť aktivačnú funkciu
takú, ktorá je diferencovateľná a hodnoty váženej sumy vektorov pretransformuje
na reálne číslo medzi 0 a 1. Vo výnimočných prípadoch je možné voliť aj nedife-
rencovateľnú funkciu. Tieto funkcie sú taktiež väčšinou nelineárne, rastúce, spojité.
Konkrétna voľba aktivačnej funkcie závisí od problému, s ktorým sa neurónová sieť
vysporadúva. Ich voľbou je ovplyvnený čas, za ktorý je natrénovaná neurónová sieť
a je ovplyvnená taktiež aj výpočtová náročnosť siete. [1, 2]
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1.3.1 Lineárna funkcia

Jednou z najjednoduchších aktivačných funkcií je lineárna funkcia. Používa sa na-
príklad pri filtrácií signálu. Je vyjadrená vzorcom 1.2:

𝑓(𝑥) = 𝜆(𝑥) (1.2)

Kde 𝜆 je konštanta, určuje strmosť funkcie a 𝑥 sú vstupné dáta neurónu.

1.3.2 Skoková funkcia

Ďalším dobrým príkladom je skoková funkcia. Táto funkcia je nediferencovateľná
a preto jej použitie nie je možné aplikovať v algoritmoch učenia založených na gra-
dientných metódach, kde je využívané spätné šírenie chyby („backpropagation“).
Je vhodná pre binárnu klasifikáciu datasetu, pokiaľ je potrebné získať presne zade-
finovanú hranicu medzi triedami. Je vyjadrená rovnicou 1.3: [2]

𝑓(𝑥) =

⎧⎨⎩ −1, 𝑎𝑘 𝑥 < 0
1, 𝑎𝑘 𝑥 ≥ 0

(1.3)

1.3.3 Sigmoida

Veľmi populárna je sigmoida, definovaná vzorcom 1.4. Používa sa na modelovanie
nelineárnych závislostí. Ako konkrétny príklad je taktiež možné uviesť klasifikáciu
binárneho datasetu. Výhodou tejto aktivačnej funkcie je, že je jednoducho diferen-
covateľná [3].

𝑓(𝑥) = 1
1 + 𝑒−𝜆(𝑥) (1.4)

1.3.4 ReLU

„Rectified linear unit“ (ReLU), v preklade vylepšená lineárna jednotka. V súčasnosti
je najpoužívanejšia aktivačná funkcia, ktorá v mnohých ohľadoch prekonala sigmo-
idu. Dosahovala lepšie výsledky pri optimalizovaných gradientných metódach a ta-
kisto predchádzala problému miznúceho gradientu podrobnejšie rozobratého v ka-
pitole 1.5.6. Je vyjadrená rovnicou 1.5: [3]

𝑓(𝑥) = 𝑚𝑎𝑥{0, 𝑥} (1.5)

1.3.5 „Softmax“

„Softmax“ je skratka pre jemnejší („softer“) argument maxima. Táto funkcia vracia
vektor reálnych hodnôt, ktorých suma sa rovná 1. Dôležitou vlastnosťou teda je, že

12



transformuje výstupné dáta neurónu 𝑥𝑖 na hodnoty 0 až 1 a môžu byť interpretované
ako pravdepodobnosti. Výpočet tejto aktivačnej funkcie je uskutočňovaný pomocou
vzťahu 1.6. [4]

𝑓(𝑥𝑖) = 𝑒𝑥𝑖∑︀𝑛
𝑗=1 𝑒𝑥𝑗

(1.6)

kde 𝑥𝑖 je 𝑖-tý prvok vektoru 𝑥𝑛, pričom 𝑛 je dĺžka vektoru.

1.4 Viacvrstvové neurónové siete
Jeden neurón nie je schopný riešiť nelineárne problémy, čo viedlo k vzniku neuró-
nových sietí. Viacvrstvové dopredné neurónové siete sú zložené z niekoľkých vrstiev
perceptrónov. Vrstvy sa zvyčajne rozdeľujú na vrstvu vstupných neurónov („input
neurons“), skrytých neurónov („hidden neurons“) a výstupných neurónov („output
neurons“). Pre predstavu sú zobrazené na obrázku 1.1. Počet vrstiev skrytých ne-
urónov určuje hĺbku siete - odtiaľ pochádza aj termín „deep learning“, v preklade
hlboké učenie. [1, 5, 3]

Dopredná sieť znamená, že výstup z každého neurónu sa dostane len na neuróny
nasledujúcej vrstvy, pričom susedné neuróny v rámci jednej vrstvy nie sú prepojené.
Medzi vrstvami neexistuje spätná väzba. Avšak dopredný smer nezaručuje učenie
neurónovej siete. Aby bol výstup čo najbližšie požadovanej hodnote, je potrebná
spätná väzba, ktorá tento výstup upraví. Pre optimalizáciu výstupu existujú rôzne
algoritmy. Jedným z nich je algoritmus spätného šírenia chyby. [3, 2]

Obr. 1.1: Štruktúra neurónových sietí [6].
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1.5 Spôsoby učenia neurónovej siete
Učenie neurónovej siete je proces, kedy sa hľadajú vhodné váhy pre vstupný vektor
také, aby bola dosiahnutá čo najvyššia presnosť výstupu. Medzi základné spôsoby
učenia patrí učenie bez učiteľa („unsupervised learning“) a učenie s učiteľom („su-
pervised learning“).Táto práca sa zaoberá procesom učenia s učiteľom, čo znamená,
že pri trénovaní sú dáta dopredu označené správnym výstupom. Neskôr pri testovaní
by teda neurónová sieť mala byť schopná sama klasifikovať dáta, ktoré neboli vopred
označené. [1]

1.5.1 Úprava váh

Učenie s učiteľom je uskutočňované zmenou váh na základe spätnej väzby učiteľa.
J-tá váha neurónu (𝑤𝑗) sa mení podľa rovnice 1.7:

𝑤𝑗(𝑡 + 1) = 𝑤𝑗(𝑡) + Δ𝑤𝑗(𝑡) = 𝑤𝑗(𝑡) + 𝛼𝑠(𝑡)𝑥𝑖(𝑡) (1.7)

kde 𝛼 je rýchlosť učenia alebo aj krok učenia („learning rate“), 𝑤 sú váhy, 𝑠 od-
povedá aritmetickému rozdielu medzi požadovanou hodnotou a reálnou, 𝑥𝑖 je 𝑖-tý
výstup neurónu a 𝑡 slúži pre iteráciu. [1]

Učenie prebieha v epochách, pričom počas jednej epochy sú predstavené všetky
dvojice vstupných vektorov a ich očakávaných hodnôt neurónovej sieti. Po každej
epoche by mal byť výstup neurónu bližšie k požadovanej hodnote, keďže počet epoch
je možné označiť aj ako počet iterácií počas ktorých dochádza k uloženiu modifikova-
ných váh. Posúvanie k požadovanej hodnote je napríklad pri binárnom perceptróne
zabezpečené 𝛿 (delta) pravidlom, ktoré upravuje váhy. Pričom 𝛿 je rovná aritmetic-
kému rozdielu medzi požadovanou hodnotou výstupu 𝑑 a reálnym výstupom neurónu
𝑦. Pre j-tú váhu platí: [7, 1]

Δ𝑤𝑗 = 𝛼(𝑑 − 𝑦)𝑥𝑖 (1.8)

1.5.2 Chybová funkcia, výpočet odchýlky neurónu

Stredná kvadratická odchýlka

Odchýlka výstupu neurónu od očakávaného výstupu sa počíta pomocou chybovej
funkcie. Konkrétny výber chybovej funkcie je opäť prispôsobený problému, ktorý
neurónová sieť rieši. Základným príkladom chybovej funkcie je kvadratická odchýlka
vyjadrená vzorcom 1.9:

𝑂 = 1
2

𝑛∑︁
𝑗=1

(𝑑𝑗 − 𝑜𝑗)2 (1.9)
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kde 𝑗 je počet výstupných neurónov, 𝑑𝑗 je očakávaná hodnota z neurónovej siete,
𝑜𝑗 je výstupná hodnota siete a 𝑂 je výsledná kvadratická odchýlka. V tomto prí-
pade je potrebné ešte vypočítať kumulovanú chybu, ktorá sa kumuluje počas jednej
epochy. [1]

Po opakovaní jednotlivých epoch je možné vykresliť trend chybovej funkcie, ktorý
je ukazovateľom nastavenia správnych parametrov a zároveň týmto spôsobom je
umožnené sledovať ako prebieha trénovanie. Pokiaľ by krivka oscilovala, môže sa
jednať o príliš malý trénovací súbor alebo príliš veľký krok učenia. Naopak, pokiaľ
by bola plochá, môže to ukazovať príliš veľký testovací súbor alebo príliš malý krok
učenia. Ideálne by teda krivka mala byť hladká funkcia a kvadratická odchýlka by
mala postupne dosiahnuť svoje minimum. [2]

Vzájomná entropia

Vzájomná entropia, v angličtine známa ako „cross entropy loss“, je chybová funkcia,
ktorá slúži na výpočet chyby za pomoci pravdepodobnostnej distribúcie. Vzájomná
entropia exponenciálne rastie, pokiaľ výstup neurónu diverguje od požadovaného
výstupu. To znamená, že váhy sú upravované v spätnom šírení chyby s oveľa väč-
šími krokmi, pokiaľ sa model mýli. Naopak, pokiaľ výstup konverguje k správnemu
riešeniu, entropia a teda aj chyba logaritmicky klesá a váhy sú upravované menším
krokom. Pre binárny dataset je vzájomná entropia (𝑉 𝐸) definovaná vzorcom 1.10:
[8]

𝑉 𝐸 = −
𝑀∑︁

𝑐=1
(𝑦𝑜,𝑐 log (𝑝) + (1 − 𝑦𝑜,𝑐) log (1 − 𝑝)) (1.10)

kde 𝑦 je binárny indikátor (nula alebo jedna) rovný jednej, ak c je správna
klasifikácia pre daný objekt 𝑜, a 𝑝 je výstup neurónu ako hodnota pravdepodobnosti,
ktorá mohla vzniknúť napríklad aktivačnou funkciou „Softmax“. Pre viac tried je
vyjadrená vzorcom1.11:

𝑉 𝐸 = −
𝑀∑︁

𝑐=1
𝑦𝑜,𝑐 log (𝑝𝑜,𝑐) (1.11)

kde 𝑀 je počet tried. [8]

1.5.3 Gradientné metódy

Metóda gradientného zostupu

Hľadanie minima chybovej funkcie je zabezpečené metódou gradientného zostupu.
Gradient totiž udáva smer najprudšieho nárastu funkcie. Vzťah na výpočet gradientu
je uvedený ako:
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𝑔𝑟𝑎𝑑(𝐸) = 𝜕𝐸

𝜕𝑤
(1.12)

kde 𝜕𝐸 je parciálna derivácia chybovej funkcie 𝐸 podľa váh 𝑤. [7]

Adam

Problém s metódou gradientného zostupu je, že je možné ľahko preskočiť minimum
funkcie, prípadne k nemu nikdy nedoraziť. V súčasnosti sa preto používa vylepšená
metóda nazývaná ADAM, čo je skratkou pre „adaptive moment estimation“, v pre-
klade odhad adaptívneho momentu. Princíp tejto metódy spočíva v adaptívnom
upravovaní veľkosti gradientu a teda aj váh na základe učenia siete. Dôležitou vlast-
nosťou je, že Adam pri výpočte gradientu berie do úvahy aj predchádzajúce výpočty
gradientov. Moment zabezpečuje väčšiu zmenu váh v prípade, že sieť sa učí správne,
čím urýchľuje učenie a dosiahnutie minima chybovej funkcie. [9]

1.5.4 Trénovanie spätným šírením chýb

Algoritmus spätného šírenia chyby zahŕňa kombináciu vyššie uvedených metód tré-
novania neurónovej siete. Jednotlivé kroky algoritmu je možné prehľadne zhrnúť
v nasledujúcich vetách. Najskôr sú nastavené podmienky pre ukončenie učenia, väč-
šinou maximálny počet epoch alebo minimálna kvadratická odchýlka 𝑂. Ďalej sú
inicializované váhy všetkých neurónov, ich hodnoty môžu byť nastavené aj náhodne.
Na vstup neurónovej siete je privedený nový trénovací vektor 𝑥̄ = (𝑥1, 𝑥2, ...𝑥𝑛)
a na výstup je privedená očakávaná hodnota 𝑑. Nasleduje učenie, ktoré v tomto
prípade pozostáva z troch krokov. Výpočet aktuálnych výstupov 𝑦 (dopredné šíre-
nie). Výpočet odchýlky od požadovaných hodnôt 𝑑 (spätné šírenie). Modifikácia váh
a prahu podľa zistených odchýliek pre dosiahnutie čo najmenšej chyby vybranou
gradientnou metódou (dopredné šírenie). Postup od privedenia nového trénovacieho
vektoru až po modifikáciu váh je opakované pre všetky prvky z trénovacej množiny
až do konca epochy. Algoritmus sa opakuje až do splnenia jednej z ukončovacích
podmienok. [7]

1.5.5 Testovanie naučeného modelu

Aby bolo možné naučený model testovať, množinu dát, ktoré sú k dispozícií je po-
trebné rozdeliť na tri podmnožiny. Prvá je trénovacia, ktorá po privedení na vstup
neurónovej siete slúži na výpočet chyby a modifikáciu váh na základe tohto výpočtu.
Ďalšia je validačná, ktorá slúži na vyhodnocovanie presnosti klasifikácie modelu po-
čas trénovania, po privedení validačnej množiny na vstup nie je zaistená spätná väzba
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a model sa ju teda neučí. Porovnávaním týchto dvoch podmnožín je možné rozpoz-
nať mnoho chýb, ktoré môžu vznikať pri učení. Dáta bývajú zvyčajne rozdelené
v pomere 80 % pre trénovaciu množinu a 20 % pre testovaciu. Treťou podmnožinou
je testovacia. Do neurónovej siete vstupuje len raz, keď je už model natrénovaný
a uložený, neurónová sieť ju nikdy predtým nevidela. Vďaka tejto množine je vyhod-
nocované, ako neurónová sieť pracuje s novými dátami. Vzhľadom na to, že model
sa validačnú množinu neučil, je možné použiť validačnú množinu aj ako testovaciu.
[1]

1.5.6 Problémy pri učení

Preučenie

Pri sledovaní trendu chybovej funkcie je nutné dbať na to, aby nedochádzalo k pre-
učeniu („overfitting“). Tento jav sa vyznačuje tým, že v priebehu trénovania kumu-
lovaná chyba trénovacej množiny (𝐸𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛) stále klesá, zatiaľ čo kumulovaná chyba
validačnej množiny (𝐸𝑣𝑎𝑙) začne pomaly stúpať. Ilustračné zobrazenie tohto javu
sa nachádza na obrázku 1.2. Preučenie znamená, že neurónová sieť sa príliš dobre
naučila trénovacie dáta ale nedokáže už rozoznávať nové dáta. Môže to byť spô-
sobené napríklad tým, že model začne upravovať svoje váhy aj na základe šumu
alebo redundantných informácií obsiahnutých v trénovacej množine, čím sa stráca
generalizačná schopnosť modelu. Problému preučenia je možné zabrániť správnym
nastavením počtu trénovacích epoch, prípadne ukončením trénovania vo chvíli, keď
rozdiel kumulovanej chyby medzi 𝐸𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛 a 𝐸𝑣𝑎𝑙 dosiahne prijateľnú vopred nastavenú
hodnotu. [1]

Miznúci gradient

Miznúci gradient („vanishing gradient problem“) je problém najmä v hlbokých ne-
urónových sieťach, ktoré sú založené na gradientých metódach a spätnom šírení
chyby. Problém nastáva vtedy, keď gradient vypočítaný podľa rovnice 1.12 dosa-
huje príliš malých čísel. Ak tieto čísla nadobudnú hodnoty až tak malé, že prestanú
ovplyvňovať úpravu váh, sieť sa prestane trénovať. Jedným z riešení tohto prob-
lému je používanie aktivačnej funkcie ReLU, ktorej vlastnosti zabraňujú výskytu
tohto problému alebo ďalším riešením je implementácia batch normalizácie, ktorá je
bližšie vysvetlená v kapitole 2.2.2. [10]

Nevyrovnaný dataset

Aby bola neurónová sieť správne natrénovaná, je potrebné mať adekvátny dataset.
Medzi vyžadované vlastnosti patrí, aby bol predovšetkým reprezentatívny a mal by
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Obr. 1.2: Zobrazenie trendu chybovej funkcie s vyznačením preučenia.

obsahovať rovnomerné zastúpenie všetkých skupín. Napríklad v binárnej klasifikácií
je ideálne, aby dataset obsahoval 50 % dát jednej triedy a 50 % dát druhej triedy.
V opačnom prípade pri trénovaní vzniká riziko, že sieť natrénuje klasifikovanie jednej
skupiny lepšie ako druhej. Práca sa zaoberá riešeniami tohto problému a sú zhrnuté
v samostatnej kapitole 3.
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2 Konvolučné neurónové siete
Konvolučné neurónové siete sú špecializovaný druh neurónových sietí používané
na dáta s mriežkovou topológiu. Napríklad na obrazové dáta, ktoré obsahujú 2-D
mriežku pixelov. Najčastejšie sa používajú na detekciu vzorov („patterns“), ktorými
môžu byť v obraze napríklad hrany, textúry, tvary, atď. Ako už naznačuje ich názov,
tieto neurónové siete využívajú špeciálny druh lineárnej operácie, teda konvolúciu.
Konvolúcia je v tomto prípade využívaná namiesto všeobecného násobenia matíc,
ktoré sa využíva v jednoduchých neurónových sieťach. Jej vzorec je vyjadrený ako:
[3]

𝑥(𝑡) = 𝑥1(𝑡) * 𝑥2(𝑡) =
∫︁ ∞

−∞
𝑥1(𝜏) · 𝑥2(𝑡 − 𝜏) 𝑑𝜏 (2.1)

kde 𝑥2(𝜏) sa nazýva konvolučné jadro. Výsledkom konvolúcie je funkcia 𝑥(𝑡),
niekedy označovaná aj ako mapa vlastností alebo príznaková mapa („feature map“),
ktorá vzniká ako 𝑥1(𝑡) modifikovaná vlastnosťami konvolučného jadra 𝑥2(𝑡). [11]

2.1 Štruktúra konvolučných neurónových sietí

2.1.1 Základná štruktúra konvolučnej siete

Konvolučná časť neurónovej siete je formovaná niekoľkými typmi neurónových vrs-
tiev. Prvá je konvolučná vrstva, ktorá slúži ako filter, ktorého veľkosť je buď rovnako
veľká ako rozmery obrázku (počet pixelov) alebo menšia. Druhá je nelineárna alebo
aj korekčná vrstva, ktorá je väčšinou spojená s konvolučnou. Vzniká teda neline-
árny dvojdimenzionálny filter, čo je zapríčinené nelineárnym výstupom neurónu,
konkrétne jeho aktivačnou funkciou. Pôvodne bola ako aktivačná funkcia používaná
sigmoida avšak ReLU, dosahovala lepšie výsledky. Tretím typom vrstvy je podvzor-
kovacia („pooling“) vrstva, ktorá podvzorkovaním zmenší dimenzionalitu príznako-
vých máp. Dochádza teda k priestorovej kompresií dát. Väčšinou je na podvzor-
kovanie používaná funkcia, ktorá hľadá maximum z vybraného okna pixelov, táto
funkcia sa nazýva „MaxPooling“ a jej príklad je ilustrovaný na obrázku 2.2. Maximá
z vybraných okien sa spoja do novej množiny a vzniká tak nová menšia príznaková
mapa. Po aplikovaní podvzorkovacej vzrstvy na všetky pôvodné príznakové mapy,
zmenšené príznakové mapy vstupujú znovu do konvolučnej vrstvy. Tento proces sa
opakuje dovtedy, kým nie sú dáta zmenšené na potrebnú veľkosť. [12, 3]

Poslednými vrstvami môžu byť plne prepojené vrstvy a výstupná vrstva. Plne
prepojená vrstva je usporiadaním neurónov podobná klasickým neurónovým sie-
ťam. Jednotlivé neuróny sú prepojené s neurónmi z predchádzajúcej aj nasledujúcej
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vrstvy, ale nie sú prepojené medzi sebou v rámci jednej vrstvy. Prvá z plne pre-
pojených vrstiev spojí všetky príznakové mapy do jedného vektoru. Táto vrstva
sa nazýva aj „flatten layer“, pretože pretransformuje všetky priestorové dimenzie
do jednej dimenzie. Na ďalších plne prepojených vrstvách nasleduje extrakcia glo-
bálnych príznakov a klasifikácia na základe týchto príznakov. Pravdepodobnosti,
s akými boli vstupné dáta roztriedené do jednotlivých tried sú určené napríklad
funkciou „Softmax“. [3]

Na týchto princípoch uvedených vyššie, s upraveným usporiadaním jednotli-
vých vrstiev, fungujú známe architektúry neurónových sietí ako napríklad AlexNet
a VGG16.

Obr. 2.1: Jednotlivé vrstvy konvolučnej neurónovej siete [13].

Obr. 2.2: Funkcia slúžiaca na podvzorkovanie - MaxPooling [14].

ResNet-50

Jedna z najpoužívanejších architektúr je ResNet-50 („Residual Network“). Číslo 50
značí počet vrstiev, pričom je možné nájsť aj ResNet-18 alebo ResNet-38. Táto
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architektúra neurónových sietí sa vyznačuje tým, že je hlbšia, teda obsahuje viac
vrstiev, než predchádzajúce neurónové siete. Autori tejto architektúry dokázali pre-
dísť problémom, ktoré vznikali pri navýšení počtu skrytých vrstiev, ako napríklad
problém miznúceho gradientu. To, v čom sa ResNet-50 líši od klasických architektúr,
sú špeciálne prepojeniami medzi vrstvami(„skip connections“), ktoré vznikajú im-
plementáciou reziduálnej funkcie. Výsledkom je, že neuróny sa neučia len z výstupu
predchádzajúcej vrstvy, ale aj z vektoru vstupných hodnôt, ktoré vstupovali do siete
o niekoľko vrstiev predtým. [15]

2.1.2 Sieť typu enkodér-dekodér

Pre správnu redukciu a selekciu príznakov vznikol typ neurónovej siete nazývaný
enkodér-dekóder. Okrem uvedenej vlastnosti sú znížené aj výpočtová a pamäťová
náročnosť siete. Princíp spočíva v zmenšovaní dátových blokov a ich podvzorko-
vávaní. Následne sú dáta skrz dekóder opätovne rozšírené prevzorkovaním až do
pôvodnej veľkosti. Výstupom je matica s vektormi príznakov, ktoré popisujú pô-
vodný vstup s menšou transverzálnou dimenziou, než vstupný obraz. Tento koncept
je používaný v U- a V- typoch sietí, pričom názvy sú zvolené podľa písmena, ktoré
náčrt ich architektúry pripomína. Príklad je možné vidieť na obrázku 2.3. Zná-
mou konkrétnou architektúrou je napríklad U-net. Architektúra enkodér-dekodér je
používaná najčastejšie pri neurónových sieťach určených na segmentáciu. Pri neuró-
nových sieťach určených na klasifikáciu je postačujúca architektúra enkodéru. [12, 3]

2.2 Metódy regularizácie

2.2.1 Vrstva „Drop out“

„Drop out“ je regularizačná vrstva, ktorá sa používa najmä pri neurónových sieťach,
ktoré majú mnoho skrytých vrstiev. Viac skrytých vrstiev neurónovým sieťam dovo-
ľuje naučiť sa zložité vzťahy obsiahnuté v trénovacích dátach. Táto vlastnosť môže
byť výhodou pri klasifikácií zložitých vzoriek, avšak medzi zložité vzťahy je možné
zaradiť aj napríklad pozadie obrázkov alebo šum, ktoré nemusia byť obsiahnuté
vo validačnej množine. Môže tak dochádzať k preučeniu siete, ktoré bolo opísané
v kapitole 1.5.6. „Drop out“ slúži na náhodné, dočasné vypnutie niektorých neuró-
nov spolu s ich spojeniami. Zabraňuje tým preučeniu a zároveň pomáha znížiť aj
výpočtovú náročnosť. [17]
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Obr. 2.3: Princíp enkodéru a dekodéru, ilustrovaný s jednotlivými vrstvami. Obrázok
je preložený z originálnej štúdie architekúry U-net [16].

2.2.2 Vrstva „Batch normalization“

„Batch normalization“ je metóda, ktorá sa taktiež používa na veľmi hlboké neuró-
nové siete. Regularizácia pomocou batch normalizácie spočíva v normalizácií dát,
ktoré prichádzajú na vstup vrstvy. Dáta tak prichádzajú na vstup stále v rovna-
kom rozmedzí, čím je zabránené vstupu príliš malých alebo príliš veľkých hodnôt.
Týmto spôsobom je urýchlený tréning, pretože vďaka normalizovaným dátam je
možné vyhnúť sa miznúcemu gradientu a váhy sú teda upravované rýchlejšie a efek-
tívnejšie. [18]

2.2.3 L1 a L2 regularizácia

Metóda opäť slúži problému preučenia. Úlohou L1 a L2 regularizácie je upravovať
výpočet chybovej funkcie, ktorá spätným šírením upravuje váhy, pretože problém
často spočíva v príliš vysokých, alebo príliš presných váhach, ktoré nadmerne kopí-
rujú vlastnosti trénovacieho datasetu.

V prípade L1 regularizácie je k chybovej funkcií pripočítavaný súčet absolútnej
hodnoty váh, čím sú niektoré váhy spätným šírením chyby znížené až na nulu. Táto
úprava má za výsledok redšiu neurónovú sieť a v ideálnom prípade by týmto spôso-
bom mali byť odstránené váhy pre prebytočné vlastnosti. Pokiaľ by sme ako príklad
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chybovej funkcie zobrali kvadratickú odchýlku 𝑂, tak je možné vyjadriť úpravu chy-
bovej funkcie vzťahom 2.2.

𝑂 = 1
2

𝑛∑︁
𝑗=1

(𝑑𝑗 − 𝑜𝑗)2 + 𝜆
𝑛∑︁

𝑗=1
|𝑤𝑗| (2.2)

kde 𝑤𝑗 reprezentuje jednotlivé váhy a 𝜆 je parameter, ktorý určuje ako veľmi
budú váhy znížené. Ak je nastavený na vysokú hodnotu, tak váhy zostanú nízke,
model bude podučený a teda aj neschopný správnej klasifikácie. Ak naopak, bude
nastavený na príliš nízku hodnotu, tak váhy môžu zostať vysoké pre prebytočné
vlastnosti, a teda môže dôjsť k preučeniu.

Algoritmus L2 relugarizácie spočíva v pričítaní súčtu hodnôt všetkých váh umoc-
nených na druhú, čím váhy s vysokou hodnotou nadobúdajú ešte vyššiu hodnotu, čo
zároveň zvyšuje efekt regularizácie vysokých váh spätným šírením. Váhy sú týmto
spôsobom znížené ale nedosahujú nulu, čiže L2 regularizácia nemá za výsledok prerie-
denie spojov v neurónovej sieti. V ideálnom prípade by mali byť dostatočne znížené
váhy neurónov, ktoré slúžili pre klasifikáciu prebytočných vlastností. Ak by bola
ako chybová funkcia opäť zvolená kvadratická odchýlka, L2 regularizáciu je možné
vyjadriť vo vzťahu 2.3. [19, 20]

𝑂 = 1
2

𝑛∑︁
𝑗=1

(𝑑𝑗 − 𝑜𝑗)2 + 𝜆
𝑛∑︁

𝑗=1
(𝑤𝑗)2 (2.3)
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3 Problematika nevyrovnaného datasetu

3.1 Formulácia problému
Dataset, v ktorom sa nachádzajú dáta kategorizované do tried, sa označuje za vy-
rovnaný alebo za nevyrovnaný v závislosti od pomeru týchto tried. V prípade, že je
binárny dataset nevyrovnaný, jeho triedy sa označujú ako menšina a väčšina. Ako
už bolo spomenuté v predchádzajúcich kapitolách, problém s nevyrovnaným data-
setom spočíva v číselnej prevahe väčšiny nad menšinou. Následkom tohto problému
je, že váhy neurónovej siete sú upravované najmä väčšinovou skupinou, ktorá pri-
chádza na vstup modelu častejšie. Okrem nízkej frekvencie výskytu, menšina môže
byť zastúpená aj malým množstvom dôležitých dát a príznakov. Neurónová sieť teda
dosahuje nízku presnosť v klasifikácií menšinovej skupiny a jej výstup je nedôvery-
hodný. Podľa literatúry problém nastáva najmä vtedy, keď percento menšiny klesne
pod 5 % [21].

Situácia, kedy nie je možné získať dostatok dát menšinovej skupiny, je v praxi po-
merne častá. Napríklad z medicínskeho hľadiska sa často vyskytujú pacienti so vzác-
nou chorobou, prípadne novo vzniknutou, o ktorých nie je možné nazbierať viac dát.
Je potrebné poznamenať, že je to práve minorita alebo vzácne vzorky, ktoré sú bo-
dom záujmu a je potrebné ich skúmať. [22]

Pri hľadaní riešenia na problém nevyrovnaného datasetu je potrebné brať do
úvahy aj ďalšie dôležité charakteristiky datasetu, ktoré rozhodujú o správnej klasi-
fikácií vzoriek. Dôležitejšia než rovnováha dát je ich dobrá reprezentácia. Teda aby
boli obe skupiny dobre prezentované vhodnými vzorkami s charakteristikami, ktoré
vystihujú danú triedu. Taktiež je potrebné, aby jednotlivé triedy boli voči sebe ex-
kluzívne. Rovnako bolo zistené, že nekomplexné a lineárne separovateľné problémy
nie sú ovplyvnené nevyrovnanosťou, naopak pri zvýšenej komplexite narastá citlivosť
modelu na nevyrovnanosť datasetu. [22, 23]

Ďalej je potrebné poznamenať, že oveľa lepším ukazovateľom než percentá alebo
pomer, je v niektorých prípadoch absolútny počet menšiny. To je možné uviesť na
príklade, kde by bol k dispozícií dataset, v ktorom sa celkovo nachádza 100 tis.
súborov a menšina by bola prezentovaná 1 %. Menšina teda obsahuje 1 tis. vzoriek,
čo je dostatočný počet pre dosiahnutie prijateľnej úspešnosti, pokiaľ sú vzorky danej
triedy reprezentatívne. [22, 24]

3.2 Metódy hodnotenia predikcie modelu
Predikcia modelu môže vykazovať zavádzajúci výsledok, ak je hodnotená nevhod-
nými metrikami. Ako príklad je možné uviesť porovnávanie predikovaného výstupu
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siete so správnym výstupom. Pokiaľ by teda väčšinová skupina bola zastúpená v 99 %
vzoriek, model dosiahne presnosť 99 %, ak označí všetky vzorky ako patriace väčšine.
Menšinovú skupinu, ktorá sa vyskytuje v 1 % bude taktiež nesprávne klasifikovať ako
patriacu do väčšinovej. Vo výsledku takto natrénovaný model nerozozná menšinovú
skupinu, a teda nie je dosiahnutý cieľ správnej klasifikácie, napriek tomu presnosť
klasifikácie dosiahla 99 %. [22]

Pre správne zhodnotenie úspešnosti klasifikácie je potrebné odvodiť presnosť
predikcie modelu pomocou matice zámien. Matica zámien vyjadruje vzťah medzi
výstupom modelu a skutočnou hodnotou. Jej ukážku je možné vidieť na obrázku
3.1. Pre prehľadosť je vhodné označiť väčšinovú triedu ako negatívnu a menšinovú
ako pozitívnu.

Obr. 3.1: Matica zámien

Kde 𝑇𝑃 („True pozitive“) značí pravdivo pozitívny výstup. To znamená, že daná
vzorka vstupujúca do modelu patrila do pozitívnej skupiny a bola modelom správne
klasifikovaná ako patriaca do pozitívnej skupiny. Ďalej 𝑇𝑁 („True negative“) značí
pravdivo negatívny výstup, teda negatívna vzorka bola modelom správne klasifiko-
vaná ako negatívna. Nesprávne zaradené vzorky popisujú vzťahy 𝐹𝑁 („False Ne-
gative) a 𝐹𝑃 („False Positive“), pričom 𝐹𝑁 je pozitívna vzorka, nesprávne klasi-
fikovaná ako negatívna, teda falošne negatívna. Naopak 𝐹𝑃 je negatívna vzorka,
nesprávne klasifikovaná ako pozitívna, teda falošne pozitívna. [25]

Z matice zámien je možné odvodiť nasledujúce vzťahy:

𝑃𝑟𝑒𝑠𝑛𝑜𝑠ť = 𝑇𝑃 + 𝑇𝑁

𝑇𝑃 + 𝐹𝑁 + 𝐹𝑃 + 𝑇𝑁
(3.1)

Presnosť definovaná vzorcom 3.1, s akou presnosťou model celkovo klasifikuje
vstupné dáta. Avšak, môže byť značne skreslená, keďže určuje celkovú klasifikáciu
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výstupu pre obe triedy spolu. Celková presnosť je napriek tomu dobrým ukazovate-
ľom priebehu učenia modelu. Aby bolo možné určiť správnosť klasifikácie výstupu
do jednotlivých tried, je potrebné sa orientovať aj vzťahmi vysvetlenými nižšie.

Pozitívna prediktívna hodnota, z anglického „positive predictive value“(𝑃𝑃𝑉 )
je vyjadrená rovnicou 3.2. Udáva pomer správnych pozitívnych výstupov k celkovo
pozitívnym výstupom označených modelom. Inými slovami, pozitívna prediktívna
hodnota udáva pravdepodobnosť, že výstup bude správne pozitívny.

𝑃𝑃𝑉 = 𝑇𝑃

𝑇𝑃 + 𝐹𝑃
(3.2)

Vo vzorci 3.3 je senzitivita (𝑆𝐸) mierou pravdivej pozitivity („true positive rate“,
skratkou 𝑇𝑃𝑅). Udáva pomer klasifikovaných pozitívnych ku všetkým pozitívnym
(spolu s falošne negatívnymi), čiže presnosť, s akou je klasifikovaná pozitívna sku-
pina.

𝑆𝐸 = 𝑇𝑃𝑅 = 𝑇𝑃

𝑇𝑃 + 𝐹𝑁
(3.3)

Údaj o tom, aký je pomer medzi naozaj negatívnymi vzorkami a negatívnymi
výstupmi celkovo spolu s falošne pozitívnymi, udáva špecificita (𝑆𝑃 ). Je vyjadrená
vzťahom 3.4. Označuje sa aj ako miera pravej negativity, „true negative rate“, skrat-
kou 𝑇𝑁𝑅.

𝑆𝑃 = 𝑇𝑁𝑅 = 𝑇𝑁

𝑇𝑁 + 𝐹𝑃
(3.4)

V praxi je často používané F-skóre, ktoré kladie vyšší dôraz na správne pozitívny
výstup. Je definované vzťahom 3.5. [25, 22]

𝐹 − 𝑠𝑘ó𝑟𝑒 = 2𝑇𝑃

(2𝑇𝑃 ) + 𝐹𝑁 + 𝐹𝑃
(3.5)

3.3 Riešenia problému nevyrovnaného datasetu
V literatúre je možné nájsť dve hlavné kategórie prístupov k problému nevyrovna-
ného datasetu. Prvou sú implementácie metód na úrovni datasetu, ktoré upravujú
dataset tak, aby bol vhodný pre trénovanie neurónovej siete. Ako príklad je možné
uviesť metódy generujúce syntetické vzorky menšinovej skupiny alebo metódy, ktoré
privádzajú na vstup neurónovej siete menšinovú skupinu častejšie s určitou pravde-
podobnosťou. Druhou kategóriou sú algoritmy, ktoré upravujú priebeh učenia tak,
aby bol prispôsobený nevyrovnanému datasetu. Sem sa radia napríklad metódy
upravujúce váhu vzoriek v chybovej funkcií. Taktiež je možné zadefinovať hybridné
metódy, ktoré zahŕňajú kombináciu vyššie uvedených metód. Napríklad kombináciu
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dátovej augmentácie a váženej vzájomnej entropie. Obe metódy sú bližšie opísané
v nasledujúcich kapitolách. [23, 22]

3.3.1 Metódy na úrovni datasetu

Náhodné podvzorkovanie a prevzorkovanie

Náhodné podvzorkovanie spočíva v zmenšení počtu vzoriek väčšinovej skupiny po-
užitých pre trénovanie. Problémom je, že podvzorkovanie môže odstrániť aj veľa
dôležitých dát a reprezentatívnych vzoriek väčšinovej skupiny, ktoré môžu byť uži-
točné pre správne naučenie modelu. Náhodné prevzorkovanie spočíva v častejšom
privádzaní vzoriek menšinovej skupiny na vstup neurónovej siete. To znamená, že
s určitou pravdepodobnosťou, ktorá zavisí od pomeru nevyrovnanosti, sa vzorky
menšinovej skupiny na vstupe neurónovej siete opakujú tak, aby prichádzali na
vstup rovnako často ako vzorky väčšinovej skupiny. Bez implementácie tejto me-
tódy by prišla počas jednej epochy na vstup neurónovej siete každá vzorka len raz.
Implementácia náhodného prevzorkovania môže mať aj negatívne následky, pretože
dôslednejšie vzorkovanie trvá dlhšie a pri trénovaní môže dôjsť k preučeniu menši-
novej skupiny. [22, 21]

Nedostatky predchádzajúcich metód viedli k vzniku algoritmov ako dynamické
vzorkovanie, ktoré dosahovali o niečo lepšie výsledky. Princíp tohto algoritmu má
analógiu v ľudskom učení, kedy sa model doučí to, čo v predchádzajúcej epoche kla-
sifikoval nesprávne. Počas spätného šírenia chyby je na vstup modelu opäť posielaná
vzorka, ktorú model predtým zaradil nesprávne. V prípade nevyrovnaného datasetu
sa teda väčšinou jedná o menšinovú skupinu. [26]

Generovanie syntetických vzoriek

Generovanie syntetických vzoriek, v angličtine „Synthetic Minority Over-Sampling
Technique“ (SMOTE), je metóda, ktorá vytvára nové vzorky pre menšinu inter-
poláciou medzi existujúcimi vzorkami a ich najbližšími susedmi. Inak povedané,
algoritmus náhodne vyberie bod v rozsahu dát menšiny a vypočíta k-najbližších su-
sedov pre tento bod. Následne na spojnici tohto bodu a jedného zo susedov vyberie
ďalší bod, ktorý bude reprezentovať syntetickú vzorku. Tento spôsob generovania
vzoriek je opakovaný, až kým triedy nie sú voči sebe vybalancované. Algoritmus bol
taktiež viacerými spôsobmi modifikovaný pre lepšie výsledky a existuje niekoľko jeho
variánt, vrátane hybridných metód. [22, 27]
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Dátová augmentácia

Dátová augmentácia je primárne metóda zabraňujúca preučeniu modelu. Spočíva
v náhodnej úprave snímkov niekoľkými voliteľnými procesmi. Medzi tieto procesy
patrí napríklad náhodné orezanie snímky, pootočenie, zrkadlové otočenie, zmena fa-
rieb, pridanie šumu alebo úprava jasových hodnôt. Dataset sa vďaka týmto úpravam
stáva robustnejším a model sa nepreučuje znaky nevýznamné pre klasifikáciu, ako
napríklad pozadie snímkov. Vzhľadom na to, že dátová augmentácia týmto spôsobom
generuje snímky, ktoré nie sú úplne identické s pôvodnými, je možné túto metódu
využiť aj ako metódu eliminácie vplyvu nevyrovnaného datasetu. [28]

„Hard data mining“

„Hard data mining“ je možné preložiť ako ťaženie obtiažnych dát. Princíp tejto me-
tódy spočíva v tom, aby sa model naučil správne klasifikovať vzorky alebo dáta,
ktorých klasifikácia je obtiažna, inak povedané „hard examples“, teda ťažké vzorky.
To, či je klasifikácia obtiažna, je vyhodnocované na základe vysokej chybovej fun-
kcie. Presnejšie, po privedení sady („batch“) na vstup neurónu je vypočítaná chyba
a gradient. Následne sú vzorky zoradené zostupne podľa veľkosti chybovej funkcie.
Zo zoradených výsledných chybových funkcií je pre spätné šírenie vybraných pr-
vých k-vzoriek s vysokou chybou. Tieto vzorky majú väčší vplyv na úpravu váh,
preto sú spätne šírené. Týmto spôsobom, je prispievané k efektívnejšiemu učeniu
a presnejšiemu výsledku neurónovej siete.

Táto metóda nachádza uplatnenie nielen v nevyrovnaných datasetoch, kde sú
obtiažnymi vzorkami dáta menšinovej triedy, ale aj v datasetoch, ktoré jednoducho
obsahovali ťažké príklady, teda jednotlivé vzorky neboli pre triedu reprezentatív-
nymi. „Hard data mining“ je preto všeobecné označenie a v dostupných štúdiách sa
jednotlivé implementácie pod týmto názvom môžu líšiť. Medzi dôležité štúdie súvi-
siace s nevyrovnaným datasetom patrí napríklad „Class Rectification Hard Mining
for Imbalanced Deep Learning“[29]. [29, 30, 31]

3.3.2 Metódy na úrovni algoritmu

Vážená vzájomná entropia

Vzájomná entropia s rovnomernými váhami, teda klasická vzájomná entropia, nezo-
hľadňuje frekvenciu výskytu skupín v datasete, čo viedlo k vzniku váženej vzájomnej
entropie (𝑉 𝑉 𝐸). Vážená vzájomná entropia vznikla pridaním váhových faktorov ku
klasickej vzájomnej entropií. Tieto faktory je možné vidieť vo vzorci 3.6. V origi-
nálnej štúdii [32] autor uvádza, že prvý modifikujúci faktor (váhy) 𝜔𝑜,𝑐𝑦𝑜,𝑐 závisí od
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spoľahlivosti pozitívneho označenia výstupu a druhý faktor závisí od spoľahlivosti
negatívneho označenia.

𝑉 𝑉 𝐸 = −
𝑀∑︁

𝑐=1
𝜔𝑜,𝑐𝑦𝑜,𝑐 log (𝑝) + 𝜔̄𝑜,𝑐𝑦(1 − 𝑦𝑜,𝑐) log (1 − 𝑝) (3.6)

kde 𝜔 sú váhy pozitívnej triedy a 𝜔̄ sú váhy negatívnej triedy.
Zjednodušene je možné povedať, že váhy implementované v chybovej funkcií

môžu upravovať, s akou mierou sa budú meniť váhy modelu. Napríklad, pokiaľ budú
zvolené nižšie váhy v chybovej funkcií pre danú triedu, váhy modelu budú upravované
menej. Naopak, väčšie budú váhy pre danú triedu, tým bude trieda dôležitejšia. Váhy
môžu byť zvolené používateľom, alebo vybrané náhodne a upravené počas procesu
trénovania. [32, 33]

„Focal loss function“

„Focal loss function“ (FL) je metóda, ktorá tiež upravuje vzájomnú entropiu. Chy-
bová funkcia je pozmenená tak, aby ľahko klasifikované vzorky mali nižší dopad
na zmenu váh. Táto úprava je dosiahnutá vynásobením chybovej funkcie modifi-
kujúcim faktorom (1 − 𝑝𝑡)𝛾, taktiež uvedeným v kompletnej rovnici 3.7. To, či sú
vzorky jednoducho klasifikovateľné, je určované premennou 𝑝𝑡. Ako jednoducho kla-
sifikované vzorky je možné označiť tie, pre ktoré platí, že 𝑝𝑡 → 1. [22, 34]

𝐹𝐿(𝑝𝑡) = −𝛼𝑡(1 − 𝑝𝑡)𝛾 log (𝑝𝑡) (3.7)

Hyper parameter 𝛾 ≥ 0 upravuje ako veľmi je znížená váha jednoducho klasi-
fikovateľných vzoriek. Výnimočný prípad je 𝛾 = 0, pretože modifikujúci faktor sa
v tomto prípade rovná jednej, a teda ide o klasickú vzájomnú entropiu. Najlep-
šie výsledky sú dosiahnuté pri 𝛾 = 2 [34]. Hyper parameter 𝛼𝑡 ≥ 0 slúži, naopak,
na vyváženie nevyrovnanosťami medzi jednotlivými triedami. Predvolená hodnota
hyperparametru 𝛼 je nastavená ako 0,25. [22, 34]
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4 Použité datasety

4.1 Microsoft ASIRRA
Ako prvý bol použitý dataset s názvom ASIRRA („Animal Species Image Recog-
nition for Restricting Access“), ktorý vytvorila spoločnosť Microsoft v roku 2007
uvedený v zdroji [35]. Je voľne dostupný online na stránke Kaggle [36]. Dataset je
vopred rozdelený na testovaciu a trénovaciu (validačnú) množinu v osobitných prie-
činkoch. Trénovacia množina obsahuje 25 tis. fotografií, určených pre jednoduchú
binárnu klasifikáciu zvierat na mačky a psy. Pôvodný dataset je vyrovnaný, teda
polovica fotografií patrí do skupiny mačiek a zvyšná polovica patrí do skupiny psov.
Každá položka datasetu vo svojom názve obsahuje označenie príslušnosti pre jednu
z dvoch skupín. Položky sú pomenované v anglickom jazyku označením „cat“, čiže
mačka alebo označením „dog“, čiže pes.

V testovacej množine sa nachádza 12,5 tis fotografií, ktoré majú podobné vlast-
nosti ako fotografie trénovacej množiny. Líši sa iba tým, že neobsahuje označenia
„cat“ a „dog“. V názve položiek sa nachádzajú len indexy jednotlivých fotografií. V
oboch množinách sa nachádza vyrovnaný dataset, teda jednotlivé skupiny sú v po-
mere 1:1.

Rozmery každej fotografie sa líšia, pričom fotografia s najväčšími rozmermi má
šírku 1023 pixelov a výšku 768 pixelov. Najmenšia má šírku 60 pixelov a výšku 39
pixelov. Všetky položky sa nachádzajú vo formáte „jpeg“.

V datasete sa nachádzajú fotografie mačiek a psov s vysokou rôznorodosťou.
Fotografie boli fotené pri rôznych svetelných podmienkach, a teda obsahujú rôzne
jasové úrovne. Zvieratá na fotografiách majú rôzne farby a taktiež ich môžeme za-
radiť do rôznych plemien. Sú fotené pri rôznych uhloch s rôznou veľkosťou záberu
fotografie. Na niektorých fotografiách sa nachádza len hlava zvieraťa a na niektorých
je zobrazené celé telo, prípadne sú viditeľné len niektoré časti tela zvieraťa. Pozadie
fotografií sa taktiež líši či už farebnosťou, textúrou alebo jasom. V niektorých prí-
padoch sú zvieratá aj prekryté objektmi (napríklad sa nachádzajú za plotom alebo
je pred nimi umiestnený iný objekt). Na niektorých fotografiách sa nachádzajú dve
a viac zvierat rovnakého druhu, takže dataset nie je obmedzený na jeden objekt
na fotografií. V datasete sa nenachádzajú len dospelé mačky a psy, ale zvieratá sú
rôzne staré. V niektorých prípadoch sa na fotografiách spolu so zvieraťom nachádza
aj človek. V datasete je taktiež možné nájsť okrem fotografií kreslené obrázky týchto
dvoch skupín zvierat. Ukážku datasetu je možné vidieť na obrázku 4.1:
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Obr. 4.1: Ukážka datasetu Microsoft ASIRRA použitého pre trénovanie neurónovej
siete v rôznych nevyrovnanostiach

4.2 Dataset skoliózy, spondylolistézy a zdravej chrb-
tice

Dataset bol poskytnutý v roku 2017 ako voľne dostupný na stránke Mendeley Data
[37] univerzitou „Jordan University of Science and Technology“. Dáta boli nasní-
mané v nemocnici „King Abdullah University Hospital“. Dataset je zameraný na
röntgenové snímky patológií chrbtice, pričom obsahuje 3 skupiny pacientov. Prvou
skupinou sú zdraví pacienti v počte 71, druhou sú pacienti so spondylolistézou v po-
čte 79 a treťou je 188 pacientov so skoliózou.

Spodylolistéza je ochorenie, pri ktorom má pacient sagitálne posunutý stavec
voči susednému stavcu. Príčinou môže byť vrodené ochorenie, úraz, alebo nestabi-
lita chrbtice v pokročilom veku. Skolióza je ochorenie typické rotačnou deformitou
chrbtice vo frontálnej rovine. Príčinou je zvyčajne porucha vývoja s motorickým
deficitom, úraz alebo poruchou formácie chrbtice, ktorá sa môže vyskytnúť už v em-
bryonálnom štádiu. [38, 39]

Jednotlivé patológie a zdravá chrbtica boli rozdelené do samostatných priečinkov.
Jednotlivé snímky v názve obsahujú anotácie k pacientom. Uvádzajú číslo snímky,
opis patológie, pohlavie a vek pacienta. Snímky pochádzajú z rengenového vyšetre-
nia, avšak často majú nízku kvalitu, sú rôzne zafarbené, prípadne vznikli ako spoje-
nie dvoch rengenových snímkov, viď. obrázok 4.2. Snímky sú taktiež rôzne orezané.
Rozmery a rozlíšenie jednotlivých snímok sa líšia. Snímka s najväčším rozlíšením
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obsiahnutá v datasete má výšku 3733 pixelov a šírku 1710 pixelov, naopak snímka
s najmenším rozlíšením má výšku 700 pixelov a šírku 149 pixelov. Všetky snímky
sú vo formáte „jpeg“.

Táto práca je zameraná na binárnu klasifikáciu, preto na trénovanie modelu boli
použité len dve skupiny. Prvou boli zdraví pacienti, ktorí tvorili 28 % datasetu a pa-
cienti so skoliózou, tvoriaci 72 % datasetu. Z tohto dôvodu bude v práci tento dataset
referovaný len ako „dataset skoliózy a zdravej chrbtice“. Dataset bol rozdelený na
validačný (20 %) a trénovací (80 %).

Obr. 4.2: Ukážka datasetu skoliózy, spondylolistézy a zdravej chrbtice. Na obrázku
je čiastočný obsah priečinku obsahujúceho rengenové snímky pacientov so skoliózou.
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5 Návrh experimentov
Na základe spracovanej teórie bolo navrhnutých 5 experimentov, ktoré budú ná-
sledne vymenované. Všetky experimenty boli z programového hľadiska spracované
v programovacom jazyku Python 3.9.13, pomocou vývojového prostredia Spyder
5.4.2.

Ako prvý experiment bola vyhodnotená klasifikácia neurónovej siete bez pri-
dania akejkoľvek metódy eliminácie vplyvu nevyrovnaného datasetu na trénovanie
neurónovej siete. Ďalej bola implementovaná jedna metóda na úrovni algoritmu,
teda vážená vzájomná entropia a tri metódy na úrovni datasetu, menovite dátová
augmentácia, náhodné prevzorkovanie a SMOTE.

Účinnosť jednotlivých metód bola vyhodnotená pre dva rôzne datasety, pričom
prvý (Microsoft ASIRRA, bližie opísaný v 4.1) bol upravený na rôzne stupne ne-
vyrovnanosti. To znamená, že ako prvé bolo vyhodnotené trénovanie vyrovnaného
datasetu, v ktorom každá skupina tvorí 50 %, čo odpovedá pomeru skupín 1:1. Ná-
sledne bola menšinová skupina obsiahnutá v 30 % datasetu, čo odpovedá pomeru
7:3. A posledný experiment mal obsah menšinovej skupiny 10 %, čiže v pomere 9:1.
Druhý dataset bol vyhodnotený s nevyrovnanosťou, ktorá sa v datasete pôvodne
nachádzala, to znamená 72 % väčšinovej skupiny a 28 % menšinovej skupiny.

Pri vyhodnocovaní každého experimentu budú ich najdôležitejšími ukazovateľmi
špecificita a senzitivita, pozitívna prediktívna hodnota a F-skóre.

5.1 Predspracovanie dát
Oba datasety boli rozdelené na trénovaciu a validačnú množinu, pričom trénovacia
obsahovala 80 % snímkov a validačná 20 % snímkov. Rozdelenie bolo realizované fun-
kciou „train_test_split“ z knižnice „Scikit-learn“[40]. Táto funkcia náhodne rozdelí
dáta na validačnú a trénovaciu množinu. Snímky následne boli uložené do samostat-
ných priečinkov pre jednotlivé nevyrovnanosti, aby trénovacia aj validačná množina
obsahovala konštantné dáta pre všetky metódy implementované v experimentoch.
Absolútne počty vzoriek v jednotlivých skupinách sú uvedené v tabuľke 5.1 a ta-
buľke 5.2.

Predspracovanie ďalej spočívalo v prevedení všetkých fotografií nachádzajúcich
sa v datasete na rovnakú veľkosť. To znamená, že po transformácií majú obrázky
výšku aj šírku 224 pixelov, čím je znížená výpočetná náročnosť modelu. Pixely boli
prevedené na vektor knižnice „Pytorch“. Jednotlivým obrázkom boli taktiež prira-
dené označenia 0 alebo 1 podľa toho, do ktorej skupiny patria. Pre dataset Microsoft
ASIRRA boli mačky (väčšinová skupina) označené ako 0 a psy, (menšinová skupina)
označené ako 1. V prípade datasetu skoliózy a zdravej chrbtice by štandardne boli
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volené označenia 0 pre zdravú chrbticu a 1 pre skoliózu. Avšak vzhľadom na to,
že zdraví pacienti sú v menšine, je nutné túto skupinu označiť ako 1 a väčšinovú
(pacienti so skoliózou) ako 0. Týmto spôsobom je možné použiť rovnaké metriky pre
oba datasety.

Po správnom označení skupín bol použitý dataloader z knižnice „Pytorch“. Úlo-
hou dataloaderu je rozdeliť dáta na jednotlivé sady („batch“) a privádzať ich na
vstup neurónovej siete.

Tab. 5.1: Rozdelenie vzoriek v absolútnom počte pre dataset Microsoft ASIRRA.

vyrovnaný dataset 1:1 trénovací [-] validačný [-]
psy (1) 10000 2500
mačky (0) 10000 2500
pomer nevyrovnanosti 7:3 trénovací [-] validačný [-]
psy (1) 4270 1087
mačky (0) 10015 2485
pomer nevyrovnanosti 9:1 trénovací [-] validačný [-]
psy (1) 1100 288
mačky (0) 10010 2490

Tab. 5.2: Rozdelenie vzoriek v absolútnom počte pre dataset skoliózy a zdravej chrb-
tice.

absolútne počty v datasete trénovací [-] validačný [-]
normal (1) 58 13
skolioza (0) 149 39

5.2 Použitá neurónová sieť

5.2.1 Architektúra neurónovej siete

Pre navrhnutý experiment bola použitá jednoduchá voľne dostupná neurónová sieť
typu enkodér, prevzatá zo stránky [41]. Vývojový diagram architektúry je možné
vidieť na obrázku 5.1.

Prvé tri vrstvy pozostávali zo spojenia 2D konvolučnej vrstvy, 2D „Batch Nor-
malizácie“ a nelineárnej vrstvy s aktivačnou funkciou ReLU a zakončením podvzor-
kovávacou vrstvou („Max Pooling“).

Do konvolučnej vrstvy vstupuje obrázok rozdelený na tri farebné kanály, čiže
prvý parameter bol volený 3. Ďalej je nutné zadať počet výstupných kanálov, zvolený
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Obr. 5.1: Architektúra implementovanej neurónovej siete.

ako 16, veľkosť konvolučného filtra, ktorá bola zvolená ako 3. Doplnenie nulami
(„padding“) bolo nastavené na 0, čiže neprebiehalo a posun okna („stride„) bol
nastavený na 2. V ďalších dvoch vrstvách do konvolúcie vstupoval rovnaký počet
kanálov ako bol na výstupe predchádzajúcej vrstvy a počet výstupných kanálov bol
dvojnásobný.

Parameter nastavený pre „Batch Normalizáciu“ je vždy rovný počtu výstupných
kanálov 2D konvolúcie. Aktivačná funkcia pre nelineárnu (korekčnú) vrstvu bola vo-
lená ReLU. Na záver prebehol „MaxPooling“, kde voleným parametrom bola veľkosť
podvzorkovávajúceho filtra ako 2.

Výstup z týchto vrstiev ďalej prechádzal na lineárnu vrstvu, ktorá slúži ako plne
prepojená vrstva. V architektúre je taktiež zaipmlementovaný „drop out“, z dôvo-
dov uvedených v kapitole 2.2.1. Hodnota „drop out“bola nastavená na 0,5. Výstup
druhej plne prepojenej vrstvy je zredukovaný na 2 výstupné kanály, ktoré sú zároveň
vstupom do aktivačnej funkcie Softmax.

5.2.2 Hyperparametre neurónovej siete

Prvým nastavovaným hyperparametrom je krok učenia, ktorý je optimalizovaný al-
goritmom Adam, spomenutým v 1.5.3. Tento algoritmus vykazoval najlepšie vý-
sledky podľa originálnej štúdie pre zvolenú hodnotu 0,001 [9]. Z tohto dôvodu je
rovnaká hodnota zadefinovaná aj pre tento experiment. Ďalším hyperparametrom
je veľkosť sady, pre ktorú bolo zvolených 100 vzoriek. Veľkosť sady ovplyvňuje aj
mieru preučenia, teda je to spôsob regularizácie a môže eliminovať uviaznutie v lo-
kálnom extréme. Posledným hyperparametrom je počet epoch, ktorý bol zvolený
120 - tento parameter bol určený sledovaním nastavenia rôznych hodnôt a bol hľa-
daný počet epoch, pre ktorý sieť dosahuje čo najmenšiu chybu a zároveň nedochádza
k preučeniu.

Dataset, na ktorý bol experiment rozšírený, obsahoval odlišné hyperparametre
z dôvodu odlišnej veľkosti datasetu. Vzhľadom na to, že dataset obsahoval len 206
snímkov na trénovanie, veľkosť sady bola volená 20 a počet epoch na 50, pretože od
50. epochy sa model už preučoval. Krok učenia zostal nastavený na 0,001.
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5.2.3 Chybová funkcia a optimalizačné algoritmy

V práci bola implementovaná klasická vzájomná entropia definovaná vzorcom 1.10
v kapitole 1.5.2. Na jej implementáciu bola použitá knižnica „Pytorch“, v ktorej je
táto chybová funkcia zabudovaná. Implementácia prebehla podľa dokumentácie [42].

V rámci optimalizačných algoritmov bol použitý Adam optimizer z knižnice „Py-
torch“, ktorý okrem optimalizácie kroku obsahuje aj voliteľný parameter L2 regula-
rizácie, ktorý regularizuje zmenu váh, a tým zabraňuje preučeniu. Tento algoritmus
je bližšie opísaný v kapitole 2.2.3. Odporúčané nastavenie hodnoty tohto parametru
je 0,0001. Avšak, pri použití tejto hodnoty sa model stále preučoval, experimentálne
bola teda stanovená hodnota 0,01. Táto hodnota bola použitá pre regularizácii oboch
datasetov.

5.3 Implementácia jednotlivých experimentov

5.3.1 Vážená vzájomná entropia

Na realizáciu experimentu s váženou vzájomnou entropiou bola použitá rovnaká
funkcia ako pre vzájomnú entropiu. Avšak, zatiaľ čo pri implementácií vzájomnej
entropie do funkcie nevstupujú žiadne parametre, tak pre implementáciu váženej
vzájomnej entropie platí, že prvým parametrom funkcie sú zadané váhy pre každú
triedu. Pre jednotlivé nevyrovnanosti boli nastavené váhy pomocou funkcie z kniž-
nice „Scikit-learn“, kde sú jednotlivé váhy počítané podľa vzorca 5.1.

𝑣𝑖 = 𝑛

𝑚 · 𝑢𝑖

(5.1)

kde 𝑣 je výsledná váha pre 𝑖-tú triedu, 𝑛 je celkový počet vzoriek, 𝑚 je počet
tried a 𝑢 je počet unikátnych vzoriek pre danú triedu.

Do funkcie vstupuje niekoľko parametrov, pričom prvý parameter funkcie za-
bezpečuje, aby bol využitý vzorec na výpočet váh, pokiaľ by parameter chýbal,
váhy by mali rovnakú hodnotu pre všetky triedy datasetu. Ďalej do funkcie vstu-
pujú unikátne triedy (0,1) a posledným parametrom sú označenia všetkých vzorkov
(0,0,0,... 1). Aby bolo možné váhy použiť v modeli, je potrebné ich previesť na vek-
tor knižnice „Pytorch“. Váhy v správnom tvare neskôr vstupujú ako parameter do
chybovej funkcie, spolu s ďalším parametrom chybovej funkcie, ktorý udáva ako má
byť počítaná chyba. V tomto prípade je nastavený parameter „mean“, čiže chyba je
priemerovaná skrz jednotlivé sady.
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Obr. 5.2: Vývojový diagram implementácie váhovanej vzájomnej entropie.

5.3.2 Dátová augmentácia

Dátová augmentácia implementovaná v tejto práci pozostáva z niekoľkých proce-
sov, ktoré slúžia k zväčšeniu počtu vzoriek, na ktorých model trénuje. Prvým je
náhodné orezanie fotografií, pričom veľkosť fotografií 224 × 224 je zachovaná. Ďa-
lej sú náhodne vybraté fotografie zrkadlovo otočené a prevedené na vektor knižnice
„Pytorch“. Všetky opísané procesy sú uskutočnené pomocou funkcie slúžiacej na
transformáciu snímok z knižnice „Pytorch“.

Za účelom dosiahnutia čo najlepších výsledkov pre vyrovnaný aj nevyrovnaný da-
taset pri implementácií dátovej augmentácie nebola použitá L2 regularizácia vzhľa-
dom na to, že dátová augmentácia predchádzala problému preučenia. Pokiaľ bola L2
regularizácia implementovaná, dochádzalo k horším výsledkom a model sa v tomto
prípade podučoval.

Obr. 5.3: Vývojový diagram implementácie dátovej augmentácie.

5.3.3 SMOTE

SMOTE bol uskutočnený „off-line“. To znamená, že k jednotlivým skupinám boli
vytvorené syntetické vzorky v samostatnom skripte, následne boli uložené a vzni-
kol tak nový dataset, ktorý bol neskôr použitý pre trénovanie siete. Tento proces
zahŕňal prevedenie datasetu na list ciest, odkiaľ boli získané názvy jednotlivých foto-
grafií. Názvy boli prevedené na 0 a 1 v závislosti od prislúchajúcej skupiny a uložené
do listu. Neskôr boli použité v metóde SMOTE, do ktorej vstupujú vstupné dáta
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(snímky) a označenia. Pri použití metódy sa taktiež volí parameter náhodnosti al-
goritmu, ktorý môže byť ľubovoľne zvolený. V tomto prípade bol zvolený na 42.

Táto metóda funguje najmä pre 1D dáta, preto bolo nutné jednotlivé snímky
uložiť do 1D vektorovej podoby. Výstupmi z algoritmu boli taktiež 1D vektory, ktoré
bolo potrebné previesť späť do 3 matíc, ktoré RGB obraz obsahuje. Následne boli
snímkam priradené označenia v závislosti od triedy, do ktorej patria a na záver boli
uložené v samostatnom priečinku. Vznikol tak dataset obsahujúci pôvodné vzorky,
avšak jednotlivé skupiny boli v pomere 1:1 pridaním synteticky vygenerovaných
vzoriek. Ukážku datasetu je možné vidieť na obrázku 5.5. Jednotlivé úpravy snímok,
zobrazené taktiež na blokovej schéme 5.4 boli uskutočnené pomocou funkcií z knižníc
„Keras“, „Pillow“ a „Numpy“.

Obr. 5.4: Vývojový diagram implementácie SMOTE.
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Obr. 5.5: Ukážka datasetu Microsoft ASIRRA po realizácií algoritmu SMOTE.

5.3.4 Náhodné prevzorkovanie

Na realizáciu experimentu bola použitá funkcia „WeightedRandomSampler“ ktorá
bola implementovaná podľa oficiálnej dokumentácie knižnice „Pytorch“ [42]. Do tejto
funkcie vstupujú váhy vypočítané pre každú vzorku, počet vzoriek a parameter, po-
mocou ktorého je možné zvoliť, či sa vzorky budú pri vstupe do neurónovej siete
opakovať. Opakovanie vzoriek je pri náhodnom prevzorkovaní žiadúce a preto bol
nastavený na hodnotu „True“. Pre implementáciu bolo nutné najskôr získať váhy pre
každú skupinu a následne ich priradiť jednotlivým vzorkám. Tieto váhy reprezen-
tujú, s akou pravdepodobnosťou by mala byť vzorka privádzaná na vstup. Postup
výpočtu je možné vidieť na obrázku zjednodušenej blokovej schémy 5.6. Funkcia
„WeightedRandomSampler“ je s vymenovanými vstupmi zadefinovaná do premen-
nej a následne vstupuje ako parameter do dataloader-u pre trénovacie dáta.

Obr. 5.6: Vývojový diagram náhodného prevzorkovania.
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5.4 Štatistické vyhodnotenie výsledkov
Na štatistické vyhodnotenie výsledkov boli použité vzorce uvedené v kapitole 3.2.
Podľa týchto vzťahov bola zhotovená funkcia, ktorá vracia na svojom výstupe vý-
sledné hodnoty senzitivity, špecificity, presnosti pozitívnej prediktívnej hodnoty a F-
skóre.

V priebehu experimentu bolo vyhodnocované trénovanie modelu a taktiež aj
jeho validácia. Pri trénovaní modelu bola vyhodnocovaná celková presnosť, kde bol
porovnávaný vstup s výstupom všeobecne pre obe skupiny. Táto hodnota bola často
skreslená väčšinovou skupinou v prípade nevyrovnaného datasetu. Preto slúžila skôr
ako ukazovateľ toho, že sa sieť učí. Celková presnosť bola pre trénovanie aj validáciu
v každej epoche vykreslená do grafu. Vďaka tomu bolo možné sledovať aj možnosť,
kedy model označil všetky snímky ako patriace väčšinovej skupine.

Pre trénovanie aj validáciu bola taktiež vykresľovaná chybová funkcia, ktorá tak-
tiež slúži ako ukazovateľ správneho učenia. Týmto spôsobom je možné spozorovať,
či chybová funkcia klesá a model teda konverguje k správnemu výsledku, prípadne
určiť preučovanie modelu.

Z validačných hodnôt bola graficky vyhodnocovaná aj špecificita a senzitivita pre
každú epochu. Je tak možné sledovať, či špecificita alebo senzitivita počas trénova-
nia rástla alebo klesala, prípadne zistiť približné hodnoty, v akých sa pohybovala.
Senzitivita v tomto prípade určovala schopnosť modelu naučiť sa rozoznávať men-
šinovú skupinu, označenú ako 1 a špecificita, naopak, schopnosť modelu rozoznávať
väčšinovú skupinu označovanú ako 0.

Modely boli počas jednotlivých experimentov ukladané, aby mohli byť neskôr
načítané a vyhodnotené ich výsledky pri testovaní. Testovanie modelu prebiehalo
taktiež pomocou dataloader-u, ktorý bol iterovaný skrz jednotlivé sady s veľkos-
ťou 100 vzoriek pre dataset Microsoft ASIRRA a 20 vzoriek pre dataset zdravej
chrbtice a skoliózy. Pre každú sadu bola vyhodnocovaná celková presnosť, F-skóre,
pozitívna prediktívna hodnota, špecificita a senzitivita. Výsledné hodnoty jednot-
livých sád boli spriemerované a zapísané ako konečné výsledky otestovaného modelu.
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6 Výsledky a diskusia

6.1 Učenie s datasetom Microsoft ASIRRA

6.1.1 Učenie bez metódy eliminácie

Prvý stĺpec grafických výsledkov zobrazuje výsledky pre vyrovnaný dataset, pričom
najskôr je možné vidieť celkové výsledky vyhodnotené vzorcom 3.1, kedy je výstup
modelu porovnávaný so správnym označením. Podľa celkovej presnosti, ktorá stú-
pala, je teda možné vidieť, že model sa učil a podľa chybovej funkcie je možné vidieť,
že sa nepreučoval.

Pri experimente s vyrovnaným datasetom sa špecificita a senzitivita pohybovali
v približne rovnakých hodnotách, z čoho je možné usúdiť, že model sa naučil obe
skupiny s približne rovnakou presnosťou.

V nasledujúcom experimente, kde bola menšinová skupina (psy) obsiahnutá
v 30 % datasetu, je možné vidieť, že špecificita dosahuje vyššie hodnoty (okolo
95 %) než senzitivita (okolo 70 %), čiže model sa naučil lepšie väčšinovú skupinu
(mačky), než menšinovú (psy). Navyše, chybová funkcia ku koncu mierne rastie, čiže
je možné, že model sa začal preučovať.

V poslednom experimente bol pomer skupín väčšinovej k menšinovej 9:1. Z kri-
viek celkovej presnosti je možné pozorovať, že model pravdepodobne označil všetky
vzorky ako väčšinovú skupinu, pretože percento presnosti sa rovná pomeru nevyro-
vanosti datasetu (v experimente sa nachádza 90 % mačiek). To isté je možné vidieť
aj v grafe s krivkami špecificity a senzitivity. Menšinovú skupinu sa model vôbec
nenaučil rozoznávať.

Konečné výsledky učenia je možné vidieť v tabuľke 6.1.1. Z výsledkov je zjavné, že
skreslená presnosť rástla, zatiaľ čo F-skóre a pozitívna prediktívna hodnota klesala so
snižujúcim sa percentom menšinovej skupiny. Taktiež je možné vidieť, ako senzitivita
klesala a teda presnosť klasifikácie menšinovej skupiny klesala, zatiaľ čo špecificita
rástla so zvyšovaním pomeru väčšinovej skupiny v datasete.
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Obr. 6.1: Grafické zobrazenie porovnania výsledkov pri trénovaní so vzájomnou en-
tropiou pre rôzne nevyrovnanosti. Výsledky sú uvedené v pomere väčšinovej skupiny
k menšinovej.

Tab. 6.1: Výsledky testovania modelu natrénovaného bez pridania metódy eliminá-
cie.

pomer väčšina:menšina 1:1 7:3 9:1
presnosť [%] 85,6 84,4 89,6
F-skóre [%] 85,3 73,2 0,0
pozitívna prediktívna hodnota [%] 89,0 76,0 0,0
senzitivita [%] 83,9 71,2 0,0
špecificita [%] 87,5 90,4 99,9

6.1.2 Učenie s váženou vzájomnou entropiou

V prvom stĺpci obrázku 6.2, v prípade vyrovnaného datasetu, celková presnosť dosa-
huje okolo 85 %, to isté platí aj pre špecificitu a senzitivitu, čo znamená že presnosť
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klasifikácie mačiek aj psov dosahuje približne rovnaké výsledky. Model sa v tomto
prípade naučil rozoznávať obe skupiny s presnosťou 85 %. V tabuľke 6.1.2 je možné
vidieť, že pri testovaní modelu bola senzitivita o niečo nižšia aj pri vyrovnanom
datasete.

V druhom stĺpci, pre dataset v pomere 7:3, presnosť dosahuje rovnako okolo
80 %. Medzi krivkami špecificity a senzitivity je vo výsledku len malý rozdiel. Obe
krivky dosahujú hodnôt okolo 80 %, z čoho je možné usúdiť, že model sa opäť naučil
obe skupiny.

V poslednom, treťom stĺpci, kde je menšinová skupina zastúpená už len 10 %, je
na krivke chybovej funkcie možné sledovať, že model sa po 20. epoche začal preučo-
vať, pretože validačná chyba stúpa. Tomuto javu by bolo možné zabrániť nastave-
ním vyššej hodnoty regularizácie. Napriek tomu, z kriviek špecificity a senzitivity je
možné zhodnotiť, že model sa aj pri tomto pomere nevyrovnanosti učil menšinovú
skupinu a pred preučením dosiahnol presnosť klasifikácie menšinovej skupiny takmer
80 %. Celková presnosť sa príliš nemení, avšak v tomto prípade nie je možné určiť,
nakoľko je ovplyvnená väčšinovou skupinou, keďže model sa vo všetkých prípadoch
aspoň z časti klasifikuje menšinovú skupinu.

Konečné výsledky otestovaného modelu je možné vidieť v 6.1.2. F-skóre, sen-
zitivita aj pozitívna prediktívna hodnota klesajú s pomerom menšinovej skupiny
v datasete, z čoho je možné usúdiť, že nevyrovnaný datasat ovplyvnil trénovanie
modelu. Napriek tomu, model s implementáciou tejto metódy dosahuje výrazne lep-
šie výsledky než v predchádzajúcom experimente. Oproti vyrovnanému datasetu
senzitivita klesla len o 1,5 % pri pomere 7:3. V poslednom experimente, kedy je
obsah menšinovej skupiny len 10 %, senzitivita dosiahla 64 %. Táto hodnota nie je
veľmi vysoká, a preto je možné usúdiť, že model mohol klasifikovať tieto vzorky aj
náhodne. F-skóre aj pozitívna prediktívna hodnota sú v tomto prípade tiež nízke.
Výsledné hodnoty v poslednom experimente sú len orientačné, vzhľadom na to, že
model sa preučil.
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Obr. 6.2: Grafické zobrazenie porovnania výsledkov pri trénovaní s váženou vzájom-
nou entropiou. Výsledky sú uvedené v pomere väčšinovej skupiny k menšinovej.

Tab. 6.2: Výsledky otestovaného modelu natrénoveného s implementáciou váženej
vzájomnej entropie.

pomer väčšina:menšina 1:1 7:3 9:1
presnosť [%] 86,4 85,4 88,8
F-skóre [%] 85,9 77,1 53,8
pozitívna prediktívna hodnota [%] 88,9 73,7 47,6
senzitivita [%] 83,5 82,0 64,3
špecificita [%] 89,7 87,4 91,8

6.1.3 Učenie s dátovou augmentáciou

Pri pomere 1:1 je možné vidieť, že model sa nepreučoval a naučil sa klasifikovať obe
skupiny s presnosťou 90,61 % pre mačky a 86,81 % pre psy.
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V ďalšom experimente pri pomere 7:3 je možné vidieť rozdiel v presnosti klasi-
fikácie jednotlivých skupín. Model dosahuje väčšiu presnosť klasifikácie väčšinovej
skupiny (95 %), než menšinovej skupiny (67,84 %). Senzitivita stúpala s pridávaním
augmentovaných fotografií počas epoch. Pokiaľ by experiment nebol obmedzený na
120 epoch, je možné, že klasifikácia menšinovej skupiny by mohla dosiahnuť rovnakú
úspešnosť ako klasifikácia väčšinovej skupiny.

V poslednom experimente s pomerom 9:1 väčšinovej skupiny k menšinovej, je
možné vidieť v krivkách celkovej presnosti a krivkách špecificity a senzitivity, že
model sa menšinovú skupinu najskôr neučil a všetky vzorky označil za patriace väčši-
novej skupine. Neskôr, s dostatočnou augmentáciou začal niektoré vzorky označovať
aj ako menšinovú skupinu, avšak vzhľadom na to, že senzitivita nedosiahla vyššie
hodnoty, pravdepodobne sa jednalo o náhodnú klasifikáciu.

Obr. 6.3: Grafické zobrazenie porovnania výsledkov pri trénovaní s dátovou augmen-
táciou. Výsledky sú uvedené v pomere väčšinovej skupiny k menšinovej.
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Tab. 6.3: Výsledky otestovaného modelu, natrénovaného s implementáciou dátovej
augmentácie.

pomer väčšina:menšina 1:1 7:3 9:1
presnosť [%] 88,6 87,1 92,2
F-skóre [%] 88,3 75,8 44,2
pozitívna prediktívna hodnota [%] 90,2 87,1 77,2
senzitivita [%] 86,8 67,8 32,5
špecificita [%] 90,6 95,7 99,0

6.1.4 Učenie so SMOTE

Rozšírenie datasetu pomocou metódy SMOTE nebolo realizované pre vyrovnaný da-
taset, keďže v tomto prípade nie je potrebné generovať syntetické vzorky menšinovej
skupiny.

Pri nevyrovnanosti 7:3 dosahuje celková presnosť okolo 80 %. Chybová funkcia
neklesá tak, ako by po správnosti mala. Je možné vidieť, že validačná chyba osciluje
a klesá len mierne v prvých epochách. V posledných epochách zas mierne stúpa,
z čoho je možné usúdiť, že model sa ku koncu mohol začať preučovať. Senzitivita
dosahuje okolo 90 % a špecificita okolo 75–80 %. Avšak vzhľadom na chybovú fun-
kciu, je náročné posúdiť dôveryhodnosť týchto výsledkov. Trénovanie modelu s týmto
algoritmom by vyžadovalo obšírnejšiu analýzu.

Pri nevyrovnanosti 9:1 sa celková presnosť pohybovala okolo 50 %, na otestova-
ných dátach dosiahla 59,85 %, z čoho je možné usúdiť, že model klasifikoval jednot-
livé vzorky náhodne. To, že chybová funkcia stúpa už na začiatku značí, že model
sa neučil správne. Rast chybovej funkcie môže byť spôsobený tým, že dataset, na
ktorom bol model trénovaný, teda dataset vygenerovaný algoritmom SMOTE, bol
príliš odlišný od datasetu, na ktorom bol model validovaný. SMOTE teda vygenero-
val snímky príliš odlišné od skutočných príkladov psov a mačiek, čo je možné vidieť
aj na ukážke vygenerovaného datasetu v predchádzajúcej kapitole 5.5.

Konečné výsledky uvedené v tabuľke 6.1.4 ukazujú, že model v oboch prípadoch
dosiahol pomerne nízku presnosť v klasifikácii, čo ukazuje F-skóre a taktiež aj pozi-
tívna prediktívna hodnota. Pri nevyrovnanosti 9:1 je model nepoužiteľný, vzhľadom
na to, že hodnoty pozitívnej prediktívnej hodnoty, F-skóre, špecificity a aj celkovej
validačnej presnosti sú príliš nízke.
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Obr. 6.4: Grafické zobrazenie porovnania výsledkov pri trénovaní s metódou
SMOTE. Výsledky sú uvedené v pomere väčšinovej skupiny k menšinovej.

Tab. 6.4: Výsledky otestovaného modelu, natrénoveného s implementáciou algoritmu
SMOTE.

pomer väčšina:menšina 1:1 7:3 9:1
presnosť [%] – 76,0 59,9
F-skóre [%] – 68,6 31,1
pozitívna prediktívna hodnota [%] – 56,9 19,1
senzitivita [%] – 87,4 88,5
špecificita [%] – 71,2 56,6

6.1.5 Učenie s váženým náhodným prevzorkovaním

Z grafických výsledkov na obr. 6.5 je možné vidieť, že pri vyrovnanom datasete
sa model správne naučil obe skupiny, čo je možné pozorovať z kriviek špecificity
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a senzitivity. Z chybových funkcií vo všetkých experimentoch je možné vidieť, že
model sa nepreučoval ani v jednom prípade.

Pri nevyrovnanosti 7:3 je z kriviek špecificity a senzitivity možné pozorovať, že
model dosiahol takmer rovnako dobré výsledky ako pri vyrovnanom datasete. Avšak
pri datasete v pomere 9:1 väčšinovej skupiny k menšinovej už metóda nedosiahla
tak dobré výsledky a je možné pozorovať zreteľný rozdiel v klasifikácií jednotlivých
skupín. Senzitivita v tomto prípade dosahuje hodnoty len okolo 60 % a postupne
klesá. Preto by bolo vhodné včasnejšie prerušenie trénovania modelu.

Konečné výsledky otestovaného modelu uvedené v tabuľke 6.1.5 ukazujú, že pres-
nosť klasifikácie jednotlivých skupín pri nevyrovnanosti 7:3 klesla o 2–3 % oproti
vyrovnanému datasetu. To potvrdzuje, že model sa úspešne naučil obe skupiny. Vý-
raznejšie klesla pozitívna prediktívna hodnota a F-skóre. Pri nevyrovnanosti 9:1 už
senzitivita dosiahla len 57 %, čo je možné označiť za náhodnú klasifikáciu. F-skóre
a pozitívna prediktívna hodnota sú taktiež nízke.

Obr. 6.5: Grafické zobrazenie porovnania výsledkov pri trénovaní s náhodným pre-
vzorkovaním. Výsledky sú uvedené v pomere väčšinovej skupiny k menšinovej.
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Tab. 6.5: Výsledky otestovaného modelu natrénovaného s metódou náhodného pre-
vzorkovania.

pomer väčšina:menšina 1:1 7:3 9:1
presnosť [%] 85,3 83,8 87,6
F-skóre [%] 85,1 75,2 48,3
pozitívna prediktívna hodnota [%] 86,4 70,1 42,9
senzitivita [%] 84,0 81,8 57,2
špecificita [%] 86,9 84,8 91,2

6.1.6 Celkové porovnanie

Senzitivitu je možné označiť ako dobrý ukazovateľ úspešnosti metódy, preto boli pre-
hľadne vykreslené výsledné hodnoty senzitivity pre jednotlivé experimenty v obrázku
6.6. Pre vyrovnaný dataset dosahovali všetky metódy približne rovnaké výsledky
s výnimkou dátovej augmentácie, ktorá dosiahla o niečo lepšie výsledky senzitivity
pri vyrovnanom datasete.

Pri nevyrovnanosti v pomere 7:3 sa už výsledky líšili. Najvyššiu senzitivitu dosia-
hol SMOTE, avšak dôveryhodnosť výsledkov tohto modelu je pochybná. Najlepšie
výsledky teda dosiahla vážená vzájomná entropia a náhodné prevzorkovanie. Pri
nevyrovnanosti 9:1 dosiahla najlepšie výsledky vážená vzájomná entropia. Avšak
vzhľadom na to, že hodnota senzitivity je v tomto prípade 64 %, je možné usúdiť,
že klasifikácia menšinovej skupiny bola takmer náhodná. V tejto nevyrovnanosti ale
metódy celkovo nedosahujú vysokú úspešnosť.
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Obr. 6.6: Grafické porovnanie všetkých metód slúžiacich pre elimináciu vplyvu ne-
vyrovnaného datasetu.

6.2 Učenie s datasetom skoliózy a zdravej chrbtice
Pre lepšie porovnanie priebehu a výsledkov jednotlivých metód boli výsledky vy-
kreslené vedľa seba na obrázku 6.7. Z kriviek celkovej presnosti a chybovej funkcie
je možné vidieť, že model sa vo všetkých prípadoch učil a bol regularizovaný, teda
nepreučoval sa.

Pri zhodnotení kriviek špecificity a senzitivity je možné vidieť, že model sa vo
všetkých prípadoch aspoň čiastočne naučil rozoznávať menšinovú skupinu. V prípade
modelu, kde nie je implementovaná žiadna metóda, je možné vidieť rozdiel medzi
krivkami senzitivity a špecificity. Skupinu pacientov so skoliózou sa model naučil ro-
zoznávať takmer na 100 %, zatiaľ čo skupinu zdravých pacientov sa naučil na 64 %.
Túto hodnotu je možné vidieť v konečných výsledkoch otestovaného modelu v ta-
buľke 6.2. Najúspešnejšiu klasifikáciu dosiahol pri implementácií váženej vzájomnej
entropie s hodnotou senzitivity 87,8 %. Úspešné boli aj metódy SMOTE a náhod-
ného prevzorkovania, model sa vďaka nim naučil rozoznávať menšinovú skupinu na
86 %. Pri použití dátovej augmentácie sieť niekoľko prvých epoch označovala všetky
vzorky ako väčšinovú skupinu. Napriek tomu, v posledných epochách senzitivita
vystúpila nad 80 % a v konečnom testovaní model dosiahol úspešnosť klasifikácie
81 %.
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Obr. 6.7: Grafické porovnanie všetkých metód použitých na dataset skoliózy, spon-
dylolistézy a zdravej chrbtice.
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Tab. 6.6: Výsledky otestovaného modelu pre dataset skoliózy a zdravej chrbtice.

Dataset skoliózy a zdravej chrbtice 1. 2. 3. 4. 5.
presnosť [%] 92,2 95,0 95,0 84,4 94,9
F-skóre [%] 77,5 90,3 88,6 72,2 88,9
pozitívna prediktívna hodnota [%] 99,9 93,3 99,9 64,3 91,7
senzivitita [%] 64,4 87,8 81,1 86,7 86,7
špecificita [%] 99,9 97,8 99,9 84,4 97,8

Kde čísla stĺpcov predstavujú:
1. experimet bez metódy eliminácie,
2. experiment s váženou vzájomnou entropiou,
3. experiment s dátovou augmentáciou,
4. experiment s algoritmom SMOTE,
5. experiment s náhodným prevzorkovaním.

6.2.1 Porovnanie pre dataset skoliózy a zdravej chrbtice

Dataset obsahoval nevyrovnanosť 72 % väčšinovej skupiny a 28 % menšinovej sku-
piny. Model dosiahol pomerne dobré výsledky vo všetkých experimentoch, čo je
možné odôvodniť tým, že obe skupiny boli zastúpené reprezentatívnymi vzorkami
s odlišnými charakteristikami. Boli voči sebe exkluzívne a pravdepodobne teda ľahké
na klasifikáciu. Prehľadné grafické porovnanie výsledkov senzitivity je možné vidieť
na obrázku 6.8.
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Obr. 6.8: Grafické porovnanie všetkých metód použitých na dataset skoliózy a zdra-
vej chrbtice.

6.3 Diskusia
Na základe realizovaných experimentov je možné usúdiť, že náhodné prevzorkovanie
spolu s váženou vzájomnou entropiou dosiahli najlepšie výsledky. Podobné tvrdenia
je možné nájsť aj v literatúre, napríklad v článku [43], kde boli porovnávané me-
tódy náhodného prevzorkovania, váženej vzájomnej entropie, SMOTE a ADASYN
(„Adaptive Synthetic“). Pričom ADASYN je metóda podobná algoritmu SMOTE,
avšak generovanie syntetických vzoriek je viac zamerané na príklady, ktoré sú ná-
ročné pre učenie (odľahlé hodnoty). Autor v závere usúdil, že v experimentoch fungo-
valo najlepšie náhodné prevzorkovanie, za ním išli experimenty SMOTE a ADASYN.

V ďalších zdrojoch [21, 22] sú odporúčané metódy založené na prevzorkovaní
a odporúča sa taktiež ich rozšírenie na hybridné metódy. Prípadne sa odporúča pri-
stupovať k nevyrovnanému datasetu inými oblasťami strojového učenia ako naprí-
klad náhodný les („Random Forrest“) alebo metóda podporných vektorov („Support
Vector Machines“).

Ďalej je potrebné vyzdvihnúť faktory ovplyvňujúce pôsobenie nevyrovnaného
datasetu na učenie siete. Dataset skoliózy a zdravej chrbtice obsahoval podobnú ne-
vyrovnanosť ako dataset Microsoft ASIRRA v experimente s pomerom 7:3. Napriek
tomu je možné pozorovať, že pri datasete skoliózy a zdravej chrbtice boli dosiahnuté
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lepšie výsledky. Odlišné výsledky sú pravdepodobne spôsobené tým, že dataset Mic-
rosoft ASIRRA mohol byť náročnejší na klasifikáciu. Obsahoval veľa rôznych druhov
mačiek aj psov, čo značí vysokú variabilitu. Model môže mať problém s nachádzaním
dôležitých charakteristík. Experimenty potvrdili, že komplexita dát spolu s veľkosťou
datasetu ovplyvňujú úspešnosť klasifikácie nevyrovnaného datasetu.

Taktiež je potrebné poznamenať, že vzhľadom na to, že dataset bol rozdelený
jednorázovo na trénovaciu a validačnú množinu a z výpočtového hľadiska neboli za-
vedené algoritmy ako „K-Fold Cross Validation“. Je možné, že výsledky jednotlivých
experimentov sú ovplyvnené náhodnosťou, s ktorou boli rozdelené do jednotlivých
datasetov.
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Záver
V bakalárskej práci bola naštudovaná oblasť strojového učenia so zameraním na
neurónové siete. Teória zahŕňala matematickú definíciu neurónu, prehľad používa-
ných aktivačných funkcií a vysvetlenie učenia neurónovej siete pomocou úpravy váh
a spätného šírenia chyby sieťou. Následne boli zhrnuté problémy vyskytujúce sa pri
učení neurónovej siete. V práci je obsiahnutá aj teória konvolučných neurónových
sietí a ich optimalizačné algoritmy, ktoré sú neskôr použité v praktickej časti.

Práca je zameraná na elimináciu nevyrovnaného datasetu, preto bol tento prob-
lém v práci bližšie definovaný a bola vypracovaná rešerš dostupných metód eliminácie
tohto problému. Metódy je možné rozdeliť do dvoch skupín. Prvou sú metódy na
úrovni algoritmu, ktoré spočívajú najmä v modifikácií chybovej funkcie. Druhou sku-
pinou sú metódy na úrovni datasetu, teda modifikujú dataset potrebným spôsobom
tak, aby bol eliminovaný vplyv problému nevyrovnaného datasetu.

Na základe naštudovaných metód, bolo navrhnutých 5 experimentov, slúžiacich
na porovnanie úspešnosti jednotlivých metód v odstránení vplyvu nevyrovnaného
datasetu. Prvý experiment neobsahoval žiadnu metódu eliminácie. V ďalších experi-
mentoch bola implementovaná jedna metóda na úrovni algoritmu, teda vážená vzá-
jomná entropia. A tri metódy na úrovni datasetu, kam patrí algoritmus SMOTE,
dátová augmentácia a náhodné prevzorkovanie. Práca sa zaoberala úspešnosťou me-
tód pri binárnej klasifikácií, preto boli použité datasety obsahujúce dve skupiny.
Prvým datasetom bol Microsoft ASIRRA [35] obsahujúci fotografie psov a mačiek.
Pre tento dataset boli experimenty vyhodnotené pre rôzne nevyrovnanosti. Učenie
bolo realizované v pomeroch skupín 1:1, 7:3 a 9:1. Druhým datasetom je Dataset
skoliózy, spondylolistézy a zdravej chrbtice [37], z ktorého bola použitá len skupina
pacientov so skoliózou a skupina pacientov so zdravou chrbticou. Dataset bol pre
experimenty použitý s originálnou nevyrovnanosťou.

Pre správne vyhodnotenie úspešnosti metód, boli použité datasety rozdelené na
trénovaciu a validačnú množinu, ktorá bola konštantná pre všetky experimenty. Vý-
sledky boli hodnotené štandardnými metrikami vyvodenými z matice zámien, kam
spadá špecificita, senzitivita, presnosť, F-skóre a pozitívna prediktívna hodnota. Pri
použití nevyrovnaného datasetu pre učenie neurónovej siete má model problém sa
naučiť menšinovú skupinu. Preto bola senzitivita zvolená ako hlavný ukazovateľ
toho, úspešnosti metód a na základe nej boli porovnávané jednotlivé medzi sebou.
Výsledky ukázali, že najväčšia úspešnosť bola dosiahnutá implementáciou váženej
vzájomnej entropie a náhodného prevzorkovania.
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Zoznam symbolov a skratiek
Adam „Adaptive moment estimation“

ADASYN „Adaptive synthetic“

FN „False negative“

FP „False positive“

PPV „Positive predictive value“

ReLU „Rectified linear unit“

ResNet „Residual Network“

SE „Sensitivity“

SMOTE „Synthetic Minority Over-Sampling Technique“

SP „Specificity“

TN „True negative“

TNR „True negative ratio“

TP „True Positive“

TPR „True positive ratio“

VE Vzájomná entropia

VVE Vážená vzájomná entropia
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