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Uvod

Metoda datovych obalt (DEA — Data Envelopment Analysis) spada do metod
vicekriterialniho hodnoceni a je vyuzivana pro hodnoceni efektivnosti jednotek.

Hodnoceni efektivnosti produkénich jednotek probihd v rdmeci mnoziny
homogennich jednotek, které pro produkci stejnych vystupl vyuzivaji stejné vstupy.
K vypoctu efektivnosti se vyuziva teorie linearniho programovani.

Tato diplomova prace navazuje na zakladni DEA modely (CCR a BCC modely)
popsané v bakalatské praci, proto prvni kapitola pouze shrnuje podstatné pojmy z teorie
DEA modelt. Dalsi kapitoly se vénuji jednotlivym vybranym pokrocilejsim DEA modeltim.

V druhé az paté kapitole jsou popsany modely, které spadaji do spojitych modela
a jejich podstatou je rozsifeni pouzitelnosti a zlepSeni vypovidaci schopnosti zdkladnich
DEA modelti. Naptiklad v praxi se mohou objevit nekontrolovatelné vstupy (nelze je
ovlivnit) ¢i nezadouci vystupy, které na rozdil od béznych vystupii maji minimalizacni
charakter.

Sesta a sedma kapitola se zabyva disktrétnimi modely, jejichz zakladnim rozdilem
od ostatnich modelii (v€etné zakladnich) je to, ze jednotky jsou hodnoceny vii¢i skute¢né
existujicim jednotkdm (ne viici virtudlnim jednotkam).

Jelikoz je kladen diraz na ¢tenafovo pochopeni popisovanych modeld, je vypocet
vSech popsanych DEA modeli ilustrovan na piikladech. K vypoctu ptikladi byl vyuzit
systtm LINGO, tedy fe$i¢ pro linearni optimaliza¢ni Glohy (vCetné tloh s podminkami
celociselnosti — FDH a FRH modely). Posledni kapitola popisuje obecny postup zapisu
V tomto systému, poté je detailn¢ vysvétlen zapis vybraného modelu v systému pomoci
speciadlniho jazyka.

Cilem diplomové prace bylo vybrat takové pokrocilé DEA modely, které maji realné
vyuziti v praxi, tyto modely srozumitelné popsat a vysvétlit jejich podstatu. Pro lepsi

srozumitelnost bylo pouziti téchto modeld ilustrovano na piikladech.



1 Metoda DEA

Tato kapitola je zpracovana pomoci literatury [1], [2], [3], [5].

Metoda DEA (Data Envelopment Analysis — Metoda datovych obald) je
optimaliza¢ni metoda, jejiz praktické vyuziti spo¢iva v hodnoceni efektivnosti produkénich
jednotek, které jsou homogenni. Homogenni produk¢ni jednotky jsou takoveé jednotky, které
se zabyvaji produkci identickych (ekvivalentnich) vystupti za pouziti stejnych vstupi. Jejim
cilem je rozttidit produkéni jednotky na dvé skupiny, na jednotky efektivni a neefektivni.
Metoda DEA vyuziva pii vypoctu efektivnosti metodu odhadu produkéni funkce.

Efektivita produkénich jednotek je ddna pomérem vstupu a vystupu. Ale produkéni
jednotky nemusi spotiebovavat pouze jeden vstup na produkci jednoho vystupu. V situaci,
kdy mame vice vstupli a vystupt, se pouziva pojem relativni mira efektivity, kterd je dana
pomérem vazenych vstupli a vazenych vystupt.

Metoda DEA predpoklada, ze vystupy maji maximaliza¢ni charakter, to znamena,
Ze vys$8i hodnota libovolného vystupu pii zachovani ostatnich parametri modelu vede
k vyssi efektivnosti. Naopak vstupy maji minimalizaéni charakter, tj. vy$§i hodnota pfi
zachovani ostatnich parametr modelu vede k nizsi efektivnosti.

Muize nastat takova situace, kdy produkéni jednotky vyuzivaji rozdilné technologické
postupy vyroby. Do vypoctu pro relativni miru technické efektivity se zahrnuji rozdilné
technologické postupy pomoci rliznych vah vstupii a vystupii. Mira technické efektivity je

pak déna vztahem
r
Z Uj Yk
¢, = JTnl
Zvi Xik
i=1

kde y; udava mnozstvi vystupu j produkovaného jednotkou k, u; jsou individuélni vahy

k=1,...n, (1.1)

vystupd, X, je mnozstvi vstupu i spotiebovaného jednotkou k a Vv; jsou individualni vahy
vstupt.
Metoda DEA je zaloZena na tom, Ze pro dany systém existuje tzv. mnoZina

produkénich moZnosti, kterd je omezena tzv. efektivni hranici. Efektivni hranice pfedstavuje



nejvyssi moznou hodnotu vystupti (pfi dané hodnoté vstupti). Tato hranice ma rostouci tvar
(¢im vys$si hodnoty vstupt, tim vys$si produkce vystupi).

Vsechny mozné kombinace vstupi a vystupt tvoii tuto mnozinu produkénich
moznosti. Produk¢ni jednotky hodnocené metodou DEA jako efektivni jsou takové
jednotky, jejichz kombinace vstupti a vystupt lezi na efektivni hranici, protoze se
predpoklada, ze nemiize existovat jednotka, kterd s niz§imi vstupy dosdhne stejnych (nebo
vysSich) vystupti.

U DEA modelt se uvazuji konstantni nebo variabilni vynosy z rozsahu. Piedpoklad
konstantnich vynost z rozsahu znamena, ze je-li jednotka s kombinacemi vstupt a vystupt
(x,y) efektivni, pak je efektivni i jednotka s kombinacemi vstupli a vystupti (X, ay). Pro
variabilni vynosy z rozsahu plati, Ze jednotka mtze byt efektivni, i kdyZ nartist vynosti bude
niz8i nebo vyssi nez nartist vstupti.

Pti hodnoceni jednotek metodou DEA se vyuziva pojem ,,virtualni jednotka“. Tato
jednotka je efektivni (pficemz neni skutec¢nou jednotkou ve zkoumaném souboru jednotek)
a predstavuje takové hodnoty vstupti a vystupt (tzv. cilové hodnoty) neefektivni jednotky,
snimiz se tato produkéni jednotka stane efektivni jednotkou. V DEA modelech se
predpoklada, ze virtudlni jednotka vznikne z neefektivni jednotky bud’ snizenim vstupt pti
danych vystupech, nebo zvySenim vystupii pti danych vstupech. Pfidatné proménné s a s’
v modelu urcuji tuto zménu vstupt a vystupi.

Virtudlni jednotku ptisluSnou dané neefektivni jednotce 1ze také vypocitat linearni
kombinaci ostatnich efektivnich jednotek ze souboru jednotek (tyto jednotky jsou skutecné),
kdy vektor vah A urcuje koeficienty linearni kombinace. Tyto skutecné efektivni jednotky
jsou oznacovany jako referen¢ni jednotky.

Vysledkem vypoctl provadénych v DEA modelech je mira efektivnosti a v ptipadé
neefektivnich jednotek jsou také vypocitané cilové hodnoty téchto produkénich jednotek. To
jsou takové hodnoty vstupii popt. vystupi, kterych by jednotka musela nabyt, aby se stala
jednotkou efektivni. RozliSuji se dva typy:

e Vstupoveé orientované modely — spocivaji v ur€eni mnozstvi vstupt pii
danych vystupech,
e Vystupové orientované modely — spocivaji v ur€eni mnozstvi vystupl pii

danych vstupech.
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1.1 Znaceni

V tomto textu se bude uvazovat n produkcénich jednotek, které spotfebovavaji
m vstupt na produkcei r vystupt. Kazda jednotka je hodnocena viici celému souboru jednotek
popsan¢ho maticemi vstupt a vystupti X a Y, které jsou ve tvaru
X={x, 1=1...m k=1..,n},
Y :{yjk, j=L..r,k=1..,n}k
U jednotlivych modelt se budou uvazovat proménné
e & -mira efektivity
e A=(A,...A,)" -sloupcovy vektor vah referenénich produkénich jednotek,
e s =(s;,..,s;)" - sloupcovy vektor piidatnych proménnych, ktery
vyjadiuje potiebnou zménu vstupd k tomu, aby se dana jednotka stala
efektivni,
e s =(s,..,s")" - sloupcovy vektor piidatnych proménnych, ktery vyjadiuje
potfebnou zménu vystupti k tomu, aby se dand jednotka stala efektivni.
Dale se v modelech bude objevovat jednotkovy vektor e a infinitezimalni konstanta
e, ktera zabezpecuje, Ze vSechny vstupy a vystupy budou do modelu zahrnuty. Zpravidla se

v téchto modelech voli hodnota ¢ =107%.

1.2 Zduvodnéni pouzivaného typu zapisu popisovanych DEA modeli

Vsechny DEA modely uvedené v praci jsou jistou modifikaci CCR dualniho modelu,
ktery je dualn¢ sdruzeny k CCR primarnimu modelu. Aby byl 1épe srozumitelny tvar té€chto
modeld, je zde pro pfipomenuti potfeba naformulovat primarni CCR model (vstupove
orientovany). Tento model maximalizuje miru efektivnosti hodnocené jednotky g, kterd je
vyjadiena jako podil vazenych vystupli a vazenych vstupli, dana vztahem (1.1),
za podminek, Ze miry efektivnosti vSech uvazovanych produkénich jednotek jsou mensi
nebo rovny jedné.

Virtudlni vstup pro kazdou jednotku se ziska pomoci vah pro vstupy v, i =1...,m

takto

virtualni vstup = v, X, +...+V, X -

Virtualni vystup Ize ziskat obdobné

11



virtualni vystup =u,y,, +...+U, Y,

Optimaliza¢ni vypocet vah vstupt a vystupi CCR modelu probiha tak, aby to bylo

v

pro hodnocenou jednotku co nejptiznivéjsi (maximalizuje se mira efektivnosti) za podminek
maximalné jednotkové efektivnosti vSech produkénich jednotek. Jinak feceno, hledaji se
takové vahy vstupii a vystupt, s jejichz pouzitim u vSech produkcnich jednotek vyjde
hodnocena produkéni jednotka nejlépe z hlediska efektivnosti.

CCR model orientovany na vstupy je pak pro jednotku g v nasledujicim tvaru
r
Z Uj¥ig
_ -t
==
D ViXe
i=1

z — max (1.2)

za podminek

> UV

<1 k=12,.,n,
Zvixik

i=1

u,>e, j=12,..,r,

v, >e, 1=12,..,m,

kde z je mira efektivnosti jednotky g, « je infinitezimalni konstanta, ktera zabezpecuje,

Ze vSechny vstupy a vystupy budou do modelu zahrnuty. y, udavd mnoZstvi vystupu
j produkovaného jednotkou kpro k=1,...,n, u; jsou individudlni vahy vystupd, X, je
mnozstvi vstupu i spotfebovaného jednotkou k pro k =1,...,na Vv, jsou individualni vahy

vstupt.
Takto uvedeny model je tlohou linearné lomeného programovani a transformaci ho
lze prevést na Glohu linearniho programovani (za podminky fixni hodnoty jmenovatele

v ucelové funkci). Tato tloha je ve tvaru
Z=> Uy, — max (1.3)
=1

za podminek

ivi Xq =1,
i=1
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—Zm:vixik +zr:ujyjk <0, k=12,..,n,
i=1 =1
u,>e, j=12,..,r,
v, >e, 1=12,..,m.
Jednotka je hodnocena jako efektivni, jestlize mira efektivnosti vypoc¢tena modelem
(1.3) je rovna jedné, tj. z° =1. Pokud je mira efektivnosti mensi neZ jedna, pak je jednotka
hodnocena jako neefektivni.
Je ale vyhodnéjsi pracovat (kvuli lepsi interpretaci a snadnéj$imu vypoctu) s dualné
sdruzenym modelem k modelu (1.3), ktery je ve tvaru
$ — min (1.4)

za podminek

Xq® = MX >0, i=1,..,m,

k=1

Zkkyjk Z yjq’ J = 19'~-7r9
k=1

A >0, k=1..,n,
kde A=(A,....A,)]Je vektor vah (proménné modelu), které jsou piitazené k jednotlivym
produkénim jednotkam. Dal§i proménnou je mira efektivnosti @ (jejiz interpretace je
potfebna mira redukce vstupti pro dosazeni efektivni hranice).
Pokud jsou do modelu zahrnuty vektory pfidatnych proménnych s*, s~ a navic
pokud je tento model zapsany maticoveé, tak konec¢ny tvar CCR duélniho modelu

orientovaného na vstupy je nasledujici

z=>-¢(e"s" +e's’) — min (1.5)
za podminek
Xh+s =Px,
Yr-s' =y,

s >0,s >0, A>0.

Proménné tohoto modelu jsou ®, A, s" as”.
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Optimalni hodnota uéelové funkce z~ se oznacuje jako mira efektivnosti hodnocené
jednotky a vzhledem k nekoneéné malé hodnoté konstanty ¢ se z~ V podstaté shoduje

s optimalni hodnotou ®”.

Hodnocena jednotka je oznacena za efektivni, pokud je mira efektivnosti jednotkova

a zaroven vSechny piidatné proménné s* a s~ musi byt rovny nule. Jednotka s men$i mirou
efektivnosti je hodnocena jako neefektivni.
Tato hodnota potom udéva proporcionalni snizeni (zlepSeni) vstupi, tak aby se hodnocena
jednotka stala efektivni.

Takto uvedeny model piedpoklada konstantni vynosy zrozsahu. Pokud jsou

v modelu uvazovany variabilni vynosy z rozsahu, pak je model rozsiten o podminku
.1
k=1
Tento model je oznacovan pod nazvem BCC model.
Vyhodou DEA modeli je to, Ze na zakladé miry efektivnosti 1ze urcit, jak by se
hodnocené jednotky mély zlepsit (aby se staly efektivni). Cilové hodnoty pro dosazeni
efektivni hranice lze z vysledkli modelu ziskat dvojim zptisobem

’ *

X, =X, (1.6)
kde A" je vektor optimalnich hodnot vypoétenych modelem (1.5) nebo

Xiq =0 Xig =Si 1=1...m

V dalsi ¢asti textu se bude pracovat s modifikacemi modelu (1.5).

Poznamka 1.1 Analogicky lze dojit na dualni model orientovany na vystupy, ktery se v textu

bude uvaZovat. Tento model je ve tvaru

z=>0-¢(e's” +e's’) — max (1.7)
za podminek
Xh+s =X,
Yh-s* = Py,

s*>0,s >0, A>0.

14



Hodnocena jednotka je oznacena za efektivni, pokud je mira efektivnosti jednotkova
a zaroven vSechny piidatné proménné s* as” musi byt rovny nule. Jednotka, jejiz mira

efektivnosti je vyssi nez jedna, je hodnocena jako neefektivni.
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2 DEA model s nekontrolovatelnymi vstupy a
vystupy

Tato kapitola je zpracovana pomoci literatury [1], [3].

Nazev modelu vychazi z anglického ,,non - controllable variable models®, DEA
model s nekontrolovatelnymi vstupy a vystupy je ustaleny vyraz pouzivany v ¢eské odborné
literatufe. M¢l by se spiSe ale pouzit nazev ,,DEA model s neovlivnitelnymi vstupy
a vystupy*, protoze v tomto modelu se hovoii o charakteristikach, které je rozhodovatel
schopen ovliviiovat nebo neni (kontrolovatelné ¢i nekontrolovatelné proménné).

Jak jiz bylo feceno, vstupy a vystupy Ize rozliSit na kontrolovatelné
nebo nekontrolovatelné. Charakteristiky, které je rozhodovatel schopen ovliviiovat
nebo tidit, se nazyvaji kontrolovatelné charakteristiky. Nekontrolovatelné charakteristiky
jsou takové, které rozhodovatel neni schopen ovliviiovat.

Ptikladem kontrolovatelného vstupu v piipadé hodnoceni efektivnosti nemocnic je
pocet pracovnikil (zdravotnich sester, 1€katt apod.), nekontrolovatelnym vstupem muize byt
napiiklad plocha luzkovych ¢asti.

Cilové hodnoty nekontrolovatelnych charakteristik nelze realné¢ dosédhnout, proto

do modelu musi byt zahrnuty jinym zptisobem.

2.1 Popis modelu s nekontrolovatelnymi vstupy (resp. vystupy)

U modelu s nekontrolovatelnymi vstupy ptjde o urceni zlepSeni vstupt, tak aby se
jednotka stala efektivni (tedy aby leZela na efektivni hranici). Zlepsit ale 1ze pouze vstupy
kontrolovatelné. Model vznikne modifikaci dudlniho CCR modelu, kde se pfidd podminka
pro nekontrolovatelné vstupy.

Matematicka formulace modelu s nekontrolovatelnymi vstupy je pro g-tou jednotku
pak v nasledujicim tvaru
;

2S+2S

icC j=1

2=o-¢ — min (2.2)

za podminek

n
Dxq=> XA +5;, 1€C

k=1
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n
Xg = Xk +5;, i €N

k=1

Yie =2 Yk -l i=1..r
k=1

M >0, 8 >0, >0,

kde indexova mnozina C oznacuje kontrolovatelné vstupy (controllable) a indexova mnozina
N oznacuje vstupy (non-controllable).

Jednotky jsou hodnoceny jako efektivni, jestlize plati, ze ®=1. Jednotky s nizsi
mirou efektivnosti nejsou efektivni.

Cilové hodnoty vstupt neefektivni jednotky (tj. takové hodnoty vstuptl, aby se
jednotka stala efektivni jednotkou) se daji ziskat dvéma zpusoby:

X, =X\, (2.2)

kde A" je vektor optimalnich hodnot vypoétenych modelem (2.1) nebo
Xgq =Xq-Si » 1EN,
Xq =PyXq -5, 1 €C,
kde symboly s hvézdickou (*) oznaduji optimalni hodnoty vypoctené z modelu (2.1).
Model s nekontrovatelnymi vystupy lze definovat analogicky. Jednotka se stane
efektivni pouze zlepSenim hodnot kontrolovatelnych vystupti. Matematicka formulace je

pro g-tou jednotku pak ve tvaru

zm:s; +> s) | — max (2.3)

i=1 jeC

1=®+¢

za podminek

n
Xg =2 Xk +5, i=1..,m

k=1

Py, = Zyjkkk -s/,jeC
k=1

yjq :Zyjk}\'k 'Sj+a J €N
k=1

M >0, 8 >0, >0,
kde j € C oznacuje kontrolovatelné vystupy (controllable) a j € N oznacuje vystupy (non-

controllable).
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Jednotky jsou povazovany za efektivni, jestlize je mira efektivnosti ¢ jednotkova.
Naopak jednotky, jejichz mira efektivnosti ® je vétsi nez jedna, jsou neefektivni.
Cilové hodnoty vystupt neefektivni jednotky (tj. takové hodnoty vystupt, aby se
jednotka stala efektivni jednotkou), se daji ziskat dvéma zpiisoby:
Yo =Y&, (2.4)
kde A" je vektor optimalnich hodnot vypo&tenych modelem (2.3) nebo
y;'q = Yiq +S?’ jeN,
y;q =Py 5 €C,

kde symboly s hvézdickou (*) oznaéuji optimalni hodnoty vypoctené z modelu (2.3).

2.2 Priklad — DEA model s nekontrolovatelnym vstupem

V obchodnich fetézcich, které maji sedm pobocek, se hodnoti jejich efektivnost.
Pobocky obchodniho fetézce jsou umistény vV nasledujicich méstech: Olomouc, Prostéjov,
Pterov, Ostrava, Brno, Zlin a Sumperk.

Vstupy, které jsou zapojené do hodnoceni efektivnosti, jSOU pocet zaméstnancii
(kontrolovatelny vstup), materidl (kontrolovatelny vstup) a plocha (nekontrolovatelny
vstup). Mezi vystupy patii pocet zakaznikii a trzby z prodanych vyrobkai.

Vstupni data vSech fetézca jsou shrnuty v nasledujici tabulce.

Tab. 2.1: Hodnoty vstupil a vystupli obchodnich fetézch

Pobocka 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7.

Zaméstnanci (pocet) | 14 20 45 28 29 17 23
Vstupy Materidl (v kg) 235 315 326 222 374 356 246
Plocha (v m?) 485 956 579 389 413 612 670
) Zdkaznici (pocet) 150 168 136 218 190 317 302

Vystupy . . .
TrZby (v tis. K¢) 285 198 303 300 266 199 287

Reseni:

Pro vyfteSeni efektivnosti vSech produkénich jednotek je potieba sestrojit a spocitat 7
modell. Pro 1. produkéni jednotku je model s nekontrolovatelnym vstupem po dosazeni

do vzorce (2.1) ve tvaru
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2=®-¢(s; +s,+5, +s,) —min
za podminek
14), + 20, + 45k, 428X, 4290, +17), +23A, +5; = 14D,
235, +315M, +326A, +222), + 374, + 356\, +246A, +5, =235P,

485\, +956), 4579, + 3891, 4413, +612A, +670A, +5; = 485,
1500, +168, +136A, 4 218X, +190A, +317A, +3021, -5, =150,
285\, + 198, 3031, +300L, + 266\, +199A, +287A, -5, =285,

s, >0,s, >0,5>0,5s,>0, s, >0,

A >0i=1,..7

Vysledky modelu pro 1. produkéni jednotku jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

Tab. 2.2: Proménné modelu s nekontrolovatelnym vstupem pro 1. jednotku

Ay

o

3

N

(o]
o O O o o o

> > > > >

~

=, O O O O O Bk

V tabulce (2.2) 1ze vidét, Ze 1. produkéni jednotka je efektivni, protoZze hodnota mira
efektivnosti je rovna jedné.

Modely pro dalsi produkéni jednotky se vytvoii obdobné tak, Ze pravé strany rovnic
podminek nahradime hodnotami vstupii a vystupl pfislusné produkéni jednotky.
Tedy model pro 2. produkéni jednotku ma na pravé strané rovnic postupné hodnoty 20, 315,
956, 168, 198.

V nasledujici tabulce jsou shrnuty vysledky modelu pro vSechny produkéni jednotky.
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Tab. 2.3: Vysledky modelu s nekontrolovatelnym vstupem vsech jednotek

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7.
) 1 0,629 0,688 1 0,712 1 1
s, 0 0 2,671 0 0 0 0
S, 0 0 0 0 43,29 0 0
Sy 0 539,208 186,11 0 0 0 0
s, 0 0 84,18 0 0 0 0
S, 0 0 0 0 0 0 0
A 1 0,393 0 0 0,322 0 0
A, 0 0 0 0 0 0 0
A 0 0 0 0 0 0 0
A, 0 0 1,01 1 0,523 0 0
As 0 0 0 0 0 0 0
A 0 0,173 0 0 0,087 1 0
A, 0 0,18 0 0 0 0 1

Z tabulky (2.3) vyplyva, ze obchodni fetézce v Prostéjove, Prerové a Brné jsou
neefektivni. Viechny dal§i jsou efektivni (Olomouc, Ostrava, Zlin, Sumperk).

Cilem je snizit hodnoty vstupti, tak aby se jednotka stala efektivni. Jak jiz bylo
feCeno, cilové hodnoty nekontrolovatelnych vstuptli ale redlné dosdhnout nelze. Vyslednou
miru efektivnosti tyto vstupy neovlivni. Neefektivni jednotka se stane efektivni, pfestoze
se snizi pouze kontrolovatelné vstupy. Cilové hodnoty neefektivnich jednotek jsou uvedeny
V nasledujici tabulce.

Tab. 2.4: Cilové hodnoty neefektivnich jednotek

2. 3. 5.
Zameéstnanci | 12,58 28,28 20,636
Materidl 198,06 224,22 222,844
Plocha 416,793 392,89 413

Z tabulky (2.4) vyplyva, Ze aby se 2. jednotka stala jednotkou efektivni, musi sniZit
své vstupy z ptivodnich hodnot (20 zaméstnancti, 315 kg materialu, 956 m? plochy) na 12,58
zamestnanct (12 zaméstnancl na plny tvazek a 1 zaméstnanec na zhruba polovicni tivazek),
198,06 kg materidlu a 416,793 m? plochy. Plocha obchodniho fetézce patii
mezi nekontrolovatelné vstupy, cilova hodnota plochy tedy neovlivni efektivitu. To
znamend, Ze 1 kdyz ziistane hodnota plochy na plivodni hodnoté, ale hodnoty ostatnich

vstupl se sniZzi, tak 1 piesto se jednotka stane efektivni.
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3 DEA model s nezadoucimi vstupy a vystupy

Tato kapitola je zpracovana pomoci literatury [1], [3], [5].

Nazev tohoto modelu vychazi z anglického ,,undesirable variable models®.

Doposud jsou v DEA modelech uvazovany pouze zadouci Vystupy. Tim jsou
mySleny takové vystupy, jejichz zvySeni pfi zachovani ostatnich parametrid modelu vede
ke zvyseni miry efektivnosti dané produk¢ni jednotky. V realnych situacich se ale Ize setkat
I s vystupy, které nejsou zadouci. Tedy s takovymi vystupy, jejichZ niz§i hodnota vede
ke zvyseni efektivnosti. Proto se nejprve musi hodnoty vystupi upravit, aby i tyto vystupy
mély maximaliza¢ni charakter.

Nezadoucimi vystupy jsou napiiklad objem emisi, procento vadnych vyrobki, pocet
opravnénych reklamaci apod.

V DEA modelech s nezadoucimi vystupy roste efektivita produkénich jednotek,
pokud roste mnozstvi Zadoucich vystupti a klesd mnozstvi nezadoucich vystupt.

Lze uvazovat i nezadouci vstupy, které jsou ale v realnych situacich méné Casté.

3.1 Popis modelu s nezadoucimi vstupy (resp. vystupy)

U modelu s nezadoucimi vstupy je tieba upravit nezadouci vstupy nasledujicim
zpusobem

& =-% +d,ieU, k=1..n, (3.1)
kde di volime tak, aby v§echny hodnoty ¢, byly kladné, tj. naptiklad
d, = max, (x, ) +1.

Takto upravené vstupy lze povazovat za bézné vstupy. Potom model s nezadoucimi

vstupy pro g-tou jednotku je formulovan nasledovné

z=0+¢ Zs;+25;+isj — min (3.2)
1

ieD icU j=

za podminek

n
DXy = > Xy by +5;, €D

k=1
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n

D => G+, i€U

k=1

Yie =2 Yk -l i=1..r
k=1

> =1,
k=1
A >0,8>0,s] >0,

kde indexova mnozina D (desirable) oznacuje Zadouci vstupy a indexova mnozina U
(undesirable) oznacuje nezadouci vstupy.

Efektivni jednotky jsou takové jednotky, jejichz mira efektivnosti  =1. Jednotky
S niz§i mirou efektivnosti nejsou efektivni.

Pro dosazeni efektivnosti neefektivnich jednotek se urcuji cilové hodnoty jejich

vstupt takto
Xq =0 - (P& -57), i €U,
Xq = P X -, 1€D,
kde symboly s hvézdickou (*) oznaéuji optimalni hodnoty vypoctené z modelu (3.2).
Model s nezadoucimi vystupy je modifikovan obdobné. Nejprve se nezadouci
vystupy upravi takto
Yy =Y td;, €U, k=1..,n, (3.3)
kde d; zvolime tak, aby vSechny hodnoty v, byly kladné, §j. naptiklad
d; =max, (y;)+1. (3.4)

Pak formulace modelu s nezadoucimi vystupy pro g-tou jednotku je ve tvaru

z=d+¢ isi‘+Zsj*+Zsj+ — max (3.5)
i=1

jebD jeu

za podminek

Xg =2 Xy +5, i=1..,m
k=1
n -
By, => Yk -S;,j€D
k=1

@qu = ijk)\’k -S;ro J S
k=1
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A =1,

k=1
M >0, 8 >0,s/ >0,
kde opét D (desirable) oznacuje zadouci vystupy a U (undesirable) oznacuje nezadouci
vystupy.
Jednotky jsou efektivni, jestlize pro miru efektivnosti & plati, ze & =1. Naopak
jednotky s vyssi hodnotou miry efektivnosti jsou neefektivni.
Cilové hodnoty vystupt neefektivnich jednotek se spocitaji nasledovné
y;q =d; _(Q)Z\I’jq —O—S?), JeN,
y;q :(I);yiq _'_S?’ jeC,

kde symboly s hvézdi¢kou (¥*) oznacuji optimalni hodnoty vypocétené z modelu (3.5).

3.2 Priklad — DEA model s neZadoucim vystupem

V riznych méstskych castech Olomouce jsou rozprostieny pobocky pekarny,
u kterych chce majitel urcit efektivitu.

Jsou uvaZovany tyto méstské €asti: Tabulovy vrch, Chvélkovice, Nové sady, Nova
ulice, Netedin, Slavonin, Svaty Kopecek a Topolany.

Do hodnoceni jsou zahrnuty vstupy pocet zaméstnanci a spotiebovany material.
Vystupy jsou v pekarndch pocet vadnych vyrobkii (napt. spalené pecivo), pocet zakaznikii
a trzby z prodanych vyrobkii. Pocet vadnych vyrobkii je bran jako nezadoucti vystup.

Hodnoty vstupti a vystupt pekaren v méstskych ¢astech jsou uvedeny v tabulce (3.1).

Tab. 3.1: Hodnoty vstupt a vystupt pekaren v Olomouci

Pobocka 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8.
Zameéstnanci (pocet) 9 5 6 24 7 10 6 19

Vstupy »
Materidl (v kg) 95 76 62 70 81 67 80 99
Vadné vyrobky (v ks) 15 3 28 40 16 10 8 21
Vystupy Zdkaznici (pocet) 36 48 32 30 32 47 29 43
Trzby (v tis. K¢) 36 30 74 64 59 72 43 21
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Reseni:

Pro spocteni efektivnosti vSech produkénich jednotek je potieba vyiesit 8 modelt.
Nejprve je ale nutné si uvédomit, Ze hodnoty prvniho vystupu (vadné vyrobky) jsou
minimalizacni, tedy jejich vyssi hodnota vede k nizsi hodnoté efektivity. Ostatni vystupy
jsou maximalizacni. Proto je pro vytvofeni modelu potiecba nejprve hodnoty
minimaliza¢niho vystupu upravit, tak aby uz tento vystup nebyl minimaliza¢ni. Upravené

hodnoty tohoto vystupu jsou po dosazeni do vzorce (3.3) nasledujici
W, =-15+41= 26,
Y, =-3+41=38,
1, =-284+41=13,
Y, =-40+41=1,
s =-164+41=25,
e =-104+41=31,
Yy, =-84+41=33,

g =-21+441=20,
kde hodnota 41 je uréena ze vztahu (3.4).

Pot¢ je DEA model snezadoucim vystupem po dosazeni do vzorce (3.5)

pro 1. produkéni jednotku v néasledujicim tvaru

z=0-e(s; +5,+8, +5, +5,) — max

za podminek
O\, +5A, + 6, 424N, +Th; +10As +6A, +19, +5, =09,

95\, + 76\, +62h, + 70N, +81A, +67A, +80X, +99A, +5, =95,

26\, +38\, +13X, +1X, +25A, +31A, +33X, +201, -5, =26,
36A, +48\, +32h; +30, +32h; +47hs +29, +431, -5, =36D,
36A, + 30N, + 74\, + 64N, +59A; + 72N, +43N, + 21\, -5, =36,

MAA, Fh;+h, +Ag +Ag A, +A, =1,
s, >0,s, >0,s, >0, 5 >0, s, >0,

A >0i=1,..,7.
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Vysledky modelu s nezddoucim vystupem pro 1. produkéni jednotku jsou uvedeny
v tabulce (3.2).
Tab. 3.2: Vysledky modelu pro 1. jednotku

P 1,322 A, 0,581
s, 1,907 Ay 0
s, 22,767 A, 0
s, 0,705 As 0
S, 0 I 0,419
S, 0 A, 0
A, 0 Mg 0

V tabulce (3.2) lze vidét, Ze 1. produkéni jednotka je neefektivni, protoze hodnota efektivity
je veétsi nez jedna.

Modely pro dalsi produkéni jednotky se vytvoii obdobné tak, Ze hodnoty pravych
strany rovnic nahradime hodnotami vstupli a vystupt pfislusnych produkcnich jednotek.
Model pro 2. produkéni jednotku ma na pravych stranach rovnic hodnoty 5, 76, 38, 48, 30.

Vysledky proménnych modelu s nezddoucim vystupem pro vSechny produkéni

jednotky jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

Tab. 3.3: Vysledky modelu s nezadoucim vystupem

1. 2. 3. 4, 5. 6. 7 8

) 1,322 1 1 1,151 1,033 1 1,009 1,116
s, 1,907 0 0 17,325 0 0 0 14
s, 22,767 0 0 7,157 13,447 0 7,508 23
s, 0,705 0 0 14,884 0 0 0 15,674
S, 0 0 0 0 8,268 0 16,328 0
S, 0 0 0 0 0 0 0 6,558
A 0 0 0 0 0 0 0 0
A, 0,581 1 0 0 0,282 0 0,688 1
Ay 0 0 1 0,831 0,397 0 0,14 0
A, 0 0 0 0 0 0 0 0
A 0 0 0 0 0 0 0 0
A 0,419 0 0 0,169 0,321 1 0,172 0
A, 0 0 0 0 0 0 0 0
Ag 0 0 0 0 0 0 0 0
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Z tabulky (3.3) je patrné, ze pekarny v Chvalkovicich, Novych sadech a Slavoniné
jsou efektivni. Ostatni pekarny jsou neefektivni, a aby se staly efektivnimi, musi zménit
hodnoty vystupt. Také v této tabulce je vidét, které jednotky jsou pro dané neefektivni
jednotky referen¢ni podle toho, zda hodnota proménné A je nulova ¢i neni. Cilové hodnoty

pro vSechny neefektivni jednotky jsou uvedeny v nésledujici tabulce.

Tab. 3.4: Cilové hodnoty vystupt

1. 4. 5. 7. 8.

Vadné vyrobky 5,93 24,965 15,176 7,705 3
Zdkaznici 47,581 34,529 41,323 45,588 48
Trzby 47,581 73,663 60,944 43,385 30

Z této tabulky vyplyva, ze aby se 1. produkéni jednotka stala efektivni, musi upravit
své hodnoty vystupt nasledovné. Musi snizit pocet vadnych vyrobkil (nezddouci vystup,
tedy minimaliza¢ni charakter) z 15 na zhruba 6 vadnych vyrobkii. A zaroven musi zvysit

pocet zadkaznikl z 36 na zhruba 48 zakazniki a trzby z 36 na 47, 581 tis. K¢.
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4 SBM model

Tato kapitola je zpracovana pomoci literatury [1], [3].

U SBM modelu (Slacks-Based Measure) je mira efektivnosti urena neradialné
souctem odchylek od efektivni hranice. Tento model ma dvé dulezité vlastnosti:

e Mira efektivnosti tohoto modelu je neménna s ohledem na mérnou jednotku
kazdého vstupu a vystupu.

e Mira efektivnosti je vV kazdém vstupu a vystupu monotonné klesajici, tj. kazdé
zhorSeni vstupu 1 vystupu (tj. zvySeni vstupu i sniZzeni vystupu) vede
ke snizeni miry efektivnosti dané jednotky a naopak kazdé zlepSeni vstupu
a vystupu (tj. sniZeni vstupu i zvySeni vystupu) vede ke zvySeni miry
efektivnosti.

Matematicka formulace SBM modelu pro g-tou jednotku je v nasledujicim tvaru
L zm: s; /%
m i=1 ‘

d=
1 r
1155y,
j=1

— min (4.1)

za podminek
Xq = Xh+s’
Y, =YA-s"
2>0,s">0,s>0
Formulace ucelové funkce modelu (4.1) se da ptepsat na tvar

M= X = Y

-1

o=

Vyraz (X, -S;) / X, Vyjadiuje relativni miru snizovéni i-tého vstupu. Podobné vyraz
(Y +5;) / Y;, Vyjadiuje relativni miru zvySovant j-t¢ho vystupu. Pak vyraz

[}i Yio TS}

= Yig

oznacuje prumérnou miru zvySovani vystupi. Inverze daného vyrazu pak méti neefektivnost

vystupti.
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4.1 ReSeni SBM modelu

Formulace SBM modelu, ktery byl uveden vyse ve tvaru (4.1) Ize pfevést pomoci
vhodné transformace na tlohu linearniho programovani.
Transformace spociva v zavedeni skalarni proménné t. Po zavedeni proménné t je

SBM model ve tvaru

1 INts; .
T:t_ﬁiz;x_i;_)mm (4.2)
za podminek
M= Yig
X, = XA +s
Yy = Yh-s"

A>0,s" >0, s >0,t>0.
Dale necht’ plati
a =ts, a’ =ts", b=tL
Potom je SBM model ve tvaru
r=t-15°3 . min 4.3)

za podminek

b>0,a">0,a >0,t>0.
Necht je dano optimalni feSeni modelu (4.3) ve tvaru (7',t",b",a”,a""), pak je feseni
SBM modelu tvaru
=7, 0" =b"/t",sT=a"/t", s =a"/t". 4.4)
Z tohoto optimalniho feSeni modelu SBM Ize rozhodnout o tom, zda je produk¢ni jednotka

hodnocena jako SBM-efektivni.
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4.2 Orientované SBM modely

Vstupové orientovany SBM model lze definovat zanedbanim jmenovatele z ucelové

funkce SBM modelu (4.1). Tedy vstupové orientovany SBM model je ve tvaru

@zl-lZsi‘/xiq — min (4.5)
m 5=
za podminek
Xq = Xh+s’
Yy <Yk

A>0,s >0.
Jednotka je SBM-efektivni, jestlize mira efektivnosti je jednotkova. Jednotka s nizsi
mirou efektivnosti je neefektivni.
Cilové hodnoty vstupil neefektivni jednotky se ur¢i nasledovné

X, = X2, (4.6)

kde A" je vektor optimalnich hodnot vypoétenych modelem (4.5).
Vystupové orientovany model vznikne obdobné zanedbanim C(itatele z uceloveé
funkce SBM modelu (4.1). Matematicka formulace je ve tvaru
1

P =
1 r

1+Fzsj+/yjq
-1

— min (4.7)

za podminek

Xq = XA
Yo = Yh-s

L>0,s">0.
Jednotka je SBM-efektivni, jestlize mira efektivnosti je jednotkova. Jednotka s vyssi

mirou efektivnosti je neefektivni.

Cilové hodnoty vystupli neefektivni jednotky se ur¢i nasledovné

y, =Y, (4.8)

kde A" je vektor optimélnich hodnot vypod&tenych modelem (4.7).
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4.3 Priklad — Vstupové orientovany SBM model

Majitel 7 pobocek prodejen obuvi v Ceské republice by rad zjistil, které z pobogek
pracuji efektivné. A zejména, jaké zmény ma zavést u neefektivnich pobocek, tak aby se
staly efektivnimi.

Vstupy jednotlivych pobocek jsou pocet zaméstnancii a material (v Ks), mezi vystupy
se fadi pocet zdkaznikii a trzby (v tis. K¢). Tyto hodnoty vstupii a vystupti jsou shrnuty

Vv nasledujici tabulce.

Tab. 4.1: Hodnoty vstupti a vystupti pobocek prodejen obuvi

Pobocka 1. 2. 3. 4, 5. 6. 7.
Zaméstnanci (pocet) 5 14 7 10 8 13 15
Vstupy »
Materidl (v ks) 153 456 286 199 205 222 118
] Zdkaznici (pocet) 100 115 99 83 160 169 79
Vystupy 5 o
TrZby (v tis. K¢) 218 197 400 264 256 390 334
Reseni:

Pro zjisténi efektivity vSech pobocek je nutné sestavit a vyiesit sedm modelt. Model

pro prvni pobocku je po dosazeni do vzorce (4.5) v nasledujicim tvaru

c1>=1-1 S—1+S—2 — min
2|5 153

za podminek
5=5\ +14A, +TAh; +10X, +8A; +13A; +15A, +5,,
153 =153\, +-456\, +286A, +199A, +-205A, +222A, +118X, +5,,
100 <100A, +-115A, +-99A, +83A, +-160A, +-1691, + 79N,
218 <218\, +-197k, +400A,; + 264X, + 256, +390A, + 3344,
A >001=1,..7,
s, >0,s,>0.

Vysledky modelu pro 1. produkéni jednotku jsou uvedeny v nasledujici tabulce.
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Tab. 4.2: Vysledky SBM modelu pro 1. jednotku

P 1 Ay 0
S 0 A, 0
S, 0 Ag 0
I 1 Ao 0
X, 0 A, 0

V tabulce lze vidét, ze 1. produkeni jednotka je efektivni, protoze hodnota miry
efektivnosti je rovna jedné. Modely pro dalsi produkéni jednotky se vytvoii obdobné.
Vysledky modelt jsou shrnuty v tabulce (4.3).

Tab. 4.3: Vysledky SBM modelu

1 2. 3 4. 5. 6. 7
® 1 0,373 1 0,725 1 1 1
s; 0 8,25 0 4,926 0 0 0
s, 0 303,081 0 11,341 0 0 0
A, 1 0,224 0 0,384 0 0 0
A, 0 0 0 0 0 0 0
Ay 0 0 1 0,451 0 0 0
A, 0 0 0 0 0 0 0
A 0 0,579 0 0 1 0 0
Ag 0 0 0 0 0 1 0
A, 0 0 0 0 0 0 1

Tedy 2. a 4. pobocky jsou neefektivni, ostatni jsou jednotky efektivni. Referenéni
jednotky u neefektivnich jednotek jsou takové, jejichz hodnota proménné A neni nulova.
Referen¢ni jednotky pro 2. produkéni jednotku jsou 1. a 5. jednotka. Cilové hodnoty
neefektivnich jednotek jsou uvedeny v tabulce (4.4).

Tab. 4.4: Cilové hodnoty neefektivnich jednotek v SBM modelu

2. 4,
Zaméstnanci 5,75 5,074
Materidl 152,919 187,659
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To znamend, ze aby se 2. produk¢ni jednotka stala jednotkou efektivni, musi snizit
hodnoty vstupii — po€et zaméstnancli ze 14 na 5 zaméstnanct na plny Gvazek a jednoho
zamestnance na tfictvrteni ivazek, material ze 456 ks na ptiblizn€ 153 ks, pfi¢emz hodnoty

vystupil musi zistat nezménény.
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5 Model superefektivnosti

Tato kapitola je zpracovana pomoci literatury [1], [3], [4].

Vzhledem k tomu, Ze v DEA modelu mize vyjit pomérné velky pocet efektivnich
jednotek, muze byt vyhodné klasifikovat efektivni jednotky dle tzv. superefektivnosti,
tj. urcit poradi efektivnich jednotek (od nejvice efektivni jednotky po nejméné efektivni
jednotku). V DEA modelech superefektivnosti pak ptivodni efektivni jednotky ziskavaji
novou miru superefektivnosti vétsi nez jedna (pro modely orientované na vstupy) nebo nizsi
nez jedna (pro modely orientované na vystupy).

Princip modeld super efektivnosti spo¢iva v tom, Ze se vaha efektivni jednotky polozi
rovna nule pii vypoctu miry superefektivnosti (jednotka se v podstaté vyjme ze souboru
jednotek). Tim se zméni plvodni efektivni hranice. Model superefektivnosti pak méii

vzdalenost mezi vstupy a vystupy hodnocené jednotky od nové efektivni hranice.

5.1 BCC model super efektivnosti

Jednim z modelt superefektivnosti je model vychazejici z BCC modelu, model
Andersona a Petersena (1993). BCC model superefektivnosti nemize byt pouzity
pro celkové usporadani vSech jednotek. Je potieba postupovat nasledovné ve dvou fazich:

e Pomoci BCC modelu ur¢it jednotky efektivni a neefektivni.
e Vypocitat miru superefektivnosti pro efektivni jednotky urcené prvni fazi
vypoctu a tyto jednotky pak usporadat podle miry superefektivnosti.

Pro pfipomenuti vstupové orientovany BCC model je v nasledujicim tvaru

z=P-¢(e's" +e's’) — min (5.1)
za podminek
Xh+s =Px,
Yr-s' =y,
e'h=1
s >0,s >0, A>0.

Tento model roztiidi jednotky na efektivni a neefektivni. Dal$im krokem je sestaveni

BCC modelu superefektivnosti pro efektivni jednotky, ktery ma nasledujici tvar
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$ — min (5.2)

za podminek

n

Z Xy hy +8 = (Dxiq’
yjk}\’k ‘Sj+ = Yig>

Sk =1,
k=1

A >0,2,=0,8 >0,s;>0.

Pro tento model plati, Ze mira super efektivnosti ¢ >1. Pro BCC-efektivni jednotky
je mira superefektivnosti vétsi nez jedna stim, Ze vyS$i hodnota udavd vysSi miru
superefektivnosti jednotky.

Dale lze sestavit model BCC superefektivnosti orientovany na vystupy. K tomu je
tteba nejprve sestavit BCC model (orientovany na vystupy), ktery je v nasledujicim tvaru

7=04¢(e's +e's’) — max (5.3)
za podminek
Xh+s =x,
Yi-s" =y,
e'a=1
s">0,5>0,1>0.

Tento model urci, které jednotky jsou efektivni. Pro klasifikaci efektivnich jednotek
je tfeba sestavit model BCC superefektivnosti (orientovany na vystupy), ktery je
V nasledujicim tvaru

® — max (5.4)

za podminek

n

z Xik7\‘k +s = Xig»

k=1,k=q

yjkxk - Sj+ = q)yiq’

k=1,k=q

Sk =1,
k=1
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A >0, 4,=0,5 >0,s;>0.
Pro tento model plati, Ze mira super efektivnosti & <1. Pro BCC-efektivni jednotky

je mira superefektivnosti mensi nez jedna.

Poznamka 5.1 Model superefektivnosti Ize i nadefinovat pro CCR model.

5.2 SBM model super efektivnosti

Dalsi z modeli superefektivnosti je model vychazejici z SBM modelu. Jak jiz bylo
feceno, ze souboru jednotek se vyjme pravé hodnocena (q-t4) jednotka a model se snaZzi najit
virtualni jednotku se vstupy X" a vystupy y*, ktera bude po tomto vyjmuti SBM-efektivni.

Mira superefektivnosti pak udava vzdalenost vstupl a vystupli pravé hodnocené jednotky
od virtualni jednotky.

Formulace SBM modelu super efektivnosti je pak v nasledujicim tvaru

1.

—» X/x
X
=T

FZ Yi/Yia

j=1

P — min (5.5)

za podminek

Yi <Yies
A >0,8>0,5s >0,y >0.

Vhodnou transformaci Ize tento model pfevést na tlohu linedrniho programovani.

Vstupové orientovany SBM model superefektivnosti se ziskd tak, Ze se

ve jmenovateli polozi y]f =Y, Pro jednotky, kter¢ nejsou SBM-efektivni, plati &=1. Pro

SBM-efektivni jednotky je mira superefektivnosti vétsi nez jedna.
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Vystupové orientovany SBM model superefektivnosti se ziska tak, ze se
ve jmenovateli polozi X; = X;,- Pro jednotky, které nejsou SBM-efektivni, plati & =1.
Pro SBM-efektivni jednotky je mira superefektivnosti mensi nez jedna.

Z toho plyne, ze SBM model superefektivnosti nemiize byt pouzity pro celkové
uspotadani vsech jednotek. Je tedy také potteba postupovat nasledovné ve dvou fazich:

e Pomoci SBM modelu ve tvaru (4.5) urcit jednotky efektivni a neefektivni.

e Vypocitat miru superefektivnosti pro efektivni jednotky urcené prvni fazi

vypoctu a tyto jednotky pak usporadat podle miry superefektivnosti.

5.3 Priklad — Vstupové orientovany BCC model superefektivnosti

Zadani ptikladu je shodné s ptikladem uvedenym v kapitole (4.3).
Reseni:

V prvni fazi se tedy musi vytvofit vstupové orientovany BCC model pro vsechny
produkéni jednotky (celkem 7 modelt). Model pro 1. jednotku je po dosazeni do vztahu (5.1)

ve tvaru
2=P-e(s, +58, +5,+5,) —min
za podminek
Sh, +14A, +7A; +10A, +-8A, +13A, +15A, 4+, =5,
153\, +456A, +286A, +199A, +205A, +2220, +118A, 45, =153,
100X, +115A, +99A, +83%, +160A; +169X, +79A, -5, =100,
218\, +197A, + 400X, +264A, + 256\, + 390X, +334A, -5, =218,
MAA, +A+X, +hs +Ag + A, R+ =1,
s’ >0, s, >0, s >0, s, >0,
A>0i=1,...,7.

Vysledky BCC modelu pro vSechny produkéni jednotky jsou shrnuty v nasledujici
tabulce.
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Tab. 5.1: Vysledky BCC modelu

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7
P 1 0,411 1 0,78 1 1 1
s, 0 0 0 0 0 0 0
S, 0 21,286 0 0 0 0 0
s, 0 0 0 11,4 0 0 0
S, 0 30,5 0 0 0 0 0
A 1 0,75 0 0,652 0 0 0
A, 0 0 0 0 0 0 0
Ay 0 0 1 0,085 0 0 0
A, 0 0 0 0 0 0 0
A 0 0,25 0 0 1 0 0
A 0 0 0 0 0 1 0
A, 0 0 0 0,263 0 0 1

Tedy 2. a 4. produkéni jednotka jsou neefektivni. V tabulce (5.2) jsou uvedeny cilové
hodnoty vstupi neefektivnich jednotek (takové zmény vstupd, aby se jednotky staly

efektivni).

Tab. 5.2: Cilové hodnoty neefektivnich jednotek

2. 4,
Zaméstnanci 5,75 7,8
Materidl 166 155,16

Z tabulky (5.2) Ize vycist, ze aby se 2. produk¢ni jednotka stala efektivni, musi snizit
své vstupy. Tedy pocet zaméstnancti by méla snizit ze 14 na 5 zaméstnanct na plny tvazek
a jednoho zaméstnance na tfictvrtecni uvazek a material ze 456 kg na 166 kg.

Ve druhé fazi je potieba vytvorit BCC model superefektivnosti pro jednotky, které
byly standardnim BCC modelem hodnoceny jako efektivni (celkoveé 5 modeltl). Tento model
je pro 1. produkeni jednotku, ktera je efektivni, po dosazeni do vzorce (5.2) v nasledujicim
tvaru

® — min
za podminek

140, +7hy +100, +8hg +134, +151, +5; =5,
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456, +286), +199%, -+205A, +222A, 118X, +5; =153,
115, +99%, +83X, +160%, +169A, +792, -5, =100,
197, + 400X, + 264X, +256), +390%, +334%, -s; =218,
WEY JEy S TS ) W) VT ) e
s7>0,s; >0, s >0, s; >0,

h=0,>0i=2..,7.

Model pro dalsi efektivni jednotky se vytvoii obdobné. V tabulce (5.3) jsou shrnuty
vysledky pro vSechny efektivni produkéni jednotky.

Tab. 5.3: Mira efektivnosti BCC modelu superefektivnosti

o, 1,529
D, 1,358
o, 1,495
D, 1,166
D, 1,691

V tabulce (5.3) je vidét, Ze nejvyssi miru superefektivnosti ma 7. produkéni jednotka

a nejmensi miru superefektivnosti mé 6. produkéni jednotka.
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6 FDH model

Tato kapitola je zpracovana pomoci literatury [1], [3].

FDH model (Free Disposable Hull) patii do tfidy diskrétnich modelt. Zasadnim
rozdilem oproti zékladnim DEA modelim (CCR a BCC model) je nekonvexnost mnoziny
produk¢nich moznosti, tj. jednotku 1ze hodnotit pouze viici skutecné existujicim jednotkam,
nikoliv k jejich konvexnim kombinacim.

Existuje pét axiomt vymezujici podstatu FDH modelu:

e Nulovy vstup nemiize vyprodukovat kladny vystup a kazdy nezdporny vstup
vede minimalné k nulovému vystupu.

e Omezené mnozstvi vstupti nemtze vyprodukovat neomezené mnozstvi
vystupd.

e ZvySeni vstupti nemuize vést ke snizeni vystupti.

e Pokud kazdy =z posloupnosti vektort X vyprodukuje y a pokud tato
posloupnost konverguije k x*, pak také x” vyprodukuje y.

e Danym vstupem lze vyprodukovat pozorované a jakékoli niz§i mnozstvi
vystupu.

Matematicka formulace vstupové orientovaného FDH modelu pro g-tou jednotku

je nasledujici

z=>0-¢(e's" +e's’) — min (6.1)
za podminek
Xh+s =Px,
Yr-s" =y,

e"A =1, A je binarni
s*>0,s >0.
Podminky e'A =1, A je bindrni zajistuji, ze pravé jedna slozka vektoru A bude
rovna jedné a ostatni slozky budou rovny nule.

Jednotka je efektivni, pokud mira efektivnosti je rovna jedné. Pokud je mira

efektivnosti mensi nez jedna, jednotka je neefektivni.
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Cilové hodnoty vstupt a vystupil neefektivni jednotky se ur¢i nasledovné
X, =X0, y, =YL, (6.2)

kde A" je vektor optimalnich hodnot vypo&tenych modely (6.1).

Poznamka 6.1 U jinych modelt se u vstupove orientovaného modelu pocitaji cilové hodnoty
pouze vstupu a u vystupové orientovaného modelu pouze vystupi, prestoze v modelech
vystupuji viechny pfidatné proménné s, s*. Jinak feGeno, aby se neefektivni jednotka stala
efektivni jednotkou, sta¢i snizit hodnoty vstupti u vstupové orientovaného modelu (zvysit
hodnoty vystupd u vystupové orientovaného modelu). V tomto modelu jsou ale jednotky
hodnoceny vuci skuteCnym jednotkam, proto je nutné spocitat cilové hodnoty vstupil

I vystupt.

Matematicka formulace vystupové orientovaného FDH modelu pro g-tou jednotku

ma tvar
2= +¢(e"s" +e's) — max (6.3)
za podminek
Xh+s =X,
Yi-s" =y,

e'A=1, A je binarni
s">0,s >0.
Jednotka je efektivni, pokud ®=1. Jestlize je mira efektivnosti vétsi nez jedna,
jednotka je neefektivni.
Cilové hodnoty vstupti a vystupil neefektivni jednotky se ur¢i nasledovné
X, = XA, Vo= YL, (6.4)
kde A" je vektor optimélnich hodnot vypod&tenych modely (6.3).
V zakladnich modelech metody DEA (CCR a BCC modely) jsou jednotky
rozliSovany na dva druhy, a to na efektivni a neefektivni jednotky. U metody FDH je potieba
jednotky efektivni dale rozd¢lit na jednotky ,.efektivni® a ,,efektivni by default”. Jednotky

oznacené jako ,.efektivni by default jsou takové jednotky, které nejsou dominovany,
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a zaroven nedominuji jiné jednotky. Tyto jednotky se povazuji za efektivni jen proto, Ze

nejsou k dispozici jina vhodna pozorovani.

6.1 Grafické znazornéni

Na nasledujicim grafu je zndzornéna hranice produk¢nich moznosti modelu FDH.

Vstup

Graf 6.1: FDH model

Z grafu 6.1 je zfejmé, Ze jednotka B je neefektivni, protoze je dominovana jednotkou
A (jednotka A oproti B spotiebovavd méné vstupli na vyssi produkci vystupli — A lezi
ve druhém kvadrantu), a zaroven jednotka B zadnou jednotku nedominuje (Zadna jednotka
nelezi ve Ctvrtém kvadrantu). Jednotka C zadnou jednotku nedominuje a ani neni
dominovana, proto jednotka C je ,,efektivni by default”. Pomoci stejného postupu se daji
I ostatni jednotky roztiidit. Jednotky A, D jsou efektivni, jednotky B, E jsou neefektivni
a jednotky C, F jsou ,.efektivni by default“. Jak jiz bylo feceno, jednotky jsou hodnoceny
vuci skuteCnym jednotkdm, to znamend, ze aby se jednotka E stala efektivni, musela by

nabyt stejné kombinace vstupu a vystupu jako jednotka D.
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6.2 Priklad — Vstupové orientovany FDH model

Krajské knihovny jsou hodnoceny, zda s poskytnutymi zdroji nakladaji efektivné.
Budou se uvaZovat tyto knihovny: Jiho¢eska knihovna v Ceskych Budgjovicich, Krajska
knihovna F. Barto$e ve Zliné, Krajska knihovna Vysoc€iny, Védecka knihovna v Olomouci,
Krajska knihovna Karlovy Vary, Krajska védecka knihovna v Liberci, Severoceska védecka
knihovna, Krajska knihovna v Pardubicich a Moravskoslezska védecka knihovna.

Do analyzy jsou zahrnuty vstupy stav knihovniho fondu, pocet zaméstnanciu
a vystupy pocet registrovanych ctendrii a pocet vypujcek.

Hodnoty vstupnich dat jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

Tab. 6.1: Vstupni hodnoty krajskych knihoven

Vstupy Vystupy
Knihovna | Stav fondu (v tis. KE) ~ Zaméstnanci (pocet) Ctendri (pocet) Vypujcky (pocet)
1. 924 67 13567 1352
2. 815 58 15632 2163
3. 932 64 17569 2345
4. 799 60 12546 2896
>. 852 90 32756 1632
6. 934 74 26894 1798
7. 887 69 34589 3100
8. 760 82 12543 2999
9. 767 61 17823 3545
Reseni:

Pro vyfteseni efektivnosti vsech produkénich jednotek je potieba vytesit celkem
9 1iloh smiSeného binarniho programovani. Tato uloha pro 1. produkéni jednotku (Jihoceska

knihovna v Ceskych Budgjovicich) je po dosazeni do vzorce (6.1) v nasledujicim tvaru
2=P-e(s, +58, +5,+5,) —min
za podminek

9242, +815M, +932), + 799, +852), +934), +-887L, + 760X, +767A, +5; = 924P,

67, + 58, +64%, +60L, +90A, + 74k, +69%, +82); +611, 45, = 67D,
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135671, +15632), +175691, 4125461, 432756, + 268941, +
345891, +12543), +17823%, -5, = 13567,

1352, 4 2163, + 2345), + 2896, 416324, + 1798, +1001, +
2999, + 35451, -5, =1352,

A Ay Ay Ay A+ hg +Ag +A, +Ag +Ag =1,
Ao Ay Agy Ay Mgy Mgy Ag, Ag, Ag - bindrni,
s, >0,s, >0,5 >0, s,>0.

Vysledky modelu pro 1. produkéni jednotku jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

Tab. 6.2: Hodnoty proménnych modelu pro 1. jednotku

P 0,882 | A, 0
S 0 A, 0
S, 1,096 | A 0
s, 2065 Xg 0
S, 811 A, 0
A 0 Ag 0
A, 1 Ao 0

V tabulce (6.2) je vidét, ze 1. produkéni jednotka neni efektivni, protoze ¢ <1.

Takto sestaveny model pro 1. produkéni jednotku Ize jednoduSe obménit na model
pro dalsi produk¢ni jednotky, tak Ze hodnoty pravych stran rovnic vymeénime. Tedy hodnoty
924, 67, 13567 a 1352 pro 1. jednotku nahradime hodnotami 815, 58, 15632 a 2163 pro
2. jednotku. Obdobnym zpiisobem se obméni model pro dalsi jednotky.

Vysledky pro vSechny jednotky jsou shrnuty v tabulce (6.3).
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Tab. 6.3: Hodnoty proménnych FDH modelu pro vSechny jednotky

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9.
P 0,882 1 0,953 1 1 0,95 1 1 1
S, 0 0 121,3 0 0 0 0 0 0
S, 1,096 0 0 0 0 1,276 0 0 0
s, 2065 0 254 0 0 7695 0 0 0
S, 811 0 1200 0 0 1302 0 0 0
I 0 0 0 0 0 0 0 0 0
A, 1 1 0 0 0 0 0 0 0
A, 0 0 0 0 0 0 0 0 0
A, 0 0 0 1 0 0 0 0 0
Ag 0 0 0 0 1 0 0 0 0
Ag 0 0 0 0 0 0 0 0 0
A, 0 0 0 0 0 1 1 0 0
Ag 0 0 0 0 0 0 0 1 0
Ag 0 0 1 0 0 0 0 0 1

V tabulce je vidét, Ze Jihoéeska knihovna v Ceskych Budgjovicich, Krajska knihovna
Vyso€iny a Krajskd védeckd knihovna v Liberci jsou neefektivni knihovny. Ostatni
knihovny jsou hodnoceny jako efektivni.

Hodnota cilové funkce Jiho¢eské knihovny je 0,883, tedy mira efektivnosti je 88,3%.
Ve vektoru A nabyva hodnoty 1 druhy prvek. To znamena, Ze Krajska knihovna F. Bartose

ve Zlin€ dominuje Jihoceskou knihovnu a je pouZita jako jeji referencni jednotka.

Tab. 6.4: Referencni jednotky neefektivnich jednotek

Jednotka Mira efektivity Referencni jednotka
1. (Jiho€eska knihovna v Ceskych 2. (Krajska knihovna F. Bartose
Y 88,3% .y
Budéjovicich) ve Zlingé)
3. (Krajska knihovna Vysociny) 95,3% S (Moravskf)slezska védecka
knihovna)
6. (Krajska védecka knihovna v 95, 0% 7. (Severoceska védecka

Liberci) knihovna)

Cilové hodnoty vstupti a vystupii neefektivnich jednotek se vypocitaji ze vzorce

(6.2). Jelikoz jsou neefektivni jednotky hodnoceny vici skutecnym jednotkam, nestaci,
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aby se zménily pouze vstupy. Musi se zménit i vystupy. Tyto hodnoty vstupti a vystupt jsou

uvedeny v nasledujici tabulce.

Tab. 6.5: Cilové hodnoty vstupt a vystupt neefektivnich jednotek

1. 3. 6.
Stav fondu 815 767 887
Zaméstnanci 58 61 69

Ctendri 15632 17823 34589

Vypujcky 2163 3545 3100

Z tabulky (6.5) vyplyva, Ze aby se 1. jednotka stala jednotkou efektivni, musi snizit
hodnotu prvniho vstupu (Stav fondu) z 924 tis. K¢ na 815 tis. K¢ a hodnotu druhého vstupu
(Zaméstnanci) z 67 na 58 zaméstnancl a zdroven zvysit pocet ¢tenaiti z 13 567 na 15 632
a pocet vypujcek z 1352 na 2 163. To znamend, ze aby se 1. produkéni jednotka stala
jednotkou efektivni, musela by upravit své vstupy a vystupy na hodnoty 2. produkéni
jednotky.

Dale je mozné zjistit, které efektivni jednotky jsou skute¢né efektivni nebo ,,efektivni
by default”. To se da zjistit podle toho, které¢ jednotky dominuji ostatnim. VSechny
referen¢ni jednotky jsou dominujici, ale nékteré jednotky mohou dominovat a zaroven nebyt
referen¢ni (za referen¢ni byla oznacena lepsi jednotka). Pro odhaleni téchto jednotek je nutné
referencni jednotky vyjmout ze souboru jednotek a vypocet provést znovu.

Po odstranéni referen¢nich jednotek byly vSechny jednotky hodnoceny jako
efektivni. To znamena, ze referen¢ni jednotky (2., 7. a 9.) jsou efektivni jednotky a dalsi
efektivni jednotky (4., 5. a 8.) jsou jednotky ,,efektivni by default.

Pokud by nékteré jednotky (po odstranéni referen¢nich) byly hodnoceny jako
neefektivni a k nim by pfisluSely n&jaké referencni jednotky, tak tyto referen¢ni jednotky

budou také skutecné efektivni.
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7 FRH model

Tato kapitola je zpracovana pomoci literatury [1], [3].

FRH model (Free Replicability Hull) také patii do tiidy diskrétnich modelt
a je rozsifenim FDH modelu, protoZe umoznuje vytvaret nasobné replikace jednotek (to jsou
nasobky vstupii a vystupil) a jejich kombinace. To znamena, Ze pokud se naptiklad uvazu;ji
jednotky s kombinacemi vstupt a vystupu (3,2) a (9,4), pak je mozné podle FRH modelu
dosahnout produkéni kombinace (6,4), (9,6), (12,6).

Matematickd formulace FRH modelu, ktery je vstupové orientovany, je nasledujici

z=0-¢(e's" +e's’) — min (7.1)
za podminek
Xh+s =dx,
Yr-s' =y,

A>0, Acelé,s">0,s >0.
Jednotka je efektivni, pokud ® =1. Jestlize ® <1, pak je jednotka neefektivni.
Cilové hodnoty vstupli a vystupli neefektivni jednotky (takové hodnoty vstupti
a vystupi, aby se jednotka stala efektivni) se urci nasledovné
X, =X\, y, =YL, (7.2)
kde A" je vektor optimalnich hodnot vypoétenych modely (7.1).

Analogicky lze zapsat matematickou formulaci FRH modelu orientovaného

na vystupy takto
2= +¢(e"s" +e's) — max (7.3)
za podminek
Xh+s =X,
Yi-s" =y,

L>0, hcelé, s >0, s >0.
Jednotka je efektivni, pokud ® =1. Jestlize ® >1, pak je jednotka neefektivni.

Cilové hodnoty vstupii a vystupli neefektivni jednotky se ur¢i nasledovné
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X, =X, y, =YL, (7.4)

kde A" je vektor optimalnich hodnot vypo&tenych modely (7.3).

7.1 Priklad — Vstupové orientovany FRH model

Banka, ve které se bude hodnotit efektivita, ma pobocky v 8 méstskych ¢astech
Prahy: Chodov, Dejvice, Smichov, Liben, Bohnice, Dubec, Zizkov a Motol. Mezi vstupy
se tadi provozni naklady (v mil. K¢&), pocet zaméstnancii a mezi vystupy patii pocet beznych
ucti (BU) a pocet sporicich uctii (SU).

Vstupni data pro v§echny pobocky jsou uvedeny v tabulce (7.1).

Tab. 7.1: Vstupni data pobocek bank v Praze

Vstupy Vystupy
Banka | Ndklady (v mil. K¢) Zaméstnanci (pocet) Pocet BU Pocet SU
1. 38 93 986 235
2. 10 88 735 662
3. 13 36 1123 115
4, 7 45 100 286
5. 20 100 255 279
6. 60 366 899
7. 10 399 200
8. 40 28 543 186
Reseni:

Cilem je vytvotit model pro kazdou produkéni jednotku, tedy 8 modeli. Model

pro 1. produkéni jednotku po dosazeni do vzorce (7.1) je ve tvaru:
2=P-e(s, +58, +5,+5,) —min
za podminek

38), +10A, +13%, + 7, +200, + 6, +9L, +-40%, +5; =389,
93%, +88L, 436, 45, +100A, + 60X, +10%, +28%, +5, =93P,
9860, -+ 735, +11231, +100), + 255X +366A, +399%, 5431, -5, =986,
235), + 662, +115M, 4286\, +279); 4899, 200, +186), -5, =235,

Ay Ags g Ao Ay A, A, Mgy Ag -6,

47



Mo Aoy gy Mgy Ay Mg, Ay Mg, g >0,
s, >0,s, >0,5 >0, s,>0.

Vysledky pro 1. produkéni jednotku jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

Tab. 7.2: Hodnoty proménnych FRH modelu pro 1. jednotku

P 0,579 Ay 1
S, 0 A, 0
s, 7,842 As 0
s, 536 Ag 0
S, 80 A, 1
A Ag 0
;\’2

Z této tabulky lze vyc¢ist, ze 1. produkéni jednotka neni efektivni, protoze mira
efektivnosti je mensi nez jedna.

Uvedeny model je pro 1. produkéni jednotku. Modely pro dalsi jednotky se ziskaji
zménou hodnot pravych stran podminek.

Vysledky efektivnosti vSech produkénich jednotek (pobocek bank v Praze) jsou
uvedeny v tabulce (7.3).

Tab. 7.3: Hodnoty proménnych FRH modelu pro vSechny jednotky

1. 2. 3. 4, 5. 6. 7. 8.
P 0,579 1 1 1 0,6 1 1 0,714
s, 0 0 0 0 6 0 0 10,571
s, 7,842 0 0 0 0 0 0 0
s, 536 0 0 0 111 0 0 255
S, 80 0 0 0 620 0 0 214
A 0 0 0 0 0 0 0 0
A, 0 1 0 0 0 0 0 0
Ay 1 0 1 0 0 0 0 0
A, 0 0 0 1 0 0 0 0
As 0 0 0 0 0 0 0 0
A 0 0 0 0 1 1 0 0
A, 1 0 0 0 0 0 1 2
Ag 0 0 0 0 0 0 0 0

o
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Z tabulky (7.3) je zfejmé, ze pobocky banky Chodov, Bohnice a Motol jsou
neefektivni. Ostatni pobocky banky jsou efektivni.

Déle je nutné zjistit hodnoty vstupti a vystupt neefektivnich jednotek, tak aby se dané
jednotky staly efektivnimi. A jelikoz neefektivni jednotky jsou hodnoceny vuci skutecnym

jednotkam, musi se zménit i vystupy. Tyto cilové hodnoty jsou uvedeny v tabulce (7.4).

Tab. 7.4: Cilové hodnoty vstupt a vystupi neefektivnich jednotek

1. 5. 8.
Ndklady 22 6 18

Zaméstnanci 46 60 20
Pocet BU 1522 366 798
Pocet SU 315 899 400

Zvyse uvedené tabulky vyplyva, ze aby se 1. produkéni jednotka, kterd je
neefektivni, stala jednotkou efektivni, musi upravit své vstupy 1 vystupy - hodnotu prvniho
vstupu je potieba snizit z 38 mil. K¢ na 22 mil. K¢ a druhého vstupu z 93 zaméstnanct
na 46 zaméstnanci, musi zvysit hodnotu prvniho vystupu na 1522 béznych uctt a hodnotu
druhého vystupu na 315 spofticich ucta.

Posledni neefektivni jednotka, ktera ma za referen¢ni jednotku 7. produkéni jednotku
s hodnotou proménné A, = 2, musi snizit hodnoty vstupt a zaroven zvysit hodnoty vystupt

na dvojnasobné hodnoty 7. produkéni jednotky.

7.2 ERH model

Model, ktery umoZznuje vytvaiet ndsobné replikace jednotek, ale nedovoluje vytvaret
jejich vzajemné kombinace, se nazyva ERH model. ERH model (Elementary Replicability
Hull) predstavuje tedy prechod mezi FDH a FRH.

Matematickd formulace ERH modelu orientovaného na vstupy je ve tvaru

z==0-c(e's" +e's’) — min (7.5)
za podminek
Xh+s = x,
Yr-s' =y,
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A>0, Lcelé,s" >0, s >0
A, =0, h=g, h,g=1...,n.

Obdobn¢ 1ze nadefinovat vystupové orientovany ERH model.
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8 DEA modely v systému LINGO

Tato kapitola je zpracovana pomoci literatury [4].

K vypoétim je pouzit syst¢ém LINGO, protoze méa hned nékolik pfednosti. Prvni
prednosti je samotny vypocet. Zakladni DEA modely (CCR, BCC model) lze fesit
v MS Excel pomoci doplitku Resitel. Proces piipravy téchto modeli je vsak zdlouhavy
(napft. podminky celo¢iselnosti). Dalsi prednosti tohoto programu je celkem snadny a ziejmy
zapis samotného modelu, ktery se podoba matematickému zapisu modelu.

Systém LINGO, ktery byl vytvoren firmou Lindo Systems, je feSi¢ pro linearni
i nelinearni optimalizaéni Glohy v¢etné soustav linearnich i nelinearnich rovnic. Navic lze
feSit model s podminkou celoé¢iselnosti (FRH model), popiipadé podminku binarni

proménné (FDH model). Tento systém je mozné ziskat na www.lindo.com v sekci

downloads.
LINGO tedy vsobé zahrnuje tii feSi¢e, které se stanovi automaticky podle
charakteru ulohy. Jde o feSitele pro nasledujici tlohy:
e ulohy s podminkami celo¢iselnosti
e linearni optimaliza¢ni Glohy a soustavy linearnich rovnic
e nelinearni optimaliza¢ni Glohy a soustavy nelinearnich rovnic.

Systétm LINGO vyuZziva specialni jazyk pro tvorbu modelti téchto typi uloh.
Optimaliza¢ni tlohu Ize fesit pfimo v dialogovém okné, popiipadé pouzitim jiného
pfipraveného souboru formatu MPS a néslednym nacétenim dat z daného souboru. Avsak
nejvyhodnéj$im feSenim je zapis modelu pomoci specidlniho jazyka, protoze zapis modelu
v tomto jazyce v systému LINGO se podoba matematickému zapisu modelu. Potom staci
tento obecny model propojit s datovym souborem libovolného formatu. Konkrétni model
vznikne spojenim matematického modelu s datovym souborem.

Obecny zapis modelu v tomto jazyce je
MODEL:

SETS:
definice mnozin, jejich prvki a atribut

ENDSETS
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obecny zapis modelu pomoci specialniho jazyka
DATA:
Specifikace vstupnich dat
ENDDATA
INIT:
Nastaveni poc¢ate¢nich hodnot proménnych
ENDINIT:
END

V dalsi casti textu bude podrobnéji vysvétlen obecny zdpis modelu v systému
LINGO. Konkrétni zapis FDH modelu bude ukazan na piikladu uvedeného v kapitole (6.2).
V tomto piikladu je hodnocena efektivnost knihoven, tedy je dano devét produkénich
jednotek a mezi vstupy patii stav fondu a pocet zaméstnancii a mezi vystupy se fadi pocet
registrovanych ctenaru a pocet vypuijcek.

Pro pfipomenuti, matematicky zéapis vstupové orientovaného FDH modelu je

nasledujici
z=0-¢(e's" +e's’) — min (7.6)
za podminek
Xh+s =Px,
Yr-s' =y,

e"A =1 A je binarni
s">0,s >0,

kde @, A, s*, s" jsou promé&nné modelu.
Sekce SETS...ENDSETS

V této sekci zapisu se definuji mnoZiny, jejich prvky a atributy. MnoZinami se
Vv LINGO rozumi skupiny objektl se spolecnymi vlastnostmi. Kazdy prvek mnoziny mtze
byt charakterizovan jednim nebo vice atributy (nebo nemusi mit zadny). Pokud se naptiklad
vezme mnoZzina vyrobkd, tak jednotlivé vyrobky (prvky mnoZiny) mohou byt popsany
ziskem na jednotku, objemem produkce (atributy).

Syntaxe zapisu mnoziny je

JMENO MNOZINY/prvky mnoziny/:atributy;
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V prikladu (6.2) to tedy znamena nadefinovat produkéni jednotky a K nim pfifazené vahy
(proménnd lambda), vstupy a vystupy tohoto modelu. Konkrétni zapis téchto mnozin a jejich
atributd je
DMU/1..9/: lambda;
INPUT/fond,zam/: smin,vinp;
OUTPUT/ctenar,vypujcky/:splus,vout;

kde atributy smin a splus znaci ptfidatné proménné modelu a vinp (virtual inputs) znaci
hodnoty vstupti virtualni jednotky a vout (virtual outputs) zna¢i hodnoty vystupt virtualni
jednotky.

Dale se v FDH modelu definuje matice vstupti X a vystupt Y. Radky matice X jsou
tvofeny jednotlivymi vstupy a sloupce produkénimi jednotkami. Obdobné tomu tak je
u matice Y. Zapis téchto matic v systému LINGO je nasledujici

MATX(INPUT,DMU):X;
MATY(OUTPUT,DMU):Y;
Sekce DATA...ENDDATA

V této sekci se zadavaji vstupni data. Pokud jsou vstupni data (matice X a Y) uvedena
v MS Excel, Ize nacist tato data do systému pomoci funkce @OLE.

Obecna syntaxe této funkce pro matici X je ve tvaru

X=@OLE('umisténi souboru\nazev souboru.xlIsx', 'pfislusné bunky');

Konkrétni nacteni dat v piikladu (6.2) je nasledujici

X=@ole('D:\ Diplomova prace\lingo\zadaniprikladu.xlsx','S17:AA18";
Y=@ole('D:\ Diplomova prace\lingo\zadaniprikladu.xlsx','S19:AA20");

Déle se v této sekci také zadavaji parametry, které nejsou piifazeny Zadné mnozing.
V DEA modelech mezi tyto parametry spada index hodnocené jednotky a infinitezimalni
konstanta.

Sekce INIT...ENDINIT

Tato sekce se nazyva inicializacni. V této sekci se uvadéji dané proménné modelu,
kterym je potfeba zadat pocatecni hodnoty. Sekce INIT ma stejnou podobu jako sekce
DATA. Tuto sekci vSak neni potfeba pouzivat v béznych linedrnich optimalizacnich
ulohach.

Zapis modelu
Zapis konkrétniho modelu v systému LINGO nasleduje po sekci SETS. Zadava se

tedy soustava rovnic ¢i nerovnic, kde se vyuziva i operator MAX nebo MIN, ktery definuje
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povahu optimalizace. Lze vyuzit velkou Skalu dalsich funkci pti zapisu modelu. V piipadé
DEA modelt se nejcastéji vyuzivaji funkce @SUM a @FOR.

Samotny zapis modelu je obdobny matematickému zéapisu. Zapis ucelové funkce
pro model FDH je
MIN=THETA-EPS*@SUM(INPUT(I):SMIN(I))-EPS*@SUM(OUTPUT(I):SPLUS(I));

Zapis podminek pro vstupy a vystupy je nasledujici
@FOR(INPUT(I):[inp]@SUM(DMU(J):X(I,J))*LAMBDA(J))+SMIN(I)=THETA*X(1,Q);
@FOR(OUTPUT(I):[out] @SUM(DMU(J):Y (1,J)*LAMBDA(J))-SPLUS(1)=Y(1,Q));

Tento zapis pro vstupy znamena, Ze pro kazdy vstup je potfeba seCist vyraz
X(LI)*LAMBDA(J) pro vsechny indexy j (pro vSechny produkéni jednotky) a pficist k nému
SMIN(I), tak aby soucet byl roven THETA*X(L,Q).

Zapis podminek kladenych na proménnou lambda jsou

@SUM(DMU(J):LAMBDA(J))=1;
@FOR(DMU(J):@bin(LAMBDA(J)));
Nasledujici syntaxe jsou potieba k nadefinovani vypoctu vstupii a vystupt virtualni
jednotky, tedy
@FOR(INPUT():VINP(H=@SUM(DMU(J):X(I,J)*LAMBDA(J)));
@FOR(OUTPUT(I):VOUT(l)=@SUM(DMU(J):Y (1,J)*LAMBDA(J)));
Podminky nezépornosti systém uvazuje automaticky, proto se do zapisu modelu

nemusi uvadét. Kompletni zapis FDH modelu je uveden na obrazku (8.1).

Obr. 8.1: Zapis vstupové orientovaného FDH modelu v LINGO
B¥ LINGO Model - FDH E=B[E=R "

MODEL:

SETS:

DMU/1..9/:1lambda;
INPUT/fond, zam/ :smin, vinp;
OUTPUT/ctenar, vypujcky/:splus,vout;
MATX (INPUT, DMU) :X;

MATY (OUTPUT,DMU) : Y

ENDSETS

MIN=THETA-EPS*@SUM (INPUT (I) : SMIN(I))-EPS*@SUM (OUTPUT (I):SPLUS(I)):
@FOR (INPUT (I) : [inp] @SUM (DMU (J) :X(I,J) *LAMBDA (J) ) +SMIN(I)=THETA*X(I,Q)):
@FCR (OUTPUT (I): [out] @SUM(DMU(J):Y(I,J)*LAMBDA(J))-SPLUS(I)=Y(I,Q)):
@FOR (INPUT (I) : VINP (I)=@SUM(DMU(J) :X (I, J) *LAMBDA(J)))

@FOR (OUTPUT (I) : VOUT (I)=@SUM(DMU(J) :Y (I, J) *LAMBDA (J)) ) :

@SUM (DMU (J) : LAMBDA (J) )=1;

@FOR (DMU (J) : @bin (LAMBDA(J) ) )

DATA:

EPS=10e-8;

X=@ole('D:\Diplomova pracel\lingo\zadaniprikladu.xlsx',6 'S17:AR18"');
Y=@ole ('D:\Diplomova prace\lingo\zadaniprikladu.xlsx',6 'S19:4320");
Q=1:

ENDDATA

END
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V ptipadé, ze nadefinovany model v systému neobsahuje zadné chyby (syntaktické
nebo logické), 1ze vypocet aktivovat piikazem Solve. Vysledky optimalniho feSeni (pokud
existuje) jsou zobrazeny v samostatném okné Solution report. Ukazka tohoto okna
s vysledky FDH vstupové orientovaného modelu pro 1. produk¢ni jednotku je uvedena na
obrazku (8.2).

Obr. 8.2: Vysledky FDH modelu pro 1. produkéni jednotku v systému LINGO

B Solution Report - FDH == |
| Global optimal solution found. ~
Objective value: 0.8817469
Objective bound: 0.8817469
Infeasibilities: 0.000000
Extended solver steps: 0
Total solver iterations: 0
Variable Value Reduced Cost
THETA 0.8820346 0.000000
EPS 0.1000000E-06 0.000000
Q 1.000000 0.000000
LAMBDA( 1) 0.000000 0.9985081
LAMBDA( 2) 1.000000 0.8802550
LAMBDA( 3) 0.000000 1.006666
LAMBDA( 4) 0.000000 0.8631746
LAMBDA( 5) 0.000000 0.9186419
LAMBDA( 6) 0.000000 1.007954
LAMBDA( 7) 0.000000 0.9561883
LAMBDA( 8 0.000000 0.8209593
LAMBDA( 9) 0.000000 0.8279503
SMIN( FOND) 0.000000 0.1082144E-02
SMIN|( ZaM) 1.096320 0.000000
VINP( FOND) 815.0000 0.000000
VINP( ZAM) 58.00000 0.000000
SPLUS ( CTENAR) 2065.000 0.000000
SPLUS ( VYPUJCKY) 811.0000 0.000000
VOUT ( CTENAR) 15632.00 0.000000
VOUT ( VYPUJCKY) 2163.000 0.000000 v

Uvedené vysledky jsou pro jednu produkéni jednotku. Index této jednotky je dany
hodnotou parametru Q, ktery je uveden v datové sekci. Vysledky pro dalsi jednotky jsou

ziskany zmé&nou parametru a opakovanym spusténim vypoctu.
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Z.aver

Cilem diplomov¢ prace bylo vybrat pokroc¢ilé DEA modely (v navaznosti na zakladni
modely popsany v bakalaiské praci) pouzitelné v praxi a tyto modely srozumitelné popsat,
vysvétlit jejich podstatu a vypocet ilustrovat na ptikladech. Mezi tyto modely patii napiiklad
model s nekontrovatelnymi vstupy nebo model s nezadoucimi vystupy.

V DEA modelech se rozlisuji vstupove orientované modely a vystupovée orientované
modely. Rozdil mezi témito modely spoc¢iva v urCeni takového mnozstvi vstupti (vstupove
orientované modely) nebo vystupl (vystupové orientované modely), tak aby jednotka
dosahovala efektivity. V realnych situacich se lze setkat s tim, ze se daji regulovat spise
vstupy (proto aby se neefektivni jednotka stala jednotkou efektivni), v této praci tedy byly
vyuzity predev§im vstupové orientované modely s jednou vyjimkou. Tou byl model
S nezadoucimi vystupy, protoze nezadouci vystupy se v praxi vyskytuji castéji
nez nezadouci vstupy.

K vypoctim uvedenych ptikladi byl pouzit systém LINGO, protoze jak jiz bylo
feCeno, ma nekolik prednosti. Na konkrétnim piikladu byl ndzorné vysvétlen postup zapisu
modelu do tohoto systému a také jak vypada feSeni ptikladu v systému LINGO.

Ptinos diplomové prace spociva v popisu takovych modeld, které jsou vyuzivanéjsi

[ 24

56



Pouzita literatura

[1] COOPER, William W, Lawrence M SEIFORD a Kaoru TONE. Data envelopment
analysis: a comprehensive text with models, applications, references and DEA-solver
software [online]. 2nd ed. New York: Springer, c2007, xxxviii, 490 p. [cit. 2015-03-
03]. ISBN 03-874-5283-4. Dostupné z: http://deazone.com/en/googlebook-

XwO0sswcOrzsc

[2] COOK, Wade D. a Larry M. SEIFORD. Data envelopment analysis (DEA) — Thirty
years on. European Journal of Operational Research [online]. 2009, 192(1), 1-17
[cit. 2017-03-06]. DOI: 10.1016/j.ejor.2008.01.032. ISSN 03772217. Dostupné z:
http://linkinghub.elsevier.com/retrieve/pii/S0377221708001586.

[3] JABLONSKY, Josef a DLOUHY, Martin. Modely hodnoceni efektivnosti
produkcnich jednotek. 1. vyd. Praha: Professional Publishing, 2004. 183 s. ISBN 80-
86419-49-5.

[4] JABLONSKY, Josef. Programy pro matematické modelovdni. Vyd. 2., pieprac.
Praha: Oeconomica, 2011. ISBN 978-80-245-1810-7.

[5] CHARLES, Vincent, Mukesh KUMAR a S. IRENE KAVITHA. Measuring the
efficiency of assembled printed circuit boards with undesirable outputs using data
envelopment analysis. International Journal of Production Economics [online].
2012, 136(1), 194-206 [cit. 2017-03-06]. DOI: 10.1016/j.ijpe.2011.11.010. ISSN
09255273. Dostupné Z
http://linkinghub.elsevier.com/retrieve/pii/S0925527311004725

57


http://deazone.com/en/googlebook-xw0sswc0rzsc
http://deazone.com/en/googlebook-xw0sswc0rzsc

