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Kĺıčová slova: Zprácováńı obrazu, segmentace obrazu, fitováńı elips
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Úvod

Metody segmentace digitálńıho obrazu se použ́ıvaj́ı k rozděleńı obrazu na

segmenty, jejichž pixely reprezentuj́ı objekty zájmu. Dı́ky tomu jsme schopni naj́ıt

a analyzovat prvky, které nás opravdu zaj́ımaj́ı. Př́ıkladem může být sńımáńı oč́ı

při zkoumáńı reakce člověka na reklamu. Uplatněńı těchto metod je opravdu

rozsáhlé [7].

V následuj́ıćıch kapitolách se budu zabývat aproximaćı bod̊u v rovině elipsou

a jej́ım použit́ım při sestrojeńı metody segmentace obrazu, která bude rozdělovat

dotýkaj́ıćı se dvojice buněčných jader na sńımćıch z laserového mikroskopu. Tyto

sńımky, jež poskytla laboratoř genomové integrity Ústavu molekulárńı a translačńı

medićıny Lékařské fakulty Univerzity Palackého v Olomouci [8], jsou součást́ı

výzkumu integrity genomu.

Při výzkumu integrity genomu se buňky obarv́ı pomoćı DAPI [9], což je flu-

orescenčńı barvivo, které dobře proniká buněčnou membránou a následně obarv́ı

buněčné jádro. Dı́ky tomu můžeme snadno rozlǐsit buněčná jádra od pozad́ı. Mik-

roskop sńımá jeden vzorek dvakrát a pokaždé se zaměřuje na jinou vlnovou délku.

Prvńı sńımek ukazuje obarvená buněčná jádra. Druhý sńımek obsahuje oblasti

v jádrech, kde byla narušena DNA. Přilehlá buněčná jádra tedy potřebujeme

rozdělit, protože chceme analyzovat počet mı́st s porušenou DNA a kvalifikovat

počet těchto zlomů vzhledem k jednomu jádru.

Buněčná jádra maj́ı přibližně tvar elipsy. Proto se jejich děleńı pomoci vhodně

vložených elips jev́ı jako logické.

V prvńı kapitole se věnuji základńım vlastnostem elips a teorii řešeńı mini-

malizačńı úlohy pomoćı zobecněných vlastńıch č́ısel. Dále poṕı̌si Fitzgibbonovu
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metodu prokládáńı dat elipsou [1].

Druhá kapitola obsahuje popis implementace segmentačńı metody použ́ıvaj́ıćı

Fitzgibbonovu metodu pro rozdělováńı dvojic buněčných jader. Tato implemen-

tace je provedená v prostřed́ı MATLAB a je přiložena k této bakalářské práci.

V posledńı kapitole analyzuji použit́ı nové segmentačńı metody na sńımćıch

z výzkumu integrity genomu.
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Kapitola 1

Prokládáńı dat elipsou

1.1. Základńı vlastnosti elips

Elipsy jsou plošné křivky patř́ıćı mezi kuželosečky. Elipsu můžeme definovat

jako uzavřenou křivku, uvnitř které jsou dva body f1 a f2 takové, že pro libovolný

bod x lež́ıćı na elipse je součet vzdálenosti ‖x− f1‖+‖x− f2‖ konstantńı. Jestliže

tyto dva body splývaj́ı v jeden, hovoř́ıme o kružnici.

a

b

f1 f2

x

Obrázek 1.1: Elipsa

• Body f1 a f2 se nazývaj́ı ohniska.

• Bod, lež́ıćı v polovině úsečky spojuj́ıćı ohniska, se nazývá střed elipsy.
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• Nejdeľśı úsečku spojuj́ıćı střed elipsy a bod na elipse nazýváme hlavńı po-

loosa. Jej́ı délku znač́ıme a.

• Nejkratš́ı úsečku spojuj́ıćı střed elipsy a bod na elipse nazýváme vedleǰśı

poloosa. Jej́ı délku znač́ıme b.

• Vzdálenost ohniska a středu e =
√
a2 − b2 se nazývá excentricita.

• Plochu elipsy můžeme vypoč́ıtat pomoćı vztahu S = πab.

Tyto informace jsem čerpal z [5].

V následuj́ıćım textu budeme použ́ıvat výše uvedené značeńı hlavńıch poloos.

1.1.1. Analytické vyjádřeńı elipsy

Definice 1.1 Necht’ A,B,C,D,E a F jsou realné konstanty a x = (x, y) je bod v

rovině. Potom rovnice

Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0, (1.1)

se nazývá obecná rovnice kuželoseček.

Jej́ı diskriminant znač́ıme ∆ = B2 − 4AC.

Jestliže diskriminant ∆ je záporný, rovnice (1.1) reprezentuje elipsu. Důkaz [10]

spoč́ıvá v tom, že ∆ je invariantńı v̊uči rotaci. Jestliže má elipsa osy rovnoběžné

s osami souřadnicové soustavy, pak B je rovno nule. Pro tuto elipsu je tedy

∆ = −4AC. Z obecné rovnice dále plyne, že pro každou elipsu s B = 0 plat́ı

AC > 0, a proto pro každou elipsu je ∆ záporný.

Definice 1.2 Necht’ t je parametr od 0 do 2π, xc a yc jsou souřadnice středu

elipsy a Θ je úhel, který sv́ırá hlavńı poloosa s osou x. Pak parametrická rovnice

elipsy je ve tvaru

x (t) = xc + a cos t cos Θ− b sin t sin Θ

y (t) = yc + a cos t sin Θ + b sin t cos Θ,
(1.2)

10



Θ
x

y

[X(t),Y(t)]

Obrázek 1.2: Znázorněńı parametrické rovnice

Parametrická rovnice se použ́ıvá při vykreslováńı elipsy. Můžeme ji také použ́ıt

při hledáńı přibližné vzdálenosti bodu od elipsy, kdy si do paměti ulož́ıme body

lež́ıćı na elipse pomoćı parametrické rovnice a následně hledáme bod s minimálńı

vzdálenost́ı od pevně zvoleného bodu.

Koeficienty obecné rovnice můžeme snadno źıskat dosazeńım délek poloos,

středu elipsy (xc, yc) a úhlu rotace Θ do následuj́ıćıho vztahu:

A = a2 sin2 Θ + b2 cos2 Θ

B = 2
(
b2 − a2

)
sin Θ cos Θ

C = a2 cos2 Θ + b2 sin2 Θ

D = −2Axc −Byc

E = −Bxc − 2Cyc

F = Ax2c −Bxcyc + Cy2c − a2b2

(1.3)

Jestliže hlavńı poloosy jsou rovnoběžné s osami kartézské souřadnicové soustavy,

hovoř́ıme o takzvané elipse v kanonickém tvaru. Pro elipsy v kanonickém tvaru

lze odvodit zjednodušené verze vztah̊u v této sekci (viz např. [5]). My je však
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v daľśım textu nebudeme potřebovat.

1.1.2. Vzdálenost bodu od elipsy

Definice 1.3 Necht’ x = (x, y) je libovolný bod v rovině a vektor

a = (A,B,C,D,E, F ), kde A,B,C,D,E,F jsou konstanty použité v obecné rov-

nici (1.1), reprezentuje elipsu. Potom reálnou funkci

F (x, a) = Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx+ Ey + F (1.4)

nazýváme algebraická vzdálenost bodu x od elipsy a.

Definice 1.4 Necht’ x = (x, y) je libovolný bod v rovině a C je množina bod̊u

lež́ıćıch na elipse a. Potom geometrickou vzdálenost bodu x od elipsy a definujeme

jako

Dist (x, a) = min
c∈C
‖x− c‖, (1.5)

kde ‖.‖ je euklidovská norma.

Obecně pro elipsy neexistuje explicitńı vzorec pro výpočet geometrické vzdálenosti

bodu od elipsy. V praxi se pro odhad této vzdálenosti použ́ıvaj́ı iteračńı metody.

Zaj́ımavou metodu výpočtu aproximace vzdálenosti bodu od elipsy lze najit v [4].

Tato metoda funguje na principu transformace elipsy na kružnici, kdy najdeme

nejkratš́ı vektor spojuj́ıćı kružnici a transformovaný bod. Tento vektor pak trans-

formujeme do p̊uvodńı soustavy a vypočteme zde jeho délku.

Geometrická vzdálenost je výpočetně náročná, proto jej́ı použit́ı v algoritmech

pro fitováńı elips neńı moc vhodné. Mı́sto toho je výhodné v těchto algoritmech

použ́ıvat algebraickou vzdálenost, která je výpočetně nenáročná.

Naproti tomu neńı výhodné použ́ıvat algebraickou vzdálenost pro analýzu

vhodnosti fitu elipsy, jelikož hodnoty této vzdálenosti nemaj́ı vlastnosti geo-

metrické vzdálenosti. Proto je mnohem lepš́ı analyzovat vhodnost fitu pomoćı

přibližně určených geometrických vzdálenost́ı.

Obě vzdálenosti jsou invariantńı v̊uči rotaci a posunut́ı.
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Př́ıklad 1.1 Vezměme dvě elipsy C1 a C2 takové, že jejich hlavńı a vedleǰśı po-

loosy lež́ı na osách x a y. Délky hlavńı a vedleǰśı poloosy elipsy C1 jsou 2 a 1.

Délky hlavńı a vedleǰśı poloosy elipsy C2 jsou 2,5 a 1,5. Vypoč́ıtáme souřadnice

bod̊u xi, i=1, . . . , 360, lež́ıćıch na elipse C2 pomoćı jej́ı parametrické rovnice

X (t) = a cos t

Y (t) = b sin t,

−3 −2 −1 0 1 2 3
−2

−1

0

1

2

x

y

 

 
C

2

C
1

Obrázek 1.3: Elipsy

Následně spoč́ıtáme algebraické vzdálenosti F (xi, C1) a geometrické vzdálenosti

Dist (x, C1) těchto bod̊u od elipsy C1. Tyto vzdálenosti zobraźıme v grafu, kde

na horizontálńı ose jsou indexy i a na vertikálńı ose jsou hodnoty F (xi, C1)

a Dist (x, C1).
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Obrázek 1.4: Výsledný graf

1.2. Řešeńı minimalizačńı úlohy s kvadratickou

podmı́nkou pomoćı zobecněných vlastńıch č́ısel

V této kapitole se budeme věnovat základńım pojmům a tvrzeńım, která bu-

deme potřebovat k pochopeńı principu Fitzgibbonovy metody fitováńı elips[1].

Necht’ A je matice typu n × m, n ≥ m ≥ 2, C je symetrická matice typu

m×m a d ∈ R je kladné č́ıslo. Označme F (x) = ‖Ax‖2. Hledáme x takové, že

x minimalizuje F (x) , za podmı́nky xTCx = d, (1.6)

Dále budeme předpokládat, že matice S = ATA je regulárńı.

Následuj́ıćı definice a věty v této kapitole jsem čerpal z [2], kde jsou uvedené

i všechny d̊ukazy.
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Věta 1.1 Jestlǐze S ∈ Rm×m je regulárńı, pak existuje globálńı řešeńı úlohy (1.6).

Definice 1.5 Necht’ S,C ∈ Rm×m, x ∈ Cm a λ ∈ C. Potom dvojici (λ,x)

nazýváme zobecněné vlastńı č́ıslo a jemu př́ıslušej́ıćı zobecněný vlastńı vektor x,

jestlǐze plat́ı

Sx = λCx (1.7)

a tuto rovnici nazýváme problém zobecněných vlastńıch č́ısel.

Zobecněná vlastńı č́ısla se poč́ıtaj́ı analogicky jako vlastńı č́ısla pomoćı rovnice

det (S− λC) = 0

V Matlabu se pro výpočet zobecněných vlastńıch č́ısel použ́ıvá funkce eig s pa-

rametry S a C.

Věta 1.2 Jestlǐze x0 je extrémem F (x) vzhedem k podmı́nce xTCx = d, pak

existuje kladné zobecněné vlastńı č́ıslo λ, které spolu se zobecněným vlastńım vek-

torem x0 řeš́ı problém zobecněných vlastńıch č́ısel (1.7). Dále plat́ı, že

F (x0) = λd (1.8)

Věta 1.3 Jestlǐze matice S je regulárńı a matice C je symetrická, pak všechny

zobecněné vlastńı hodnoty řeš́ıćı (1.7) jsou reálné a r̊uzné od nuly.

Definice 1.6 Množina všech vlastńıch č́ısel matice C se nazývá spektrum a znač́ıme

ji σ (C). Množinu všech zobecněných vlastńıch č́ısel řeš́ıćı problém zobecněných

vlastńıch č́ısel (1.7) nazveme spektrum problému zobecněných vlastńıch č́ısel a znač́ıme

ji σ (S,C). Množinu všech kladných zobecněných vlastńıch č́ısel z σ (S,C) znač́ıme

σ+ (S,C).

Věta 1.4 Znaménka zobecněných vlastńıch č́ısel z σ (S,C) jsou stejná až na

pořad́ı jako známénka vlastńıch č́ısel matice C.

Věta 1.5 Necht’ S − λC je pozitivně semidefinitńı matice pro λ ∈ σ+ (S,C).

Potom zobecněný vlastńı vektor př́ısluš́ıćı λ je lokálńım minimem (1.6).
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Věta 1.6 Matice S − λC, kde λ je nejmenš́ı prvek z σ+ (S,C), je pozitivně se-

midefinitńı.

Věta 1.7 Pro nejmenš́ı zobecněné vlastńı č́ıslo λ ∈ σ+ (S,C) existuje zobecněný

vlastńı vektor x, který řeš́ı úlohu (1.6).

Poznámka 1.1 Jestlǐze máme nejmenš́ı λ ∈ σ+ (S,C) a jemu př́ıslušný zo-

becněný vlastńı vektor x0. Pak také λ a αx0, kde α ∈ R, řeš́ı problém (1.7).

Dosazeńım αx0 do podmı́nky xTCx = d dostaneme

α2xT
0Cx0 = d

α2 =
d

xT
0Cx0

α = ±

√
d

xT
0Cx0

Jelikož plat́ı, že S = λC, potom α m̊užeme źıskat ve tvaru

α = ±

√
λd

xT
0Sx0

.

Tı́m pádem źıskáváme výsledný vektor ve tvaru

x = ±

√
λd

xT
0Sx0

x0. (1.9)

Př́ıklad 1.2 Minimalizujte F (x) = 4x2 + 4xy + 2y2 za podmı́nky x2 + 4y2 = 1.

Tedy hledáme minimum funkce F (x) za podmı́nky, že body x lež́ı na elipse se

středem v počátku, délkou hlavńı poloosy 1 a délkou vedleǰśı poloosy 1
2
.

Úlohu m̊užeme ekvivalentně zapsat ve tvaru

min F (x) = ‖Ax‖2 za podmı́nky xTCx = 1,
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kde A =

(
2 1
0 1

)
a C =

(
1 0
0 4

)
. Ihned vid́ıme, že σ (C) = {1, 4}.

Nejprve vypočteme matici S = ATA

S =

(
4 2
2 2

)

Nyńı budeme hledat zobecněná vlastńı č́ısla, která řeš́ı (S− λC) x = 0 tak, že

vypočteme rovnici det (S− λC) = 0.∣∣∣∣4− λ 2
2 2− 4λ

∣∣∣∣ = 0 pro λ1 ∼= 0, 23 a λ2 ∼= 4, 27

Podle věty 1.4 maj́ı být znaménka zobecněných vlastńıch č́ısel λ1 a λ2 stejná (až na

pořad́ı) jako znaménka vlastńıch č́ısel matice C, což je v našem př́ıpadě splněno.

Nejmenš́ı kladné zobecněné vlastńı č́ıslo je λ1. Minimem funkce F (x) za podmı́nky

xTCx = 1 je tedy podle vět 1.2 a 1.7 hodnota λ1, protože d = 1.

Pro určeńı polohy minima na elipse muśıme nejprve určit zobecněný vlastńı

vektor př́ıslušej́ıćı zobecněnému vlastńımu č́ıslu λ1 dosazeńım λ1 do problému

zobecněných vlastńıch č́ısel (1.7). Řeš́ıme tedy rovnici

((
4 2
2 2

)
− λ1

(
1 0
0 4

))
x = 0

Řešeńım je např́ıklad vektor x = (0.26,−0.48)T . Dosazeńım vektoru x do vzorce

(1.9). Dostáváme výsledné vektory x1 = (0.26,−0.48)T a x2 = (−0.26, 0.48)T .
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Obrázek 1.5: Grafické znázorněńı řešeńı

1.3. Fitzgibbonova metoda fitováńı elips

Donedávna si matematici mysleli, že prokládat data elipsou lze pouze použit́ım

iteračńıch metod. Potom však přǐsel Andrew Fitzgibbon se svou metodou fitováńı

elips [1], která je poměrně jednoduchá a výpočetně nenáročná.

Necht’ xi = (xi, yi), i = 1, . . . , n, je n bod̊u v rovině. Tyto body chceme proložit

elipsou a = (A,B,C,D,E, F ) tak, aby součet čtverc̊u rezidúı
∑n

i=1 F (xi, a)2, kde

F je algebraická vzdálenost bodu od elipsy, byl co nejmenš́ı.
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Př́ıklad 1.3 V rovině jsou dány body (0,0), (1,1), (2,4), (-1,1), (-2,4) a (3,9).

Pokuśıme se do nich vepsat elipsu pomoćı obecné rovnice (1.1).

Jednotlivé body dosad́ıme do této rovnice a dostaneme šest rovnic o šesti

neznámých A, B, C, D, E a F, které po řádćıch zaṕı̌seme do matice
0 0 0 0 0 1
1 1 1 1 1 1
4 8 16 2 4 1
9 27 81 3 9 1
1 −1 1 −1 1 1
4 −8 16 −2 4 1

 .

Prvńı sloupec má stejné prvky jako pátý sloupec. Jedńım z řešeńı je tedy vektor

(1, 0, 0, 0,−1, 0)T , což odpov́ıdá obecné rovnici x2 − y = 0, která reprezentuje

parabolu. Vid́ıme, že chceme-li proložit data elipsou, nem̊užeme se spoléhat pouze

na obecnou rovnici kuželoseček.

Řešeńı této minimalizačńı úlohy pouze pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u nám

však nezaruč́ı, že výsledný útvar bude elipsou (viz předchoźı př́ıklad). Proto je

potřeba nějakým zp̊usobem zohlednit podmı́nku B2 − 4AC < 0.

Např́ıklad F. Bookstein [6] použ́ıvá podmı́nku A2 + B2

2
+ C2 = 1 a minima-

lizačńı úlohu řeš́ı iteračně.

A. Fitzgibbon však minimalizačńı úlohu řeš́ı pomoćı podmı́nky 4AC−B2 = 1.

Snadno se přesvědč́ıme, že tato podmı́nka vyhovuje podmı́nce B2 − 4AC < 0.

Fitzgibbonovu podmı́nku můžeme zapsat i maticově

aTCa = 1.kde C =


0 0 2 0 0 0
0 −1 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


Minimalizačńı úlohu převedeme na tvar úlohy (1.6). Hledáme tedy elipsu

a = (A,B,C,D,E, F )T takovou, že

a minimalizuje
n∑

i=1

F (xi, a)2 = ‖Aa‖2 za podmı́nky aTCa = 1, (1.10)
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kde A =

x
2
1 x1y1 y

2
1 x1 y1 1

...
x2n xnyn y

2
n xn yn 1

 je datová matice.

Matice A je sestavena tak, aby výsledkem skalárńıho součinu vektoru jej́ıho i-tého

řádku a vektoru elipsy a byla hodnota algebraické vzdálenosti F (xi, a).

Snadno můžeme ověřit, že σ (C) = {−2,−1, 2, 0, 0, 0}. Dı́ky tomu v́ıme, že

minimalizačńı úloha (1.10) bude mı́t právě jedno řešeńı, protože matice C má

pouze jedno kladné vlastńı č́ıslo. Úloha je tedy dobře definovaná.

Pokračujeme s řešeńım problému zobecněných vlastńıch č́ısel

(S− λC) a = 0, kde S = ATA muśı být regulárńı. (1.11)

Budeme hledat jediné kladné zobecněné vlastńı č́ıslo λ0 a jemu př́ıslušný zo-

becněný vlastńı vektor a0.

Problém (1.11) řeš́ı λ0 s αa0, kde α může být libovolné reálné č́ıslo. Dosazeńım

αa0 do podmı́nky aTCa = 1 dostaneme

α = ±
√

λ

a0Sa0

.

Vzhledem k povaze úlohy stač́ı, když budeme uvažovat pouze kladné α, protože

obecná rovnice elipsy vynásobená č́ıslem −1 je ekvivalentńı p̊uvodńı rovnici.

Řešeńım minimalizačńı úlohy je vektor

a =

√
λ

a0Sa0

a0. (1.12)

Implementaci funkce pro fitovańı elips v Matlabu, která má jako vstupńı para-

metr souřadnice bod̊u v rovině, do kterých chceme fitovat elipsu, a jej́ım výstupem

je vektor a = (A,B,C,D,E, F ), můžeme shrnout do následuj́ıćıch krok̊u:

1. Sestaveńı matice S pomoćı souřadnic vstupńıch bod̊u

2. Sestaveńı matice C
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3. Výpočet zobecněných vlastńıch č́ısel a jim př́ıslušej́ıćıch zobecněných vlastńıch

vektor̊u pomoćı voláńı funkce eig (S,C)

4. Vyhledáńı největš́ıho zobecněného vlastńıho č́ısla (jen jedno je kladné)

a jemu př́ıslušej́ıćıho vlastńıho vektoru

5. Výpočet výsledného vektoru a dosazeńım do rovnice (1.11)

Fitzgibbon̊uv algoritmus je implementován v přiloženém souboru fitellipse.m.

Metodu snadno můžeme transformovat na metodu pro fitováńı hyperbol změnou

podmı́nky např́ıklad na 4AC −B2 = −1.

Př́ıklad 1.4 Použit́ım Fitzgibbonovy metody zkuśıme proložit elipsou body z př́ıkladu

1.3.

Sestav́ıme matici A pomoćı bod̊u (0,0), (1,1), (2,4), (-1,1), (-2,4) a (3,9).

A =


0 0 0 0 0 1
1 1 1 1 1 1
4 8 16 2 4 1
9 27 81 3 9 1
1 −1 1 −1 1 1
4 −8 16 −2 4 1


Dále budeme potřebovat matici

S = ATA =


115 243 859 27 115 19
243 859 2187 115 243 27
859 2187 7075 243 859 115
27 115 243 19 27 3
115 243 859 27 115 19
19 27 115 3 19 6


Vid́ıme, že matice S má prvńı řádek stejný jako pátý, a tud́ı̌z neńı regulárńı.

V tomto př́ıpadě neńı existence a jednoznačnost řešeńı zaručena, a proto použit́ı

Fitzgibbonovy metody neńı vhodné.

Př́ıklad 1.5 V rovině máme body (-2,0), (2,0), (0,1), (0,-1), (1,1) a (-1,1).

Prolož́ıme tyto body elipsou pomoćı Fitzgibbonovy metody.
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Nejprve sestav́ıme matice A a S.

A =


4 0 0 −2 0 1
4 0 0 2 0 1
0 0 1 0 −1 1
0 0 1 0 1 1
1 1 1 1 1 1
1 −1 1 −1 1 1

 , S = ATA =


34 0 2 0 2 10
0 2 0 2 0 0
2 0 4 0 2 4
0 2 0 10 0 0
2 0 2 0 4 2
10 0 4 0 2 6


Matice S je regulárńı a m̊užeme tedy použ́ıt Fitzgibbonovu metodu.

Použit́ım funkce eig(S,C) v Matlabu najdeme nejmenš́ı kladné zobecněné vlastńı

č́ıslo λ0 takové, že spolu s jemu př́ıslušej́ıćım zobecněným vlastńım vektorem a0

řeš́ı problém zobecněných vlastńıch č́ısel

Sa = λCa

λ0 ∼= 0, 045; a0
∼= (0, 247; 0; 0, 925; 0;−0, 086;−1)T

Dosazeńım vektoru a0 do vztahu (1.12) dostaneme vektor a = a0, který reprezen-

tuje výslednou elipsu.

− − −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

x

y

 

Výsledná elipsa

Body v rovině

Obrázek 1.6: Výsledná elipsa
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Kapitola 2

Implementace programu pro
rozdělováńı dvojic buněčných
jader

Nyńı se zaměř́ıme na popis programu pro rozdělováńı dvojic buněčných jader

pomoćı fitováńı elips metodou uvedenou v předchoźı kapitole. Program je im-

plementován v prostřed́ı Matlab a použ́ıvá některé standardńı funkce z Matlab

Image Processing Toolbox [11].

Na počátku máme černob́ılý sńımek ve formátu TIFF s hloubkou 16 bit̊u

a rozlǐseńım 1360x1024, který typicky vypadá jako obrázek 2.1.

Obrázek 2.1: Sńımek z mikroskopu
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Tento sńımek převedeme Otsuovou metodou prahováńı [12] na binárńı sńımek,

jež je v Matlabu reprezentován matićı s prvky nabývaj́ıćı hodnot 1 a 0. Jakmile

máme sńımek v binárńı podobě, odstrańıme z něj objekty, které jsou př́ılǐs malé

nebo se dotýkaj́ı jeho hran.

Obrázek 2.2: Binárńı sńımek

Aplikaćı tohoto postupu nám z obrázku 2.1 vznikl obrázek 2.2. Ted’ je potřeba

roztř́ıdit objekty na sńımku do třech skupin:

• objekty reprezentuj́ıćı jedno jádro

• dotýkaj́ıćı se dvojice jader

• shluky obsahuj́ıćı nejméně tři jádra

My se dále zaměř́ıme pouze na skupinu dotýkaj́ıćıch se dvojic buněčných jader.

2.1. Popis algoritmu pro děleńı dvojic jader

Vstupńım parametrem pro algoritmus je matice reprezentuj́ıćı binárńı sńımek

s dvojićı dotýkaj́ıćıch se jader (viz např́ıklad obrázek 2.3).
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Obrázek 2.3: Př́ıklad vstupńıch dat

V této matici najdeme pomoćı standardńı funkce bwboundaries uspořádaný

seznam souřadnic pixel̊u lež́ıćıch na hranici jader. Z hranice vybereme tzv. repre-

zentanty. To jsou pixely tvoř́ıćı vrcholy polygonálńı aproximace hranice.

Předpokládejme, že máme n reprezentant̊u. Vytvoř́ıme z nich n(n−10)
2

dvojic

tak, že každá dvojice děĺı hranici na dvě části, které obsahuj́ı nejméně šest repre-

zentant̊u (děĺıćı dvojice nálež́ı oběma částem). Jestliže se tohle děleńı nezdař́ı pro

nedostatečný počet reprezentant̊u, nemá smysl dál pokračovat.

Obrázek 2.4: Rozdělěńı hranice na dvě části

Hranice je tedy každou touto dvojićı rozdělena na dvě části. Do každé části

nafitujeme pomoćı jej́ıch reprezentant̊u elipsu.
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Obrázek 2.5: Proložeńı část́ı hranice elipsami

Vypoč́ıtáme geometrickou vzdálenost každého reprezentanta od elipsy apro-

ximuj́ıćı tu část hranice, do které reprezentant patř́ı. Pro každou elipsu najdeme

k ńı př́ısluš́ıćıho reprezentanta, jehož vzdálenost je od dané elipsy největš́ı. Součet

těchto dvou maximálńıch vzdálenost́ı ulož́ıme do paměti spolu s referenćı na děĺıćı

dvojici.

Jakmile dokonč́ıme fitováńı elips pro každou děĺıćı dvojici, najdeme tu z nich,

pro niž bylo fitováńı elips nejvhodněǰśı. Jinými slovy najdeme děĺıćı dvojici s nejnižš́ı

maximálńı odchylkou fitovaných elips od dat.

Obrázek 2.6: Proložeńı část́ı hranice elipsami

Porovnáme-li sńımky 2.5 a 2.6, tak jsme okamžitě schopni ř́ıct, že elipsy na

sńımku 2.6 lépe aproximuj́ı tvar jader.
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Posledńım krokem algoritmu je rozděleńı dvojice buněk úsečkou, která spojuje

děĺıćı dvojici reprezentant̊u s nejnižš́ı maximálńı odchylkou fitovaných elips od

dat.

Obrázek 2.7: Výsledný sńımek

2.2. Implementace algoritmu

V následuj́ıćıch sekćıch uvedeme popis funkćı, které jsou přiloženy k této práci.

2.2.1. Funkce SPLIT

Vstup:

• i bwimage: matice binárńıho sńımku, který obsahuje dotýkaj́ıćı se dvojice

jader

Výstup:

• r bwimage: matice binárńıho sńımku, kde je dvojice jader rozdělena

Funkce SPLIT je hlavńı funkćı a volá ostatńı funkce uvedené v této sekci. Algor-

timus je detailně popsán v sekci 2.1.
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2.2.2. Funkce DRAW LINE

Vstup:

• i bwimage: matice binárńıho sńımku

• i point1: souřadnice prvńıho děĺıćıho bodu

• i point2: souřadnice druhého děĺıćıho bodu

Výstup:

• r bwimage: matice binárńıho sńımku, kde mezi body i point1 a i point2 je

vykreslena černá úsečka

Funkce DRAW LINE slouž́ı k vykresleńı černé úsečky mezi body i point1 a i point2.

Nejprve je matice i bwimage uložena do matice r bwimage. Pomoćı paramet-

rické rovnice úsečky změńıme hodnoty pixel̊u, které lež́ı na úsečce spojuj́ıćı body

i point1 a i point2, na hodnotu 0 (na binárńım sńımku vznikne černá čára).

2.2.3. Funkce GET BOUNDARY POINTS

Vstup:

• i boundary: souřadnice pixel̊u lež́ıćıch na hranici jader

Výstup:

• r points: souřadnice reprezentant̊u hranice

Funkce GET BOUNDARY POINTS vybere z hranice tzv. reprezentanty. To jsou

pixely tvoř́ıćı vrcholy polygonálńı aproximace hranice.

Označme počet pixel̊u v i boundary ṕısmenem n a body z i boundary označme

xi, i = 1, . . . , n. Dále budeme předpokládat, že body v i boundary jsou uspořádány

tak, jak lež́ı na hranici.

Nejprve vezmeme x1 a ulož́ıme ho do r points. Potom postupně procháźıme

body xi, i ≥ 2, až naraźıme na bod xj takový, že pro některy bod xi, 2 ≤ i < j,
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je jeho vzdálenost od úsečky určené body x1 a xj větš́ı než 1. Bod xj ulož́ıme do

r points.

Analogicky urč́ıme daľśı body patř́ıćı do r points. Algoritmus se zastav́ı, jakmile

při procházeńı bod̊u xi naraźıme na bod x1 .

2.2.4. Funkce GET MAX DIST

Vstup:

• i points: souřadnice reprezentant̊u hranice

• i ellipse: vektor obsahuj́ıćı souřadnice středu elipsy, délky jej́ı hlavńı a ved-

leǰśı poloosy a úhel rotace elipsy

Výstup:

• r max dist: maximum z geometrických vzdálenost́ı bod̊u z i points od elipsy

i ellipse

Pomoćı parametr̊u ve vektoru i ellipse sestav́ıme parametrickou rovnici elipsy

a ulož́ıme si souřadnice 360 bod̊u, které jsou na této elipse rovnoměrně roz-

prostřeny. Pro každý bod z i points urč́ıme jeho nejnižš́ı vzdálenost od bod̊u

lež́ıćıch na elipse, a poté z těchto vzdálenost́ı ulož́ıme maximálńı hodnotu do

proměnné r max dist.
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Kapitola 3

Vlastnosti algoritmu pro
rozdělováńı dvojic buněčných
jader

Implementace algoritmu byla otestována na sńımćıch, jež poskytla laboratoř

genomové integrity Ústavu molekulárńı a translačńı medićıny Lékařské fakulty

Univerzity Palackého v Olomouci [8],

Na náhodném výběru 100 dvojic algoritmus selhal 7x. Tyto sńımky jsou do-

stupné jako př́ıloha.

Algoritmus selhával pouze v př́ıpadě, kdy byl tvar buněčných jader zdefor-

mován a nepodobal se elipse. Avšak vzhledem ke konstrukci algoritmu jsou tyto

chyby očekávatelné. Nav́ıc tato jádra by měla být úplně vyřazena z daľśıch analýz

výzkumu integrity genomu.

Obrázek 3.1: Špatně rozdělená buněčná jádra
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Naproti tomu výsledky děleńı dvojic jader, které se svým tvarem dobře apro-

ximuj́ı elipsu, jsou výborné.

Obrázek 3.2: Správně rozdělená buněčná jádra

Nevýhodou algoritmu je časová náročnost zejména v př́ıpadě, kdy hranice

jader neńı hladká. To vede k určeńı několikanásobně v́ıce reprezentant̊u hranice,

než v př́ıpadě kdy je hranice hladká. Hranici lze však snadno vyhladit pomoćı

standardńıch funkćı z Matlab Image Processing Toolbox.

Za nevýhodu také můžeme považovat to, že děleńı proběhne vždy. Je tedy

nutné správně určit, zda vstupńı data, která předáváme algoritmu, opravdu re-

prezentuj́ı dvojice dotýkaj́ıćıch se jader.
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3.1. Srovnáńı s Watershed segmentaćı

Použijeme-li na stejný výběr 100 sńımk̊u segmentačńı algoritmus Watershed

[13], který implementujeme podle [14], dostaneme nekonzistentńı výsledky. Často

dojde ke správnému odděleńı pouze jednoho jádra. Druhé jádro je rozděleno na

několik segment̊u. Správně byly dvojice rozděleny v 9 př́ıpadech.

Obrázek 3.3: Srovnáńı výsledk̊u

Výhodou Watershed algoritmu je jeho ńızká výpočetńı náročnost. Rozděleńı

100 dvojic metodou fitováńı elips trvalo přibližně 186 sekund. Watershed algorit-

mus zvládl zpracovat 100 stejných dvojic přibližně za 2 sekundy.
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Kapitola 4

Závěr

Ćılem této práce bylo předevš́ım navrhnout a implementovat algoritmus, který

pomoćı fitováńı elips bude schopen rozdělit dvojice dotýkaj́ıćıch se buněčných ja-

der na sńımćıch, které jsou součást́ı výzkumu integrity genomu laboratoře geno-

mové integrity Ústavu molekulárńı a translačńı medićıny Lékařské fakulty Uni-

verzity Palackého v Olomouci.

Nejprve bylo nutné naj́ıt vhodnou metodu prokládáńı bod̊u v rovině elipsou,

která by byla dostatečně stabilńı a rychlá. Obě tyto vlastnosti má Fitzgibbonova

metoda fitováńı elips. Proto jsem se v prvńı kapitole zaměřil na popis základńıch

vlastnost́ı elips, a také jsem zde uvedl poměrně elegantńı zp̊usob řešeńı mini-

malizačńı úlohy s kvadratickou podmı́nkou pomoćı zobecněných vlastńıch č́ısel,

který byl nezbytný k pochopeńı Fitzgibbonovy metody. Na závěr prvńı kapitoly

jsem popsal Fitzgibbonovu metodu.

Druhá kapitola je věnována samotnému návrhu algoritmu pro děleńı dvojic

přilehlých buněčných jader pomoćı fitováńı elips do jej́ıch hranice.

Ve třet́ı kapitole jsem zkoumal vlastnosti tohoto nového algoritmu a provedl

jeho srovnáńı se segmentačńım algoritmem Watershed. Nový algoritmus prokázal

vysokou stabilitu a dokázal rozdělit mnohem v́ıce dvojic než algoritmus Water-

shed. Proto považuji ćıl této práce za splněný.

Vyvýjeńı nového segmentačńıho algoritmu mi napomohlo k zlepšeńı se v pro-

gramováńı v prostřed́ı Matlab, a také prohloubilo mé znalosti v oblasti zpracováńı

digitálńıho obrazu.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Image_segmentation
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Př́ılohy

Součást́ı této práce je CD se složkou DATA a soubory:

• draw line.m

• fitellipse.m

• get boundary points.m

• get max dist.m

• process images.m

• split.m

• watershed split.m

Složka DATA obsahuje připravené binárńı sńımky dvojic přilehlých buněčných

jader ve formátu TIFF, na kterých jsme ve třet́ı kapitole testovali segmentačńı

metodu Watershed (funkce watershed split.m) a novou metodu pro děleńı dvojic

jader pomoćı fitováńı elips (funkce split.m).

Funkce watershed split.m a split.m se spoušt́ı pomoćı funkce process images.m.

Vstupńı parametr této funkce je adresa složky s binárńımi sńımky dvojic přilehlých

buněčných jader ve formátu TIFF (např.: D:\DATA\). Po spuštěńı funkce pro-

cess images.m se ve vstupńım adresáři vytvoř́ı složky ELLIPSE a WATERSHED,

které budou obsahovat výsledné sńımky s rozdělenými dvojicemi buněčných ja-

der.

36


	Úvod
	Prokládání dat elipsou
	Základní vlastnosti elips
	Analytické vyjádrení elipsy
	Vzdálenost bodu od elipsy

	Rešení minimalizacní úlohy s kvadratickou podmínkou pomocí zobecnených vlastních císel
	Fitzgibbonova metoda fitování elips

	Implementace programu pro rozdelování dvojic bunecných jader
	Popis algoritmu pro delení dvojic jader
	Implementace algoritmu
	Funkce SPLIT
	Funkce DRAW_LINE
	Funkce GET_BOUNDARY_POINTS
	Funkce GET_MAX_DIST


	Vlastnosti algoritmu pro rozdelování dvojic bunecných jader
	Srovnání s Watershed segmentací

	Záver
	Literatura
	Prílohy

