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Uvod

Ptedlozena diplomova prace je veénovana zdkladnim poznatkim teorie geodetickych
zobrazeni, kterd je velmi dulezitou soucasti diferencidlni geometrie. Diferencialni geometrie
je siroky védni obor, a jako véda, zkoumd vlastnosti geometrickych objekti s pomoci
diferencidlniho poctu. Diplomova prace je komplexné doplnéna o historické souvislosti
vyvoje a navaznosti jednotlivych blize zminovanych témat souvisejicich s geodetickymi
zobrazenimi. Obecnym vlastnostem geodetickych zobrazeni se veénovali, a celou teorii
o vyznamn¢ vysledky obohatili, zejména E. Beltrami, U. Dini, T. Levi-Civita, H. Weyl, L. P.
Eisenhart, N. S. Sinyukov aj. [ **]. V soucasné dob¢ se teorii geodetického zobrazeni zabyva

napf. J. Mike§ a V. E. Berezovskij [**].

Prvni kapitola je vénovana ivodu do teorie ploch, jsou zde shrnuty zékladni poznatky teorie
ploch v Euklidovském prostoru $E*{3}$, stru¢né jsme nastinili zakladni pojmy jako jsou

normalova a geodeticka kiivost.

Druha a treti kapitola se zabyvaji specialni tfidou kitivek, které nazyvame geodetické kiivky.
Podrobnym zpiisobem je zde zpracovano Bernaulliho feSeni brachyostromy a nésledna

podkapitola se vénuje zapisu geodetické kiivky ve tvaru s kanonickym parametrem.

Rozlisnym ptikladim geodetického zobrazeni na Riemannovych prostorech jsou vénovany
kapitoly Ctyfi a pét. V tvodni ¢asti kapitoly Ctyii je definovan pojem geodetického zobrazeni
a nasledn¢ zpracovany jednotlivé ptiklady vyuziti geodetického zobrazeni jako projekci
rovnobéznych a nerovnobéznych rovin a gnémickou projekci. U gndémonické projekce se
nejednd o projekeci ekvidistantni, ekvivalentni ani konformni. Mluvime o projekci tzv.
kompenzacni. Z tohoto ditvodu popisujeme jeji vyuziti zejména v ndmoini a leteckou navigaci
a pro zakresleni ortodrom. Velmi zajimavé vlastnosti stereografické projekce jsme zminili

v paté kapitole. Jedna se o projekci konformni a vyuziva se zejména v geodézii a astronomii.

Kapitola Sest obsahuje numericky popis geodetickych zobrazeni na libovolnych
Riemannovych prostorech a je vénovéna pievazné odvozeni, gradientu a transformaci Levi-
Civitovych rovnic. T. Levi-Civita je povazovan za jednoho ze zakladateli moderni tenzorové

analyzy, stal u zakladd teorie modelovani dynamickych procest s vyuzitim geodetickych



zobrazeni Riemannovych prostorti v ramei teoretické mechaniky. Je zde uveden tplny dikaz

Levi-Civitovych rovnic, popisujicich geodeticka zobrazeni.

Sedmé kapitola dopliuje celkovy obraz diplomové prace o dalsi piiklady geodetického
zobrazeni. Zde zminujeme vyznamnou Véta U. Diniho, O netrividlnim geodetickém zobrazeni

ploch a dikaz této véty uzavira predlozenou teorii.



1. Uvod do teorie ploch

1.1 Zakladni vlastnosti plochy v E;

Uvodem pfipomeneme zakladni pojmy a oznageni vztahujici se k plose S. Jak znamo,
plocha v trojrozmérném eukleidovském prostoru Es je zadana vektorovymi rovnicemi
p=p@,x), (1)
kde x', x* jsou soufadnice ménici se v nékteré konvexni oblasti D — R’. Déle budeme
pfedpokladat, 7e Spatii dotiidy C, r>3. Naplose S byly Gaussem zavedeny
I. a II. kvadraticka forma, a to néasledujicim zptsobem:
I=g; (', x%) dx'dy,
11 = by (x', x*) dx'dx,
kde g;; a b;; jsou koeficienty I. a II. kvadratické formy plochy S, které se definuji nasledujicim
zpisobem:

&ii = Pi° Pj»

1

blj = pl/ *m, pﬁéemi P:i= 0 P, plj = ajpi: 0 i %a la] = 1: 2.

gij povazujeme za slozky regularniho metrického tenzoru typu (OJ , ktery na ploSe S udava
2

. 2 2 ] 2 2 i 7 7 . C 1w .
metriku ds’ =g;; d x" + 2gppdx'dy’ + gnd x° = gydd'dy. Jak je vidét, pohybujeme se
na Riemannové prostoru V,. Inverzni tenzor k metrickému budeme znadit g”’. Samoziejmé
nesmime zapomenout zminit, ze bereme v Givahu Einsteinovo pravidlo s¢itdni pies opakujici

se index.

cray X . v o v
Jednotkovy vektor normaly S ma vyjadieni m = P XP: py, uplnost uptesnéme, ze

|p1 X p2|
trojice vektorl pi, p2, m ma pravou orientaci. Pro plochu S plati, Ze p; a p» nejsou kolinearni.
Tento vztah nas ujistuje o regularnosti bodl na dané plose.

Necht mame na plose S danu libovolnou kiivku y (viz Obr. 1). Pokud budeme
povazovat s za prirozeny parametr y , Ize kiivku zapsat rovnicemi

¥ =x(s). ()

Rovnice (2) se nazyvaji vnitini rovnice kiivky y . Necht je na ploSe S dan pevny bod M, jimz

prochdzi tecna 7, ktera lezi v te¢né roviné této plochy. Jestlize t, n, b jsou jednotkové vektory

Frenetova trojhranu tohoto parametru a k udava kiivost y v jejim regularnim bodé M, pak se



vektor MA = kn nazyva vektorem kiivosti kiivky » v bodé M. Je-li vektor MN vektorem

pramétu kn na normadlu k ploSe S a je-li vektor MG vektorem primétu An na te¢nou rovinu

k plose S v tomtéz bod¢ M, potom vektorem normalové kiivosti kiivky » budeme nazyvat

vektor MN a druhy zminény vektor MG pak bude znacit vektor hlavni kiivosti kiivky y

na S.

Obr. 1 Vektor normaloveé a hlavni krivosti kiivky y

Délky vySe zminénych vektorG oznalime k,= ‘Z\TN‘ aky= ‘M_G‘a nazveme po fad¢
normalovou a geodetickou kiivosti kiivky y na ploSe S. Pro nasledné pocitani je vhodné si
uvédomit, ze k nezdpornému k, pfipisujeme zaporné znaménko, pokud vektory m a mmaji
opacny smeér. Z Obr. 1 je patrné, zZe pro vektory MA, MN a MG plati nasledujici vztah:

MA =kn= MN + MG. (3)

Kdyz do (3) dosadime a umocnime délky vektort, dostaneme zapis

=k’ + kg (4)



1.2 Normalova a geodeticka krivost

Pozastavme se u geodetické kiivosti k;. Nejprve vSak bude pro nasledujici fadky
vhodné zminit, co je to izometrickd deformace plochy. Je to pravé takova jeji deformace,
pii niz nedochazi ke zméné délek oblouki jejich libovolnych kiivek. Opacné také kdyz jsou
dany dvé plochy, jez jsou pfifazeny ke stejnym soufadnicim a maji stejné prvni kvadratické
formy, pak jsou tyto plochy urceny s piesnosti do jejich izometrické deformace. Pfipomeiime
také, jak se definuje vnitini geometrie plochy. Je to mnozina vlastnosti a vSech objektl
plochy, kterd zavisi pouze na jeji prvni kvadratické formé. Z toho ndm vyplyva, ze pravé
pouze vnitini geometrie je invariantni pii izometrickych deformacich.

Ukazme nyni, ze geodetickd kiivost k, je prvkem vnitfni geometrie a tudiz také
invariantem izometrickych deformaci plochy. Pokud dosadime (2) do (1), ziskdme rovnice
kiivky y v Es:

p=p (' (), () =p ().

Po derivaci dostaneme

Derivani Gaussovy formule proplochu Smaji tvar p;= F;.‘ pi+ bym, kde

l(agik + agj(c _ agijj se

Fij’.‘ =T, .g” jsou Christoffelovy symboly 2. typu a Ly = 5

ou  ou'  out
nazyvaji Christoffelovy symboly 1. typu. Kdyz vezmeme v ivahu prvni Frenetovu formuli
pro kiivku y:

dt/ds = kn

a derivacni Gaussovy formule p; = Fij’.‘ p« + bym, pak obdrzime druhou derivaci zapsanou

d’ dt dx' dx’ d’x' o . .
vetvaru “P — —pim &y * . z&ho? ném plyne nasledujici vztah, ktery

das* s Yas ds Das
ukazuje rozlozeni vektoru kiivosti kn v bazi p;, p> a m:
2k i j i j
kn = d)i +F,~fdidi Pk+bijdidim- (5
ds “ds ds ds ds
Podivame-li se na vztahy (5) a (3), zjistime, Ze jejich srovnani nas vede k vyjadreni &,
a kg
- i j
MN = by P&y (6)
ds ds



— d*x* L dx’ dx’
MG = +IF = ) 7
(a’s2 Y ds dsjpk @

Z (6) lehce zapiSeme normalovou kiivost &, jako délku vektoru MN se znaménkem:

b =h de dx! _ bydx'dx’  bdx'dx’
e Ry

Tato rovnost je dobfe zndma z diferencidlni geometrie, nebot’ udava kiivost normalového
fezu, ktery odpovida kiivce y. Normalova kiivost k, zavisi na b; aneni prvkem vnitini
geometrie, a tedy pii procesu izometrické deformace nezlistava neménna.

Pokud upravime (7) pomoci skalarniho soucinu, ziskdme zapis geodetické kiivosti kg:

(8)

+I, — +
ds* " ds ds ds* P ds  ds

kg2= WG = [dzxk . dx’ dx-’J(dth p dx? dxqjgkh.
Tento zapis geodetické kiivosti (8) nam ukazuje, Ze geodeticka kiivost je prvkem vnitini
geometrie plochy a dokonce znéj mizeme i vyvodit, Ze k, je invariantem izometrickych
deformaci plochy (tenzor g; je v tychZ soufadnicich neménny).
Soudit, ze k, je prvkem wvnitini geometrie, lze také ztoho, Ze g;, atedy 1 g,
def def
r, = E(éigﬂﬁ 08— 0k gy, T, = g"“T,, jsou prvky vnitini geometrie. K tomuto

L/

tvrzeni nas navadi fakt, ze izometrickd deformace zachovava beze zmény v kazdém bodé
12 '
plochy hodnoty kfivocarych soufadnic x ', x°, a tedy ziistavaji stejné také jejich derivace o
s
d’x'

7 -
S

Zde je vhodné podotknout, ze délka oblouku s kiivky y je téz invariantnim prvkem

izometrické deformace.

Necht' je na ploSe S zadany pevny bod M anecht’ jim prochazi te€na /¢, kterd lezi
v tené roving této plochy. Pak lze vyslovit tvrzeni, ze vSechny kiivky, jez se dotykaji tecny
¢, maji rizné kiivosti k. Tuto rozdilnost kiivosti miizeme jednoduse vyvodit ze vztahu (4),
kdyz si uv€domime, Ze kazda kiivka ma riznou geodetickou kiivost k,. Ale piestoze je
takovych kiivek nekone¢né mnoho, maji vSechny jedinou shodnou normalovou kiivost k,. To
proto, ze normalova kiivost a kiivost piislusného normalového fezu jsou shodné, a v nasem
ptipadé normalové fezy pro vSechny kiivky prochéazejici bodem M a zaroven se dotykajici

teCny / jsou definovany jednoznacng. [12]
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2. Geodetické krivky

2.1 Geodetické krivky z geometrického pohledu

Na zdklad¢ faktd zminénych v prvni kapitole se definuje specidlni tfida kiivek —
geodetickych kiivek, kterym je vénovana nasledujici kapitola. Jak jiZ bylo zminéno vySe, k,
je prvek wvnitini geometrie plochy a zavisi pouze natvaru kiivky této plochy. Pokud
zredukujeme naSe uvahy pouze na skupinu kiivek, které maji nulovou geodetickou kiivost,

pak miZeme vyslovit definici geodetické kiivky.

Definice 1. K7ivka na plose se nazyva geodeticka, jestlize geodetickad krivost v kazdém jejim

bodé je rovna nule.

Kiivka naplose snulovou geodetickou kiivosti je tedy ta kiivka, kterd je,
zjednodusSen¢ fec¢eno, nejpiiméjsi, nebot’ podle (4) vybirame prave takové kiivky prochézejici
bodem M urcitym smérem na plose S, které maji nejmensi kiivost k. To proto, Ze normalova
kiivost k, je pro vSechny takové kiivky stejnd, nebot” je zavisla na tvaru plochy. Geodetické
ktivky se na ploSe zobrazuji na rozdil od napft. hlavnich kiivek opét jako geodetické kiivky. Je
to ztoho divodu, Ze geodetické kiivky spadaji stejné jako k, do vnitini geometrie
a izometrickou deformaci se neméni.

Pravé zminéna definice geodetické kiivky ma jasné stanoveny geometricky charakter.
Autorstvi byva pfipisovano italsko-francouzskému matematikovi Josephu Louisovi
Lagrangemu, ktery své myslenky zvetejnil r. 1806. V dalsi kapitole se budeme blize zabyvat
myslenkou geodetickych ktivek, kterd se bude odvijet ze zcela odlisSného sméru. Tim vsak
jeste nase zkoumani geodetické kiivky z geometrického pohledu nepiedbihejme.

Pfedpokladejme stéle, ze k, = 0. Vime, Ze MG je prumétovym vektorem kn na tecnou
rovinu. Pak ovSem vztah k,=0 < MG =0 miize nastat pravé ve dvou nésledujicich
situacich:

a) kn || m,

b) /in =0, coz omezuje kiivost na jedinou vyhovujici moznost k=0, a to je pfipad, kdy
se jednd o inflexni body. V piipad¢, ze by kiivka byla sloZzena jen ze samych
inflexnich bod, jednalo by se o pfimku.

Uvedeny poznatek mizeme formulovat v nasledujici véte:

11



Véta 1. Aby krivka na plose byla geodeticka, pak je nutné a postacujici, aby jeji hlavni
normala ve vSech bodech byla soucasné normalou plochy nebo aby ostatni body kiivky byly

inflexni.

Touto vétou je v podstate feceno, ze geodetickymi kiivkami na ploSe jsou napft. hlavni
kruznice kulové plochy, nebot jejich hlavni normdly jsou totozné s jejimi normalami
a prochazeji sttedem kulové plochy. Také tvotici ptimky na rozvinutelnych plochach jsou
pravé geodetickymi kiivkami.

Nez se podivame na geodetické kiivky z pohledu také variacni definice, zbyvad ndm
jesté pro uplnost kapitoly zapsat diferencidlni rovnice geodetickych kiivek. Vyjdeme
ze skutecnosti, Ze pro geodetické kiivky a pouze pro né€ plati vySe zminény vztah MG =0.To
si odvazime tvrdit v souvislosti se (7), pokud

d*x* . dx' dx’
& " Tigas 0 pekTb2 ©)

Tento tvar rovnic geodetickych kiivek pouzil r. 1868 matematik Elwin Bruno Christoffel.

Jedna se o soustavu dvou diferencidlnich rovnic druhého fadu Cauchyovského typu, pficemz
hledanymi funkcemi jsou x' (s) a x* (s), s je proménna. Druhé derivace funkci x' (s) lze zapsat
témito funkcemi a jejich prvni derivaci.

Reseni vyhovujici libovolnym poéateénim podminkam Cauchyovy alohy

X (s0) = x', ax'(s) _ [d—XZJ
ds ds ),

je prave jedno. Toto tvrzeni miizeme prohlésit v souvislosti s vétou o existenci feSeni soustavy
diferencialnich rovnic. Ta je ovSem jen lokalniho charakteru, a tim padem potvrzuje samotnou
existenci geodetickych kfivek pouze vokoli bodu (x',, x%). Budeme-li ale opakovan&
pouzivat tuto vétu, miZeme geodetickou kiivku prodlouzit az k hranici plochy, pokud
za pocatecni podminky, jimiz jsou bod a smér, vezmeme vzdy praveé konec jiz sestrojeného
useku geodetické kiivky a jeho sméru na ni.

Vyse zminéné Cauchyovy podminky nam fikaji, Ze existuje v kazdém bodé (x., x7)
jedind geodetickd kiivka, kterd timto bodem prochédzi a zaroven ma predem zadany smér

dx' . .. v . y C y .
[d_J . Zjednodusené je mozné to fict také tak, Ze geodetické kiivky na ploSe se chovaji
s

naprosto stejn¢ jako ptimky v rovin€. Vychazime pfitom z faktu, ze geodetickymi kiivkami

12



roviny jsou pravé a pouze piimky roviny. Na ploSe je jich dostatek k tomu, aby pravé ony

vytvarely dvouparametrickou soustavu kiivek na ploSe.

2.2 DalSi zpusoby zapisu geodetickych kiivek

Geodetické kiivky je mozné zapsat také jinym zpiisobem, nez jsme doposud uvedli.
KdyzZ si uvédomime, ze argument s geometricky urcuje v soustavé rovnic (9) délku oblouku,
pak je daleité prifadit funkcim x' (s), x* (s) dal§i podminku, a to
ds® = gydx'dx’. (10)
Abychom predesli slozitym vyjadfenim, miizeme si vypomoci tim, ze zapiSeme kiivku (2)
ve tvaru funkce parametru ¢, coZ znamena, ze s = s(¢) a t = #(s). Tim ziskame rovnost

dx'  dx' dt  dx' 1 , ds
—_— = == = kde s' = —,
ds dt ds dt s dt

a také rovnost

d’x' _dx' 1 dx' s

ds? dr*  s” ds s"

b

které obé dosadime do (9). Dostaneme se tak k dalSimu moznému zapisu geodetickych kiivek
na plose, ktery je pro nase ucely vyjadieni geodetické kiivky totozny se soustavou (9) a zalezi
jen navhodnosti matematického vyuziti pii upfednostnéni jedné =z variant. Rovnice
geodetické kiivky Ize tedy zapsat také nasledujicim zptisobem:

d*x* . dx’ ﬁ

dt Todr di

dxk S"
—p(t)z =0, pO= r (11)

Pro rovnice geodetickych kiivek v pozdéjSim pokracovani textu ocenime jeSté

nasledujici zapis geodetickych kiivek:

d*x* dx" B d*x" dx* N [Fk dx" r dikj dx' dx’

[t ol = =, 12
dt* dt dt* dt Ydt U dt ) dt dt (12)

pficemz jsme vychézeli z (11), ale namisto indexu k jsme zvolili index 4 a vyloucili jsme
funkci p(¢), coz bude mit pro nas zdsadni vyznam déle. VSechny tii zplisoby zapisu rovnic
geodetickych kiivek (9), (11) 1 (12) jsou ekvivalentni a podminky jejich diferencovatelnosti,

které vyzadujeme pro platnost véty o existenci feseni, se nam evidentné spliuji. [12]
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3. Geodetické krivky z pohledu variaé¢niho poctu

3.1 Bernoulliho uloha

Pro nasledujici tadky bude pronds uzitecné odpoutat se od dvourozmérného
Riemannova prostoru V, v E3 a zacit se pohybovat na n-rozmérném Riemannové prostoru V,.
Jelikoz se nemusime zabyvat znaménkem metrické formy V,, smime (10) piepsat
nasledujicim zptsobem:

ds® = eg,]-dxid)cj, iLj=1,2,...n, (13)
kde e= +1 volime tak, aby ds® > 0. Jelikoz se pohybujeme nyni na V,, viechny indexy
nechame v nasledujicim textu probihat od 1 az do n.

V ptedchozi kapitole jsme se zminili, ze existuje mnohem starsi pohled na geodetické
ktivky, nez jakym zplGsobem jsme se nané divali vySe. Roku 1697 poslal Svycarsky
matematik Johann I. Bernoulli dopis G. V. Leibnizovi, vnémZ se objevila loha sestrojit
na zadané plose kfivku jdouci dvéma danymi body tak, aby jeji oblouk spojujici tyto dva
krajni body mél nejmensi délku ze vSech moznych oblouku, které by prochéazely t€émito body.
Dalsiho roku mu jiz J. I. Bernoulli odpovida, ze feSeni této tlohy objevil. Zaroven ozndmil
Leibnizovi, Ze objevil také vyznam véty o geodetickych kiivkach, kterou jsme se zabyvali
v predchozi kapitole, v¢etné jejiho dikazu. Tim se do matematiky dostava téma geodetickych
kiivek. O 30 let pozdéji je o nich sepsana dokonce prvni prace, kterou vytvoril Leonard Euler,
zak pravé J. I. Bernoulliho. Vstup geodetickych kiivek do povédomi nékterych matematikti
roku 1698 se tak mize hodnotit jako samotny vznik pojmu geodetickd kiivka. Na zaklad¢
Bernoulliho ulohy o geodetickych ktivkach a Gallileovy ulohy o kiivce s nejrychlejsim
sestupem (brachistrochon¢), jez ob¢ vyftesil J. I. Bernoulli, stoji pocatek variacniho poctu.

Ukazeme si nyni ve stru¢nosti, jak vypadalo Bernoulliho feSeni zminéné ulohy.
Mé&jme regularni kiivku y, ktera je zadana rovnicemi x’ = x'(r). Necht A, B jsou dva body
lezici na této kiivce a odpovidajici parametriim 7, a #;. Nejdiive si ukdzeme stru¢ny postup,
jak ziskat tvar Eulerovych rovnic, které v feSeni Bernoulliho tlohy vyuzijeme. Necht’ je dana
nekoneéné mala veliGina ¢ a funkce o'(x) takova, Ze w'(A) = '(B) = 0. Pak lze zapsat rovnici

2

—i . - , .. v — , . C 11 1w
x =x'+ &0 (xl,x ,...,x"), ktera charakterizuje novou kiivku y, kterd je velmi blizka kiivce
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y azaroven prochazi body A, B. Pokud budeme derivace di pro jednoduchost
4
a prehlednost oznaGovat X', pak miizeme zapsat integral

I= ]L¢(xl,xz,...,x”,xl,xz,...,xn)dt, (14)

kde ¢ je analytickou funkci zadanych argumenti. Podobn¢ miizeme zapsat také integral

I pro kiivku ; , ktery 1ze upravit rozvinutim ¢ na Taylorovu fadu podle mocnin &:

; .

- ((O0p . O¢ 0w

1 :I+8I #ﬁia)l +#¢l— x/|dt + -,
7\ ox ox' ox’

oviem v tomto integralu tecky zna&i &leny fadu & a vyssich. Koeficienty zapsané pii e, &7,...

se jmenuji prvni, druh4,... variace integralu 7 a znadi se I, 0°/,... Prvni variaci integralu tedy

lze zapsat ve formé: 0 = I 8¢ 99 0w dt, popt. ol = I 8¢ (o9 o'dt Tento
8x 8x o ox' dt\ ox'

druhy tvar uvadime tehdy, kdyz druhou ¢ast souctu upravime pomoci integrace po Castech
anezapomeneme ani na vlastnosti funkce w'(x). Pokud &I =0 pro libovolné zvolenou
soustavu funkci '(x), pak integral (14) pojmenujeme stacionarni. Aby byl integral

stacionarni, musi byt spInéna nasledujici podminka:

i(%]_%zo
de\ox' ) ox' '

Tim jsme se dostali az ke tvaru Eulerovych rovnic. Mizeme tedy fici, Ze Eulerovy rovnice
jsou nutnou a postacujici podminkou toho, aby integral byl stacionarni.

Kazdou ktivku, pro niz je integral staciondrni, pojmenujeme extremdlou integralu.
Vime, ze délku oblouku libovolné kiivky y miizeme zapsat ve tvaru integralu. Podle (13) se
da takovato rovnice délky oblouku kiivky zadané rovnicemi x' = x'(f) vyjadfit nasledujicim

zpisobem:

. ,
1 - - . dxl

s = |./eg,x'x’ dt, kde x' =—.
;[ &i dt

Predpokladejme, Ze tento integral je stacionarni. Budeme-li se snazit o vyjadieni jeho

extremal, pouzijeme praveé vyse zminéné Eulerovy rovnice. Jelikoz plati vztah

op egkj)'cj :egkj)'cj

ox* eo v/ ds
g, X' X el
et dt
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a zéaroven plati i rovnost
o¢ ed,gx'x’
ko ds
ox Pl
dt

2

pak pouzitim Eulerovych rovnic ziskame
gy X' + ]"ijkjcijcf - p(t)gik)'ci =0.
Pokud si uvédomime platnost vztahu g,g" =&/, pfiCemZ vime, Z¢ & jsou Christoffelovy

symboly, pak se nam nabizi Gprava posledniho zapisu na tvar

=0, k=12,..n (15)

dzxk rkd_xidxj ) (l)ddi:—

ac U di

Tim jsme nasli hledané rovnice extremaly integralu. Neni ndhodou, ze (11) a (15) se
shoduji. Soustavu rovnic tvaru (9) obdrzime, pokud parametr ¢+ budeme povazovat za délku
oblouku, tj. p(t) = 0. Zjistili jsme tedy, ze soustava rovnic (15) neni jedina, kterd udava
extremdly integralu délky oblouku; také kiivky vyhovujici soustavé (9) jsou dané extremaly.
Vime, ze pokud se pohybujeme na V;, pak feSenim jsou pravé geodetické kiivky. Kdyz se
piehoupneme na n-rozmérny Riemannliv prostor, miizeme z vySe popsanych poznatka

vyslovit definici geodetické kiivky:

Definice 2. Libovolna integralni kirivka soustavy rovnic (15), popr. (9) se nazyva geodeticka

ve V,.

V této chvili se mizeme ptat, zda kazdad geodeticka kiivka je zaroven nejkratsi
ktivkou. Pokud budou mit dva body od sebe dostatecné kratkou vzdalenost, pak jimi bude
urcena geodeticka kiivka, jez bude mit vétSinou 1 nejkratsi vzdalenost. Plati to ale obecné
pro libovolné¢ vzdalené body? Vime, ze nutnou podminkou pro nalezeni extrému
definovaného integralem jsou Eulerovy rovnice. Na zakladé vSech naSich ptredeslych uvah ale
muzeme vyslovit vétu, ktera nam tikd, jaky vztah nastava mezi kiivkou s nejkratsi délkou

oblouku a kiivkou geodetickou.

Véta 2. Jestlize mezi dvema body ve V, existuje krivka majici mezi témito body nejkratsi délku

oblouku, potom je tato kirivka geodeticka.
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3.2 Zapis geodetické krivKky ve tvaru s kanonickym parametrem

Mohlo by se zdat, ze dvé zminéné definice geodetické kiivky musi vycCerpat zakladni
uhel pohledu natento typ kiivek. Opak je pravdou. Geodetickou kiivku lze zapsat také
ve tvaru s kanonickym parametrem. SpiSe jen pro ukazku existence dal§i varianty se
podivejme na tento typ zapisu vhodny pro prostor s afinni konexi 4,. Hlavni myslenka se
zaklada na faktu, ze geodetické kiivky v 4, se chovaji podobné¢ jako piimky v eukleidovském
prostoru E,,.

Pro tento zapis si nejprve pfipometime zakladni charakteristiku 4,. Varieta tiidy C’,

na niz mame definovany objekt afinni konexe, nazyvame prostorem afinni konexe 4,. Jinak
v v v 17 v v . 1 2 n . v oo v 7 .y . ,
feCeno, v kazdé soustavé soufadnic x ,x”,..,x" na variet¢ je mozné najit objekt zapsany
. v ’ ¥ : 1 i1 2
funkcemi 1“; :Fj';. Tyto funkce se méni transformaci soufadnic x" :x”(x , X ,...,x”)

ax =x' (x’l,x'z,...,x'”) podle nésledujiciho transformaéniho zakona:

k 2 _k ] j
, Ox o°x ; Ox' ox’

P ox”  oxox’” T o' ox'P

Pro Riemanniv prostor V, pouzivdme na misto objektu afinni konexe jednoduSe

Christoffelovy symboly.

Pracujme se soustavou rovnic geodetickych kiivek (9) a (11). Pokud je v prostoru V,

v , . . i i . ’ i dx ~_ 7
kiivka y zadana rovnicemi x' = x'(¢), pak kovariantni vektor A = o nazveme te¢ny vektor
t

kiivky » v kazdém jejim bod¢€. Rovnice (9) ziskaji za takovych podminek tvar

i o
d_ + FUkﬂ’/V = 0 .
s
. Lo dA' dir o C o < ,
Miuzeme vzit v ivahu vztah A F/?, a tim se ndm pifedchozi soucet zméni po vytknuti
s X

A na

k
(% + /V'Fifj/li =0,
ox'

COZ je soustava

k i
A A =0, nebo jinak zapsano ax ) _ 0. (16)
! ds ). ds

Ve vzorcich (16) carka vyjadfuje kovariantni derivaci nabazi metrického tenzoru gj.

Soustavu (11) pak je mozZné prevést stejnym zplisobem na rovnice tvaru
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XA = ple)t. (17)

Témito soustavami rovnic (16) a (17) jsme obdrzeli dalsi zplisob zapisu diferencialnich rovnic
geodetické kiivky.

Pokud ptejdeme z V, do 4,, miizeme na zdklad¢ teorie popsané v predchozich dvou

odstavcich zadefinovat geodetickou kiivku v prostoru afinni konexe. Chybi nam pouze znéni

definice rekurentniho vektorového pole, kterou ithned doplnime. Méjme v 4, zadanu kiivku y

i

e e, X P , . axt oL .
nam jiZ zndmym zpisobem x' =Xx (t) anecht A :7 je jejim te€nym vektorem. Pak
t

muzeme vyslovit nasledujici definici:

Definice 3. Vektorové pole ¢k(x1,x2,...,x”), zadané body kirivky y, se nazyvd rekurentni

k
podél y, kdyz v kazdém jejim bodé jsou spinény podminky ¢;A 5%4- X" = pg*, kde

p(t) Jje néktery invariant.

Pokud p(t) =0, pak se parametr ¢ geodetické kiivky y nazyva kanonicky. Ve V, je

timto zplsobem zadana délka oblouku. Nasledujici definice nas seznamuje s rovnobéznosti
vektorového pole vuci kiivece v 4,, ato takovym zplisobem, jak rovnobéznost definoval

(uptesnéme, ze ve V,) roku 1917 T. Levi-Civita:

Definice 4. Pole kontravariantniho vektoru ¢k(x), definované na kiivce y, se nazyva
rovnobéZnym podél této krivky v prostoru A,, jestlize plati

_ d¢k
kol =
¢/ dt

ki g _
¢ +I,;4¢' =0. (18)
Po této kratké vsuvce, ktera uvadéla téma do souvislosti, se jiz miZzeme vénovat
otekavané definici geodetické kiivky. JelikoZ je mozni zaména vektorového pole ¢ (x)

z Definice 3 za teény vektor A* kiivky y, tak také podminky z této definice je mozné vyjadiit

pomoci (17). Jak vime, tato soustava ndm udava rovnice geodetické kiivky ve V,, a tedy jsme

schopni pro A4, vyslovit nésledujici definici geodetické kiivky:
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Definice 5. Kiivka prostoru afinni konexe A, se nazyva geodeticka, jestlize tecné vektorové

pole této kirivky je podél ni rekurentni.

Pokud pravé zminénou definici aplikujeme na porovnani (18) a (16), vyplyne ndm
z toho, ze kazda geodetickd kiivka, jejiz rovnice zapiSeme s kanonickym parametrem, ma
te¢né vektory rovnobézné podél této geodetické kiivky. V podstaté se jedna o zobecnéni té
vlastnosti pfimky v eukleidovském prostoru, ktera nam tika, ze ptimka nabyva v kazdém bodé
konstantniho sméru.

Celkové se da fici, ze se geodetické kiivky ve V, a v 4, na lokalni Grovni ptipodobiiuji
svym chovanim piimkam v E,. Krom¢ vySe zminéné vlastnosti konstantniho sméru se jedna
zejména o vlastnost, kdy jakymkoliv bodem prochédzi v libovolném sméru pravé jedina
geodetickd kiivka. To plyne ztoho, Ze mezi dvéma body je dostatecné maly oblouk
geodetické kiivky nejkratsi ze vSech rektifikovatelnych kiivek spojujici tyto dva body. Navic
plati tvrzeni, Ze kazdému bodu Ize najit okoli U takové, v némz mizeme libovolné dva body

propojit geodetickou kiivkou tak, aby tato kiivka nepiesahovala okoli U. [12]
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4. Geodeticka zobrazeni na Riemannovych prostorech

4.1 Definice geodetického zobrazeni

Doposud jsme se zabyvali geodetickymi kiivkami. Ty ndm pfipravily pidu
pro zavedeni pojmu geodetické zobrazeni. Jak jiZ napovidd nazev kapitoly, budeme se

pohybovat v Riemannovych prostorech, ato konkrétné¢ vyuzijeme znaceni V, a V, . Pruh
nad oznafenimi geometrickych utvari z V. bude upozorfiovat na jejich pfifazeni pravé

tomuto prostoru.

Definice 6. Geodetické zobrazeni prostoru V, na V, se nazyva vzdjemné jednoznacné

zobrazeni mezi jejich body, prikterém se kazda geodeticka kiivka prostoru V,  zobrazi

n

na geodetickou krivku prostoru Vn

4.2 Geodetické zobrazeni v E;

Budeme-li se pohybovat v E;3, pak se miiZeme pozastavit u ploch S a S z prostort V,
a 72 Trividlnimi geodetickymi zobrazenimi budou pravé ta zobrazeni, v nichz se plocha S

pienese pomoci zobrazeni na druhou plochu S tak, e ve spolecné soustavé soufadnic téchto
ploch budeme moci zaznamenat stejné Christoffelovy symboly druhého typu pro obé plochy.
Takovato zobrazeni miizeme nalézt alesponi lokdln€ u vSech ploch.

Napft. piizobrazeni plochy S na S takovym zplsobem, ze plochu § povazujeme
za pevné téleso v trojrozmérném eukleidovském prostoru, které se na zdkladé svého pohybu
zobrazi na S, mluvime o trividlnim geodetickém zobrazeni, nebot’ na zobrazené plose S

budou zachovany nejen geodetické kiivky, ale i ptivodni soutfadnice v kazdém bod¢ plochy

S . Pokud se ndm podati zobrazit plochu S na S, ktera je k tomu jesté izometrickou deformaci

puvodni plochy, pak jiz vime, Ze se ndm vnitini geometrie plochy nezméni, a tudiz geodetické

ktivky ztistanou zachovany a mtizeme stale hovofit o geodetickém zobrazeni, byt trividlnim.
Také zobrazeni plochy S, kterd se zobrazi na S pomoci homotetie, mizeme oznacit

za trividlni geodetické zobrazeni. Je to déno tim, Ze pokud ozna¢ime koeficient homotetie 4,
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potom plati vztah g_l.jzh2 g;» zn¢hoZz plyne rovnost Christoffelovych symboli: rf =1

ij i
a tedy mizeme fict, Ze geodetické kiivky se zobrazi opét na geodetické kiivky. Tim padem je
icelé zobrazeni geodetické, jak tomu je napf. undzorné ukézky takového zobrazeni—

zobrazeni mezi dvéma soustfednymi kulovymi plochami. [12]
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5. Priklady geodetickych zobrazeni ploch

5.1 Projekce rovnobéznych rovin

Jako priklad geodetického zobrazeni ndm miZe poslouzit bodova projekce rovin ¢i
gnoémonické zobrazeni. Necht’ madme v E3 dany dvé roviny p, a p, a bod S, ktery nelezi v ani
jedné ztéchto rovin. Pak bodova projekce rovin vedend zbodu S ndm zobrazi body
A1, Bie p, (A1 # Bj)nartzné body A,, B, € p, tak, Ze piimky A;A; a B1B, prochazi danym
bodem S. Pokud jsou roviny p, a p, rovnobéZzné, pak useCky Ai;Bie p, a A;Bre p,

zachovavaji pii této bodové projekci rovnobéznost (viz Obr. 2). [13]

Obr. 2 Projekce rovnobéznych rovin

Poznamka 1. Bod S nesmi leZet vroviné p, ani p,. V opacném piipadé¢ dané¢ zobrazeni
neexistuje.

Poznamka 2. Bod S je na Obr. 2 na strané roviny p,. Samoziejmé neni piekazkou, aby tento
bod lezel z druhé strany roviny p, ; at’ uz mezi rovinami p, a p, (Obr. 3), nebo az za rovinou

p, (Obr. 4).
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Obr. 3 Projekce rovnobéznych rovin: Obr. 4 Projekce rovnobéznych rovin: bod
bod § lezi mezi rovinami p, a p, S lezi ,,za* rovinou p,

Poznamka 3. Tato projekce je bijektivni a spojité zobrazeni mezi p, a p,.
Poznamka 4. Toto geodetické zobrazeni zachovava velikosti uhla.
Poznamka 5. Jestlize v afinnich soufadnicich na p, mé pfimka p € p, rovnice:
p: x'=x'o+t-d
x* =x% +t~a2,

pak rovnice odpovidajicich si bodii x+— f(x) bude mit tvar:

f): x'=f@)+tal

x2=f(x%) +t- a?

v afinnich soufadnicich (; ! x ") na p, . Parametr ¢ je na p a f (p) spole¢ny.
Poznamka 6. Z ptedchozi pozndmky (Poznamka 5) vyplyva, Ze pii tomto geodetickém

zobrazeni se zachovava afinni parametr pfimek (tj. geodetik). Toto geodetické zobrazeni je

afinni.

5.2 Projekce nerovnobéznych rovin

V ptipadé riznobéznosti rovin p, a p, jsou také usecky AiBie p, a A;B,€ p, riznobézné

(viz Obr. 5). [13]
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Obr. 5 Projekce nerovnobéznych rovin

Poznamka 7. Jako iv pfedchozim piipadé rovnobéZnych rovin plati, ze S nesmi leZet

na rovin€ p, ani naroviné p,.

Poznamka 8. Bod S miiZzeme umistit jak v Ghlu, ktery sviraji roviny po fadé p, p,, tak také
vuhlu mezi p, a p,. Tedy stejn¢ jako u projekce rovnob&znych rovin mize bod S lezet
pted 1 za rovinou p,, ale opét nesmi leZet pfimo v rovinach p, ani p,.

Poznamka 9. Zobrazeni f neni bijektivni zobrazeni mezi rovinami p, a p,. V ptipade, Ze je
smér promitani (promitaci paprsek) rovnob&zny s rovinou p,, pak zobrazeni nema obrazy.
V ptipad¢ rovnobéznosti sméru promitani s rovinou p, zobrazeni nema vzory.

Poznamka 10. V ptipad¢ rliznobéZnosti rovin jiZ nejsou platné rovnice z poznadmky 5; ty plati

pouze pro projekci rovnobeéznych rovin.

5.3 Gnomonicka projekce

Gnomonickou projekci zndme z kartografie, kdy promitame ze sttedu sféry na te¢nou
rovinu (viz Obr. 6). Nazev této projekce se pouziva od roku 1836, kdy jej navrhl tficetilety
britsky matematik Augustut De Morgan jako alternativu k téméf sto let zabéhnutému nazvu
gnomicka projekce od Williama Emersona (1749) [5]. Zavedeni zakladii gnomonické
projekce pfipisujeme jiz Thaletovi z Milétu (624 — 546 pfi. Kr.), ktery diky ni vytvérel

hvézdné mapy. Gnoémonickou projekci v Sikmé (obecné) poloze pouzil Thales pro konstrukei
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slune¢nich hodin, kdy se tihly mezi jednotlivymi hodinami shoduji s thly mezi poledniky
gnomonické projekce pro stejnou zemépisnou Sitku. Jednotlivé hodinové tidaje na slunecnich
hodinach zobrazoval stejné¢ jako poledniky po 15° zemépisné délky v gndmonické projekei
[11]. Jiz v 16. stol. se pak objevuji mapy zemékoule konstruované na zakladé¢ gnémonické
projekce sféry na stény teCnych mnohosténli. Své uplatnéni ziskava tato projekce zejména
pro ndmoini a leteckou dopravu [5], nebot’ obrazem vSech hlavnich kruznic (a tedy 1 vSech
polednikil a rovniku) jsou ptimky [10] a obrazem ortodrom (coZ jsou nejkratsi spojnice dvou

bodi na zemském povrchu) jsou casti pfimek. Jednd se o stfedové promitdni sféry I

do roviny, pficemz stfed promitani je shodny se sttedem O sféry " [10].

Obr. 6 Promitani ze stredu sféry na rovinu

Vezméme v uvahu kulovou plochu nahrazujici zemekouli, kde madme urceny severni
a jizni pol. Zemskou osou pak rozumime piimku, prochazejici sttedem a obéma pdly. Na tuto
osu je kolma rovina rovniku, pficemz samotny rovnik mtizeme urcit jako kruznici, ktera je
ur¢ena prinikem roviny rovniku a sféry. Ostatni rovnobézky leZi na priniku sféry a rovin
rovnobéznych srovinou rovniku; atyto kruZznice urcuji v geografii zemépisnou Sitku
0°< w <90° (rovnik ma nulovou zemépisnou Sitku, smérem k polim zemépisna Sirka —
severni 1jizni— narastd). Zemépisna délka je urCovdna pomoci polednikli, které lezi

na hlavnich kruznicich prochéazejicich obéma poély. Zemépisna délka byva oznaovéna ¢
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anabyva kladnych hodnot do 180° (rozliSujeme vychodni a zapadni zemépisnou délku).
Poledniky a rovnobéZzky spolu tvoii na sféfe pravothlou soufadnicovou sit’.
Mgjme sféru S»: x° + 17 + 27 = R’, kde (x, y, z) jsou soutadnice kartézské soustavy v E;
a R > 0 znaci polomér sféry [6]. Zvolme nésledujici parametrizaci sféry:
x = Rucosw,
y = Rvcosw,

z = Rsinw,
T s \ " . Y e A
kde o € (—5, Ej vyjadiuje zemépisnou Sitku a (u, v) jsou soutfadnice jednotkové kruznice,

pro niz plati u*> +v* = 1. Poledniky pak mizeme vyjadiit jako kruZnice na sféfe, které maji
pevné dané (u, v), pfiCemz body o soufadnicich (0,0,R) a(0,0,-R) jsou poly sféry.
Rovnikem rozumime kruznici, kterd je ddna prinikem sféry a roviny z = 0. Na kazd¢ takové
sféfe pak miizeme najit netrividlni projektivni transformaci (viz Obr. 7). Vezméme v tivahu

transformaci 7, : S, — S, kterou budeme charakterizovat nasledovné:

1. Kazdé dva body M a M, jez si navzajem odpovidaji, pfifadime ke stejnému
poledniku.

2. Jestlize mame hodnoty @ a w,, urcujici zemépisné Sitky po radé bodl M a M,, pak
pro né plati nasledujici pravidlo:

cot w, = €' cotw, pro w # 0,
w, =0,pro o =0,

kde ¢ € R je parametr pro 7, .

Pro @, pak dostaneme nasledujici:

s
— 7 +arc cot(e’ cot a))7 e {— 5 Oj;

o =10, 0=

0
arc cot(e‘ cot a)), we (0, %} )

Body narovniku ana pdlech jsou pfitom ponechdny neménné. =, je spojita transformace
sféry S,, ktera zobrazi hlavni kruZnice sféry opét na hlavni kruznice. 7, neni izometricka,

konformni ani afinni transformace, 7z, je netrividlni projektivni transformace (coz jsme chtéli

ukézat). [6]
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Obr. 7 Netrivialni projektivni transformace na sfére

V kartografii se rozliSuji 3 druhy gndémonického zobrazeni, ato v poloze normalni,
pricné nebo obecné. Normalni (p6lova) gnomonicka projekce zobrazi poledniky do svazku
piimek se sttedem v obraze polii, obrazem rovniku je nevlastni pfimka primétny a zbylé
rovnobézky tvoii soustavu soustfednych kruznic se sttedem v obraze pola. Tato projekce je
pouzita tehdy, kdyZ zemska osa je kolma k primétné a bodem dotyku sféry a te¢né roviny je
severni nebo jizni pol. Pfi¢na (rovnikova) gnomonicka projekce nastava, kdyz rovina rovniku
je kolma na primétnu. Tak se zobrazi poledniky do svazku rovnobéznych piimek, obrazem
rovniku je jejich kolmice a ostatni rovnobé&zky jsou zobrazeny jako hyperboly (jejich
spolenymi osami jsou obraz rovniku a zdkladniho poledniku, coZ je polednik prochéazejici
bodem dotyku sféry a rovniku). Pokud neni te¢na rovina sféry kolma na rovinu rovniku ani
na zemskou osu, hovofime o obecné gnomonické projekci. Ta zobrazi poledniky opét
do svazku pfimek se stiedem v obraze poll, rovnik byva zobrazovan jako piimka (prasecnice
roviny rovniku s primétnou), ale rovnobézky jsou zobrazovany jako elipsy, paraboly
a hyperboly. [10]

Pokud by stifed promitani nelezel ve stfedu sféry, ale promitalo by se z povrchu sféry,
nejednalo by se jiZ o gnomonickou projekci, nybrZz o projekei stereografickou. Jeji zavedeni
byva spojovano s 2. stol. pt. Kr., konkrétné¢ byvd zaautora povazovan astronom
Hipparchos z Nikeje (190 — 125 pft. Kr.) [2], ktery jako prvni v d&jinach rozdélil sféru-
zemékouli do pomyslné miizky tvorené rovnobézkami a poledniky [9] asvé poznatky

stereografického zobrazeni vyuzival pro znazornéni hvézdné oblohy [4]. Nazev
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,stereograficka projekce se uziva od r. 1613, kdy jeji principy propracoval belgicky jezuita,
matematik, fyzik a architekt Franciscus Aguilonius (1567 - 1617). Do té doby byvala
stereograficka projekce nazyvana planisphere [11]. Nyni se toto zobrazeni vyuziva ptrevazné
v geodézii a astronomii. Narozdil od gnémonické projekce je stereografickd projekce
uhlojevna.

Stejné jako u gndmonické projekce, rozliSuje se v kartografii stereograficka projekce
v polové, rovnikové a obecné poloze. Polova stereografickd projekce nastava, kdyz stied
promitani lezi v jednom z polu a opacny pdl je bodem dotyku sféry a primétny. Rovnobézky
véetné rovniku se tak zobrazi jako vzajemné soustiedné kruznice, poledniky se zobrazi
jako svazek ptimek se sttedem v pdlu. Pokud je rovina rovniku kolmé k primétné, hovotime
o rovnikové projekci. Stfed promitani umistime v takovém ptipad€¢ do bodu na rovniku, ktery
lezi nasféfe naproti bodu dotyku rovniku a primétny. Kruznice a pilkruznice sféry
prochézejici bodem dotyku (tedy rovnik a jeden z polednikil) se zobrazi na dvé navzijem
kolmé piimky, obrazem ostatnich poledniki irovnobézek jsou opét kruznice (kruhové
oblouky). V obecné poloze stereografického promitani je situace podobnd, jen jako piimka se
muze spolu s libovolnym polednikem prochazejicim stfedem promitani zobrazit kterakoli
rovnobézka (nejsme omezeni pouze na rovnik), kterd prochazi stfedem promitani. [3], [10]
Pro stereografickou projekci plati zdsada, Zze vSechny kruznice z kulové plochy se zobrazi
opét jako kruznice, pokud na sféfe neprochazeji sttedem promitani; kruznice prochazejici
sttedem promitani se stereograficky zobrazi jako piimky [3].

Podobné by se daly kartograficky popsat také projekce scénograficka (stied promitani
lezi ve vlastnim bodé mimo sféru) ¢i ortograficka (promitame z nevlastniho bodu), ovS§em tim

se v této diplomové praci nebudeme zabyvat.
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6. Levi-Civitovy rovnice geodetickych zobrazeni na Riemannovych prostorech

6.1 Odvozeni Levi-Civitovych rovnic

Abychom neziistavali pouze u 2-dimenzionalnich prostorti, podivejme se obecné, jak

geodetickd zobrazeni funguji na libovolnych Riemannovych prostorech. Necht mame dany

prostory ¥, a ¥, , které se nam vzhledem k zobrazeni budou vztahovat ke spolené soustavé

soutadnic  x',x%,...,x". V ptedchozi kapitole jsme uvedli, Zze transformacni zékon

, oxt ot T ox' ox’
Pox”  ox'’ox’? T ox' ox'”

prostor V,, jestlize na misto objektu afinni konexe pouzijeme Christoffelovy symboly. Z této

uvadény pro 4, lze jednoduse pouzit také pro Riemanniv

transformace Christoffelovych symboli Fij’.‘ a l"yk podle transformac¢niho zdkona dostaneme

1y

= O = ox! ox”
Porlop = (FU " ox'® ox'? axk

coZ nas navadi na zdménu rozdilu uvedeného v zavorce za symetricky tenzor typu (12)

def __
Pf =T -T* (19)

ij ij

Ukazme si nyni, 7e geodetické kiivka x' = x'(f) prostoru V, se zobrazi jako geodeticka

n

ktivka se stejnymi rovnicemi a se stejnym parametrem také v prostoru V, , pokud je zobrazeni

V. na ¥V, geodetické. Vychdzejme pii tom z jiz pro nas zndmé rovnice (12), kterou prepiSeme

na tvar pro ¢arkované koeficienty z V :

d*x* dx" B d*x" dx* N (—k dx"  —=n dka d_)cidx-’ _

2, =
dr’* dt dr®  dt Tdat T dr ) dr o dt

Pokud tuto rovnici upravime tak, ze odecteme (12), dostaneme soustavu ve tvaru

e " —n it i g
r dx T dx” | dx'dx) _
dt dt

2

do " di
coz za pouziti (19) prepiSeme na

(Pk dx" pi dka d_)cidxj

ogr U odr ) dre dr

3

a to miizeme upravit na tvar
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dx’ dx’ dx'
Pishopish) =222 =, 20
(”’"’)mchm (20)

Lehce vidime rovnost formule (20); zejména pro trividlni geodetické zobrazeni PU’ =0
je platnost ziejma. Identicky plati samoziejmé také soustava (20) pro PUI # 0. Kdyz

geodetické kiivky mohou prostoupit kazdy bod prostoru, pak jsou v obou prostorech V, 1 Vn

shodné. Formule (20) nam tedy bude platit pro kazdy bod aniz bychom se museli ohlizet

s dx' dx’ dx' . ,
na uvedené derivace A a a proto se budou koeficienty z vyrazu (20) rovnat 0.

Pro vSechny indexy i, j,/,k,h =1, 2, ..., n mizeme proto odvodit rovnost

PS4+ PiS! + PES" = PISE 4+ PISE + IS 1)

i li~j
Budeme-li formuli (21) kontrahovat ptes 4 a I, pak dostaneme rovnost

(n+1)Pf =P 5"+ PSt,

kterou miizeme nahradit, v ptipad¢ vymény vyrazu " P za y,, zapisem

! i !
Pl =0, +y,6 . (22)
Pokud do (19) dosadime pravé ziskanou rovnici (22), dostaneme soustavu

Ty =T! +y.8 +y,5. (23)
Tim jsme ziskali rovnice, které objevil Levi-Civita. Své slavy se ale rovnice dockaly az roku
1918, kdy byly prvné prezentovany matematikem Weylem. Podle autora se tyto rovnice
nazyvaji Levi-Civitovymi rovnicemi ajsou nejen nutnymi, ale zaroven i postacujicimi

podminkami. Kdybychom zaménili prostor V, zaprostor s afinni konexi 4,, nic by se

v ptipadé rovnic (23) nestalo, protoze jsme nikde nezakladali nas postup na tom, Ze by objekt

s i . ° , . .. , . . v .
afinni konexe T'; byl Riemanniv. Vyhodou Levi-Civitovych rovnic tedy je, Ze je 1ze formou

1 obsahem pouzit pro 4, Z toho miiZeme vyvodit i tvrzeni, Ze definice geodetickych kiivek

z pfedchozi kapitoly (Definice 2 a Definice 5) jsou v 4, a ¥, shodné.
Dokondeme nyni dikaz toho, Zze x'=x'(¢) je geodetickou kiivkou také ve V..
Vezmeme-li vuavahu , ze x' =x[(t) je feSenim soustavy (15) a pro spoleCnou soustavu

soufadnic vzhledem k zobrazeni prostorti V, a 7,1 plati (23), potom mizeme rovnice (15)

napsat také ve tvaru
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d*x! =i dx' dx’ _(t dx’ _

= . o

dt dt dt

i

kde invariant ;(t)vyjédﬁme zplisobem E(z) = p(t)+ 21//[%, ¢imz jsme dokazali, Ze

x' = x'(¢) je geodeticka kiivka také ve V, . [12]

6.2 Vybrani matematikové zabyvajici se geodetickym zobrazenim

Ital Tulio Levi-Civita (1875 —1941) ziskal prvenstvi mezi matematiky s tématem
vztahujici se ke geodetickému zobrazeni uvetejnil roku 1917. Jeho vysledky mély znaény vliv
na pozd¢jsi aplikaci diferencidlni geometrie do teorie relativity. [7] OvSem T. Levi-Civita
nebyl jediny, kdo kralovnu véd obohatil o poznatky tykajici se geodetického zobrazeni.
Pro nalezeni pocatecni nit¢ musime putovat na italsko-francouzskou ptadu. Roku 1779 zde
matematik Joseph Louis Lagrange (1736 —1813) wuvedl prvni netrividlni piiklady
geodetického zobrazeni [7].

Poprvé se komplexnéjsi naznak geodetického zobrazeni objevil v kartografické tloze,

kterou roku 1865 wvyfeSil E.Beltrami, kdyZ se snaZil najit zobrazeni plochy V,

na Euklidovskou rovinu ]:Tz [12]. Eugenio Beltrami (1835 — 1899) svymi objevy pooteviel

dvefe pro zafatek zkoumani neeuklidovské geometrie, kterou se pozd&ji zabyvali
a vybudovali zejména Rus Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevskij, mad’arsky matematik Janos Bolyai
¢i némecky matematik a fyzik Carl Friedrich Gauss [7].

Obecné¢ se geodetickym zobrazenim zacal zabyvat az italsky matematik a politik
Ulisse Dini (1845 — 1918), ktery své feSeni existence geodetického zobrazeni V, na V> uvedl

vroce 1869. Tento objev, ponckud slozit¢ zkonstruovany, byl jest¢ mnohokrat upravovan
a zjednodusovan do ptijatelnéj$i podoby. [7] O sedmadvacet let pozd&ji, v roce 1896, vydal
jiz zminovany T. Levi Civita préci o transformaci rovnic dynamiky, v niz popsal zékladni
rovnice, nékdy téz nazyvany fundamentalni rovnice [12].

Geodetické zobrazeni se nadéle vyvijelo, zvlast€é v navaznosti na upiednostnéni
tenzorového poctu v oblasti diferencidlni geometrie. Napf. Némec Hermann Klaus Hugo

Weyl (1885 -1955) nebo americky matematik Luther Pfahler Eisenhart (1876 - 1965) se
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postarali oto, aby se geodetické zobrazeni zacalo zkoumat ztakového pohledu, ktery se

zakladal na invariantnim vztahu k soufadnicim. [12]

6.3 Levi-Civitovy rovnice a jejich gradient

Na zavér kapitoly se pozastavme znovu u Levi-Civitovych rovnic v Riemannovych

prostorech. Podivejme se nejdiive, ¢im je vlastné vektor y; ve (23). K tomu se nam bude

hodit znalost Voss-Weylovy formule, ktera je vyjadiena vztahem:

I =0,1n,g]. (24)
Pfi jejim odvozeni jsme vychézeli z nésledujicich poznatkii. Uvédomme si, ze derivace
determinantu n-fadu je rovna souctu n determinantti fadu »n. Pfitom kazdy takovy determinant
obdrzime, pokud v piivodnim determinantu postupné zaménime vzdy jeden fadek za fadek

poskladany z derivaci.

def
Méme-li proto g = det HgUH a zvolime-li 4, jako algebraicky dopln€k k prvku g,

v determinantu g, potom miiZeme napsat, Ze plati rovnost

0,g= Zalgg/ 'Agj = ggﬁalg”-.

i,j=1

Nyni vyjadiime 0,g; ve tvaru souCtu, tedy

G,gl.j =T

ilj

+T

Jjli
a tento zapis mizeme do piedchoziho dosadit nasledovné:

al_g:gij(r‘ +Fjli):2’ri§‘
g

ilj

Tuto rovnost miizeme piepsatna I, =0, In | g|, coz je vySe zminéna Voss-Weylova formule.

Nyni jiz mizeme tuto formuli, kdyZ ji madme dokazanou, vyuZit pro nase ucely

zkoumdani vektoru ;. Vyjdéme z rovnic (23) a kontrahujme je pfes indexy j a /. Za pouziti
(24) ziskame 0, ln\/g =0, ln\/g + (n+ 1)y, , coz lze prepsat jako

78 zéa.ln

2n+1) " )
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Metricky tenzor g, se méni piitransformaci soufadnic ve ¥V, nazékladé zékona

=& aéx,k gx'h Z toho dostaneme g’ =g J>, kde J = det aax | je Jakobian transformace
X
soufadnic. Stejn¢ tak § =§J *, aproto g je invariantni. Tim z(25) dostaneme, Zze

w, =y bude gradientni vektor, ktery je nulovy v situaci, kdy je geodetick¢ zobrazeni
trividlni. Tim jsme si ukazali, Ze vektor y, z Levi-Civitovych rovnic je gradientem, tedy

pro n¢j plati rovnost y, =y, =0y , kde v = g//(xl,xz,...,x”) je invariant. [12]

6.4 Transformace Levi-Civitovych rovnic

Nyni si také jest¢ ukazme, jak lze Levi-Civitovy rovnice ve V, transformovat.

Dostaneme se tak k rovnicim, které budou sice shodné s Levi-Civitovymi rovnicemi, avSak

jejich zapis bude odpovidat podobé, v jaké je vyjadfil roku 1922 L. P. Eisenhart.

Kazdy tenzor, ktery zavisi na x, miizeme vztahnout jak k V, , tak také k V., nebot’ oba

dva tyto prostory maji totozné soufadnice {x'}. Vezméme §l.j = Eﬁ (x) a uréeme u néj
i i ivaci iokd - — T kT

kovariantni derivaci vzhledem k metrickému tenzoru g,: g,,=9,g, - g,I;, - g,I; . Pravou

stranu ziskané rovnosti prevedeme s ohledem na (23) ataké s védomim, Ze §ij je ve Vn
kovariantn¢ konstantni, na nasledujici tvar:
g;‘/,z = 2§[jl//l + g;z‘//‘,’ + g,—;‘//i . (26)
Srovname-li tuto pro nds novou formuli (26) s ndm jiz dobfe znamou soustavou (23),
zjistime, Ze jsou zaménitelné. Toto tvrzeni v nasledujicim odstavci dokdZeme.
M¢jme prostory V, a Z a v nich definovan tenzor (19). Necht’ v obou prostorech plati

soustava rovnic (26). Pomoci zminéného tenzoru (19) miizeme pouZit nésledujici tvar zapisu:

8 :azglj gzkrjl gzgrk gkpk + gk;Pk'
Tento vztah ndm po dosazeni do (26) da vyjadieni
guly + 8B =28,V + W, + & W (27)

Pokud pouzijeme rovnost

def __

Qll] = gjk])llk - gz]lﬂl jll//z Q/l] ’ (28)
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pak mizeme (27) zjednodusit na tvar
Qi[/’ + lei =0. (29)
Kdybychom v (29) zaménili indexy i a / , nic by se ndm nezménilo. Proto miizeme napsat také

nasledujici tvar:

Q; +0,,=0. (30)
Pokud od (29) odecteme (30), mizeme na zaklad¢ (28) zapsat, ze plati:

Q-0 =0, (31)
coz lze pomoci cyklické zamény indexi (j, /, i) napsat také jako

Oy -0y =0, (32)

Nabizi se ndm soucet vyrazu (29) s postupné ziskanou rovnosti (32). Danou operaci

provedeme a dostaneme
20, =0,
coz nam upravi (28) na tvar
gijlk = gijl//l + §jll//['
KdyZ navic napiSeme index j zpét na ptivodni pozici, ziskame
Bl =y,6] +y,5],
¢imz se navracime zpét k rovnosti (22). Jak jiz vime, formule (22) ve spojeni s (19) ndm da
Levi-Civitovy rovnice ve tvaru (23). K tomuto zavéru jsme chtéli dojit, abychom dokazali, ze

ze soustavy (26) ndm plyne (23). Tedy transformace Levi-Civitovych rovnic je ve V, korektni

a miZzeme také tvar (26) nalezeny L. P. Eisenhartem povazovat za Levi-Civitovy rovnice. [12]
Dokonce rovnice (23) a(26) byvaji spoletné¢ nazyvany zakladnimi rovnicemi teorie

geodetickych zobrazeni Riemannovych prostorii, coz ndm potvrdi nasledujici vyslovena véta:

Véta 3. Zobrazeni Riemannova prostoru V. na Riemannitv prostor V. je geodetické tehdy
ajen tehdy, pravé kdyz ve spolecné soustavé souradnic, vzhledem ktomuto zobrazeni,

mezi Christoffelovymi symboly plati vztah (23), nebo ekvivalentné, kdyz metricky tenzor §U

prostoru Vv prostoru V. bude vyhovovat podminkam (26). [12]
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7. Dalsi priklady geodetickych zobrazeni

7.1 Beltramiho polovina hyperboloidu

Vyse zminéné gndémonické zobrazeni zndme v matematice zejména diky

J. L. Lagrangeovi (1736 —1813), ktery rozpracoval promitani f (x, y,z)= (—i, —X, - J
y z

urcujici dvojdimenziondlni zobrazeni polokoule narovinu. Pfi tomto zobrazeni se kiivky
z polokoule S = {(x, v, z)e R :x*+y*+z° = 1}, ktera je definovana pro vSechna z <0,
zobrazi narovinu E = {(x, V, z) eR :z= —1}. Italsky matematik Eugenio Beltrami (1835 -
1899) nahradil polokouli za polovinu hyperboloidu H = {(x, v, Z) eR X’ +y -z =- 1}.
Pak zobrazeni libovolné kiivky z tohoto rotacniho télesa lezi na priiniku promitaci roviny
aroviny obsahujici kiivku z povrchu hyperboloidu spolu s bodem (0, 0, 0). Takovymto
zobrazenim kiivky z poloviny hyperboloidu na rovinu je opét piimka.
Samoziejmé tato zobrazeni lze zobecnit i pro vyssi dimenze. V tom ptipadé bychom
zapsali napf. gnoémonické zobrazeni poloviny sféry ve tvaru
S" = {(xl, X%, x””)e R x4 x4+ x = 1}. Zaméfme se radéji na prostory

dimenze 2, nebot’ ty nam skytaji dostatek zajimavych podnéti pro nase zkoumani. [7]

7.2 Geodeticka zobrazeni dimenze 2

Piedpokladejme geodetické zobrazeni Riemannova prostoru V, = (M s g) s konexi V

na Riemanndv prostor V, = (A_/[,,,g) s konexi V. Uvazujme symetricky tenzor g=e g,

ktery rozepiSeme na slozky nasledujicim zptisobem:

g,=¢"g,. (33)
Funkce v je charakterizovana vztahem
2(n1+ 1) ln‘g »17]
kde (podle [8])
G =det(g,)a G =det(g,). (34)
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Jelikoz g i§ maji kladné determinanty, nemusime pii vyjadieni tvaru funkce y psat
absolutni hodnotu, atedy ji mizeme rozepsat pro dvojdimensiondlni potfeby nasledujicim

zpusobem:

1, G
=—Iln—. 35
v=gnz (35)

Takto zadany tenzor ¢ nazvéme tenzorem geodetického zobrazeni. V ptedchozi kapitole jsme

se zabyvali transformaci Levi-Civitovych rovnic. Pokusme se na zéklad¢ znalosti tenzoru

geodetického zobrazeni dostat aZ k tvaru, ktery uvedl roku 1922 L. P. Eisenhart, tj.:
Gis T 9jpi 90, = 0.
Vratme se nyni k rovnici (33) a ozna¢me pismenem Q determinant slozek tenzoru:
Q =det(q;) -
Diky poznatku (34) [7] miizeme Q rozepsat na tvar
0= det(e"4“’ gij ),
coz umime upravit nasledujicim zptisobem:
Q=dete”G=("fG=e"G>0.[7]

Pokusme se pomoci Q vyjadfit funkci w. K tomu uZijeme podilovy tvar O a G,

ktery upravime pomoci (34) takto:

0 eG _ G

== —. (36)
G detg, G
Vyraz (36) zlogaritmujeme a obdrzime:
lng = In| e G ,
G G
coz jednoduse upravime na rovnici
ln2 = lne® Jrlng
a dostaneme tvar
0 G
In==-8y + In—. 37
p= v C (37)

Pokud vynasobime (37) ¢islem -3, mizeme jiz béznymi matematickymi Upravami ziskat
z piedchozi rovnosti vyjadieni funkce w pomoci Q. Upravy vypadaji nasledovné.

Nejprve provedeme jiz zminény soucin (37) a Cisla -3:
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—31r12 = 241//—31n§.
G G

Poté za v dosadime (35):
—31n2 =24 llng —31ng,
G 6 G G

upravime na tvar

—31ng = 4lng—3lnE
G G G

a dostavame zadanou rovnici:

—31n2 = lng, (38)
G G

ze které jiz vyjadiime y , nebot’ kdyZz do (35) dosadime (38), ziskdme:

lnE = l(—3ln2j = —llng
G

V- 6 G 2 G

1
6

i

V nésledujicim postupu vyuzijeme oznaceni g’ proinverzni matici ke g, [7].

Soucasn¢ algebraicky dopln€k slozek ¢, v determinantu O zapiSeme jako O, . Potom nidm

plati, ze:

Pro vyjadreni kovariantni derivace Vg pouzijeme rovnici:

D = =299 T 4V, + Qs (39)
kde jsme vyuzili znalosti rovnice:

Qow = W&y F Vg TV 8 (40)
Muzeme dokonce fici, Ze rovnice (39) a (40) sobé odpovidaji. Kdyz piehlédneme tuto rovnost

a vratime se pouze k vyrazu (39), mizeme jako jeho dusledek zapsat systém diferencialnich
rovnic:
B T Qi T Gy =0 (41)
Timto tvarem jsme dospéli k podobé¢, v niz rovnice roku 1922 zapsal L. P. Eisenhart. A toho
jsme chtéli dosdhnout. D4 se navic dokazat, Ze rovnice (40) a (41) se sob€ rovnaji, ¢imz se ale
v této praci nebudeme zabyvat (ptipadni zajemci mohou najit podrobny dikaz v [7]).
Podle L.P.Eisenharta muzeme vyslovit nasledujici vétu [7] (dikaz nebudeme

uvadét):
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Véta 4. Zobrazeni dvourozmérnych pseudo-Riemannovych prostorii je geodetické prave

tehdy, kdyz tenzor zobrazeni q = e g vyhovuje soustavé diferencidalnich rovnic (41). [7]

7.3 Véta U. Diniho o netrivialnim geodetickém zobrazeni ploch

O ptl stoleti diive neZ byla uvedena Eisenhartova véta, pfesnéji v roce 1869, pfisel

matematik U. Dini s obdobnym vysledkem, ov§em v jiném geometrickém znéni:

Véta 5. Plochu miizeme netrivialnim geodetickym zobrazenim prenést na jinou plochu pouze
za predpokladu, Ze dana plocha je Liouvilleova. Pak existuje netrividlni geodetické zobrazeni

na jinou plochu prave tehdy, kdyz tato plocha je Liouvilleova.

Poznamenejme, ze Liouvilleovy plochy jsou pojmenovany po jejich objeviteli, Rogeru
Liouvilleovi, ktery je zkoumal jiz odroku 1850. Jsou to plochy, jejichz obrazy jsou
v geodetickém zobrazeni opét Liouvilleovymi plochami. Vzornym ptikladem Liouvilleovych
ploch jsou napt. vSechny rotacni plochy.

Tato véta U. Dinitho byla postupem cCasu dokazovana vétSim poctem matematiki.
Naznacme proto jen lehce dikaz této véty, ktery ovSem neni plvodnim znénim dikazu

od samotného autora véty.

Ditkaz. Budeme predpokladat, ze existuje geodetické zobrazeni plochy S na plochu S.

Potom s ohledem na dané zobrazeni miizeme najit kartézsky systém soufadnic (u,v),

pro né¢hoz plati, ze g,, = glz = 0. Christoffelovy symboly jsou pak nasledujici:

r = 21 .8g11 , I=- 1 .agn
g, Ou 2gy, Ov

Fllz _ 21 .6g11 ’ F122 _ 1 _agzz ,
gn Ov 2g,, Ou

lez _ 21 _agzz ’ F222 _ 1 .agzz
g, Ou 2g,, Ov

KdyzZ se podivame zpé€t na systém rovnic (41), mizeme jej zapsat ve tvaru

9y = 90y = 0, 91,2 +2‘]12,1 =0, q2, +2‘]12,2 =0. (42)
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r 7w 7w I3 I3 . I3 . k
Prvni rovnost z vySe zminéného systému rovnic (42) nam pro Christoffelovy symboly T

predklada tvar
dq,, _ 4 01,
ou g, ou’
neboli jinak zapsano:
2 [m@j =0.
Ou &n
Ve vyse zminéné rovnosti objevujeme rovnici ¢, = g,V (v), kde ¥(v) je libovolna kladna

realnd funkce. Stejné¢ tak mlizeme jako kladnou realnou funkci charakterizovat funkci U (u),
kterou ziskdme zapisem rovnosti g, +2¢,,; =0 zesysttmu rovnic (42) jako
q, = 2,U (u) Spojenim téchto poznatkli spolu s tieti rovnosti ze (42) dostavame nésledujici
vyraz:

081, . hagn _,_hégn _ ﬂagn -0
ov gy ov 8y OV g, ov

Ktery lze snadno pomoci funkei U(x) a ¥(v) piepsat na tvar

V) r) B g, WTCD

Pokud by funkce U(u) a V(v) sobé odpovidaly, tedy pokud by platilo, zZe
(U(u)-7(v)) =0, pak by se jednalo okonstantni funkce adospéli bychom k pouze
triviAlnimu  zobrazeni. Predpokladejme proto, 7e (U(u)-V(v)) # 0. Tim ziskavame
(pro (p(u) > 0) vyjadieni

gu = (U0) -7 (V) olu),

je zavisla pouze na u . Stejné tak jsme schopni napsat, ze

g = (Ul)-7 () x(v).
kde K‘(V) je stejné jako qo(u) kladna funkce. V tomto piipadé nam ovSem plati formule
ds* = (U(u)- V(v))((p(u)du2 + &(v)dv? ),

kterou lze po vhodné zméné soufadnic u a v zapsat také ve tvaru

ds* = (U(u)- V(v))(du2 + dvz). (43)

811

(O)-r[)

nebot’ funkce

Ve skute€nosti se jedna o vyjadreni Liouvilleovych ploch. Jelikoz

0=¢,9,= G'U(“)'V(V)
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Q

, y 1 o NESTRN ., : . -
a zaroven y = _ElnE’ jak jsme urcili vySe, dostavame funkci y vyjadienou rovnici

v = —%ln Uwu)- V).

To nas ovSem navadi podle (35) na zapis

- 4 o Qf
g; € WQg _’iji:fa

z n¢hoz jednodusSe vypiSeme g,,, g,, a g,, nasledujicim zptisobem:

2. = (U =V) pu)
11 l]Zpr ?
- _(U-7)x)
8» Up?
§12 =0.

A tim se dostavame ke konci naseho diikazu. Pokud lze plochu zapsat pomoci (43), pak

=g ) o)

vyjadiuje metrickou formu obrazu dané plochy ziskané¢ho geodetickym zobrazenim. [7] m

rovnost

Celou kapitolu zakonc¢eme vysledkem ze zkoumani metrik matematikem Levi-Civitou

(vétu uvadime pro jednoduchost bez dikazu):

Véta 6. Necht' jsou dany Riemannovy metriky g a § které jsou vyhradné nesoumeérné

v jakémkoli daném bode p. Potom v okoli tohoto bodu p miiZzeme nalézt souradnicovy systéem

r v . /4 _2 .7 r v
2., X" ) takovy, Ze metrické formy ds*> a ds vypadaji nasledovné:

= $le)-x )0

i=1j=1
J#i

Wt ) )

HXa(xa) i=1,=1 ;

J#i

(x', x

a=1

kde X, (xi) >0 (proi=1,2,..., n) jsou diferencovatelné funkce v parametru x'.

Takovéto metriky nazyvame Levi-Civitovymi metrikami. [7]
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Zavér

Geodeticka zobrazeni jsou jen vyiezem zcelého védniho oboru diferencidlni
geometrie. A ipiesto je to velmi obsahlé téma, kterému je vénovdno mnoho védeckych
pojednani a také né€kolik monografii. Nékterda témata z této diplomové prace by se dala
v ramci jednotlivych kapitol vice rozepsat ¢i se od nich odklonit a postupovat jinymi sméry.
Cilem diplomové prace nebylo shrnout vSechny poznatky o geodetickych zobrazenich
a systematicky je vypsat jeden za druhym, ale jak jiz napovida nazev prace ,,Uvod do teorie
geodetickych zobrazeni®, primarnim cilem bylo uvést c¢tendie do povédomi o téchto
zobrazenich.

Diplomova prace je strukturovdna ve vysledku tak, aby ptedkladala i ¢tenafi
s minimalni orientaci v diferencidlni geometrii co nejjasnéjsi pohled na geodeticka zobrazeni.
Uvodni kapitoly byly proto zaméfeny zejména naty poznatky o plochach a geodetickych
ktivkach, které jsou pottebné k pochopeni nasledujicich kapitol o samotnych geodetickych
zobrazenich. Ani v ramci kapitol pojednavajicich Cist¢ o geodetickych zobrazenich jsem
neuvadéla vSechny poznatky daného tématu. Zameétila jsem se pfevazné na konkrétni priklady
geodetického zobrazeni (at’ uZ naprojekce nebo na Beltramiho polovinu hyperboloidu)
anechtéla jsem vynechat ani mnohé poznatky o Levi-Civitovych rovnicich (odvozeni,
transformace) a Levi-Civitovych metrikach.

Pro urc¢itou kompaktnost prace jsem se snazila obohatit text o souvislosti tykajici se
historického vyvoje jednotlivych témat. Neé&ktefi matematikové navazovali na prace
predeslych védct a bez téchto souvislosti by tento text byl jen suchym, nesrozumitelnym
vyctem nékolika informaci, které by do sebe nezapadaly. S drobnymi vsuvkami o historickém
vyvoji tak dostala prace kompaktnéjsi charakter.

Jelikoz jsem studentkou dvouoborového ucitelského studia s aprobaci matematika —
geografie, mozna jsem i tajné¢ doufala, Ze se najde v tématu diplomové prace alespon vysek,
ktery by propojil oba mnou studované predméty. V ramci paté kapitoly jsem ke svému
potéSeni objevila propojeni diferencidlni geometrie s kartografii. Neni proto divu, ze téma
gnomonické projekce jsem rozvinula o mnoho vice nez ostatni piiklady geodetického
zobrazeni. Navic se mi podafilo odhalit vefejnosti malo zndmou a pfesto veérohodnou
literaturu, v niz je za praotce gnémonické projekce povazovan Thales z Milétu (624 — 546

pt. Kr.), ktery jeji prazaklady pouzival pro konstruovani hvézdnych map [11].
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Diplomova prace, kterou jsem psala na zédkladé poznatkl z uvedené pouzité literatury,
byla pro mne obohacenim vtom sméru, Ze jsem se mohla zamyslet nad konkrétnimi
souvislostmi jednotlivych témat a snazit se je vhodné uspotadat do jednotlivych kapitol. Jako
autorka prace pevné vétim, Ze se najde Ctenafr, kterého geodetickd zobrazeni nadchnou a sahne

po literatufe obohacujici jeho rozhled v tomto tématu.
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Anotace

Diplomova prace pojednava o teorii geodetickych zobrazeni ploch, Riemannovych a pseudo-
Riemannovych prostorti. Jsou zde uvedeny zakladni pojmy geodetickych kiivek a zobrazeni
téchto prostort, které maji zaklad v pracich T. Levi-Civity a L. P. Eisenharta. Tyto pojmy
jsou demonstrovany na mnohych piikladech geodetickych zobrazeni, jako jsou projekce
rovin, gnomonicka projekce aj. Dale zde uvadime fteSeni U. Diniho o geodetickych

zobrazenich ploch.

Klicova slova

geodetické kiivky, geodetickd zobrazeni, projekce rovin, gndmonicka projekce, Levi-Civitovy

rovnice, Riemannovy prostory
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Annotation

The thesis treats of the theory of geodesic mappings of surfaces, Riemann and pseudo-
Riemann spaces. There are noted the basic concepts of geodesic curves and mappings of this
spaces, which have the basis in the works of T. Levi-Civita and L. P. Eisenhart in this thesis.
These concepts are demonstrated on the many examples of geodesic mappings, such are
projections of planes, gnomonic projection etc. Further, here we note the solution of U. Dini

about the geodesic mappings of surfaces.

Key words

geodesic curves, geodesic mappings, projections of planes, gnomonic projection, Levi-Civita

equations, Riemann spaces
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