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Abstrakt
Tato diplomová práce je zaměřena na multivariačńı kryptosystémy. Jej́ı součást́ı je přehled
komutativńı algebry se zaměřeńım na Gröbnerovy báze. Z algoritmů jsou studovány
předevš́ım ty, které využ́ıvaj́ı Gröbnerovy báze a to Buchberger̊uv algoritmus, který je
již implementován v programu Wolfram Mathematica, a F4 algoritmus, pro který byl
vytvořen programový baĺık v prostřed́ı Wolfram Mathematica. Jako posledńı je popsán
Čuang-c’̊uv algoritmus, pro který byl pro zjednodušeńı vytvořen program pro poč́ıtáńı
Lagrangeova interpolačńıho polynomu v jazyce Python.

Summary
This diploma thesis is devoted to the multivariate cryptosystems. It includes an overview
of commutative algebra with emphasis on Gröbner bases. Of all algorithms, especially
the ones using Gröbner bases are studied, i.e. Buchberger’s algorithm, which is already
implemented in Wolfram Mathematica, and F4 algorithm, for which a program package
has been created in the Wolfram Mathematica environment. Also Zhuang-Zi algorithm is
described. To simplify its steps a program to compute the Lagrange interpolation poly-
nomial has been created in Python.

Kĺıčová slova
Multivariačńı interpolace, interpolačńı polynom, konečné pole, F4 algoritmus, Čuang-c’̊uv
algoritmus, Buchberger̊uv algoritmus, multivariačńı kryptosystémy

Keywords
Multivariable interpolation, interpolation polynomial, finite field, F4 algorithm, Zhuang-
Zi algorithm, Buchberger algorithm, multivariable cryptosystems
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2.1.1 Afinńı variety . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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1. ÚVOD

1. Úvod
Ćılem diplomové práce bylo sepsat přehled komutativńı algebry se zaměřeńım na

Gröbnerovy báze. Dále prostudovat vybrané multivariačńı kryptosystémy a ataky na ně.
Posledńım úkolem bylo implementovat dané algoritmy.

Diplomová práce je rozdělena do tř́ı kapitol. Prvńı kapitola dává přehled komuta-
tivńı algebry se zaměřeńım na Gröbnerovy báze. Jsou zde studovány také ideály a eli-
minačńı teorie. Ve druhé kapitole jsou sepsány dané multivariačńı kryptosystémy, včetně
obecného úvodu. V této práci jsou studovány algoritmy využ́ıvaj́ıćı Gröbnerovy báze, a to
Buchberger̊uv algoritmus a F4 algoritmus. Z daľśıch algoritmů je zde popsán Čuang-c’̊uv
algoritmus. V posledńı kapitole se budeme zabývat implementaćı daných algoritmů. Pro
Buchberger̊uv algoritmus budeme studovat ukázkové voláńı již implementovaného algo-
ritmu v prostřed́ı Wolfram Mathematica. Pro F4 algoritmus je naš́ım úkolem sepsat pro-
gramový baĺık v prostřed́ı Wolfram Mathematica. Pro Čuang-c’̊uv algoritmus využijeme
k implementaci programovaćı jazyk Python, kde vytvoř́ıme program pro výpočet Lagran-
geova interpolačńıho polynomu nad daným rozš́ı̌reným konečným polem.

Diplomová práce obsahuje také př́ılohu s př́ıklady. Př́ıklady jsou zaměřené na komuta-
tivńı algebru a to na výpočet ideál̊u, Gröbnerových báźı, S-polynomů a také implicitizace.
Dále jsou přiloženy kódy pro F4 algoritmus a pro výpočet Lagrangeova interpolačńıho po-
lynomu.
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2. KOMUTATIVNÍ ALGEBRA

2. Komutativńı algebra
Tato kapitola je inspirována [1].

2.1. Ideály v okruźıch

2.1.1. Afinńı variety

Definice 1. Necht’ k je komutativńı pole a f1, ..., fs jsou polynomy v k [x1, ..., xn]. Pak

V (f1, ..., fs) = {(a1, ..., an) ∈ kn; fi (a1, ..., an) = 0; ∀i : 1 ≤ i ≤ s}

nazveme afinńı varietou generovanou f1, ..., fs.

Tedy afinńı varieta V (f1, ..., fs) ⊂ kn je množina všech řešeńı soustavy rovnic

f1(x1, ..., xn) = ... = fs(x1, ..., xn) = 0.

Lemma 2. Jestlǐze V,W ⊂ kn jsou afinńı variety, pak také V ∪W a V ∩W jsou afinńı
variety. Nav́ıc plat́ı

V ∩W = V (f1, ..., fs, g1, ..., gt);V ∪W = V (figj), pro 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ t.

2.1.2. Parametrizace afinńıch variet

Předpokládejme, že je dána varieta V = V (f1, ..., fs) ⊂ kn. Pak racionálńı parametrická
reprezentace V obsahuje racionálńı funkce r1, ..., rn ∈ k(t1, ..., tm) takové, že body dané
vztahy

x1 = r1(t1, ..., tm),

...

xn = rn(t1, ..., tm)

lež́ı ve V . Dále požadujeme, aby V byla nejmenš́ı varieta obsahuj́ıćı tyto body.

V mnoha situaćıch máme parametrizaci variety V , kde r1, ..., rn jsou polynomy. Takové
př́ıpady nazýváme polynomická parametrická reprezentace V . Naproti tomu, p̊uvodńı
rovnice f1 = ... = fs = 0 určuj́ıćı V , nazýváme implicitńı reprezentace V .

2.1.3. Ideály

Definice 3. Množina i ⊂ k [x1, ..., xn] je ideál, jestliže plat́ı
i) 0 ∈ i

ii) jestliže f, g ∈ i, pak také f + g ∈ i

iii) jestliže f ∈ i a h ∈ k [x1, ..., xn], pak h · f ∈ i.

Definice 4. Necht’ f1, ..., fs jsou polynomy v k [x1, ..., xn], pak množina

〈f1, ..., fs〉 =

{
s∑
i=1

hifi : h1, ..., hs ∈ k [x1, ..., xn]

}

je ideál.

5



2.1. IDEÁLY V OKRUZÍCH

Lemma 5. Jestlǐze f1, ..., fs ∈ k [x1, ..., xn], pak 〈f1, ..., fs〉 je ideál v k [x1, ..., xn]. 〈f1, ..., fs〉
nazveme ideál generovaný f1, ..., fs.

D̊ukaz. 1. 0 ∈ 〈f1, ..., fs〉, protože 0 =
∑s
i=1 0fi

2. Necht’ f =
∑s
i=1 pifi, g =

∑s
i=1 qifi, h ∈ k [x1, ..., xn]. Pak dostáváme

f + g =
∑s
i=1(pi + qi)fi

hf =
∑s
i=1(hpi)fi.

Dokázali jsme tedy, že 〈f1, ..., fs〉 je ideál.

Ideál i ⊂ k [x1, ..., xn] je konečně generovaný, pokud existuj́ı f1, ..., fs ∈ k [x1, ..., xn]
tekové, že i = 〈f1, ..., fs〉 a f1, ..., fs tvoř́ı bázi ideálu i.

Tvrzeńı 6. Jestlǐze f1, ..., fs a g1, ..., gt jsou báze stejného ideálu v k [x1, ..., xn] takové, že
〈f1, ..., fs〉 = 〈g1, ..., gt〉, pak V (f1, ..., fs) = V (g1, ..., gt).

Př́ıklad: Uvažujme varietu V (2x2+3y2−11, x2−y2−3). Snadno se ukáže, že 2x2+3y2−
11 = 2(x2−4)+3(y2−1);x2−y2−3 = 1(x2−4)−1(y2−1). Tedy 〈2x2 + 3y2 − 11, x2 − y2 − 3〉
= 〈x2 − 4, y2 − 1〉 tak, že V (2x2 + 3y2 − 11, x2 − y2 − 3) = V (x2 − 4, y2 − 1) = {±2,±1}.

Definice 7. Necht’ V ⊂ kn je afinńı varieta. Pak množina

i(V ) = {f ∈ k [x1, ..., xn] : f(a1, ..., an) = 0, ∀(a1, ..., an) ∈ V } .

Zásadńım výsledkem je, že i(V ) je ideál.

Lemma 8. Jestlǐze V ⊂ kn je afinńı varieta, pak i(V ) ⊂ k [x1, ..., xn] je ideál.

D̊ukaz. Je zřejmé, že 0 ∈ i(V ), protože nulový polynom je nulový pro všechna kn. Dále
předpokládejme, že f, g ∈ i(V ) a h ∈ k [x1, ..., xn]. Necht’ (a1, ..., an) je libovolný bod V .
Pak f(a1, ..., an) + g(a1, ..., an) = 0 + 0 = 0
h(a1, ..., an)f(a1, ..., an) = h(a1, ..., an)0 = 0. T́ım je dokázáno, že i(V ) je ideál.

Definice 9. i(V ) z předchoźıho Lemmatu budeme nazývat ideál variety V .

Lemma 10. Jestlǐze f1, ..., fs ∈ k [x1, ..., xn], pak 〈f1, ..., fs〉 ⊂ i(V (f1, ..., fs)). Rovnost
nastat nemuśı.

Tvrzeńı 11. Necht’ V a W jsou afinńı variety v kn. Pak
i) V ⊂ W právě tehdy, když i(V ) ⊃ i(W )
ii) V = W právě tehdy, když i(V ) = i(W ).

2.1.4. Polynomy jedné proměnné

Definice 12. Mějme nenulový polynom f ∈ k [x], necht’ f = a0x
m + a1x

m−1 + · · · + am,
kde ai ∈ k a a0 6= 0, tedy deg(f) = m. Pak řekneme, že a0x

m je hlavńı člen f , znač́ıme
LT (f) = a0x

m.

Tvrzeńı 13 (Algoritmus děleńı). Necht’ k je pole a necht’ g je nenulový polynom v k [x].
Pak každé f ∈ k [x] m̊užeme psát f = qg+r, kde q, r ∈ k [x] a r = 0 nebo deg(r) < deg(g).
Nav́ıc q a r jsou jednoznačné.
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2. KOMUTATIVNÍ ALGEBRA

Tvrzeńı 14. Jestlǐze k je pole a f ∈ k [x] je nenulový polynom, pak f má nejvýše deg(f)
kořen̊u v k.

Tvrzeńı 15. Jestlǐze k je pole, pak každý ideál v k [x] m̊uže být zapsán ve tvaru 〈f〉 pro
nějaké f ∈ k [x]. Nav́ıc f je jednoznačné vzhledem k násobeńı nenulovou konstantou v k.

Ideál generovaný jedńım prvkem se nazývá hlavńı ideál.

Definice 16. Nejvěťśı společný dělitel polynomů f, g ∈ k [x] je množina polynomů h s vlast-
nost́ı
i) h děĺı f a g
ii) Jestliže p je daľśı polynom, který děĺı f a g, pak p děĺı h.
Má-li h tyto vlastnosti, pak ṕı̌seme h = GCD(f, g).

Tvrzeńı 17. Necht’ f, g ∈ k [x]. Pak
i) GCD(f, g) existuje a je neprázdná a jsou-li dva polynomy jej́ımi prvky, pak jeden je
konstantńım násobkem druhého
ii) GCD(f, g) je generátor ideálu 〈f, g〉
iii) existuje algoritmus pro nalezeńı GCD(f, g) (Euklid̊uv algoritmus).

Př́ıklad: Spočtěte GCD(x4 − 1, x6 − 1). Nejprve použijeme algoritmus děleńı
x4 − 1 = 0(x6 − 1) + x4 − 1
x6 − 1 = x2(x4 − 1) + x2 − 1
x4 − 1 = (x2 − 1)(x2 + 1) + 0
GCD(x4− 1, x6− 1) = GCD(x4− 1, x2− 1) = GCD(x2− 1, 0) = x2− 1. Poznamenejme,
že takto spoč́ıtaný GCD je odpověd́ı na nalezeńı generátoru ideálu 〈x4 − 1, x6 − 1〉 =
〈x2 − 1〉.

Definice 18. Nejvěťśı společný dělitel polynomů f1, ..., fs ∈ k [x] je množina polynomů
h s vlastnost́ı
i) h děĺı f1, ..., fs
ii) jestliže p je daľśı polynom, který děĺı f1, ..., fs, pak p děĺı h, a znač́ıme h = GCD(f1, ..., fs).

Tvrzeńı 19. Necht’ f1, ..., fs ∈ k [x], kde s ≥ 2, pak
i) GCD(f1, ..., fs) existuje a je jednoznačný vzhledem k násobeńı nenulovou konstantou
v k
ii) GCD(f1, ..., fs) je generátor ideálu 〈f1, ..., fs〉
iii) jestlǐze s ≥ 3, pak GCD(f1, ..., fs) = GCD(f1, GCD(f2, ..., fs))
iv) existuje algoritmus pro nalezeńı GCD(f1, ..., fs).

Př́ıklad: Uvažujme ideál 〈x3 − 3x+ 2, x4 − 1, x6 − 1〉 ⊂ k [x]. Vı́me, že GCD(x3−3x+
2, x4−1, x6−1) je generátor. Nav́ıc můžeme ověřit, že GCD(x3−3x+ 2, x4−1, x6−1) =
GCD(x3− 3x+ 2, GCD(x4− 1, x6− 1)) = GCD(x3− 3x+ 2, x2− 1) = x− 1. Dostáváme
〈x3 − 3x+ 2, x4 − 1, x6 − 1〉 = 〈x− 1〉 .

2.2. Gröbnerovy báze

2.2.1. Monomické uspořádáńı

Definice 20. Monomické uspořádáńı v k [x1, ..., xn] je libovolná relace > na Nn
0 , nebo

ekvivalentně, každá relace na množině monomů xα, α ∈ Nn
0 splňuj́ıćı

7



2.2. GRÖBNEROVY BÁZE

i) > je úplné (nebo lineárńı) uspořádáńı na Nn
0

ii) jestliže α > β a γ ∈ Nn
0 , pak α + γ > β + γ

iii) > je dobré uspořádáńı na Nn
0 . To znamená, že každá neprázdná podmnožina Nn

0 má
nejmenš́ı prvek.

Lemma 21. Relace uspořádáńı > na Nn
0 je dobré uspořádáńı právě tehdy, když každá

klesaj́ıćı posloupnost v Nn
0 je konečná.

Definice 22 (Lexikografické uspořádáńı). Necht’ α = (α1, ..., αn), β = (β1, ..., βn) ∈
Nn

0 . Řekneme, že α >lex β, jestliže vektorový rozd́ıl α−β ∈ Zn má prvńı nenulovou složku
kladnou. Ṕı̌seme xα >lex x

β, jestliže α >lex β.

Př́ıklad:
a)(3, 2, 3) >lex (1, 3, 6), protože α− β = (2,−1,−3)
b)(1, 4, 3) >lex (1, 4, 2), protože α− β = (0, 0, 1).

Tvrzeńı 23. Lexikografické uspořádáńı na Nn
0 je monomické uspořádáńı.

Definice 24 (Stupňované lexikografické uspořádáńı). Necht’ α, β ∈ Nn
0 . Řekneme,

že α >grlex β, jestliže |α| = ∑n
i=1 αi > |β| =

∑n
i=1 βi nebo |α| = |β| a zároveň α >lex β.

Při stupňovaném lexikografickém uspořádáńı nejdř́ıve uvažujeme celkový stupeň mo-
nomu.

Př́ıklad:
a)(1, 2, 3) >grlex (3, 2, 0), protože |(1, 2, 3)| = 6 > |(3, 2, 0)| = 5
b)(1, 2, 4) >grlex (1, 1, 5), protože |(1, 2, 4)| = |(1, 1, 5)| a zároveň (1, 2, 4) >lex (1, 1, 5).

Definice 25 (Stupňované inverzńı lexikografické uspořádáńı). Necht’ α, β ∈ Nn
0 .

Řekneme, že α >grevlex β, jestliže |α| = ∑n
i=1 αi > |β| =

∑n
i=1 βi nebo |α| = |β| a posledńı

nenulová složka α− β ∈ Zn je záporná.

Př́ıklad:
a)(4, 7, 1) >grevlex (4, 2, 3), protože |(4, 7, 1)| = 12 > |(4, 2, 3)| = 9
b)(1, 5, 2) >grevlex (4, 1, 3), protože |(1, 5, 2)| = |(4, 1, 3)| a zároveň (1, 5, 2) − (4, 1, 3) =
(−3, 4,−1).

Rozd́ıl mezi stupňovaným lexikografickým a stupňovaným inverzńım lexikografickým
uspořádáńım nastává, pokud je celkový stupeň monomů shodný. Stupňované lexikogra-
fické uspořádáńı dále uplatňuje lexikografické uspořádáńı a dává přednost vyšš́ı mocnině
u největš́ı proměnné. Stupňované inverzńı lexikografické uspořádáńı dává přednost nižš́ı
mocnině u nejmenš́ı proměnné.

Př́ıklad: Uvažujme polynom f = 5xy2z2 + 6z − 11x3 + 9x2z3 ∈ k [x, y, z]
a) lexikografické uspořádáńı: f = −11x3 + 9x2z3 + 5xy2z2 + 6z
b) stupňované lexikografické uspořádáńı: f = 9x2z3 + 5xy2z2 − 11x3 + 6z
c) stupňované inverzńı lexikografické uspořádáńı: f = 5xy2z2 + 9x2z3 − 11x3 + 6z.

Definice 26. Necht’ f =
∑
α aαx

α je nenulový polynom v k [x1, ..., xn] a necht’ > je mo-
nomické uspořádáńı
i) multistupeň polynomu f definujeme jako multideg(f) = max(α ∈ Nn

0 ; aα 6= 0)
ii) hlavńı koeficient polynomu f definujeme jako LC(f) = amultideg(f) ∈ k
iii) hlavńı monom polynomu f definujeme jako LM(f) = xmultideg(f)
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2. KOMUTATIVNÍ ALGEBRA

Poznámka: Hlavńı člen polynomu f vyjádř́ıme jako LT (f) = LC(f)LM(f).

Př́ıklad: Je dán polynom f = 5xy2z2 + 6z − 11x3 + 9x2z3. Uvažujme lexikografické
uspořádáńı. Poté multideg(f) = (3, 0, 0), LC(f) = −11, LM(f) = x3, LT (f) = −11x3.

Lemma 27. Necht’ f, g ∈ k [x1, ..., xn] jsou nenulové polynomy. Pak
i) multideg(fg) = multideg(f) +multideg(g)
ii) Jestlǐze f + g 6= 0,pak multideg(f + g) ≤ max(multideg(f),multideg(g)). Když nav́ıc
plat́ı, že multideg(f) 6= multideg(g), pak nastává rovnost.

2.2.2. Algoritmus děleńı v k [x1, ..., xn]

Př́ıklad: Je dán polynom f = x2y+xy2 +y2. Vydělte jej polynomy f1 = xy−1, f2 = y2−1
s použit́ım lexikografického uspořádáńı s x > y.

x2y + xy2 + y2 :

xy − 1

y2 − 1
=

x+ y

x2y − x
xy2 + x+ y2

xy2 − y
x+ y2 + y

Zbytek po děleńı je x + y2 + y. Ani LT (f1) ani LT (f2) neděĺı LT (x + y2 + y), ale
x+y2+y neńı zbytek, protože LT (f2) děĺı y2. Tud́ıž x přesuneme do zbytku a pokračujeme
dále v děleńı. Obecně můžeme ř́ıci, že pokud nemůžeme dělit ani LT (f1) ani LT (f2), pak
přesuneme hlavńı člen do zbytku a v děleńı pokračujeme dále. Po dokončeńı děleńı v našem
př́ıkladu dostaneme výsledek x2y + xy2 + y2 = (x+ y)(xy − 1) + 1(y2 − 1) + x+ y + 1.

Věta 28 (Algoritmus děleńı v k [x1, ..., xn]). Mějme monomické uspořádáńı > na Nn
0

a necht’ F = (f1, ..., fs) je s-tice polynom̊u v k [x1, ..., xn]. Pak každé f ∈ k [x1, ..., xn]
m̊užeme zapsat jako

f = a1f1 + · · ·+ asfs + r,

kde ai, r ∈ k [x1, ..., xn] a r = 0 nebo r je lineárńı kombinace monom̊u s koeficienty v k,
kde žádný z nich neńı dělitelný žádným LT (f1), ..., LT (fs). r nazveme zbytek po děleńı F .
Nav́ıc jestlǐze aifi 6= 0, pak plat́ı multideg(f) ≥ multideg(aifi).

Př́ıklad: Je dán polynom x2y+xy2 +y2. Vydělte jej polynomy f1 = y2−1, f2 = xy−1.

x2y + xy2 + y2 :

y2 − 1

xy − 1
=

x+ 1
x

x2y − x
xy2 + x+ y2

xy2 − x
2x+ y2 → 2x
y2

y2 − 1
1 → 2x+ 1
0

Výsledkem tedy je x2y + xy2 + y2 = (x+ 1)(y2 − 1) + x(xy − 1) + 2x+ 1.
Je tedy zřejmé, že při záměně dělitel̊u je zbytek po děleńı jiný.
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2.2. GRÖBNEROVY BÁZE

Algoritmus děleńı polynomů v́ıce proměnných souviśı s řešeńım problému př́ıslušnosti
k ideálu. Jestliže je zbytek f po děleńı F = (f1, ..., fs) nulový, pak f ∈ 〈f1, ..., fs〉. Vid́ıme
tedy, že r = 0 je postačuj́ıćı podmı́nka pro př́ıslušnost k ideálu, ale neńı to podmı́nka
nutná (viz následuj́ıćı př́ıklad).

Př́ıklad: Necht’ f1 = xy + 1, f2 = y2 − 1 ∈ k [x] s lexikografickým uspořádáńım.
Vydělte polynom f = xy2 − x dvojićı polynomů F = (f1, f2). Obdrž́ıme řešeńı tvaru
xy2 − x = y(xy + 1) + 0(y2 − 1) + (−x− y).
Děleńı dvojićı F = (f2, f1) vede k výsledku xy2 − x = x(y2 − 1) + 0(xy + 1) + 0.
Odtud vid́ıme, že f ∈ 〈f1, f2〉 a přesto při děleńı F = (f1, f2) je zbytek nenulový.

2.2.3. Monomické ideály a Dicksonova věta

Definice 29. Ideál i ⊂ k [x1, ..., xn] nazveme monomický ideál, jestliže existuje podmnožina
A ⊂ Nn

0 (i nekonečná) taková, že i obsahuje všechny polynomy ve tvaru konečného součtu∑
α∈A hαx

α, kde hα ∈ k [x1, ..., xn]. V tomto př́ıpadě ṕı̌seme i = 〈xα;α ∈ A〉.

Př́ıklad monomického ideálu je ideál i = 〈xy, x2y3, x3y〉 ⊂ k [x, y]. Př́ıklad ideálu, který
neńı monomický je ideál i1 = 〈xy − y, x2y + xy2〉 .

Lemma 30. Necht’ i = 〈xα;α ∈ A〉 je monomický ideál. Pak monom xβ lež́ı v i právě
tehdy, když xβ je dělitelné xα pro nějaké α ∈ A.

Lemma 31. Necht’ i je monomický ideál a necht’ f ∈ k [x1, ..., xn]. Pak jsou následuj́ıćı
tvrzeńı ekvivalentńı.
i) f ∈ i

ii) každý člen f lež́ı v i

iii) f je lineárńı kombinaćı monom̊u v i s koeficienty z k.

Tvrzeńı 32. Dva monomické ideály jsou totožné právě tehdy, když obsahuj́ı stejné mo-
nomy.

Každý monomický ideál z k [x1, ..., xn] je konečně generovaný.

Věta 33 (Dicksonova věta). Necht’ i = 〈xα;α ∈ A〉 ⊆ k [x1, ..., xn] je monomický ideál.

Pak m̊užeme i psát ve tvaru i =
〈
xα(1), ..., xα(s)

〉
, kde α(1), ..., α(s) ∈ A. Ideál i má tedy

konečnou bázi.

Tvrzeńı 34. Necht’ > je relace na Nn
0 splňuj́ıćı

i) > je úplné uspořádáńı na Nn
0

ii) jestlǐze α > β a γ ∈ Nn
0 , pak α + γ > β + γ.

Pak > je dobré uspořádáńı právě tehdy, když α ≥ 0 pro ∀α ∈ Nn
0 .

2.2.4. Věta o Hilbertově bázi a Gröbnerovy báze

Definice 35. Necht’ i ⊂ k [x1, ..., xn] je ideál r̊uzný od {0} (tzn. obsahuje alespoň jeden
nenulový polynom)
i) Označme LT (i) množinu hlavńıch člen̊u prvk̊u z i. Tedy
LT (i) = {cxα; ex.f ∈ i, pro které LT (f) = cxα}
ii) Označme 〈LT (i)〉 ideál generovaný prvky LT (i).
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2. KOMUTATIVNÍ ALGEBRA

Př́ıklad: Necht’ i = 〈f1, f2〉 , f1 = x3 − 2xy, f2 = x2y − 2y2 + x, použijeme stupňované
lexikografické uspořádáńı monomů v k [x, y].Potom x(x2y − 2y2 + x)− y(x3 − 2xy) = x2

a tud́ıž x2 ∈ i. LT (x2) ∈ 〈LT (i)〉, ale x2 neńı dělitelné ani LT (f1) ani LT (f2) a tud́ıž
x2 ∈ 〈LT (f1), LT (f2)〉.

Tvrzeńı 36. Necht’ i ⊂ k [x1, ..., xn] je ideál.
i) 〈LT (i)〉 je monomický ideál
ii) Existuj́ı g1, ..., gt ∈ i takové, že 〈LT (i)〉 = 〈LT (g1), ..., LT (gt)〉.

Věta 37 (Hilbertova věta o bázi). Každý ideál i ⊂ k [x1, ..., xn] má konečnou generuj́ıćı
množinu. Proto i = 〈g1, ..., gt〉 pro nějaké g1, ..., gt ∈ i.

D̊ukaz. Pokud i = {0}, pak za generuj́ıćı množinu vezmeme {0}, která je určitě konečná.
Jestliže i obsahuje nějaký nenulový polynom, pak dle předešlé věty a dle Dicksonovy
věty existuj́ı g1, ..., gt takové, že 〈LT (i)〉 = 〈LT (g1), ..., LT (gt)〉. Předpokládejme, že i =
〈g1, ..., gt〉. Je zřejmé, že 〈g1, ..., gt〉 ⊂ i, jelikož každé gi ∈ i. Vezmeme libovolný polynom
f ∈ i a vyděĺıme jej polynomy g1, ..., gt. Poté můžeme psát f = a1g1 + · · ·+ atgt + r, kde
žádný člen r neńı dělitelný LT (g1), ..., LT (gt). Vid́ıme, že r = f − a1g1 − · · · − atgt ∈ i.
Pokud je r 6= 0, pak nutně LT (r) ∈ 〈LT (i)〉 = 〈LT (g1), ..., LT (gt)〉, protože je 〈LT (i)〉
monomický, muśı být LT (r) dělitelný některým z generátor̊u LT (gi). T́ım dostáváme spor
s t́ım, že r je zbytek po děleńı. Proto muśı být r = 0. Pak f = a1g1+· · ·+atgt ∈ 〈g1, ..., gt〉.
Odtud plyne i ⊂ 〈g1, ..., gt〉 a d̊ukaz je hotov.

Definice 38. Mějme monomické uspořádáńı. Konečnou podmnožinu G = {g1, ..., gt}
ideálu i nazveme Gröbnerova báze (nebo standartńı báze), jestliže 〈LT (g1), ..., LT (gt)〉 =
〈LT (i)〉.

Ekvivalentně můžeme ř́ıci, že {g1, ..., gt} ⊂ i je Gröbnerova báze právě tehdy, když
hlavńı člen libovolného prvku i je dělitelný LT (gi) pro nějaké i.

Tvrzeńı 39. Mějme monomické uspořádáńı. Pak každý ideál i ⊂ k [x1, ..., xn] r̊uzný od
{0} má Gröbnerovu bázi. Nav́ıc každá množina polynom̊u g1, ..., gt ∈ i, pro kterou plat́ı
〈LT (i)〉 = 〈LT (g1), ..., LT (gt)〉, je Gröbnerova báze ideálu i.

Tvrzeńı 40 (Podmı́nka vzestupné řady). Necht’ i1 ⊂ i2 ⊂ i3 ⊂ ... je vzestupná řada
ideál̊u v k [x1, ..., xn]. Pak existuje N ≥ 1 tak, že iN = iN+1 = iN+2 = ....

Definice 41. Necht’ i ⊂ k [x1, ..., xn] je ideál. Označ́ıme V (i) množinu

V (i) = {(a1, ..., an) ∈ kn; f(a1, ..., an) = 0; ∀f ∈ i} .

Tvrzeńı 42. V (i) je afinńı varieta. Tedy jestlǐze i = 〈f1, ..., fs〉, pak V (i) = V (f1, ..., fs).

2.2.5. Vlastnosti Gröbnerových báźı

Tvrzeńı 43. Necht’ G = {g1, ..., gt} je Gröbnerova báze ideálu i ⊂ k [x1, ..., xn] a necht’

f ∈ k [x1, ..., xn]. Pak existuje jediné r ∈ k [x1, ..., xn] s následuj́ıćımi vlastnostmi
i) žádný člen r neńı dělitelný žádným LT (g1), ..., LT (gt)
ii) existuje g ∈ i takové, že f = g + r.
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Tvrzeńı 44. Necht’ G = {g1, ..., gt} je Gröbnerova báze ideálu i ⊂ k [x1, ..., xn] a necht’

f ∈ k [x1, ..., xn]. Pak f ∈ i právě tehdy, když zbytek po děleńı f množinou G je nulový.

Toto tvrzeńı je někdy použito jako definice Gröbnerovy báze, protože je ekvivalentńı
s podmı́nkou 〈LT (g1), ..., LT (gt)〉 = 〈LT (i)〉.

Definice 45. Označme f
F

zbytek po děleńı f uspořádánou s-tićı F = (f1, ..., fs). Je-
li F Gröbnerova báze pro (f1, ..., fs), pak se na F můžeme d́ıvat jako na množinu (bez
uspořádáńı).

Př́ıklad: Mějme polynom x5y. Je dána F = (x2y − y2, x4y2 − y2) ⊂ k [x, y]. Použijeme
lexikografické uspořádáńı.
Podle algebraického děleńı dostaneme x5y = (x3 + xy)(x2y − y2) + 0(x4y2 − y2) + xy3 a

ṕı̌seme x5y
F

= xy3.

Definice 46. Necht’ f, g ∈ k [x1, ..., xn] jsou nenulové polynomy.
i) Jestliže multideg(f) = α a multideg(g) = β, pak zaved’me γ = (γ1, ..., γn), kde
γi = max(αiβi);∀i. xγ nazveme nejmenš́ı společný násobek LM(f), LM(g), ṕı̌seme xγ =
LCM(LM(f), LM(g)).
ii) Zaved’me S-polynom f, g předpisem S(f, g) = xγ

LT (f)
f − xγ

LT (g)
g.

Př́ıklad: Jsou dány polynomy f = x3y2 − x2y3 + x, g = 3x4y + y2 ∈ R [x, y], uvažujme
stupňované lexikografické uspořádáńı. Potom γ = (4, 2) a

S(f, g) = x4y2

x3y2
(x3y2 − x2y3 + x)− x4y2

3x4y
(3x4y + y2) = −x3y3 + x2 − 1

3
y3.

Lemma 47. Předpokládejme, že máme součet
∑s
i=1 cifi, kde ci ∈ k a multideg(fi) =

δ ∈ Nn
0 , ∀i. Jestlǐze multideg(

∑s
i=1 cifi) < δ, pak

∑s
i=1 cifi je lineárńı kombinace S- po-

lynom̊u S(fj, fk) pro 1 ≤ j, k ≥ s s koeficienty v k. Nav́ıc každý S(fi, fk) má maximálńı
stupeň menš́ı než δ.

Věta 48 (Buchbergerovo kritérium). Necht’ i je polynomický ideál. Pak báze
G = {g1, ..., gt} je Gröbnerova báze i právě tehdy, když pro všechny dvojice i, j; i 6= j je
zbytek po děleńı S(gi, gj) báźı G nulový.

Př́ıklad: Mějme ideál i = 〈y − x2, z − x3〉 a ukažme, že G = {y − x2, z − x3} je Gröbne-
rova báze vzhledem k lexikografickému uspořádáńı pro y > z > x.
Báze G má pouze dva členy, tud́ıž stač́ı ověřit, že zbytek po děleńı S- polynomu prvky
báze G je nulový. S(y − x2, z − x3) = yz

y
(y − x2) − yz

z
(z − x3) = yx3 − zx2. Prove-

deme algebraické děleńı a dostaneme yx3 − zx2 = x3(y − x2) + (−x2)(z − x3) + 0 a tedy

S(y − x2, z − x3)
G

= 0. Zjistili jsme tedy, že G je Gröbnerova báze.

2.2.6. Aplikace Gröbnerových báźı

Problém př́ıslušnosti k ideálu

Jestliže zkombinujeme Gröbnerovy báze s algoritmem děleńı, dostaneme následuj́ıćı algo-
ritmus př́ıslušnosti k ideálu: je dán ideál i = 〈f1, ..., fs〉. Můžeme rozhodnout, zda daný
polynom f lež́ı v ideálu i následovně. Nejdř́ıve použijeme algoritmus podobný Buchberge-
rovu algoritmu a najdeme Gröbnerovu bázi G = {g1, ..., gt} ideálu i. Poté tvrzeńı 44 nám

dává f ∈ i právě tehdy, když f
G

= 0.
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Př́ıklad: Necht’ i = 〈f1, f2〉 = 〈xz − y2, x3 − y2〉 ∈ C [x, y, z]. Použijeme stupňované
lexikografické uspořádáńı. Necht’ f = −4x2y2z2 + y6 + 3z5. Plat́ı, že f ∈ i?

Daná generuj́ıćı množina neńı Gröbnerova báze i, protože LT (i) obsahuje polynomy
takové, že LT (S(f1, f2)) = LT (−x2y2 + z3) = −x2y2 nejsou obsaženy v ideálu
〈LT (f1), LT (f2)〉 = 〈xz, x3〉. Tedy muśıme spoč́ıtat Gröbnerovu bázi ideálu i.
G = (f1, ..., f5) = (xz − y2, x3 − z2, x2y2 − z3, xy4 − z4, y6 − z5).

Poznamenejme, že máme redukovanou Gröbnerovu bázi. Nyńı můžeme testovat, zda
polynom patř́ı do i. Např́ıklad děleńım f báźı G dostáváme f = (−4xy2z−4y4)f1 + 0f2 +
0f3 + 0f4 + (−3)f5 + 0. Zbytek po děleńı je nulový, tedy f ∈ i.

Problém řešeńı polynomických rovnic

Dále budeme vyšetřovat, jak můžeme použ́ıt Gröbnerovu bázi k řešeńı soustavy polyno-
mických rovnic ve v́ıce proměnných.

Př́ıklad: Uvažujme soustavu rovnic

x2 + y2 + z2 = 1

x2 + z2 = y

x = z

v C3. Tyto rovnice udávaj́ı i = 〈x2 + y2 + z2 − 1, x2 + z2 − y, x− z〉 ⊂ C [x, y, z]. Ćılem je
naj́ıt všechny body lež́ıćı ve V (i). Spoč́ıtáme V (i) užit́ım libovolné báze i. Zkusme použ́ıt
Gröbnerovu bázi. Použijeme Lexikografické uspořádáńı a dostaneme
G =

{
x− z,−y + 2z2, z4 + 1

2
z2 − 1

4

}
. Polynom g3 záviśı pouze na z a tud́ıž nejdř́ıve

spoč́ıtáme jeho kořeny. z = ±1
2

√
±
√

5− 1, tedy máme 4 hodnoty pro z. Dosazeńım do
zbývaj́ıćıch rovnic g1 = g2 = 0, źıskáme řešeńı pro y, x. T́ım jsme našli všechna řešeńı pro
zadaný systém rovnic.

Př́ıklad: Najděte minimálńı a maximálńı hodnoty x3 + 2xyz− z2 vzhledem k omezeńı
x2 + y2 + z2 = 1. K řešeńı použijeme Lagrangeovy multiplikátory

3x2 + 2yz − 2xλ = 0

2xz − 2yλ = 0

2x2 − 2z − 2zλ = 0

x2 + y2 + z2 − 1 = 0

Vypoč́ıtáme Gröbnerovu bázi pro ideál v R [x, y, z, λ] generovaný levými stranami
rovnic. Použijeme lexikografické uspořádáńı λ > x > y > z. Gröbnerova báze je velice
složitá, ale posledńı polynom záviśı pouze na proměnné z. Ostatńı proměnné tedy můžeme
vyeliminovat v procesu hledáńı Gröbnerovy báze. Rovnice obdržené kladeńım polynomů
rovných nule dostáváme kořeny z = 0,±1,±2

3
,±
√

11
8
√

2
.

Jestliže polož́ıme z rovno každé z těchto hodnot, můžeme řešit zbytek rovnic pro x, y.
Dostaneme následuj́ıćı řešeńı
z = 0, y = 0, x = ±1

13



2.2. GRÖBNEROVY BÁZE

z = 0, y = ±1, x = 0
z = ±1, y = 0, x = 0
z = 2

3
, y = 1

3
, x = −2

3

z = −2
3
, y = −1

3
, x = −2

3

z =
√

11
8
√

2
, y = −3

√
11

8
√

2
, x = −3

8

z = −
√

11
8
√

2
, y = 3

√
11

8
√

2
, x = −3

8

Odtud je již snadné ř́ıci, která hodnota udává maximum a která minimum.

Problém implicitizace

Uvažujme, že parametrické rovnice

x1 = f1(t1, ..., tm),

...

xn = fn(t1, ..., tm)

definuj́ı podmnožinu algebraické variety V v kn. Např. to je vždy př́ıpad, kdy fi jsou
racionálńı funkce v proměnných t1, ..., tm.
Pro jednoduchost se omeźıme pouze na př́ıpad, kdy fi jsou polynomy. Mějme afinńı vari-
etu v km+n definovanou rovnicemi

x1 − f1(t1, ..., tm) = 0,

...

xn − fn(t1, ..., tm) = 0.

Základńı myšlenkou je eliminace proměnných t1, ..., tm z těchto rovnic. Toto nám má
dát rovnice pro V .

Použijeme lexikografické uspořádáńı v k [t1, ..., tm, x1, ..., xn] definované uspořádáńım
proměnných t1 > ... > tm > x1 > ... > xn. Nyńı předpokládejme, že máme Gröbne-
rovu bázi ideálu ĩ = 〈x1 − f1, ..., xn − fn〉. Protože použ́ıváme lexikografické uspořádáńı,
očekáváme, že Gröbnerova báze má polynomy eliminuj́ıćı proměnné a t1, ..., tm jsou elimi-
novány nejdř́ıve, protože jsou největš́ı v našem uspořádáńı. Tedy Gröbnerova báze
ĩ obsahuje polynomy, které obsahuj́ı pouze x1, ..., xn. Tedy tyto polynomy jsou kandidáty
na rovnice V .

Př́ıklad: Uvažujme parametrickou křivku V : x = t4, y = t3, z = t2 v C3. Spoč́ıtejme
Gröbnerovu báziG ideálu i = 〈t4 − x, t3 − y, t2 − z〉 s ohledem na lexikografické uspořádáńı
v C [t, x, y, z] a najdeme G = {−t2 + z, ty − z2, tz − y, x− z2, y2 − z3}. Posledńı dva po-
lynomy záviśı pouze na x, y, z, tud́ıž definuj́ı afinńı varietu C3 obsahuj́ıćı naši varietu V .
Zbývá ověřit, že V je pr̊unikem dvou prostor̊u x− z2 = 0, y2 − z3 = 0.
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2. KOMUTATIVNÍ ALGEBRA

2.3. Eliminačńı teorie

2.3.1. Věty o eliminaci a rozš́ı̌reńı

Abychom ukázali, jak eliminace funguje, pod́ıvejme se na následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad: Vyřešte systém rovnic

x2 + y + z = 0

x+ y2 + z = 0

x+ y + z2 = 0

Jestliže ideál i = 〈x2 + y + z − 1, x+ y2 + z − 1, x+ y + z2 − 1〉, pak Gröbnerova báze
i s ohledem na lexikografické uspořádáńı je dána polynomy g1 = x + y + z2 − 1, g2 =
y2 − y − z2 + z, g3 = 2yz2 + z4 − z2, g4 = z6 − 4z4 + 4z3 − z2. Rovnice g4 = z6 − 4z4 +
4z3 − z2 = z2(z − 1)2(z2 + 2z − 1) obsahuje pouze z. Vid́ıme, že možné výsledky z jsou
0, 1,−1,

√
2,−
√

2. Dosazeńım těchto hodnot do g2 = 0, g3 = 0 spoč́ıtáme možné hodnoty
y a z rovnice g1 = 0 dále vypoč́ıtáme x. Dostaneme, že soustava rovnic má právě pět řešeńı
(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (−1 +

√
2,−1 +

√
2,−1 +

√
2), (−1−

√
2,−1−

√
2,−1−

√
2).

Definice 49. Je dáno i = 〈f1, ..., fs〉 ⊂ k [x1, ..., xn], l-tý eliminačńı ideál il je ideál nad
k [xl+1, ..., xn] definovaný il = i ∩ k [xl+1, ..., xn].

Intuitivně se zdá, že il obsahuje všechny prvky Gröbnerovy báze, ve kterých se vy-
skytuj́ı pouze proměnné xl+1, ..., xn. Eliminace proměnných znamená naj́ıt nenulové po-
lynomy definuj́ıćı eliminačńı ideál il.

Věta 50 (Eliminačńı teorém). Necht’ i ⊂ k [x1, ..., xn] je ideál a dále necht’ G je Gröbne-
rova báze i respektuj́ıćı lexikografické uspořádáńı x1 > x2 > · · · > xn. Pak pro každé 0 ≤
≤ l ≤ n množina Gl = G ∩ k [xl+1, ..., xn] je Gröbnerova báze l-tého eliminačńıho ideálu
il.

Pro ukázáńı, jak eliminačńı teorém funguje, použijeme následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad: Vezměme si př́ıklad ze začátku této kapitoly.
i = 〈x2 + y + z − 1, x+ y2 + z − 1, x+ y + z2 − 1〉. Dle eliminačńıho teorému dostáváme
i1 = i ∩ C [y, z] = 〈y2 − y − z2 + z, 2yz2 + z4 − z2, z6 − 4z4 + 4z3 − z2〉
i2 = i ∩ C [z] = 〈z6 − 4z4 + 4z3 − z2〉.
Je zřejmé, že Gröbnerova báze při užit́ı lexikografického uspořádáńı vyeliminuje nejen
prvńı proměnnou, ale dokonce prvńı dvě, prvńı tři proměnné, atd. Nevýhodou ale je
značná časová náročnost výpočtu Gröbnerovy báze při lexikografickém uspořádáńı.

Nyńı prodiskutujeme krok rozš́ı̌reńı. Předpokládejme, že máme ideál i ⊂ k [x1, ..., xn].
Máme afinńı varietu V (i) = {(a1, ..., an) ∈ kn; f(a1, ..., an) = 0; ∀f ∈ i}. K popisu bod̊u
afinńı variety muśıme nejdř́ıve vyřešit rovnici v jedné proměnné, kterou źıskáme eliminaćı
zbývaj́ıćıch proměnných. Poté řešeńı postupně rozšǐrujeme přidáńım daľśıch proměnných.

Mějme nějaké l mezi 1 a n. Dostáváme eliminačńı ideál il a řešeńı (al+1, ..., an) ∈ V (il)
označ́ıme jako parciálńı řešeńı p̊uvodńıho systému rovnic. K rozš́ı̌reńı na úplné řešeńı ve
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2.3. ELIMINAČNÍ TEORIE

V (i) nejdř́ıve potřebujeme přidat k řešeńı jednu daľśı proměnnou. To znamená naj́ıt al
tak, že (al, al+1, ..., an) lež́ı ve varietě V (il−1) daľśıho eliminačńıho ideálu. Konkrétněji
předpokládejme, že il−1 = 〈g1, ..., gr〉 v k [xl, xl+1, ..., xn]. Chceme naj́ıt řešeńı xl = al
rovnic g1(xl, xl+1, ..., xn) = · · · = gr(xl, xl+1, ..., xn) = 0. Pracujeme s polynomy jedné
proměnné xl, tzn. že řešeńı al jsou právě kořeny největš́ıho společného dělitele g1, ..., gr.
Základńım problémem je, když polynomy žádný společný kořen nemaj́ı, tzn existuj́ı
parciálńı řešeńı, která nemůžeme rozš́ı̌rit na úplné řešeńı. Např. uvažujme rovnice
xy = 1, xz = 1, i = 〈xy − 1, xz − 1〉 a jednoduchá aplikace eliminačńıho teorému nám
dává, že y − z generuje prvńı eliminačńı ideál i1. Tedy parciálńı řešeńı je tvaru (a, a) a
rozš́ı̌reńı (1, a, a) s výjimkou bodu (0, 0).

Následuj́ıćı věta se zabývá problémem, kdy lze dané parciálńı řešeńı rozš́ı̌rit na úplné
řešeńı.

Věta 51 (Teorém rozš́ı̌reńı). Necht’ i = 〈f1, ..., fs〉 ⊂ C [x1, ..., xn] a necht’ i1 je prvńı
eliminačńı ideál i. Pro každé i; 1 ≤ i ≤ s ṕı̌seme fi ve tvaru fi = gi(x2, ..., xn)xNi1 + výrazy,
kde x1 má stupeň < Ni, kde Ni ≥ 0, gi ∈ C [x2, ..., xn] je nenulový. Předpokládejme, že
máme parciálńı řešeńı (a2, ..., an) ∈ V (i1). Jestlǐze (a2, ..., an) /∈ V (g1, ..., gs), pak existuje
a1 ∈ C tak, že (a1, ..., an) ∈ V (i).

Věta je definována pro k = C. Ukažme si následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad: Necht’ k = R. Mějme soustavu rovnic x2 = y, x2 = z.
Eliminujeme x a dostaneme rovnici y = z a tedy parciálńı řešeńı jsou (a, a);∀a ∈ R.
Pokud k = C, pak můžeme z rovnic ihned dopoč́ıtat úplná řešeńı soustavy. Rozš́ı̌rit řešeńı
na úplná řešeńı nad R někdy nelze. V našem př́ıpadě x = a2 nastává problém pro a < 0,
kdy rovnice nemá řešeńı. Odtud vid́ıme, že předchoźı věta neplat́ı pro k = R.

Tvrzeńı 52. Necht’ i = 〈f1, ..., fs〉 ⊂ C [x1, ..., xn] a předpokládejme, že pro nějaké i je
fi tvaru fi = cxN1 + výraz, kde x1 má stupeň < N , kde c ∈ C je nenulové a N > 0.
Jestlǐze i1 je prvńı eliminačńı ideál i a (a2, ..., an) ∈ V (i1), pak existuje a1 ∈ C tak, že
(a1, ..., an) ∈ V (i).

Př́ıklad: Mějme soustavu rovnic

x2 + 2y2 = 3

x2 + xy + y2 = 3

Redukovaná Gröbnerova báze ideálu i = 〈x2 + 2y2 − 3, x2 + xy + y2 − 3〉 vzhledem k le-
xikografickému uspořádáńı pro x > y je G = {y3 − y, xy − y2, x2 + 2y2 − 3}. Prvńı eli-
minačńı ideál i1 = i ∩ k [x] = 〈g1〉 = 〈y3 − y〉. Kořeny g1 jsou y1 = 0, y2 = 1, y3 = −1. Po-

stupně dosad́ıme do zadáńı a źıskáme tak úplná řešeńı
[
−
√

3, 0
]
,
[√

3, 0
]
, [1, 1] , [−1,−1].

T́ımto jsme źıskali čtyři přesná řešeńı soustavy rovnic.

2.3.2. Implicitizace

Implicitizace znamená převod parametrického vyjádřeńı afinńıch variet na implicitńı vyjá-
dřeńı. Implicitizaci můžeme řešit pomoćı Gröbnerových báźı při použit́ı lexikografického
uspořádáńı.
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2. KOMUTATIVNÍ ALGEBRA

Nejdř́ıve uved’me parametrizaci zadanou pomoćı polynomů, tzv. polynomickou para-
metrizaci. Můžeme ji vyjádřit ve tvaru

x1 = f1(t1, ..., tm),

...

xn = fn(t1, ..., tm),

kde f1, ..., fn jsou polynomy v k [t1, ..., tm]. Geometricky představuje soustava zobrazeńı
F : km → kn definované F (t1, ..., tm) = (f1(t1, ..., tm), ..., fn(t1, ..., tm)). Poté F (km) ⊂
kn. Jelikož F (km) nemuśı být afinńı varietou, řešeńım převodu parciálńıho vyjádřeńı na
implicitńı je nalézt nejmenš́ı variety obsahuj́ıćı F (km).

Úkol implicitizace tedy spoč́ıvá ve vyloučeńı parametr̊u z parametrického vyjádřeńı.
Výsledné rovnice pak obsahuj́ı pouze proměnné x1, ..., xn. Eliminaci můžeme provést po-
moćı výpočtu redukované Gröbnerovy báze ideálu i = 〈x1 − f1, .., xn − fn〉.

Věta 53 (Polynomická implicitizace). Necht’ k je nekonečné pole a F : km → kn je
funkce definovaná polynomickou parametrizaćı. Necht’ i je ideál i = 〈x1 − f1, ..., xn − fn〉 ⊂
k [t1, ..., tm, x1, ..., xn] a necht’ im = i ∩ k [x1, ..., xn] je m-tý eliminačńı ideál. Pak V (im) je
nejmenš́ı varieta v kn obsahuj́ıćı F (km).

Př́ıklad: Uvažujme křivku zadanou parametricky x = t, y = t2, z = t3. Plochu tečen
křivky pak můžeme vyjádřit ve tvaru x = t + u, y = t2 + 2tu, z = t3 + 3t2u. Použijeme
algoritmus na převod na implicitńı vyjádřeńı. Dostaneme tak redukovanou Gröbnerovu
bázi, z které vybereme takový prvek, který neobsahuje ani t ani u. V našem př́ıpadě je
tvaru x3z − 3

4
x2y2 − 3

2
xyz + y3 + 1

4
z2 = 0, což je implicitńı vyjádřeńı dané plochy.

Druhým př́ıpadem je racionálńı implicitizace. Zde může nastat pár problémů.

Př́ıklad: Mějme racionálńı parametrizaci plochy x = u2

v
, y = v2

u
, z = u. Snadno ověř́ıme,

že libovolný bod (x, y, z) splňuj́ıćı zadáńı, lež́ı na ploše x2y = z3. Odstrańıme zlomky a
převedeme na implicitńı vyjádřeńı pro ideál i = 〈vx− u2, uy − v2, z − u〉 ⊂ k [u, v, x, y, z].
Vyjádř́ıme druhý eliminačńı ideál i2 = i ∩ k [x, y, z] = 〈z(x2y − z3)〉 a tedy V (i) =
V (x2y − z3) ∪ V (z).
Odtud vid́ıme, že do výsledku se přidala celá rovina z = 0 a tedy V (i2) neńı nejmenš́ı va-
rietou obsahuj́ıćı danou parametrizaci. Tento problém nastává kv̊uli odstraněńı zlomk̊u,
které muśıme provést lépe, zajǐstěńım nenulovosti jmenovatel̊u. Ideál i můžeme upra-
vit tak, že do něj přidáme jednu proměnnou a jednu rovnici, která zajist́ı nenulovost
jmenovatel̊u. Ideál i tedy nahrad́ıme ideálem j = 〈vx− u2, uy − v2, z − u, 1− w(uv)〉 ⊂
k [w, u, v, x, y, z], kde rovnice 1 − w(uv) = 0 zajǐst’uje nenulovost u, v ve všech bodech
V (j). Třet́ı eliminačńı ideál je tvaru j3 = j ∩ k [x, y, z] = 〈x2y − z3〉.
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2.3. ELIMINAČNÍ TEORIE

Racionálńı parametrizaci můžeme obecně vyjádřit ve tvaru

x1 =
f1(t1, ..., tm)

g1(t1, ..., tm)
,

...

xn =
fn(t1, ..., tm)

gn(t1, ..., tm)
,

kde f1, g1, ..., fn, gn jsou polynomy v k [t1, ..., tm]. Zobrazeńı F : km → kn ale nemůžeme de-
finovat na celém km, protože muśıme vyjmout ty body (t1, ..., tm), pro které gi(t1, ..., tm) =

0 pro nějaké i. Označ́ıme W = V (g1, ..., gn) ⊂ km, pak F (t1, ..., tm) = (f1(t1,...,tm)
g1(t1,...,tm)

, · · · ,
fn(t1,...,tm)
gn(t1,...,tm)

) definuje zobrazeńı F : km − W → kn. Ćıl je nalézt nejmenš́ı varietu v kn

obsahuj́ıćı F (km −W ).

Věta 54 (Racionálńı implicitizace). Necht’ k je nekonečné pole a F : km−W → kn je
funkce definovaná racionálńı parametrizaćı. Necht’ j je ideál j = 〈g1x1 − f1, ..., gnxn − fn,
1 − gy〉 ⊂ k [y, t1, ..., tm, x1, ..., xn], kde g = g1g2...gn, necht’ jm+1 = j ∩ k [x1, ..., xn] je
(m+ 1)-ńı eliminačńı ideál. Pak V (jm+1) je nejmenš́ı varieta v kn obsahuj́ıćı F (km−W ).

Tato věta ukazuje, jak se racionálńı parametrizace převede na implicitńı vyjádřeńı.
Odstrańıme zlomky vynásobeńım i-té rovnice funkćı gi a t́ım, že přidáme rovnici
1 − g1...gny = 0 zajist́ıme nenulovost g1, ..., gn na dané varietě. Poté vypočteme reduko-
vanou Gröbnerovu bázi ideálu j vzhledem k lexikografickému uspořádáńı pro y > t1 >
· · · > tm > x1 > · · · > xn. Členy Gröbnerovy báze neobsahuj́ıćı žádnou z proměnných
tj, ti definuj́ı implicitńı vyjádřeńı afinńı variety.

Př́ıklad: Mějme parametrické vyjádřeńı Descartova listu x = 3at
1+t3

, y = 3at2

1+t3
. Předcháze-

j́ıćım algoritmem dostaneme ideál i = 〈x(1 + t3)− 3at, y(1 + t3)− 3at2.1− w(1 + t3)〉 ⊂
k [w, t, x, y]. Prvek redukované Gröbnerovy báze neobsahuj́ıćı proměnnou w ani proměnnou
t je tvaru x3 − 3axy + y3 = 0, což je implicitńı vyjádřeńı Descartova listu.

Nyńı se pod́ıvejme na daľśı možnosti parametrizace. Po jistých úpravách totiž můžeme
použ́ıt Gröbnerovy báze i pro nalezeńı implicitńıho vyjádřeńı některých afinńıch va-
riet, které jsou parametrizovány pomoćı goniometrických funkćı. Muśıme zavést označeńı
př́ıslušných funkćı, např. ct = cos t, st = sin t, z čehož vid́ıme, že dostaneme polynomy
v proměnných ct, st. Dále muśıme přidat identitu c2

t + s2
t = 1, jinak bychom měli málo

rovnic a nemohli bychom eliminovat všechny parametry. dále už postupujeme stejně jako
v předchoźıch př́ıkladech.

Př́ıklad: Parametrické vyjádřeńı Bernoulliovy lemniskáty je tvaru x = a cos t
1+sin2 t

,

y = a cos t sin t
1+sin2 t

. Necht’ ct = cos t, st = sin t. Poté dostáváme rovnice tvaru x(1 + s2
t )− act =

0, y(1 + s2
t )− actst = 0. K těmto rovnićım přidáme identitu c2

t + s2
t = 1. Nyńı použijeme

algebraického převodu polynomické parametrizace na implicitńı vyjádřeńı, jelikož jme-
novatel neńı nikdy roven nule. Spoč́ıtáme redukovanou Gröbnerovu bázi a vybereme
opět ten prvek, který neobsahuje ani proměnnou ct ani proměnnou st. V našem př́ıpadě
je tvaru x4 + 2x2y2 − a2x2 + y4 + a2y2 = 0. Tuto rovnici můžeme přepsat do tvaru
(x2 + y2)2 − a2(x2 − y2)2 = 0, což je implicitńı vyjádřeńı Bernoulliovy lemniskáty.
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3. KRYPTOGRAFIE

3. Kryptografie

3.1. Multivariačńı kryptosystémy

Tato kapitola je inspirována [6].

Podstatnou změnou moderńıho komunikačńıho systému byla revolučńı myšlenka kryp-
tosystému s veřejným kĺıčem. Ta byla poprvé uvedena Diffiem a Hellmanem. Prvńı prak-
tická realizace veřejného kryptosystému je známý RSA kryptosystém od Rivesta, Shamira
a Adlemana.

V kryptosystémech s veřejným kĺıčem se kĺıč skládá ze 2 r̊uzných část́ı, veřejné a
tajné. Veřejný kĺıč je dostupný všem a je použ́ıván k zašifrováńı zprávy nebo k ověřeńı
autentičnosti elektronického podpisu. Tajný kĺıč je použ́ıván k rozšifrováńı zašifrované
zprávy nebo k tvorbě elektronického podpisu. Tato asymetrie nám umožňuje bezpečně
komunikovat skrz veřejný komunikačńı kanál bez předchoźı změny tajného kĺıče. Pro sy-
metrické kryptosystémy muśı dva lidé, kteř́ı spolu chtěj́ı bezpečně komunikovat, mı́t stejný
(symetrický) kĺıč a oba se muśı na tomto kĺıči dohodnout dř́ıve, nebo použ́ıvaj́ı protokol
na změnu veřejných kĺıč̊u.

3.1.1. Typy multivariačńıch kryptosystémů

Existuj́ıćı multivariačńı kryptosystémy můžeme rozdělit na explicitńı kryptosystémy a im-
plicitńı kryptosystémy. Oba typy můžeme použ́ıt pro zakódováńı i pro elektronický pod-
pis. Pro zašifrováńı muśı být všechna zobrazeńı invertibilńı, abychom z dané zašifrované
zprávy mohli jednoznačně naj́ıt zprávu p̊uvodńı. U podpisu hledáme, zda se shoduje
s některým z několika možných vzor̊u.

Můžeme použ́ıt X = (x1, ..., xn) k označeńı klasického souřadnicového systému v kn,
Y = (y1, ..., ym) v km, kde k je vhodné konečné pole. Pro zašifrováńı použijeme
X́ = (x́1, ..., x́n) k označeńı prvku v kn, který budeme označovat jako nešifrovaný text
(nešifrovaná tajná zpráva) a Ý = (ý1, ..., ým) označ́ıme prvek v km a nazveme ho zašifrovaný
text (zašifrovaná tajná zpráva). V př́ıpadě elektronického podpisu použijeme
Ý = (ý1, ..., ým) k označeńı prvku v km jako zprávy a X́ = (x́1, ..., x́n) k označeńı prvku
v kn, což je elektronický podpis zprávy Ý .

Explicitńı systémy
V explicitńım multivariačńım kryptosystému s veřejným kĺıčem máme zobrazeńı

F : kn → km takové, že

F (x1, .., xn) = (F1(x1, ..., xn), ..., Fm(x1, ..., xn)) = (y1, ..., ym) = Y,

kde Fi(x1, ..., xn) je polynom v x1, ..., xn.
Konstrukce kĺıče pro tento typ systému je následuj́ıćı. Nejprve vytvoř́ıme zobrazeńı

f : kn → km takové, že

f(x1, ..., xn) = (f1(x1, ..., xn), ..., fm(x1, ..., xn),

kde fi(x1, ..., xn) je polynom v x1, ..., xn a rovnice

f(x1, ..., xn) = (f1(x1, ..., xn), ..., fm(x1, ..., xn)) = (a1, ..., am)
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je jednoduše řešitelná. Jinýmy slovy snadno najdeme předobraz f . Označme f−1 hledáńı
předobrazu. Pak F zkonstruujeme jako

F = L1 ◦ f ◦ L2, (3.1)

kde L1 je náhodně vybrané afinńı invertibilńı lineárńı zobrazeńı z km do km, L1(x1, ..., xm)
= X × A1 + C1, A1 je m × m invertibilńı matice a C1 ∈ km, L2 je (afinńı) invertibilńı
lineárńı zobrazeńı z kn do kn, L2(x1, ..., xn) = X×A2 +C2, A2 je n×n invertibilńı matice
a C2 ∈ kn.

V tomto př́ıpadě se veřejný kĺıč skládá z m polynomů F a struktury pole k. Tajný kĺıč
se skládá převážně z L1 a L2. Idea kĺıče je, že L1, L2 slouž́ı ke skryt́ı zobrazeńı f , které
je snadno řešitelné. V některých systémech může být funkce f známá, kdežto v ostatńıch
systémech je f tajná. Za účelem zašifrováńı zprávy X́ spoč́ıtáme F (X́). K rozšifrováńı
zprávy Ý muśıme vyřešit rovnici

F (x1, ..., xn) = Ý . (3.2)

V př́ıpadě elektronického podpisu, k podepsáńı zprávy Ý muśıme vyřešit rovnici (3.2),
jej́ıž řešeńı označ́ıme X́. K ověřeńı legitimity podpisu potřebujeme zkontrolovat, zda je
splněno F (x́1, ..., x́n) = Ý . Dle tohoto postupu vid́ıme, že můžeme naj́ıt předobraz Ý apli-
kaćı (L1)−1, f−1, (L2)−1.

Implicitńı systémy
V implicitńım multivariačńım kryptosystému s veřejným kĺıčem máme množinu l po-

lynomů tvaru

H(X, Y ) = H(x1, ..., xn, y1, ..., ym) = (3.3)

(H1(x1, ..., xn, y1, ..., ym), ..., Hl(x1, ..., xn, y1, ..., ym)) = (0, ..., 0),

kde Hi(x1, ..., xn, y1, ..., ym) je polynom v x1, ..., xn, y1, ..., ym.
Při konstrukci kĺıče nejdř́ıve zkonstruujeme rovnice tvaru

h(X, Y ) = h(x1, ..., xn, y1, ..., ym) = (h1(x1, ..., ym), ..., hl(x1, ..., ym)) = (0, ..., 0),

kde hi(x1, ..., ym) je polynom v x1, ..., ym. Muśıme splnit následuj́ıćı dva požadavky

• Pro daný prvek X́ lze snadno vyřešit rovnice

h(x́1, ..., x́n, y1, ..., ym) = (0, ..., 0), (3.4)

jej́ıž řešeńı označ́ıme Ý = (ý1, ..., ým) a

• pro daný prvek Ý lze snadno vyřešit rovnice

h(x1, ..., xn, ý1, ..., ým) = (0, ..., 0), (3.5)

jej́ıž řešeńı označ́ıme X́ = (x́1, ..., x́n).

Ve většině př́ıpadech je (3.4) ve skutečnosti množina lineárńıch rovnic a (3.5) je
množina speciálně zkonstruovaných nelineárńıch rovnic.

Rovnici H poté zkonstruujeme jako

H = L3 ◦ h(L2(X), L1(Y )) = (0, ..., 0),
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ke L1, L2 jsou definovány stejně jako v explicitńım př́ıpadě a L3 je invertibilńı lineárńı
zobrazeńı z kl do kl.

Pro šifrováńı zprávy X́, X́ vstupuje do rovnic (3.4). Pak řeš́ıme rovnici

H(X́, Y ) = H(x1, ..., xn, y1, ..., yn) = (0, ..., 0),

a řešeńı označ́ıme Ý , což je zašifrovaná zpráva, tedy šifrovaný text.

Při rozšifrováńı zprávy Ý muśıme nejdř́ıve spoč́ıtat ´̄Y = L−1
2 (Ý ), pak přidáme ´̄Y do

rovnic (3.5). Následně řeš́ıme rovnici

h(X, ´̄Y ) = h(x1, ..., xn, ´̄y1, ..., ´̄ym) = (0, ..., 0),

řešeńı označ́ıme ´̄y. Nešifrovaný text je dán Ý = (L2)−1(´̄y).
Pro elektronický podpis, tedy k podepsáńı zprávy Ý muśıme proj́ıt dešifrovaćım pro-

cesem, abychom našli prvek x́ v kn. K ověřeńı pravosti podpisu potřebujeme ověřit, že

H(x́1, ..., x́n, ý1, ..., ým) = (0, ..., 0).

V tomto př́ıpadě se veřejný kĺıč skládá z polynomů v H a struktury pole k. Tajný kĺıč
se skládá předevš́ım z L1, L2, L3. Myšlenkou kĺıče je opět ukryt́ı rovnice h(X, Y ) = 0, která
může být snadno řešitelná pro danou hodnotu Y . Ukryt́ı realizujeme pomoćı L1, L2, L3.

3.1.2. Základńı bezpečnost

Nejd̊uležitěǰśım faktorem pro multivariačńı kryptosystémy je jejich bezpečnost a efekti-
vita. Prodiskutujeme základńı aspekty těchto požadavk̊u v kontextu zašifrovaćıch systémů.

V každém šifrovaćım procesu použ́ıváme zobrazeńı z kn do km na prvek v kn. V rozši-
frovaćım procesu hledáme jeho “inverzi”, tedy řeš́ıme rovnici (3.2). To znamená, že rovnice
(3.2) muśı být obt́ıžně řešitelná. Má-li zašifrováńı inverzi, kterou můžeme vyjádřit jako
polynomické zobrazeńı, pak muśıme zabezpečit, aby toto inverzńı zobrazeńı bylo velmi vy-
sokého stupně, jinak by kdokoli mohl použ́ıt veřejný kĺıč ke generováńı dostatečného počtu
pár̊u šifrovaných a nešifrovaných text̊u a naj́ıt tak lehce inverzi. Ze samotné konstrukce
muśıme zajistit, abychom pouze obt́ıžně faktorizovali zašifrovaćı zobrazeńı ve tvaru (3.1).
To je obecně obt́ıžné, protože faktorizace multivariačńıch zobrazeńı je extrémně těžká.

Jistě je každý kryptosystém s veřejným kĺıčem určen pro praktické aplikace. To vyžaduje,
aby byl proces šifrováńı a dešifrováńı učinný. Veřejným kĺıčem je množina multivariačńıch
polynomů, která muśı být nejprve přenesena a uložena a pak muśı být spočteny hodnoty
těchto polynomů. Tedy tyto polynomy Fi muśı být malého stupně (ale ne lineárńı, jinak
by byl systém nepoužitelný). Tedy nejlepš́ı volbou jsou kvadratické polynomy.

3.1.3. Explicitńı systémy

Triangulárńı kryptosystémy
Triangulárńı kryptosystémy vynalezli Diffie a Fell. Jejich myšlenka byla vytvořit kryp-

tosystém užit́ım skládáńı mnoha invertibilńıch lineárńıch zobrazeńı a triangulárńıch zob-
razeńı tvaru

T (x1, ..., xn) = (x1 + g(x2, ..., xn), x2, ..., xn), (3.6)
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kde gi je polynom. Zřejmě T je invertibilńı a nav́ıc může být aplikován proces rozšifrováńı.
Vid́ıme, že neńı žádný zp̊usob, jak zkonstruovat systém takový, že je bezpečný a má
veřejný kĺıč praktické velikosti.

Triangulárńı zobrazeńı patř́ı k tř́ıdě de Jonquierèových zobrazeńı

J(x1, ..., xn) = (x1 + g1(x2, ..., xn), x2 + g2(x3, ..., xn), ..., xn−1 + gn−1(xn), xn), (3.7)

kde gi jsou polynomické funkce.
Zřejmě J je snadno invertovatelná. Všechna invertibilńı afinńı lineárńı zobrazeńı nad

kn a de Jonquierèova zobrazeńı jsou v algebraické geometrii nazvána krotkou transformaćı.
Krotké transformace jsou prvky grupy automorfismu polynomického okruhu k[x1, ..., xn].
Prvky, které jsou v této grupě a nejsou krotké, jsou označeny jako divoké.

Vid́ıme, že de Jonquierèova zobrazeńı jsou dvoj́ıho typu, horńı triangulace a dolńı
triangulace. Konstrukce kvadratického zobrazeńı f je dána

f = Ju ◦ Jl ◦ I(x1, ..., xn). (3.8)

Zde Ju je horńı triangulárńı de Jonquierèovo zobrazeńı v km a Jl dolńı triangulárńı
de Jonquierèovo zobrazeńı v km a lineárńı zobrazeńı I je vnořeńı kn do km : I(x1, ..., xn) =
(x1, ..., xn, 0, ..., 0). Největš́ı př́ınos této konstrukce je, že f je kvadratická funkce a že každá
lineárńı kombinace složek f neprodukuje lineárńı funkci. Trik této konstrukce je užit́ı zob-
razeńı I. Vid́ıme, že

Jl◦I(x1, ..., xn) = (x1, x2+g1(x1), ..., xn+gn−1(x1, ..., xn−1), gn(x1, ..., xn), ..., gm−1(x1, ..., xn)),

což nám dává volnost ve výběru všech gi, i = n, ...,m−1. Tato metoda je nazvána krotkou
transformačńı metodou (TTM). Navzdory tomu, že autor tvrdil, že TTM systémy jsou
velmi bezpečné pro všechny obvyklé útoky, krátce na to Curtois a Goubin užili Minrank
metodu na útok na tento systém. Tato metoda vyhledává matice nejnižš́ı hodnosti z pro-
storu lineárńıho z několika daných matic. Na TTM kryptosystémy můžeme také použ́ıt
Patarinovu linearizačńı metodu.

Matsumoto-Imai systémy
Daľśı myšlenku, jak zkonstruovat multivariačńı kryptosystémy, předložili Matsumoto

a Imai. Zde ideou kĺıče je už́ıt zobrazeńı f̄ nad rozš́ı̌reným polem K̄ stupně rozš́ı̌reńı
n konečného pole k (s charakteristikou 2). Zobrazeńı φ identifikuje K̄ jako kn, poté iden-
tifikuje toto zobrazeńı jako multivariačńı polynomické zobrazeńı f : kn → kn :

f = φ ◦ f̄ ◦ φ−1. (3.9)

Pak můžeme “skrýt” toto zobrazeńı f skládáńım obou stran rovnice dvěma invertibilńımi
afinńımi lineárńımi zobrazeńımi L1, L2 v kn. Zobrazeńı f̄ je navrženo Matsumotem a
Imaiem jako zobrazeńı

f : X 7→ X1+qi , (3.10)

kde q je počet prvk̊u v k, X je prvek K̄, k je charakteristiky 2 tak, že GCD(1−qi, qn−1) =
1. Posledńı podmı́nka zajist́ı, že zobrazeńı f̄ lze jednoduše invertovat. Inverze zobrazeńı
f̄ je dána

f̄−1(X) = X t, (3.11)

22



3. KRYPTOGRAFIE

kde t(1 + qi) = 1 mod (qn − 1). To zajist́ı, že můžeme rozšifrovat každou tajnou zprávu
jednoduše pomoćı inverze. Důležité je, že f je kvadratické, dle vlastnosti Frobeniova zob-
razeńı X 7→ Xqi .

Metoda skrytého pole rovnic (HFE)
Tato metoda je navržena Patarinem jako nejsilněǰśı metoda. V tomto př́ıpadě je rozd́ıl

oproti p̊uvodńımu Matsumoto-Imai systému ten, že f̄ je nahrazeno obecněǰśım zobrazeńım

f̄ : X 7→
A∑
i,j

aijX
qi+qj +

A∑
i

biX
qi + C, (3.12)

kde koeficienty jsou vybrány náhodně. Proces rozšifrováńı zahrnuje řešeńı rovnic f̄ = Ý
pro X.

3.1.4. Implicitńı systémy

Implicitńı systémy nejsou tak rozš́ı̌rené jako explicitńı. Existuj́ı dvě tř́ıdy implicitńıch
systémů nazvané Malý drak a Drak. Malý drak je zjednodušená verze draka. Tyto kon-
strukce jsou inspirovány linearizaćı rovnic a kryptosystémy Matsumoto-Imai jsou v pod-
statě kombinaćı těchto dvou myšlenek.

3.2. Algoritmy

3.2.1. Buchberger̊uv algoritmus

Buchberger̊uv algoritmus

Př́ıklad: Uvažujme pole k [x, y] se stupňovaným lexikografickým uspořádáńım a necht’

i = 〈f1, f2〉 = 〈x3− 2xy, x2y− 2y2 + x〉. Poznamenejme, že {f1, f2} neńı Gröbnerova báze
i, protože LT (S(f1, f2)) = −x2 /∈ 〈LT (f1), LT (f2)〉.

Pro vytvořeńı Gröbnerovy báze vyvstává přirozená myšlenka zkusit nejdř́ıve rozš́ı̌rit
p̊uvodńı generuj́ıćı množinu přidáńım v́ıce polynomů do i. V určitém smyslu nám to nedá
nic nového, pouze to přináš́ı redundanci do báze i. Otázkou je, které daľśı generátory
muśıme do generuj́ıćı množiny přidat.

Pro S-polynom S(f1, f2) = −x2 /∈ i je zbytek po děleńı F = {f1, f2} roven −x2, což
neńı rovno nule a tud́ıž ho přidáme do generuj́ıćı množiny a označ́ıme ho f3. Poté ověř́ıme,
zda F = {f1, f2, f3} je již Gröbnerova báze. Tedy spoč́ıtáme všechny S-polynomy.

S(f1, f2) = f3 ⇒ S(f1, f2)
F

= 0

S(f1, f3) = (x3 − 2xy)− (−x)(−x2) = −2xy ⇒ S(f1, f3)
F

= −2xy 6= 0.
Do generuj́ıćı množiny tedy přidáme f4 = −2xy. Pokračujeme dále v ověřeńı

S(f1, f2)
F

= S(f1, f3)
F

= 0

S(f1, f4) = −2xy2 = yf4 ⇒ S(f1, f4)
F

= 0

S(f2, f3) = −2y2 + x⇒ S(f2, f3)
F

= −2y2 + x 6= 0.
Muśıme tedy opět rozš́ı̌rit generuj́ıćı množinu o f5 = −2y2 + x a nyńı se již snadno ověř́ı,
že {f1, ..., f5} = {x3 − 2xy, x2y − 2y2 + x,−x2,−2xy,−2y2 + x} je Gröbnerova báze pro
ideál i.
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Věta 55 (Buchberger̊uv algoritmus). Necht’ i = 〈f1, ..., fs〉 6= {0} je polynomický
ideál. Pak Gröbnerova báze pro i m̊uže být zkonstruována v konečném počtu krok̊u následu-
j́ıćıho algoritmu
INPUT: F = 〈f1, ..., fs〉
OUTPUT: Gröbnerova báze G = (g1, ..., gt) ideálu i, kde F ⊂ G
G := F
REPEAT

G̃ := G
FOR každou dvojici {p, q} ; p 6= q v G̃ DO

S := S(p, q)
G̃

IF S 6= 0 THEN G := G ∪ {S}
UNTIL G = G̃

Gröbnerova báze spoč́ıtaná užit́ım Buchbergerova algoritmu je často větš́ı, než je ne-
zbytné. Přebytečné generátory můžeme eliminovat užit́ım následuj́ıćıho faktu.

Lemma 56. Necht’ G je Gröbnerova báze polynomického ideálu i. Necht’ p ∈ G je polynom
splňuj́ıćı 〈LT (p)〉 ∈ 〈LT (G− {p})〉. Pak G− {p} je také Gröbnerova báze ideálu i.

D̊ukaz. Vı́me, že 〈LT (G)〉 = 〈LT (i)〉. Jestliže LT (p) ∈ 〈LT (G− {p})〉, pak dostáváme
〈LT (G− {p})〉 = 〈LT (G)〉. Podle definice plyne, že G−p je také Gröbnerova báze ideálu i.

Definice 57. Minimálńı Gröbnerova báze polynomického ideálu i je Gröbnerova báze G
splňuj́ıćı
i) LC(p) = 1;∀p ∈ G
ii) ∀p ∈ G;LT (p) /∈ 〈LT (G− {p})〉.

Minimálńı Gröbnerovu bázi daného nenulového ideálu tedy sestroj́ıme užit́ım Buchber-
gerova algoritmu a následným použit́ım předešlého lemmatu.

Př́ıklad: Vzhledem ke stupňovanému lexikografickému uspořádáńı jsme již spočetli, že
Gröbnerova báze {f1, ..., f5} = {x3 − 2xy, x2y − 2y2 + x,−x2,−2xy,−2y2 + x}. Vid́ıme,
že některé hlavńı koeficienty jsou r̊uzné od 1, tud́ıž muśıme generátory vynásobit vhodnými
konstantami. Do minimálńı Gröbnerovy báze pak nezařad́ıme polynom f1, jelikož LT (f1) =
x3 = −xLT (f3). Podobně ani f2 nebude členem Gröbnerovy báze, jelikož LT (f2) = x2y =
−1

2
xLT (f4). Dále již nenalezneme daľśı podobný př́ıpad, kdy hlavńı člen generátoru děĺı

hlavńı člen jiného generátoru. Dostáváme tak minimálńı Gröbnerovu bázi tvořenou poly-
nomy f̂3 = x2, f̂4 = xy, f̂5 = y2 − 1

2
x.

Ideál uvedený v předchoźım př́ıpadě může mı́t v́ıce minimálńıch Gröbnerových báźı
(např. f̃3 = x2+axy, f̃4 = f̂4, f̃5 = f̂5). Tedy může existovat i nekonečný počet minimálńıch
Gröbnerových báźı. Umı́me ale vybrat takovou bázi, která je v určitém smysle lepš́ı, než
báze zbývaj́ıćı.

Definice 58. Redukovaná Gröbnerova báze polynomického ideálu i je Gröbnerova báze
G taková, že
i) LC(p) = 1; ∀p ∈ G
ii) ∀p ∈ G, žádný monom p nelež́ı v 〈LT (G− {p})〉.

24



3. KRYPTOGRAFIE

Tvrzeńı 59. Necht’ i 6= {0} je polynomický ideál. Pak pro dané monomické uspořádáńı
má i jedinou redukovanou Gröbnerovu bázi.

Uved’me nyńı př́ıklad, který demonstruje souvislost Buchbergerova algoritmu a Gauss-
ovy eliminačńı metody.

Př́ıklad: Mějme soustavu rovnic

3x− 6y − 2z = 0

2x− 4y + 4w = 0

x− 2y − z − w = 0

Použijeme Gaussovu eliminaci na matici koeficient̊u soustavy a dostaneme tvar 1 −2 −1 −1
0 0 1 3
0 0 0 0


Abychom źıskali redukovanou matici, muśı být každá hlavńı jednička jedinou nenulovou
hodnotou ve sloupci. Tedy dostáváme matici 1 −2 0 2

0 0 1 3
0 0 0 0


Necht’ i = 〈3x− 6y − 2z, 2x− 4y + 4w, x− 2y − z − w〉 ⊂ k [x, y, z, w] je ideál odpov́ıdaj́ıćı
zadané soustavě lineárńıch rovnic. Minimálńı gröbnerova báze vzhledem k lexikogra-
fickému uspořádáńı x > y > z > w je tvaru i = 〈x− 2y − z − w, z + 3w〉, což odpov́ıdá
prvńı matici. Redukovaná Gröbnerova báze ideálu i je tvaru i = 〈x− 2y + 2w, z + 3w〉,
což odpov́ıdá druhé matici.

Vylepšeńı Buchbergerova algoritmu

Základńı Buchberger̊uv algoritmus je početně dosti náročný a to předevš́ım výpočet
S-polynomu a následné děleńı, při kterém zjǐst’ujeme zbytek po děleńı prvky báze. Proto
se nyńı budeme věnovat tomu, jak tento algoritmus vylepšit a zkrátit tak dobu výpočtu.
Snahou je naj́ıt takové S-polynomy, které nemuśıme při děleńı uvažovat.

Definice 60. Mějme monomické uspořádáńı a necht’ G = {g1, ..., gt} ⊂ k [x1, ..., xn]. Je
dán f ∈ k [x1, ..., xn], řekneme, že f se redukuje na nulu modulo G a znač́ıme f −→

G
0,

pokud f můžeme zapsat ve tvaru f = a1g1 + · · · + atgt, je- li aigi 6= 0, pak máme
multideg(f) ≥ multideg(aigi).

Vztah mezi redukćı na nulu modulo G a algoritmem děleńı množinou polynomů G
popisuje následuj́ıćı lemma.

Lemma 61. Necht’ G = (g1, ..., gt) je uspořádaná množina prvk̊u k [x1, ..., xn] a je dán

f ∈ k [x1, ..., xn]. Pak f
G

= 0⇒ f −→
G

0. Obrácené tvrzeńı obecně neplat́ı.
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Věta 62. Báze G = {g1, ..., gt} ideálu i je Gröbnerova báze právě tehdy, když S(gi, gj) −→
G

0

pro ∀i, j; i 6= j.

Tvrzeńı 63. Je dána konečná množina G ⊂ k [x1, ..., xn], předpokládejme, že máme f, g ∈
G tak, že LCM(LM(f), LM(g)) = LM(f)LM(g). Potom S(f, g) −→

G
0.

Př́ıklad: Mějme G = 〈yz + y, x3 + y, z4〉 se stupňovaným lexikografickým uspořádáńım
na k [x, y, z]. Pak S(x3 + y, z4) −→

G
0 podle předchoźıho tvrzeńı. Avšak užit́ım algoritmu

děleńı, je jednoduché ukázat, že S(x3 + y, z4) = yz4 = (z2− z2 + z − 1)(yz + y) + y takže

S(x3 + y, z4)
G

= y 6= 0.

Definice 64. Necht’ F = (f1, ..., fs). Spřažeńı hlavńıch člen̊u LT (f1), ..., LT (fs) je s-tice
polynomů S = (h1, ..., hs) ∈ (k [x1, ..., xn])s taková, že

∑s
i=1 hiLT (fi) = 0. Necht’ S(F ) je

podmnožina (k [x1, ..., xn])s obsahuj́ıćı všechna spřažeńı hlavńıch člen̊u F .

Např́ıklad pro F = (x, x2 + z, y + z) definuje trojice S = (−x+ y, 1,−x) jedno možné
spřažeńı ze S(F ), jelikož plat́ı (−x+ y)LT (x) + 1LT (x2 + z) + (−x)LT (y + z) = 0

Necht’ ei = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0) jsou vektory, které maj́ı jedničku na i-tém mı́stě. Potom
spřažeńı S ∈ S(F ) můžeme zapsat ve tvaru S =

∑s
i=1 hiei. Jako př́ıklad můžeme uvažovat

spřažeńı pro S-polynomy. Pro každou dvojici {fi, fj} ⊂ F , kde i < j a xγ je nejmenš́ı
společný násobek hlavńıch člen̊u polynomů fi, fj. Označme Sij = xγ

LT (fi)
ei− xγ

LT (fj)
ej. Potom

Sij patř́ı do S(F ). Jelikož S(F ) má konečnou bázi, každé S ∈ S(F ) můžeme vyjádřit jako
lineárńı kombinaci bázových spřažeńı s polynomickými koeficienty.

Definice 65. Prvek S ∈ S(F ) je homogenńı stupně α, kde α ∈ Nn
0 , pokud

S = (c1x
α(1), ..., csx

α(s)), kde ci ∈ k a α(i) +multideg(fi) = α pro i taková, že ci 6= 0.

Lemma 66. Každý prvek S(F ) lze vyjádřit jednoznačně jako sumu homogenńıch prvk̊u
z S(F ).

Tvrzeńı 67. Dáno F = (f1, ..., fs), každé spřažeńı S ∈ S(F ) m̊užeme zapsat jako S =∑
i<j uijSij, kde uij ∈ k [x1, ..., xn] a spřažeńı Sij je definováno jako dř́ıve.

Př́ıklad: F = (x2y2+z, xy2−y, x2y+yz), použijeme lexikografické uspořádáńı s x > y >
z. Dostaneme S12 = (1,−x, 0), S13 = (1, 0,−y), S23 = (0, x,−y). Je vidět, že S23 = S13 −
S12. Spřažeńı S23 je tedy nadbytečné, jelikož ho můžeme źıskat jako lineárńı kombinaci
S12 a S13. Bázi spřažeńı tedy tvoř́ı {S12, S13}.

Věta 68. Báze G = (g1, ..., gt) ideálu i je Gröbnerova báze právě tehdy, když pro každý
prvek S = (h1, ..., ht) v homogenńı bázi pro spřažeńı S(G), máme SG =

∑t
i=1 higi −→

G
0.

Tvrzeńı 69. Je dáno G = (g1, ..., gt), předpokládejme, že S ⊂ {Sij; 1 ≤ i < j ≤ t} je báze
S(G). Nav́ıc předpokládejme, že máme r̊uzné prvky gi, gj, gk ∈ G takové, že LT (gk) děĺı
LCM(LT (gi), LT (gj)). Jestlǐze Sik, Sjk ∈ S, pak S − {Sij} je také báze S(G).

Zavedeme značeńı [i, j]

(i, j) pro i < j

(j, i) pro i > j
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Věta 70. Necht’ i = 〈f1, ..., fs〉 je polynomický ideál. Pak Gröbnerova báze pro i m̊uže být
zkonstruována v konečně mnoha kroćıch dle následuj́ıćıho algoritmu
INPUT: F = 〈f1, ..., fs〉
OUTPUT: Gröbnerova báze G = (g1, ..., gt) ideálu i = 〈f1, ..., fs〉
{inicializace}B := {(i, j); 1 ≤ i < j ≤ s}

G := F
t := s

{iterace} WHILE B 6= 0 DO
Vyber (i, j) ∈ B

IF LCM(LT (fi), LT (fj)) 6= LT (fi)LT (fj) AND NOT
Test (fi, fj, B) THEN

S := S(fi, fj)
G

IF S 6= 0 THEN
t := t+ 1, ft := S
G := G ∪ {ft}
B := B ∪ {(i, t); 1 ≤ i ≤ t− 1}

B := B − {(i, j)},
kde Test (fi, fj, B) nabývá hodnoty TRUE právě tehdy, když existuje k /∈ {i, j} tak, že
[i, k] a [j, k] nejsou v B a současně LT (fk) děĺı LCM(LT (fi), LT (fj)).

3.2.2. F4 algoritmus

F4 algoritmus se použ́ıvá pro výpočet Gröbnerových báźı. Nahrazuje klasickou polyno-
mickou redukci z Buchbergerova algoritmu souběžnou redukćı několika polynomů. Tento
algoritmus je funkčńı pro všechna př́ıpustná uspořádáńı, ale je vhodný předevš́ım pro
stupňované inverzńı lexikografické uspořádáńı.

Matematické značeńı
Necht’ R [x] = R [x1, ..., xn] je okruh polynomů. Polynom v n neurčitých nad okru-

hem R je definován jako zobrazeńı f : Nn
0 → R s konečným nosičem (monom je restrikćı

polynomu a má jednoprvkový nosič). Prvky supp f ⊆ Nn
0 jsou nazývány členy f a je-

jich obrazy v R jsou nazývány koeficienty f . Označme M (x1, ..., xn) nebo zkráceně M ,
množinu všech monomů v těchto proměnných. Zvoĺıme monomické uspořádáńı < na M .
Je-li m = xα1

1 ...x
αn
n ∈ M , pak maximálńı stupeň m je definován jako multideg(m) =∑n

i=1 αi. Necht’ f ∈ R [x] , f 6= 0, pak T (f) označ́ıme množinu člen̊u f . Maximálńı stupeň
f 6= 0 je definován multideg(f) = max {multideg(m);m ∈M(f)}. Definujeme hlavńı
člen LT (f), hlavńı monom LM(f), hlavńı koeficient LC(f) s ohledem na uspořádáńı
následovně: LT (f) = max(T (f)), LM(f) = max(M(f))), LC(f) = koeficient u LT (f).
Je-li F podmnožina R [x], pak můžeme definici rozš́ı̌rit: LT (F ) = {LT (f); f ∈ F},
LM(F ) = {LM(f); f ∈ F}, M(F ) = {M(f); f ∈ F}. 〈F 〉 označuje ideál generovaný F .

Necht’ f, g, p ∈ R [x], kde p 6= 0 a necht’ F je konečná podmnožina R [x], pak řekneme,
že:

• f se redukuje na g modulo p (f ≡ g(mod p)), jestliže ∃m ∈ M(f),∃s ∈ M takové,
že s.LM(p) = m, g = f − a

LC(p)
s.p, kde a je koeficient u m v f
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• f se redukuje na g modulo P (f ≡ g(mod P )), jestliže f ≡ g(mod p) pro nějaké
p ∈ P

• f je redukovatelné modulo p, jestliže existuje g ∈ R [x] tak, že f ≡ g(mod p)

• f je redukovatelné modulo P , jestliže existuje g ∈ R [x] tak, že f ≡ g(mod P )

• f je top-redukovatelné modulo P , jestliže existuje g ∈ R [x] tak, že f ≡ g(mod P ) a
LM(g) < LM(f)

• f ∗
= g(mod P ) je reflexivńı a tranzitivńı uzávěr f ≡ g(mod P )

• S−polynom f a g je definován:

S(f, g) = LC(g)
LCM(LM(f), LM(g))

LM(f)
f − LC(f)

LCM(LM(f), LM(g))

LM(g)
g

Př́ıklad 1:
f = 2x4 + x2 + 2x+ 1⇒M(f) = {x4, x2, x, 1}
p = x2 + 1⇒ LM(p) = x2, LC(p) = 1
f se redukuje např. na −x2 + 2x + 1, protože: m = x4, s = x2, a = 2, což zaruč́ı splněńı
podmı́nek
x2.x2 = x4

−x2 + 2x+ 1 = 2x4 + x2 + 2x+ 1− 2
1
x2 (x2 + 1)

Najděte f, p tak, aby f byl redukovatelný modulo p, ale nebyl top-redukovatelný mo-
dulo p.
Př́ıklad 2:
f = x5 + x3 + 2x+ 2⇒M(f) = {x5, x3, x, 1}
p = x⇒ LM(p) = x, LC(p) = 1
s.LM(p) = m
1.x = x⇒ a = 2
g = x5 + x3 + 2x+ 2− 2

1
x = x5 + x3 + 2

Vı́cerozměrné př́ıklady:
Př́ıklad 3:
f = 2x2y2z2 − 2x2yz2 + 3x2yz + 4xyz − 2xy + 4xz + 5x+ 2y + 3z + 2⇒
M(f) = {x2y2z2, x2yz2, x2yz, xyz, xy, xz, x, y, z, 1}
p = 2xyz + xy + z + 2⇒ LM(p) = xyz, LC(p) = 2
s.LM(p) = m
xyz.xyz = x2y2z2 ⇒ a = 2
g = 2x2y2z2−2x2yz2+3x2yz+4xyz−2xy+4xz+5x+2y+3z+2− 2

2
xyz.(2xyz+xy+z+2) =

−x2y2z − 2x2yz2 + 3x2yz − xyz2 + 2xyz − 2xy + 4xz + 5x+ 2y + 3z + 2
Př́ıklad 4:
f = 2x2y2z2 − 2x2yz2 + 3x2yz + 4xyz − 2xy + 4xz + 5x+ 2y + 3z + 2⇒
M(f) = {x2y2z2, x2yz2, x2yz, xyz, xy, xz, x, y, z, 1}
p = 2xyz + xy + z + 2⇒ LM(p) = xyz, LC(p) = 2
s.LM(p) = m
1.xyz = xyz ⇒ a = 4
g = 2x2y2z2−2x2yz2 +3x2yz+4xyz−2xy+4xz+5x+2y+3z+2− 4

2
(2xyz+xy+z+2) =

2x2y2z2 − 2x2yz2 + 3x2yz − 4xy + 4xz + 5x+ 2y + z − 2
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Definice 71. Mějme matici M typu s ×m. Označme mij prvek v i-tém řádku a j-tém
sloupci matice M . Mějme monomy m1, ...,mm uspořádané lexikograficky, kde m1 > m2 >
· · · > mm. Dále označ́ıme MM = [m1, ...,mm]. Necht’ Rm = R⊕ · · · ⊕R︸ ︷︷ ︸

m−krat

je R-modulem,

pak (εi)i=1,...,m je kanonická báze Rm. Uvažujme lineárńı zobrazeńı ϕMM
: VMM

→ Rm

(kde VMM
je podmodul R [x] generovaný aditivně VMM

) takové, že ϕMM
(mi) = εi. Inverzńı

funkci označ́ıme ψMM
. Aplikace ψMM

umožňuje interpretovat vektory Rm jako polynomy.
Označ́ıme (M,MM) matici s interpretaćı.

Definice 72. Necht’ (M,MM) je matice typu s × m s interpretaćı, pak zkonstruujeme
množinu polynomů

radky(M,MM) := {ψMM
(radek(M, i); i = 1, ..., s} − {0} ,

kde radek(M, i) je i-tý řádek M (prvek Rm). Opačně necht’ l = l1, ..., ls je seznam po-
lynomů a Ml = [m1, ...,mm] je množina monomů uspořádána lexikograficky, kde m1 >
m2 > · · · > mm. Nyńı zkonstruujeme matici A typu s×m (s = vel(l),m = vel(Ml) tak,
aby

aij := koef(li,Ml; i = 1, ..., s; j = 1, ...,m).

Matici (aij) označ́ıme A(l,Ml).

Definice 73. Mějme matici s interpretaćı (M,MM). Označ́ıme F = radky(M,MM).
Spoč́ıtáme F̃ jako redukovanou Gröbnerovu bázi F pro lexikografické uspořádáńı m1 >

m2 > · · · > mm. Z této báze můžeme rekonstruovat matici M̃ = A(F̃ ,MM ). M̃ nazveme
jediný řádkově schodovitý tvar matice M s ohledem na lexikografické uspořádáńı m1 >
m2 > · · · > mm. Také můžeme ř́ıci, že F̃ je řádkově schodovitá báze F s ohledem na
lexikografické uspořádáńı m1 > m2 > · · · > mm.

F4 algoritmus
Vı́me, že při výpočtu Buchbergerova algoritmu máme v́ıce voleb:

• vybrat kritický pár ze seznamu kritických pár̊u

• vybrat jeden reduktor ze seznamu reduktor̊u

Buchberger dokázal, že tyto volby nemaj́ı vliv na správnost algoritmu, ale je známo,
že jsou zásadńı pro celkový čas výpočtu. Nejlepš́ı strategíı je vyšetřovat pouze hlavńı
monomy polynomů k vybráńı volby. Uvažujme, že všechny vstupńı polynomy maj́ı stejné
hlavńı monomy. V tomto př́ıpadě jsou všechny kritické páry shodné a neńı možné o volbě
rozhodnout. Tento problém vyřeš́ıme jednoduše. Neuděláme žádnou volbu. Přesněji, mı́sto
volby jednoho kritického páru v každém kroku vybereme podmnožinu kritických pár̊u
najednou.

Definice 74. Kritický pár polynomů (fi, fj) je prvek M2 ×R[x]×M ×R[x],

Par(fi, fj) := (LCMij,mi, fi,mj, fj)

takové, že LCM(Par(fi, fj)) = LCMij = LM(mifi) = LM(mjfj) =
LCM(LM(fi), LM(fj)).
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Definice 75. Stupeň kritického páru pi,j = Par(fi, fj), deg(pi,j) je deg(LCMi,j). Definu-
jeme dvě projekce Leva(pi,j) := (mi, fi), P rava(pi,j) := (mj, fj). Pokud (m, p) ∈M×R[x],
pak označ́ıme mult((m, p)) vyhodnoceńı součinu m× p.

Algoritmus převzat z [2].

INPUT:

F- konečná podmnožina R[x]

Sel- funkce: Seznam(Paru) → Seznam(Paru) tak, že Sel(l) 6= 0, jestliže l 6= 0

OUTPUT: konečná podmnožina R[x]
G := F, F̃+

0 := F, d := 0
P := {Par(f, g); f, g ∈ G, f 6= g}

WHILE P 6= 0 DO
d := d+ 1
Pd := Sel(P )
P := P\Pd
Ld := Leva(Pd) ∪ Prava(Pd)
F̃+
d := Redukce(Ld, G)

FOR h ∈ F̃+
d DO
P := P ∪ {Par(h, g); g ∈ G}
G := G ∪ {h}

RETURN G

Redukce

INPUT:

L- konečná podmnožina M ×R[x]

G- konečná podmnožina R[x]

OUTPUT: konečná podmnožina R[x] (možné také prázdná množina)
F :=Symbolicke-prepocesovani(L,G)
F̃ := redukce na řádkově schodovitý tvar z F s ohledem na uspořádáńı
F̃+ := {f ∈ F̃ ;LM(f) /∈ LM(F )}

RETURN F̃+

Pozn. : Ekvivalentńı definice F̃+ je F̃+ := {f ∈ F̃ ; f top ireducibilni G}
Nyńı poṕı̌seme hlavńı funkci tohoto algoritmu, tedy konstrukci matice F . na tento

subalgoritmus se můžeme d́ıvat jako na klasickou redukci všech uvažovaných polynomů,
pokud nahrad́ıme standartńı aritmetiku následovně: necht’ 0 6= x, 0 6= y ∈ R, pak x+ y =
1, x ∗ y = 1, x ∗ 0 = 0, x+ 0 = 1. Tedy jedná se opravdu o symbolické přeprocesováńı.

Symbolicke-prepocesovani

INPUT:

L- konečná podmnožina M ×R[x]

G- konečná podmnožina R[x]

OUTPUT: konečná podmnožina R[x]
F := {m× f ; (m, f) ∈ L}
Done := LM(F )

WHILE M(F ) 6= Done DO
m ∈M(F )\Done
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Done := Done ∪ {m}
IF m je top reducibilńı modulo G THEN

m := ḿLM(F ) pro nějaké f ∈ G, ḿ ∈M
F := F ∪ {ḿf}

RETURN F

Pozn. : Jestliže size(Sel(l)) = 1 pro všechna l 6= 0, pak F4 algoritmus je Buchberge-
rovým algoritmem. V tomto př́ıpadě funkce Sel odpov́ıdá strategii výběru v Buchbergerově
algoritmu.

3.2.3. Čuang-c’̊uv algoritmus

Algoritmus pro výpočet polynomických rovnic v́ıce proměnných nad konečnými poli.
Nejdř́ıve se v této kapitole seznámı́me se samotným algoritmem a ilustrujeme ho na
př́ıkladech.

Algebraické pozad́ı

Necht’ k je pole s q prvky. Mějme m polynomů f0, ..., fn−1 ∈ k[x0, ..., xn−1]. Naš́ım ćılem
je naj́ıt všechny n-tice (a0, ..., an−1) ∈ kn takové, že

f0(a0, ..., an−1) = 0
...

fn−1(a0, ..., an−1) = 0

Pracujeme s polem, kde xqi = xi. Kĺıčovou myšlenkou tohoto algoritmu je posunout se
z prostoru polynomů k[x0, ..., xn−1] s koeficienty v k do prostoru polynomu K[X] s koefi-
cienty ve vhodně vybraném rozš́ı̌reném poli K.

Pro názornost dále předpokládejme, že m = n. Vybereme ireducibilńı polynom g(y) ∈
k[y] stupně n. Pak K = k[y]/(g(y)) je rozš́ı̌reńı k stupně n. Necht’ φ je k-lineárńı zobra-
zeńı takové, že ztotožňuje K s n-rozměrným vektorovým prostorem kn, tj. φ : kn → K
definované φ(a0, ..., an−1) = a0 + a1y + · · ·+ an−1y

n−1. Necht’ f : kn → kn je polynomické
zobrazeńı definované f = (f0, ..., fn−1). Převedeme f do rozš́ı̌reného pole K užit́ım φ a
vytvořeńım zobrazeńı F : K → K definovaného F = φ ◦ f ◦ φ−1. Užit́ım Lagrangeovy
interpolačńı formule můžeme považovat F za polynom v K[X]. Opravdu F má jedinou
reprezentaci v pod́ılovém okruhu K[X]/(Xqn − X). Pro dané f dostaneme odpov́ıdaj́ıćı
F vyřešeńım soustavy lineárńıch rovnic. Následuj́ıćı teorém nám ukazuje přesný tvar této
reprezentace.

Teorém 76. Užit́ım notace zavedené výše, pro lineárńı polynomické zobrazeńı
f = (f0, ..., fn−1) máme

F (X) =
n−1∑
i=0

βiX
qi + α mod (Xqn −X),

pro nějaké βi, α ∈ K. Jestlǐze f je kvadratické polynomické zobrazeńı, pak

F (X) =
n−1∑
i=0

n−1∑
j=i

γijX
qi+qj + βiX

qi + α mod (Xqn −X),
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pro nějaké γij, βi, α ∈ K.

Nyńı je zřejmé, že se můžeme volněji pohybovat mezi funkcemi s v́ıce proměnnými
a funkcemi s jednou proměnnou. Máme-li systém rovnic, základńı strategíı je převést
polynomické zobrazeńı f na F v rozš́ı̌reném poli K. Kořeny F , který je dán Teorémem
77, přesně odpov́ıdaj́ı řešeńı p̊uvodńı soustavy rovnic definovaných nad k. Tedy máme-li
kořeny v K, převedeme je do kn pomoćı φ−1.

Zd̊urazněme základńı rozd́ıl mezi t́ımto algoritmem a ostatńımi algoritmy. Tento algo-
ritmus lze použ́ıt pouze nad konečnými poli.

Algoritmus byl pojmenován po antickém č́ınském filosofovi Čuang-c’ovi. ”Jednou se
Čuang-c’ovi zdálo, že je motýl. Motýl poletuj́ıćı kolem. Byl št’astný a dělal, co se mu za-
chtělo. Nevěděl, že je Čuang-c’em. Náhle se probudil a byl opět pevným a nezaměnitelným
Čuang-c’em. Nevěděl ale, zda to byl Čuang-c, který snil o tom, že je motýl, nebo motýl
sńıćı o tom, že je Čuang-c’em. Mezi Čuang-c’em a motýlem muśı být přeci nějaký rozd́ıl.”

Toto se nazývá transformace věćı.

Algoritmus

Algoritmus převzat z [4].
Začněme př́ıpadem, kdy m = n, tedy kdy máme stejný počet rovnic a proměnných.

Čuang-c’̊uv algoritmus má na vstupu polynomy f0, ..., fn−1 ∈ k[x0, ..., xn−1] a kladné č́ıslo
D. D je horńı hranice stupně polynomických rovnic, které máme vyřešit. Výsledkem
algoritmu je n-tice (a0, ..., an−1) ∈ kn taková, že fi(a0, ..., an−1) = 0 pro i = 0, ..., n− 1.

• Krok 1: Vybereme ireducibilńı polynom g(y) ∈ k[y] stupně n a definujeme K =
k[y]/(g(y)). Necht’ φ : kn → K je definováno jako v předchoźım. Převedeme f =
(f0, ..., fn−1) do K na F = φ ◦ f ◦ φ−1 a spočteme polynomickou reprezentaci F (X)
modulo xq

n − X. Je-li deg(F (X)) ≤ D, pak přejdeme k posledńımu kroku, jinak
postupujeme následovně.

• Krok 2: Necht’ G = Gal(K/k) je Galoisovo pole K nad k skládaj́ıćı se z Frobe-
niových zobrazeńı Gi(X) = Xqi , pro i = 0, ..., n−1. Poč́ıtejme Fi(X) = Gi◦F (X) =
F (X)q

i
mod(Xqn − X), pro i = 0, ..., n − 1. Poznamenejme, že F0(X) = F (X).

Existuje-li Fi takové, že deg(Fi(X)) ≤ D, pak přejdeme na posledńı krok, jinak
postupujeme následovně.

• Krok 3: Necht’ N je počet monomů, které se vyskytuj́ı v nějakém Fi(X). Pro
každé Fi(X) vytvoř́ıme řádkový vektor v KN , kde vstupem jsou koeficienty z Fi(X)
seřazené v sestupném pořad́ı. Dále zkonstruujeme n×N matici užit́ım těchto vek-
tor̊u. Použijeme Gaussovu eliminaci k źıskáńı nové množiny t báźı polynomů S =
S0(X), ..., St−1(X). Jinými slovy eliminujeme monomy nejprve nižš́ıch stupň̊u. Ozna-
č́ıme prvky S tak, že St−1(X) je prvek s nejnižš́ım stupněm. Jestliže deg(St−1(X)) ≤
≤ D, pak přejdeme na posledńı krok, jinak postupujeme následovně.

• Krok 4: Muśı platit, že polynom z S s nejmenš́ım stupněm má stupeň větš́ı než D.
Pro každé i = 0, ..., t − 1 a j = 0, ..., n − 1 spoč́ıtáme XqjSi(X) mod(Xqn − X).
Jako v předchoźım použijeme Gaussovu eliminaci na matici sestavenou ze sou-
stavy polynomů. T́ım źıskáme novou bázi polynomů Ś. Necht’ Śt́−1(X) je polynom
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v Ś s nejnižš́ım stupněm. Jestliže deg(Śt́−1(X)) ≤ D, pak přejdeme k posledńımu

kroku, jinak S nahrad́ıme Ś a opakujeme tento krok.

• Krok 5: V tomto bodě máme polynom G(X), kde deg(G(X)) ≤ D. Vyřeš́ıme
G(X) = 0 pomoćı vhodně vybraného rychlého řešiče polynomických rovnic či fak-
torizačńım algoritmem a t́ım obdrž́ıme W = {α ∈ K;G(α) = 0}. Řešeńı F (X) = 0
je podmnožina {α ∈ W ;F (α) = 0}.

Pozn. 1: Čuang-c’̊uv algoritmus můžeme modifikovat v př́ıpadě, kdy máme méně
rovnic než proměnných, tedy když m < n. Necht’ π : km → kn je injektivńı zobrazeńı
definované π(a0, ..., am−1) = (a0, ..., am−1, 0, ..., 0). f = (f0, ..., fm−1) nahrad́ıme π ◦ f a
dále postupujeme jako v předchoźım. Muśıme poznamenat, že pokud je m př́ılǐs malé,
pak existuje velký počet řešeńı (přesněji qn−m−1) a nav́ıc polynomy v ideálu generovaném
Fi(X) budou velkého stupně.

Pozn. 2: Pokud máme v́ıce rovnic než proměnných, tedy m > n, pak muśıme Čuang-
c’̊uv algoritmus opět modifikovat. Předpokládejme, že m = nr + l, pro nějaké 0 ≤ l < n
a rozdělme f0, ..., fm−1 na r množin po n polynomech a jednu množinu o l polynomech.
Je-li m násobek n, pak převedeme všech r množin polynomů na polynom v K[X] jako
v předchoźım. Jestliže l 6= 0, převedeme posledńı množinu l polynomů.

Př́ıklady

Př́ıklad 1
Necht’ k = GF (22). Definujeme polynomické zobrazeńı f : k2 → k2. Jeho složky jsou

f0(x0, x1) = x2
0 + x1 + 1

f1(x0, x1) = x2
1 + x0x1 + 1

v k[x0, x1]. Tabulka pro sč́ıtáńı a násobeńı v GF (4)

+ 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 0 3 2
2 2 3 0 1
3 3 2 1 0

* 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 3 1
3 0 3 1 2

Vybereme ireducibilńı polynom stupně 2 s koeficienty v k: g(y) = y2 + y + 3.
Zobrazeńı φ : k2 → K je definováno následovně

φ(x0, x1) = x0 + x1y = X

Řešeńı:
a)Použit́ı Teorému 77: Jestliže f = (f0, f1, ..., fn−1) je kvadratické polynomické

zobrazeńı, pak

F (X) =
n−1∑
i=0

n−1∑
j=i

γijX
qi+qj +

n−1∑
i=0

βiX
qi + α mod (Xqn −X),
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kde γij, βi, α ∈ K. Dle tohoto teorému máme

F (X) = γ11X
8 + γ01X

5 + β1X
4 + γ00X

2 + β0X + α

Nyńı již zbývá dopoč́ıtat pouze koeficienty. Vı́me, že

F (x0 + x1y) = x2
0 + x1 + 1 + (x2

1 + x0x1 + 1)y

tedy např.

7 = y + 3⇒ F (3 + 1y) = 32 + 1 + 1 + (12 + 3.1 + 1)y = 2 + 3y = 14.

Vyṕı̌seme potřebný počet bod̊u
0 7→ 5

1 7→ 4

2 7→ 6

3 7→ 7

4 7→ 0

5 7→ 5

6 7→ 11

7 7→ 14

8 7→ 11

Nyńı dosad́ıme tyto hodnoty do dané rovnice a vyřeš́ıme soustavu rovnic. T́ım źıskáme
výsledné polynomické zobrazeńı

F (X) = 4X8 + 4X5 +X4 +X2 +X + 5.

b)Př́ımý výpočet Lagrangeova interpolačńıho polynomu
Lagrange̊uv interpolačńı polynom je dán vztahem

Ln(x) =
n∑
k=0

ykln,k(x), ln,k(x) =
n∏

k=0,k 6=n

X − xk
xn − xk

Nejdř́ıve potřebujeme sestavit tabulku hodnot
x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
y 5 4 6 7 0 5 11 14 11 2 4 13 14 3 9 4

Nyńı již můžeme dosadit do daného vzorce. Např.

l15,6 =
(X − 0)(X − 1) · · · (X − 5)(X − 7) · · · (X − 15)

(6− 0)(6− 1) · · · (6− 5)(6− 7) · · · (6− 15)

Z d̊uvodu rozš́ı̌reńı pole na GF (16) muśıme sč́ıtat i násobit v tomto poli. Při násobeńı
odeč́ıtáme daný ireducibilńı polynom, tedy např. 11.12 = (2y + 3)3y = y2 + 2y a po
odečteńı y2 + y + 3 dostáváme výsledek 3y + 3 = 15.
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Stejným zp̊usobem pokračujeme ve výpočtech dále až k výslednému Lagrangeovu in-
terpolačńımu polynomu

L(X) = 4X8 + 4X5 +X4 +X2 +X + 5.

Př́ıklad 2
Necht’ k = GF (22). Definujeme polynomické zobrazeńı f : k2 → k2. Jeho složky jsou

f0(x0, x1) = 2x3
0 + 3x2

1x0 + 1

f1(x0, x1) = x3
1 + 2x2

0x1 + 2

v k[x0, x1]. Mějme stejný ireducibilńı polynom jako v předchoźım př́ıkladě.
Řešeńı:
a)Použit́ı Teorému 77: Nyńı je f = (f0, f1, ..., fn−1) již kubické polynomické zobra-

zeńı, tedy

F (X) =
n−1∑
i=0

n−1∑
j=i

n−1∑
k=j

δijkX
qi+qj+qk +

n−1∑
i=0

n−1∑
j=i

γijX
qi+qj +

n−1∑
i=0

βiX
qi + α mod (Xqn −X),

kde γij, βi, α ∈ K. Tedy po přeznačeńı koeficient̊u máme

F (X) = aX12 + bX9 + cX8 + dX6 + eX5 + fX4 + gX3 + hX2 + iX + j

Nyńı již zbývá dopoč́ıtat pouze koeficienty. Vı́me, že

F (x0 + x1y) = 2x3
0 + 3x2

1x0 + 1 + (x3
1 + 2x2

0x1 + 2)y

Nyńı muśıme sestavit tabulku hodnot
x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
y 9 11 11 11 13 4 10 1 13 1 4 10 13 10 1 4

Tyto hodnoty dosad́ıme do polynomické rovnice. T́ım źıskáme soustavu lineárńı rovnic,
kterou vyřeš́ıme.

Výsledné polynomické zobrazeńı je pak dáno vztahem

F (X) = 8X12 + 2X9 + 8X6 + 9.

b)Př́ımý výpočet Lagrangeova interpolačńıho polynomu Zde je postup na-
prosto totožný jako u předchoźıho př́ıkladu, pouze použijeme př́ıslušnou tabulku hodnot.
Výsledný Lagrange̊uv interpolačńı polynom je tedy dán vztahem

L(X) = 8X12 + 2X9 + 8X6 + 9.

Závěr

Poznamenejme, že Čuang-c’̊uv algoritmus neńı novým algoritmem, ale novým zp̊usobem,
jak nahĺıžet na problém řešit polynomické rovnice ve v́ıce proměnných nad konečnými
poli. Náš problém převedeme na rozš́ı̌rené pole, kde se z něj stává problém o jedné
proměnné. Poté použijeme již existuj́ıćı vhodné postupy pro řešeńı polynomické rovnice
v jedné proměnné nad konečným polem. Tedy vlastně ztotožňujeme v́ıcerozměrný a jed-
norozměrný př́ıpad. To také znamená, že někdy může být prospěšné se na jednorozměrný
př́ıpad nad daným konečným polem d́ıvat jako na množinu v́ıcerozměrných polynomických
rovnic nad menš́ım konečným polem.
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3.3. Ataky

Tato kapitola je inspirována [3], [5].

3.3.1. Patarin̊uv atak

Multivariačńı kryptosystémy s veřejným kĺıčem

Bezpečnost multivariačńıch kryptosystémů s veřejným kĺıčem (MPKC) spoléhá na nároč-
nost řešeńı systému nelineárńıch polynomických rovnic s mnoha proměnnými. Veřejný
kĺıč MPKC je většinou množina kvadratických polynomů, které jsou odvozeny ze skládáńı
zobrazeńı.

Krátký popis Matsumoto-Imai algoritmu

Matematické vlastnosti
Necht’ k je konečné pole charakteristiky 2 a necht’ q = 2m je počet prvk̊u k. Obecný

tvar MPKC je tvaru Y = (y1, ..., ym) = F (x1, ..., xn) = J2 ◦ φ ◦ J1(x1, ..., xn), kde F :
kn → km; J1 : kn → kn, J2 : km → km jsou afinńı transformace. Necht’ Ln je rozš́ı̌reńı
k stupně N a necht’ θ je celé č́ıslo. Pak funkce f : LN → LN : x 7→ x1+2mθ je bijekce,
jestliže 1 + 2mθ je nesoudělné s 2mN − 1. Tedy je-li f bijekce, lze jednoduše invertovat
a existuje inverzńı funkce f−1 taková, že f−1(x) = xh, kde h je multiplikativńı inverze
1 + 2mθ modulo 2mN − 1. Zobrazeńı π : k → LN je N - lineárńı izomorfismus. Zobrazeńı φ
nazýváme centrálńı zobrazeńı, které je definováno φ = π ◦ φ̃ ◦ π−1. Zobrazeńı φ̃ nad LN
je rozd́ılné pro r̊uzné MPKC. Jedna z hlavńıch myšlenek, jak zkonstruovat tento systém
byla započata Matsumotem a Imaiem.

Popis Matsumoto-Imai algoritmu
Pole k s 2m prvky je veřejné. Každá zpráva má nm bit̊u, kde n je daľśı veřejné celé č́ıslo.

n je rozděleno následovně n = n1 + · · · + nd, kde n1, ..., nd jsou opět celá č́ısla. Poté vy-
tvoř́ıme d rozš́ı̌reńı k, Ln1 , ..., Lnd stupně n1, ..., nd. Hodnotu reprezentovanou prvky k na-
zveme slovo. Např. prvek Lne ; 1 ≤ e ≤ d, může být slovo délky ne. Použijeme kvadratické
funkce f1, ..., fd dávaj́ıćı d slov. Těchto d slov pak překombinujeme na slovo délky n.

Tajné položky jsou:

1. Dvě afinńı bijekce s, t : kn → kn (mohou být reprezentovány báźı polynomů cel-
kového stupně 1 a koeficienty polynomů jsou prvky k).

2. Děleńı n na d celých č́ısel n = n1 + · · ·+ nd.

3. Reprezentace poĺı Ln1 , ..., Lnd . Tyto reprezentace jsou dány volbou d ireducibilńıch
polynomů. Označme ψl izomorfismus z knl do Lne daný těmito reprezentacemi, 1 ≤
≤ e ≤ d.

4. Celá č́ısla θ1, ..., θd taková, že 1 ≤ θe ≤ ne a GCD(2θe + 1, 2mne − 1) = 1, 1 ≤ e ≤ d.
Tato celá č́ısla θe udávaj́ı kvadratické funkce f1, ..., fd.
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Důležitý bod je, že skládáńı všech těchto operaćı je kvadratická funkce s prvky v bázi.
Takže tato funkce může být dána n polynomy nad k, (y1, ..., yn) (tyto polynomy dávaj́ı
šifrovaný text y z p̊uvodńıho textu x).

Veřejné položky jsou:

1. Pole k délky 2m, délka zpráv n.

2. n polynomů (y1, ..., yn) v n proměnných nad k.

Tud́ıž každý může zašifrovat zprávu.

Značeńı

m je stupeň pole k, n je počet prvk̊u v k v každé zprávě, d je počet celých č́ısel v tajném
děleńı n : n = n1 + · · ·+ nd. Necht’ e je index, 1 ≤ e ≤ d a x je p̊uvodńı text a y šifrovaný
text. Označme Lne rozš́ı̌reńı k stupně ne. ae je prvek Lne afinńı v x, be je prvek Lne afinńı
v y, θe je tajný parametr takový, že

be = a1+2mθe
e (3.13)

Nav́ıc pro jednoduchost označ́ıme θe = θ, ae = a, be = b.

Skupina slabých kĺıč̊u

Ukážeme, že existuje mnoho slabých kĺıč̊u v algoritmu MI. Je však velmi lehké se jim
vyhnout a tud́ıž to nepovažujeme za závažný problém tohoto algoritmu.

Rovnici (3.13) můžeme zapsat ve tvaru a = bhe , kde he je multiplikativńı inverze
1 + 2mθe modulo 2mne − 1.

Necht’ α je celé č́ıslo, označ́ıme HW (α) počet 1 ve výrazu α v bázi 2 (HW zastupuje
Haminngovu váhu v bázi 2). Necht’ xi je bit x a yi je bit y(1 ≤ i ≤ mn). Každá hodnota
yj, 1 ≤ j ≤ n má kvadratický výraz v hodnotě xi, 1 ≤ i ≤ n. Jednoduše každá hodnota xj
má výraz jako polynom stupně supe,1≤e≤dHW (he) v hodnotách yi. Je dobré, když HW (he)
neńı př́ılǐs malé pro neznámé e. Předpokládejme, že nemáme tento př́ıpad, tedy pro jednu
neznámou e, 1 ≤ e ≤ d je HW (he) velmi malé a

a = bhe (3.14)

Jestliže a je afinńı v x, existuj́ı hodnoty α1i, 0 ≤ i ≤ mn takové, že a1 = α10 +
∑mn
i=1 α1ixi.

Z (3.14) v́ıme, že a1 má polynomiálńı výraz celkového stupně HW (he) v b1, ..., bnem.
Tedy všechny hodnoty b1, ..., bnem jsou afinńı v y1, ..., ynm, tud́ıž a1 má polynomický
výraz celkového stupně HW (he) v y1, ..., ynm. Takže máme polynom P celkového stupně
HW (he) tak, že

α10 +
mn∑
i=1

α1ixi = P (y1, ..., ymn) (3.15)

Podobně pro a2, a3, ..., anem. Tedy máme nejméně nem rovnic podobných (3.15), stupně
1 v xi a celkového stupně HW (he) v yi. Takže jestliže pro určité e,HW (he) je velmi malé
(např.≤ 4), chceme naj́ıt nem rovnic podobných (3.15) (a to i dokonce když existuje f tak,
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že HW (he) je velmi velké). Při hledáńı těchto rovnic budeme jednoduše psát nejobecněǰśı
tvar rovnic stupně HW (he). Generováńım nějakých hodnot pro x a y z veřejného tvaru
obdrž́ıme rovnice stupně 1 s koeficienty polynomů.

Po nasb́ıráńı dostatečného počtu rovnic, Gaussovou redukćı na tyto rovnice, najdeme
vektorový prostor řešeńı pro koeficienty polynomů. Tud́ıž najdeme nejméně nem nezávis-
lých rovnic podobných (3.15). Nyńı z těchto rovnic, když je dáno y, máme okamžitě nem
rovnic stupně 1 bit̊u xi p̊uvodńıho textu. To může být velmi nebezpečné.

Závěr: Všechny hodnoty ne, θe muśı být vybrány tak, aby řád HW (he) nebyl př́ılǐs
malý (např. ≥ 6).

Prvńı obecný útok na všechny kĺıče

Př́ıklad
Předpokládejme, že m = 1, θ = 1.

b = a3 (3.16)

Necht’ (b1, ..., bne) je reprezentace b v Lne a necht’ (a1, ..., ane) je reprezentace a v Lne .
Z (3.16) vid́ıme, že ∀bj, 1 ≤ j ≤ ne máme kvadratický výraz v (a1, ..., ane), protože
b = aa2, a2 je lineárńı (protože m = 1). Avšak rádi bychom našli výraz, který dává
hodnoty aj z bj (namı́sto bj z aj). Prvńı myšlenka je samozřejmě napsat

a = bh (3.17)

ale v nejv́ıce př́ıpadech HW (h) je velké, tud́ıž (3.17) dává úporný výraz pro hodnoty aj.
Začněme opět z (3.16) a vynásobme oba výrazy z (3.16) a. Obdrž́ıme

ba = a4 (3.18)

Rovnice (3.18) dává ne rovnic stupně 1 na bj hodnot, stupně 1 na aj hodnot. (Protože a4

je lineárńı v a, protože m = 1.) Nav́ıc ∀b 6= 0 jsou zde právě 2 řešeńı (3.18): a = 0, a = bh.
Z rovnice (3.18) v́ıme, že existuje rovnice tvaru

n∑
i=1

n∑
j=1

γijxiyj +
n∑
i=1

αixi +
n∑
i=1

βiyi + δ0 = 0 (3.19)

Tyto rovnice plat́ı ∀x, y, pak x je p̊uvodńı text k y. Nav́ıc jestliže b = 0, existuje jenom
jedno řešeńı pro a z (3.18).

Nutně muśıme mı́t nejméně ne formálně nezávislých rovnic (3.19). Avšak pro danou
hodnotu y můžeme ř́ıci, že budeme mı́t nejméně ne − 1 nezávislých rovnic (3.19) (a ne
ne), protože (3.18) má 2 řešeńı pro a, když b 6= 0.

Vybráńım několika hodnot pro x a spoč́ıtáńım hodnot y z x z veřejného tvaru, dále
nahrazeńım těchto hodnot xi, yi, 1 ≤ i ≤ n ve (3.19), obdrž́ıme rovnice stupně 1 ve
n2 + n+ n+ 1 = (n+ 1)2 proměnných γij, αi, βi, δ0.

Rychle najdeme všechny rovnice (3.19) (Gaussovou redukćı). Pak z daného y, pro které
hledáme x, dostáváme rovnice (nejméně ne− 1 nezávislých rovnic) stupně 1 v hodnotách
x1, ..., xn. Dle Gaussovy redukce najdeme ne − 1 neznámých x1, ..., xn z ostatńıch rovnic.
Nyńı si ukažme obecný př́ıpad.

38



3. KRYPTOGRAFIE

Obecný př́ıpad
Mějme

b = a1+2mθ (3.20)

Složeńım obou stran této rovnice s q : x 7→ x2mθ−1, obdrž́ıme b2mθ−1 = a22mθ−1. Vynásob́ıme
každou stranu ab

ab2mθ = ba22mθ

(3.21)

Necht’ (a1, ..., ane) je reprezentace a v Lne , (b1, ..., bne) je reprezentace b v Lne . (∀ai, bi, 1 ≤
≤ i ≤ ne jsou prvky v k). Rovnice (3.21) dává ne rovnic (ne nutně nezávislých) stupně 1

na bj hodnot a stupně 1 na aj hodnot. (protože b 7→ b2mθ je lineárńı, a 7→ a22mθ

je lineárńı)
Nav́ıc a je afinńı v x, b je afinńı v y. Tedy těchto ne rovnic ((3.21) je báze) pak ṕı̌seme ve
složkách (x1, ..., xn), (y1, ..., yn). x, y dává ne rovnic tvaru

n∑
i=1

n∑
j=1

γijxiyj +
n∑
i=1

αixi +
n∑
i=1

βiyi + δ0 = 0 (3.22)

Tyto rovnice plat́ı ∀x, y, kde x je p̊uvodńı text y. Tedy vybráńım hodnot pro x a
spoč́ıtáńım hodnot y z x a veřejného tvaru a pak nahrazeńım těchto hodnot xi, yi, 1 ≤ i ≤
≤ n v (3.22) obdrž́ıme rovnice stupně 1 v (n+ 1)2 proměnných GF (2m) : γij, αi, βi, δ0.

T́ımto zp̊usobem najdeme rychle všechny rovnice (3.22). To je prvńı část našeho
útoku. Možná najdeme některé rovnice (3.22), které nevycháźı z (3.21) (protože jsme
našli všechny rovnice, které máme v obecném tvaru (3.22)), ale d̊uležité je, že najdeme
přinejmenš́ım všechny rovnice (3.22), které vycháźı z (3.21).

Část 2 našeho útoku: Z daných y, pro které najdeme x, nám tyto rovnice dávaj́ı rovnice
stupně 1 v neznámých x1, ..., xn. Gaussovou redukćı těchto rovnic najdeme λ neznámých
x1, ..., xn z ostatńıch, kde λ je počet nezávislých rovnic (3.22) v x1, ..., xn, když y1, .., yn
jsou nahrazeny hodnotami. Abychom vyč́ıslili řád tohoto útoku, muśıme vyč́ıslit λ. To
uděláme nyńı.

Poznámka: Jestliže m = 1, θe = 1, když najdeme všechny rovnice (3.22), najdeme
všechny rovnice, které vycháźı z b2a = ba4 a všechny rovnice, které vycháźı z ba = a4.
Tyto rovnice nejsou formálně stejné (protože jestliže b = 0, prvńı se zruš́ı, druhá ne).
Např. když m = 1, θ = 1, ne = 5, máme explicitně naj́ıt všechny rovnice (3.22). V tomto
př́ıpadě máme naj́ıt vektorový prostor řešeńı pro koeficienty γij, αi, βi, δ0 dimenze
přesně 10. V tomto př́ıpadě b2a = ba4 a ba = a4 dané 10 rovnicemi. Pak vybereme pro
y danou hodnotu. Těchto 10 rovnic nám samozřejmě dá nejvýše 5 neznámých rovnic a
jestliže pro toto y máme b 6= 0, pak nám dá přesně 4 nezávislé rovnice (protože máme
přesně 2 řešeńı pro a).

Výpočet λ

Teorém 77. Pro všechny účinné kĺıče a pro věťsinu šifrovaných text̊u y, počet λ nezávislých
rovnic stupně 1 v x1, ..., xn tak, že obdrž́ıme z rovnic (3.22) pro toto dané y máme
λ ≥ ∑d

e=1(ne − GCD(ne, θe)) ≥ 2n
3

. Nav́ıc nám to ukazuje, že pro mnoho tajných kĺıč̊u a
pro věťsinu šifrovaných text̊u máme λ ≥ n− d.

Lemma 78. Necht’ L je konečné pole s q prvky. Necht’ p je clé č́ıslo a necht’ y je prvek
L. Pak rovnice xp = y má nejvýše GCD(p, q − 1) řešeńı x.
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D̊ukaz. Jestliže y = 0, pak x = 0 je jediné řešeńı a Lemma 78 plat́ı. Předpokládejme,
že y 6= 0, pak x = 0 neńı řešeńı. Předpokládejme také, že x 6= 0, takže xq−1 = 1.
Necht’ µ = GCD(p, q − 1). Z Bezoutova teorému v́ıme, že jsou 2 celá č́ısla α, β taková,
že αp − β(q − 1) = µ. Tedy xp = y ⇒ xαp = yα ⇒ xµ(xq−1)β = yα ⇒ xµ = yα. Tedy
v poli každá rovnice stupně k má nejvýše k řešeńı. Existuje nejvýše µ řešeńı xµ = yα a je
nejvýše µ řešeńı xp = y, jak jsme tvrdili.

Lemma 79. Pro všechna celá č́ısla m,α, β máme GCD(2mα−1, 2mβ−1) = 2mGCD(α,β)−1.

D̊ukaz. • Jasně GCD(2mα − 1, 2mβ − 1) ≥ 2mGCD(α,β) − 1, protože 2mα − 1 a 2mβ − 1
můžeme vźıt jako 2mGCD(α,β)− 1 faktor (použijeme formuli xk − 1 = (x− 1)(xk−1 +
xk−2 + · · ·+ x+ 1).

• Jasně také můžeme předpokládat, že α > β. Jelikož Lemma 79 je symetrická, máme
α = β. Lemma 79 je zřejmá.

• Nyńı jestliže x, y jsou 2 celá č́ısla a jestliže µ je celé č́ıslo takové, že x − y2µ > 0,
máme GCD(x, y) = GCD(y, x− y2µ).

Tedy s x = 2mα − 1, y = 2mβ − 1, 2µ = 2m(α−β) máme

GCD(2mα − 1, 2mβ − 1) = GCD(2mβ − 1, 2m(α−β) − 1) (3.23)

Iteraćı této techniky GCD(α, β) objev́ıme zp̊usob podobný Euklidově algoritmu. Takže
obdrž́ıme GCD(2mα − 1, 2mβ − 1) ≤ 2mGCD(α,β) − 1

Lemma 80. V Lne (pole s 2mne prvky) rovnice (3.21), jak máme napsáno dř́ıve, má
nejvýše 2mGCD(θ,ne) řešeńı v a, pro každé dané b 6= 0.

D̊ukaz. Jestliže b 6= 0, pak tato rovnice (3.21) má 2 skupiny řešeńı pro a: 1)a = 0, 2)a
tak, že

(a2mθ − 1)2mθ+1 = b2mθ−1 (3.24)

Vı́me, že funkce g : z 7→ z2mθ+1 je bijekce v Lne (protože dle konstrukce MI algoritmu,
θ, ne jsou vybrány tak, aby byla splněna daná vlastnost). Pak a je řešeńı rovnice (3.24)⇔

a2mθ − 1 = g−1(b2mθ − 1) (3.25)

Nyńı z Lemmatu 78 v́ıme, že tato rovnice (3.25) má pro dané b nejv́ıceGCD(2mθ−1, 2mne−
1) řešeńı a. Takže z Lemmatu 79 obdrž́ıme, že rovnice (3.24) má nejv́ıce 2mGCD(θ,ne) − 1
řešeńı v a. Takže přidáńım řešeńı a = 0 obdrž́ıme, že když b 6= 0, rovnice (3.21) má nejv́ıce
2mGCD(θ,ne) řešeńı v a, jak bylo odvozeno.

Důsledek 81. Pro dané b 6= 0, jestlǐze naṕı̌seme rovnici (3.21) v bázi prvk̊u (s repre-
zentaćı Lne jako rozš́ıřeńı GF (2m) stupně ne), pak obdrž́ıme nejméně ne − GCD(θ, ne)
nezávislých rovnic stupně 1 v prvćıch a.

D̊ukaz. Vı́me, že obdržené rovnice jsou stupně 1 v prvćıch a. Nav́ıc tyto rovnice maj́ı
nejméně jedno řešeńı a = 0, takže nedocháźı ke sporu. Jestliže λe je počet nezávislých rov-
nic, máme přesně 2m(ne−λe) řešeńı. Avšak z Lemmatu 80 v́ıme, že máme nejvýše 2mGCD(θ,ne)

řešeńı, takže λe ≥ ne −GCD(θ, ne), jak jsme tvrdili.
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D̊ukaz. Teorému 77: Necht’ y je šifrovaný text takový,že pro toto y máme: ∀e, 1 ≤ e ≤
≤ d, be 6= 0. (Takže ae 6= 0, protože be = a1+2mθe

e .)

Poznámka: Pro dané e je pravděpodobnost, že be = 0 rovna 1
2mne

. Takže jestliže mne
je velmi malé, tato pravděpodobnost neńı zanedbatelná. Avšak jesliže mne je velmi malé
(např. m = 1, ne = 3), pak ae = bhee s velmi malým he, takže s velmi malým HW (he). To
nám dává velmi slabé kĺıče. Můžeme předpokládat, že mne neńı tak malé, takže většina
šifrovaných text̊u y bude taková, že ∀e, 1 ≤ e ≤ d, be 6= 0. (Pro velmi velké d nemůže být,
ale jestliže n je přijatelné velikosti, pak d nemůže být př́ılǐs velké a pro většinu šifrovaných
text̊u y,∀e, 1 ≤ e ≤ d, be 6= 0 jak jsme tvrdili.) Z d̊usledku Lemmatu 80 v́ıme, že obdrž́ıme
nejméně

∑d
e=1(ne − GCD(θe, ne)) nezávislých rovnic stupně 1 v prvćıch x (pro dané y

takové, že ∀e, be 6= 0).

Lemma 82. ∀e, 1 ≤ e ≤ d, necht’ δe = GCD(θe, ne) a necht’ ke = ne
δe

(ke je celé č́ıslo,
protože δe děĺı ne). Pak ke je vždy liché a ke ≥ 3.

Dokázali jsme, že λ ≥ ∑d
e=1(ne −GCD(θe, ne)). Takže z Lemmatu 82 plyne

λ ≥ ∑d
e=1(ne − ne

3
) = 2

3

∑d
e=1 ne = 2n

3
. Nav́ıc pro mnoho tajných kĺıč̊u GCD(θe, ne) = 1 a

jestliže toto nastane, máme
∑d
e=1(ne − 1) = n− d, takže λ ≥ n− d.

Vylepšená Gaussova eliminace
Náš útok, jak jsme ho popsali, přecháźı na 2 části:

1. Najdeme všechny rovnice (3.22) a to je uděláno jednou a pro všechny.

2. Pro určitý šifrovaný text y se pokuśıme naj́ıt x pomoćı rovnic (3.22). Takže to
muśıme udělat pro každé x z r̊uzných y.

Druhý obecný útok

V odstavci 3.3.1 byl náš útok založen na myšlence, že jestliže b = a1+2mθ , pak ab2mθ =

ba22mθ

. V této rovnici jsou a, b na obou stranách. Nyńı se budeme snažit naj́ıt nějaké rov-
nice obecného tvaru a2bu = bv, kde HW (u), HW (v) jsou malé. Pro tento záměr nezačneme
z b = a1+2mθ , ale začneme z a = bhe . Takže muśıme spoč́ıtat hodnotu he.

Teorém 83. Necht’ δ = mGCD(θe, ne) a necht’ α, k jsou celá č́ısla taková, že αδ = mθe
a kδ = mne. Necht’ he je, jako obvykle, multiplikativńı inverze 1 + 2mθe modulo 2mne − 1.
Pak

1. k je liché a k ≥ 3

2. he = 2kδ−1 +
∑k−1
i=1 (−1)i2αδi−1.

Poznámka: Nejobt́ıžněǰśı kĺıče v odstavci 3.3.1 jsou kĺıče s malým k. Tyto kĺıče jsou
nyńı nejlehč́ı. Např. když k = 3, obdrž́ıme ne rovnic v obecném tvaru

n∑
i=1

n∑
j=1

γijx
2
i yj +

n∑
i=1

n∑
j=i+1

ηijyiyj +
n∑
i=1

αixi +
n∑
i=1

βiyi + δ0 = 0 (3.26)

Náš útok má stále dvě části:

1. Naj́ıt všechny rovnice (3.22) z odstavce 3.3.1 a také všechny rovnice (3.26).

2. Pro dané y položme mocninu 2m−1 nalezených rovnic (3.26). Jelikož v k máme
(α+ β)2m−1

= α2m−1
+ β2m−1

a tedy x2m

i = xi, rovnice (3.26) dává podobné rovnice
stupně 1 v xi. Proto použijeme obě rovnice (3.22) a (3.26).
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4. Implementace algoritmů
Při implementaci v prostřed́ı Wolfram Mathematica bylo čerpáno z [7].

4.1. Buchberger̊uv algoritmus

Tento algoritmus se použ́ıvá pro výpočet Gröbnerových báźı a je v prostřed́ı Wolfram
Mathematica již implementován. Ukážeme si tedy, jak daný algoritmus spustit.

Při poč́ıtáńı nad reálnými č́ısly postupujeme následovně. Zadáme množinu polynomů

Poly={x^2 y - y, 2 x y + y, -5 + x z}

Zavoláme funkci “GroebnerBasis“ a vyṕı̌seme proměnné obsažené v polynomech. Pro
náš př́ıklad

GroebnerBasis[Poly,{x,y,z}]

Výstupem bude opět množina polynomů, a to redukovaná Gröbnerova báze. Pokud
nezadáme žádné daľśı parametry, je výsledná redukovaná Gröbnerova báze spočtena pro
lexikografické uspořádáńı. Pokud bychom požadovali jiné uspořádáńı, např. stupňované
inverzńı lexikografické uspořádáńı, muśıme změnit voláńı následovně

GroebnerBasis[Poly,{x,y,z},MonomialOrder->DegreeReverseLexicographic]

Při výpočtu Buchbergerova algoritmu nad konečnými poli muśıme postupovat násle-
dovně. Nejdř́ıve načteme baĺık s konečnými poli

<< FiniteFields‘FiniteFields‘

Dále muśıme definovat námi vybrané pole včetně ireducibilńıho polynomu. Ten zaṕı-
šeme pomoćı koeficient̊u. Např pro pole F8 a pro ireducibilńı polynom [1,0,1,1] zadáme

SetFieldFormat[GF[2,{1,0,1,1}],FormatType->FunctionOfCode[k]]

Nyńı již můžeme zadat množinu polynomů jen s t́ım rozd́ılem, že mı́sto každého ko-
eficientu i ṕı̌seme k[i]. Přeṕı̌seme tedy náš př́ıklad

Poly = {x^2 y - y, k[2] x y + y, k[-5] + x z}

Nyńı již zavoláme funkci ”GroebnerBasis“ jako v předchoźım

GroebnerBasis[Poly,{x,y,z}]

Zdá se tedy, že pro Gröbnerovy báze je v programu Wolfram Mathematica vše ho-
tovo. Nastává zde ale problém. Tento algoritmus je dosti pomalý. Zabývali jsme se tedy
implementaćı jiného algoritmu a to F4 algoritmu do prostřed́ı Wolfram Mathematica.
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4.2. F4 algoritmus

Tento algoritmus se použ́ıvá pro výpočet Gröbnerových báźı stejně jako Buchberger̊uv
algoritmus. Oproti Buchbergerově algoritmu je ale výstupem z F4 algoritmu nereduko-
vaná Gröbnerova báze. T́ım ale nevzniká žádný problém, protože vytvořit redukovanou
Gröbnerovu bázi je již snadný úkol. Výhodou tohoto algoritmu je předevš́ım jeho rychlost.
Ukažme tedy, jak jsme implementovali daný algoritmus do prostřed́ı Wolfram Mathema-
tica a jeho voláńı.

4.2.1. Implementace algoritmu

Pro výpočet Gröbnerových báźı pomoćı F4 algoritmu jsme vytvořili funkčńı baĺık v prostřed́ı
Wolfram Mathematica. K použit́ı toho baĺıku muśıme vytvořit složku s názvem ”F4algorithm“.
Do této složky zkoṕırujeme baĺık ”F4algorithm.m“.

F4 algoritmus obsahuje dva podalgoritmy, a to redukci a symbolické přeprocesováńı.
Pro každý podalgoritmus sestav́ıme vlastńı funkci. Začněme tedy těmito podalgoritmy.
Vstupem je zde množina zadaných polynomů a dále množina dvojic. Výstupem bude
množina polynomů. Poṕı̌seme si, co se v daných podalgoritmech poč́ıtá

• Symbolické přeprocesováńı V tomto podalgoritmu nejdř́ıve roznásob́ıme všechny
prvky v L, poté muśıme vypsat všechny hlavńı monomy dle daného monomického
uspořádáńı. Dále muśıme vypsat také všechny monomy a uděláme rozd́ıl těchto dvou
množin. V daľśım kroku spoč́ıtáme všechny hlavńı monomy ze zadaných polynomů.
Prozkoumáme top ireducibilitu. Výsledné polynomy pak přidáme k polynomům,
které vznikly roznásobeńım L.

• Redukce Pro danou množinu polynomů sestav́ıme matici koeficient̊u. Dále tuto
matici převedeme na řádkově schodovitý tvar a vyṕı̌seme nově vzniklé polynomy.
Pokud je některý hlavńı monom nově vzniklých polynomů již obsažen v některém
z hlavńım monomů polynomů před redukćı, pak ho vynecháme, jinak ho do množiny
polynomů přidáme.

V hlavńım algoritmu je vstupem pouze množina polynomů. Výstupem pak množina
polynomů a to neredukovaná Gröbnerova báze. V tomto algoritmu nejdř́ıve muśıme vypsat
hlavńı monomy daných polynomů dle daného monomického uspořádáńı. Poté spoč́ıtáme
nejmenš́ı společné násobky těchto monomů a sestav́ıme pětice dle definice. Naplńıme
zbývaj́ıćı proměnné a zavoláme funkci Redukce. Poté opět muśıme určit hlavńı monomy
množiny polynomů a porovnat s hlavńımi monomy zadaných polynomů. Pokud se nějaký
hlavńı monom vyskytuje už mezi hlavńımi monomy ze zadaných polynomů, daný poly-
nom nepřidáváme, jinak ho přidáme do výsledné množiny. Spoč́ıtáme také nové pětice.
Vše opakuje do té doby, než je množina pětic nulová.

4.2.2. Použit́ı algoritmu

F4 algoritmus jsme implementovali pouze pro poč́ıtáńı nad reálnými č́ısly a pro lexiko-
grafické uspořádáńı. Nejdř́ıve si muśıme nahrát baĺık F4algorithm.m takto

<< F4algorithm‘F4algorithm‘
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Poté zadáme množinu polynomů

Poly={x^2 y - y, 2 x y + y, -5 + x z}

Pro ověřeńı správnosti podalgoritmů zadáme ještě množinu dvojic. Pro náš př́ıklad

L = {2 (-y + x^2 y), x (y + 2 x y)}

Nyńı zavoláme jednotlivé podalgoritmy. Nejdř́ıve spust́ıme Symbolické přeprocesováńı

SymbolicPreprocessing[L, Poly]

Výstupem bude množina polynomů

{y + 2 x y, -2 y + 2 x^2 y, x y + 2 x^2 y}

Dále spust́ıme funkci Redukce

F4Reduction[L, Poly]

Výstupem bude množina polynomů. V našem př́ıpadě

{y}

Zavoláme funkci “F4alg“. Pro náš př́ıklad

F4alg[Poly]

Výstupem je opět množina polynomů a to neredukovaná Gröbnerova báze.

{y, y + 2 x y, -y + x^2 y}

Z této množiny vytvoř́ıme redukovanou Gröbnerovu bázi snadno, pouze porovnáńım
hlavńıch monomů u daných polynomů. Vid́ıme, že hlavńı monom druhého polynomu
je x násobkem hlavńıho monomu prvńıho polynomu a hlavńı monom třet́ıho polynomu
je x2 násobkem hlavńıho monomu prvńıho polynomu. Tedy výsledná Gröbnerova báze
obsahuje pouze jeden polynom a to y.

4.3. Čuang-c’̊uv algoritmus

Tento algoritmus převád́ı množinu polynomických zobrazeńı o větš́ım počtu proměnných
na jednu rovnici o jedné proměnné. Toho doćıĺıme snadno pomoćı Teorému 77. My jsme se
však zabývali, zda se výsledek z Teorému 77 bude shodovat s výsledkem spoč́ıtaným po-
moćı Lagrangeova interpolačńıho polynomu. Zabývali jsme se tedy implementaćı Lagran-
geovy interpolace. Pro poč́ıtáńı s rozš́ı̌reným polem jsem využila program Python, v němž
je vše jednoduše interpretovatelné.

Nejdř́ıve si muśıme sestavit tabulky pro sč́ıtáńı a násobeńı nad daným rozš́ı̌reným
polem, v našem př́ıpadě pro rozš́ı̌rené pole GF (16). Dále muśıme sestavit tabulku hodnot
pro množinu polynomických zobrazeńı. Nyńı již přejděme k samotnému programu.

45
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4.3.1. Popis jednotlivých funkćı

Celý program se skládá z 8 funkćı, které si v této části detailněji poṕı̌seme.

sum int
Tato funkce slouž́ı k sečteńı dvou č́ısel z dané aditivńı tabulky. Např. pro součet č́ısel

2, 3 bude vstup tvaru

sum_int(2,3)

Výstupem je tedy součet těchto č́ısel, tedy opět pouze č́ıslo, v našem př́ıpadě

1

Poznamenejme, že jsou zde zahrnuta všechna pravidla pro součet č́ısel nad daným
rozš́ı̌reným konečným polem, a to a = −a, a+ a = 0, a+ 0 = a, a+ b = b+ a.

multiply int
Tato funkce slouž́ı k vynásobeńı dvou č́ısel z dané multiplikativńı tabulky. Např. pro

součin č́ısel 4, 8 bude vstup tvaru

multiply_int(4,8)

Výstupem je tedy součin těchto č́ısel, tedy opět pouze č́ıslo, v našem př́ıpadě

9

I u této funkce jsou zahrnuta pravidla pro součin dvou č́ısel nad daným polem, a to
a = −a, a ∗ 0 = 0, a ∗ 1 = a, a ∗ b = b ∗ a.

divide int
Tato funkce slouž́ı k vyděleńı dvou č́ısel z dané multiplikativńı tabulky. Tato funkce

proj́ıžd́ı danou multiplikativńı tabulku a hledá, které č́ıslo muśı vynásobit s druhým ze
zadaných č́ısel, aby dostala prvńı č́ıslo. Např. pro pod́ıl č́ısel 4, 8 bude vstup tvaru

divide_int(4,8)

Výstupem je tedy pod́ıl těchto č́ısel, tedy opět pouze č́ıslo, v našem př́ıpadě

3

Zjistili jsme tedy, že pod́ıl dvou č́ısel je roven 3, tedy pokud vynásob́ıme 3∗8, dostaneme
č́ıslo 4.

multiply poly
Tato funkce slouž́ı k vynásobeńı dvou polynomů. Vstupem jsou tedy dva polynomy a

výstupem bude jejich součin. Tato funkce je dále využita v součinu větš́ıho počtu poly-
nomů. Ukážeme si ukázkový vstup i výstup. Vezměme si např́ıklad polynomy 1+2x, 3+2x.
Polynomy zadáme pomoćı koeficient̊u vzestupně dle mocniny u x, tedy ukázkový vstup
je tvaru
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_multiply_poly([1,2],[3,2])

Po spuštěńı dostaneme výstup tvaru

[3, 3, 3]

což zastupuje polynom 3 + 3x+ 3x2.

multiply poly
Tato funkce slouž́ı k vynásobeńı libovolného počtu polynomů. Polynomy opět zaṕı̌seme

pomoćı koeficient̊u u jednotlivých mocnin vzestupně. Chceme-li tedy vynásobit polynomy
1 + 2x, 3 + 2x, 3 + 2x+ 2X2, muśıme zadat následuj́ıćı

multiply_poly([1,2],[3,2],[3,2,2])

Výsledkem pak bude součin těchto polynomů, tedy

[2, 3, 2, 0, 1]

což zastupuje polynom 2 + 3x+ 2x2 + x4.

sum poly
Tato funkce slouž́ı k sečteńı libovolného počtu polynomů. Chceme-li seč́ıst např. po-

lynomy 1 + 2x+ 2x2, 3 + 2x+ 4x2, 4 + 5x2 + x3, zaṕı̌seme

sum_poly([1,2,2],[3,2,4],[4,0,5,1])

Výstupem pak bude součet daných polynomů

[6, 0, 3, 1]

což zastupuje polynom 6 + 3x2 + x3.

print poly
Tato funkce slouž́ı k úpravě výstupu. Je- li výstupem polynom, pak jednotlivým ko-

eficient̊um přǐrad́ı př́ıslušnou mocninu x. Nulové členy se nevypisuj́ı.

print_poly([3,0,2,1])

Výstup bude tedy tvaru

’3x^0 + 2x^2 + x^3’

calculate lagrange
Toto je hlavńı funkce celého programu. Muśıme zde zadat funkčńı hodnoty ve všech bo-

dech. V tomto algoritmu jsou využity všechny předchoźı funkce pro výpočet jednotlivých
ls, které vynásob́ı danými funkčńımi hodnotami, což označ́ıme Ls. Poté se již jednotlivé
Ls sečtou a vyjde Lagrange̊uv interpolačńı polynom. Ukážeme si ukázkový výstup pro
určité funkčńı hodnoty. Tyto hodnoty zaṕı̌seme následovně
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mapping = [9, 11, 11, 11, 13, 4, 10, 1, 13, 1, 4, 10, 13, 10, 1, 4],

kde prvńı hodnota odpov́ıdá bodu x = 0 a posledńı odpov́ıdá bodu x = 16. Poté již
spust́ıme danou funkci

calculate_lagrange()

a dostaneme výstup tvaru

[1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1]

l0 = ------------------------------------------------

1

[0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]

l1 = ------------------------------------------------

1

[0, 3, 2, 1, 3, 2, 1, 3, 2, 1, 3, 2, 1, 3, 2, 1]

l2 = ------------------------------------------------

1

[0, 2, 3, 1, 2, 3, 1, 2, 3, 1, 2, 3, 1, 2, 3, 1]

l3 = ------------------------------------------------

1

[0, 10, 13, 9, 8, 2, 15, 6, 14, 12, 3, 5, 11, 7, 4, 1]

l4 = ------------------------------------------------------

1

[0, 8, 14, 11, 10, 2, 12, 7, 13, 15, 3, 4, 9, 6, 5, 1]

l5 = ------------------------------------------------------

1

[0, 14, 10, 12, 13, 3, 9, 5, 8, 11, 2, 7, 15, 4, 6, 1]

l6 = ------------------------------------------------------

1

[0, 13, 8, 15, 14, 3, 11, 4, 10, 9, 2, 6, 12, 5, 7, 1]

l7 = ------------------------------------------------------

1

[0, 5, 6, 9, 4, 3, 15, 13, 7, 12, 2, 10, 11, 14, 8, 1]

l8 = ------------------------------------------------------

1

[0, 11, 12, 15, 9, 1, 11, 12, 15, 9, 1, 11, 12, 15, 9, 1]

l9 = ---------------------------------------------------------

1

[0, 4, 7, 11, 5, 3, 12, 14, 6, 15, 2, 8, 9, 13, 10, 1]

l10 = ------------------------------------------------------

1

[0, 9, 15, 12, 11, 1, 9, 15, 12, 11, 1, 9, 15, 12, 11, 1]

l11 = ---------------------------------------------------------

1

[0, 15, 11, 9, 12, 1, 15, 11, 9, 12, 1, 15, 11, 9, 12, 1]

l12 = ---------------------------------------------------------

1
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[0, 7, 5, 12, 6, 2, 9, 10, 4, 11, 3, 14, 15, 8, 13, 1]

l13 = ------------------------------------------------------

1

[0, 6, 4, 15, 7, 2, 11, 8, 5, 9, 3, 13, 12, 10, 14, 1]

l14 = ------------------------------------------------------

1

[0, 12, 9, 11, 15, 1, 12, 9, 11, 15, 1, 12, 9, 11, 15, 1]

l15 = ---------------------------------------------------------

1

Ls = [[9, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 9],

[0, 11, 11, 11, 11, 11, 11, 11, 11, 11, 11, 11, 11, 11, 11, 11],

[0, 6, 13, 11, 6, 13, 11, 6, 13, 11, 6, 13, 11, 6, 13, 11],

[0, 13, 6, 11, 13, 6, 11, 13, 6, 11, 13, 6, 11, 13, 6, 11],

[0, 9, 8, 2, 15, 6, 14, 12, 3, 5, 11, 7, 4, 1, 10, 13],

[0, 9, 6, 5, 1, 8, 14, 11, 10, 2, 12, 7, 13, 15, 3, 4],

[0, 12, 13, 3, 9, 5, 8, 11, 2, 7, 15, 4, 6, 1, 14, 10],

[0, 13, 8, 15, 14, 3, 11, 4, 10, 9, 2, 6, 12, 5, 7, 1],

[0, 7, 12, 2, 10, 11, 14, 8, 1, 5, 6, 9, 4, 3, 15, 13],

[0, 11, 12, 15, 9, 1, 11, 12, 15, 9, 1, 11, 12, 15, 9, 1],

[0, 7, 11, 5, 3, 12, 14, 6, 15, 2, 8, 9, 13, 10, 1, 4],

[0, 8, 6, 3, 7, 10, 8, 6, 3, 7, 10, 8, 6, 3, 7, 10],

[0, 14, 4, 2, 5, 13, 14, 4, 2, 5, 13, 14, 4, 2, 5, 13],

[0, 4, 11, 3, 14, 15, 8, 13, 1, 7, 5, 12, 6, 2, 9, 10],

[0, 6, 4, 15, 7, 2, 11, 8, 5, 9, 3, 13, 12, 10, 14, 1],

[0, 14, 13, 5, 2, 4, 14, 13, 5, 2, 4, 14, 13, 5, 2, 4]]

L = 9x^0 + 8x^6 + 2x^9 + 8x^12

Výsledný Lagrange̊uv polynom je tedy tvaru 8x12 + 2x9 + 8x6 + 9.
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5. ZÁVĚR

5. Závěr
Ćılem této diplomové práce bylo sestavit přehled komutativńı algebry se zaměřeńım

na Gröbnerovy báze. Daľśım ćılem bylo popsat multivariačńı kryptosystémy a ataky na
ně. Posledńım ćılem byla implementace daných algoritmů.

Diplomová práce je členěna do tř́ı kapitol. V prvńı kapitole je sepsán přehled ko-
mutativńı algebry zaměřený na Gröbnerovy báze. Je zde prostudována také problema-
tika ideál̊u, monomického uspořádáńı a teorie eliminace. Ve druhé kapitole je sestaven
přehled multivariačńıch kryptosystémů. Dále jsou zde studovány tři algoritmy. Buchber-
ger̊uv algoritmus a F4 algoritmus využ́ıvaj́ıćı Gröbnerovy báze a posledńım algoritmem
je Čuang-c’̊uv algoritmus, který využ́ıvá rozš́ı̌rená konečná pole a převod větš́ıho počtu
multivariačńıch polynomických rovnic na jednu polynomickou rovnici o jedné proměnné.
V posledńı kapitole jsme se zabývali implementaćı daných algoritmů. Buchberger̊uv al-
goritmus je v prostřed́ı Wolfram Mathematica již implementován, tud́ıž jsme se zabývali
použit́ım daného algoritmu. F4 algoritmus jsme implementovali do programu Wolfram
Mathematica. Byl vytvořen funkčńı baĺık řeš́ıćı F4 algoritmus nad reálnými č́ısly pro le-
xikografické uspořádáńı. U posledńıho algoritmu byl vytvořen program v jazyce Python
poč́ıtaj́ıćı Lagrange̊uv interpolačńı polynom nad rozš́ı̌reným konečným polem.

K diplomové práci jsou přiloženy př́ıklady, v kterých jsou procvičovány ideály, Gröbne-
rovy báze, S-polynomy a implicitizace. Dále jsou přiloženy kódy a to pro F4 algoritmu a
pro výpočet Lagrangeova interpolačńıho polynomu.
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6. PŘÍLOHA

6. Př́ıloha

6.1. Př́ıklady

6.1.1. Ideály

Př́ıklad 1:
Mějme ideál i = (x4, y4, x2y2, x2 + y3). To znamená, že i je generován množinou G =

{x4, y4, x2y2, x2 + y3}. Každý prvek i je tvaru P (x, y)x4 + Q (x, y) y4 + R (x, y)x2y2 +
S (x, y) (x2 + y3). Do i patř́ı:

x4

y4

x2y2

x2 + y3 / · y ⇒ x2y + y4 ∈ i⇒ x2y ∈ i

Tedy do i patř́ı:

x4

y4

x2y

x2 + y3

Jelikož x4 i x2y jsou dělitelné x2, což je hlavńı monom u x2 + y3, můžeme je vynechat.
Tzn. obecný prvek je tvaru P (x, y) y4 +Q (x, y) (x2 + y3). Pro obecný prvek tohoto tvaru
zkoumáme jeho hlavńı monom (LM). Zjist́ıme, že každý prvek můžeme vygenerovat vždy
z x2 + y3, y4. in i je ideál generovaný LM libovolného polynomu z i. in i = (x2, y4).
Vezmeme-li LM z prvk̊u g při lexikografickém uspořádáńı, máme {x4, y4, x2y2, x2}, což
neńı minimálńı množina generátor̊u. LM(G) = {x2, y4}. Tzn. G je Gröbnerova báze.

Př́ıklad 2:
Mějme ideál i = (x4, y4, x2y2, x2 + xy2). To znamená, že i je generován množinou

G = {x4, y4, x2y2, x2 + xy2}. Každý prvek i je tvaru P (x, y)x4+Q (x, y) y4+R (x, y)x2y2+
S (x, y) (x2 + xy2). Do i patř́ı:

x4

y4

x2y2

x2 + xy2 / · x⇒ x3 + x2y2 ∈ i⇒ x3 ∈ i⇒ x4 ∈ i, x2y2 ∈ i
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Tedy do i patř́ı:

y4

x2 + xy2

Tzn. obecný prvek je tvaru P (x, y) y4+Q (x, y) (x2 + xy2). Pro obecný prvek tohoto tvaru
zkoumáme jeho hlavńı monom (LM). Zjist́ıme, že každý prvek můžeme vygenerovat vždy
z y4, x2 + xy2. Z toho plyne tvar počátečńıho ideálu in i = (x2 + xy2, y4) = (x2, y4).
Vezmeme-li LM z prvk̊u g při lexikografickém uspořádáńı, máme {x4, y4, x2y2, x2}, což
neńı minimálńı množina generátor̊u. LM(G) = {x2, y4}. Tzn. G je Gröbnerova báze.

Př́ıklad 3:
Mějme ideál i = (x4, y4, x2y2, x2 + x2y). To znamená, že i je generován množinou

G = {x4, y4, x2y2, x2 + x2y}. Každý prvek i je tvaru P (x, y)x4+Q (x, y) y4+R (x, y)x2y2+
S (x, y) (x2 + x2y). Do i patř́ı:

x4

y4

x2y2

x2 + x2y / · y ⇒ x2y + x2y2 ∈ i⇒ x2y ∈ i⇒ x2 ∈ i, x2y2 ∈ i

Tedy do i patř́ı:

x2

y4

Tzn. obecný prvek je tvaru P (x, y)x2+Q (x, y) y4. Pro obecný prvek tohoto tvaru zkoumáme
jeho hlavńı monom (LM). Zjist́ıme, že každý prvek můžeme vygenerovat vždy z x2, y4.
Z toho plyne tvar počátečńıho ideálu in i = (x2, y4). Vezmeme-li LM z prvk̊u g při lexi-
kografickém uspořádáńı, máme {x4, y4, x2y2, x2}, což neńı minimálńı množina generátor̊u.
LM(G) = {x2, y4}. Tzn. G je Gröbnerova báze.

Př́ıklad 4:
Mějme ideál i = (x4, y4, x2y2, x2 + x3). To znamená, že i je generován množinou G =

{x4, y4, x2y2, x2 + x3}. Každý prvek i je tvaru P (x, y)x4 + Q (x, y) y4 + R (x, y)x2y2 +
S (x, y) (x2 + x3). Do i patř́ı:

x4

y4

x2y2

x2 + x3 / · x⇒ x3 ∈ i⇒ x2 ∈ i

56



6. PŘÍLOHA

Tedy do i patř́ı:

x2

y4

Tzn. obecný prvek je tvaru P (x, y)x2 +Q (x, y) y4. Pro obecný prvek tohoto tvaru zkou-
máme jeho hlavńı monom (LM). Zjist́ıme, že každý prvek můžeme vygenerovat vždy z
x2, y4. Z toho plyne tvar počátečńıho ideálu in i = (x2, y4). Vezmeme-li LM z prvk̊u g
při lexikografickém uspořádáńı, máme {x4, y4, x2y2, x3}, což neńı minimálńı množina ge-
nerátor̊u. LM(G) = {x3, y4, x2y2}. Tzn. G neńı Gröbnerova báze.

Př́ıklad 5:
Mějme ideál i = (x4, y4, x2y2, xy + x3). To znamená, že i je generován množinou G =

{x4, y4, x2y2, xy + x3}. Každý prvek i je tvaru P (x, y)x4 + Q (x, y) y4 + R (x, y)x2y2 +
S (x, y) (xy + x3). Do i patř́ı:

x4

y4

x2y2

xy + x3 / · x⇒ x2y ∈ i, / · y ⇒ xy2 ∈ i

Tedy do i patř́ı:

xy2

y4

x2y

x3 + xy

Tzn. obecný prvek je tvaru P (x, y)xy2 +Q (x, y) y4 +R (x, y)x2y+S (x, y) (x3 + xy). Pro
obecný prvek tohoto tvaru zkoumáme jeho hlavńı monom (LM). Zjist́ıme, že každý prvek
můžeme vygenerovat vždy z xy2, y4, x2y, x3 + xy. Z toho plyne tvar počátečńıho ideálu
in i = (xy2, y4, x2y, x3 + xy) = (x3, x2y, xy2, y4). Vezmeme-li LM z prvk̊u g při lexiko-
grafickém uspořádáńı, máme {x4, y4, x2y2, x3}, což neńı minimálńı množina generátor̊u.
LM(G) = {x3, x2y2, y4}. Tzn. G neńı Gröbnerova báze.
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6.1. PŘÍKLADY

Př́ıklad 6:
Mějme ideál i = (x4, y4, x2y2, xy+ xy2). To znamená, že i je generován množinou G =

{x4, y4, x2y2, xy + xy2}. Každý prvek i je tvaru P (x, y)x4 + Q (x, y) y4 + R (x, y)x2y2 +
S (x, y) (xy + xy2). Do i patř́ı:

x4

y4

x2y2

xy + xy2 / · x⇒ x2y ∈ i, / · y, / · y2 ⇒ xy3 ∈ i⇒ xy2 ∈ i⇒ xy ∈ i

Tedy do i patř́ı:

x4

xy

y4

Tzn. obecný prvek je tvaru P (x, y)x4 +Q (x, y)xy+R (x, y) y4. Pro obecný prvek tohoto
tvaru zkoumáme jeho hlavńı monom (LM). Zjist́ıme, že každý prvek můžeme vygenerovat
vždy z x4, xy, y4. Z toho plyne tvar počátečńıho ideálu in i = (x4, xy, y4). Vezmeme-li LM
z prvk̊u g při lexikografickém uspořádáńı, máme {x4, y4, x2y2, xy2}, což neńı minimálńı
množina generátor̊u. LM(G) = {x4, xy2, y4}. Tzn. G neńı Gröbnerova báze.

Př́ıklad 7:
Mějme ideál i = (x4, y4, x2y2, xy+ x2y). To znamená, že i je generován množinou G =

{x4, y4, x2y2, xy + x2y}. Každý prvek i je tvaru P (x, y)x4 + Q (x, y) y4 + R (x, y)x2y2 +
S (x, y) (xy + x2y). Do i patř́ı:

x4

y4

x2y2

xy + x2y / · y ⇒ xy2 ∈ i, / · x⇒ x2y + x3y ∈ i⇒ x2y ∈ i⇒ xy ∈ i

Tedy do i patř́ı:

x4

xy

y4

Tzn. obecný prvek je tvaru P (x, y)x4 + Q (x, y)xy + R (x, y) y4. Pro obecný prvek
tohoto tvaru zkoumáme jeho hlavńı monom (LM). Zjist́ıme, že každý prvek můžeme
vygenerovat vždy z x4, xy, y4. Z toho plyne tvar počátečńıho ideálu in i = (x4, xy, y4).
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Vezmeme-li LM z prvk̊u g při lexikografickém uspořádáńı, máme {x4, y4, x2y2, x2y}, což
neńı minimálńı množina generátor̊u. LM(G) = {x4, x2y, y4}. Tzn. G neńı Gröbnerova
báze.

Př́ıklad 8:
Mějme ideál i = (x4, y4, x2y2, xy + y3). To znamená, že i je generován množinou G =

{x4, y4, x2y2, xy + y3}. Každý prvek i je tvaru P (x, y)x4 + Q (x, y) y4 + R (x, y)x2y2 +
S (x, y) (xy + y3). Do i patř́ı:

x4

y4

x2y2

xy + y3 / · y ⇒ xy2 ∈ i

Tedy do i patř́ı:

x4

xy + y3

y4

Tzn. obecný prvek je tvaru P (x, y)x4+Q (x, y) (xy+y3)+R (x, y) y4. Pro obecný prvek
tohoto tvaru zkoumáme jeho hlavńı monom (LM). Zjist́ıme, že každý prvek můžeme vyge-
nerovat vždy z x4, xy+y3, y4. Z toho plyne tvar počátečńıho ideálu in i = (x4, xy + y3, y4) =
(x4, xy, y4). Vezmeme-li LM z prvk̊u g při lexikografickém uspořádáńı, máme {x4, y4, x2y2,
xy}, což neńı minimálńı množina generátor̊u. LM(G) = {x4, xy, y4}. Tzn. G je Gröbne-
rova báze.

Př́ıklad 9:
Mějme ideál i = (x4, y4, x2y2, x3 + y2). To znamená, že i je generován množinou G =

{x4, y4, x2y2, x3 + y2}. Každý prvek i je tvaru P (x, y)x4 + Q (x, y) y4 + R (x, y)x2y2 +
S (x, y) (x3 + y2). Do i patř́ı:

x4

y4

x2y2

x3 + y2 / · x⇒ xy2 ∈ i

Tedy do i patř́ı:

xy2

x3 + y2

y4
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Tzn. obecný prvek je tvaru P (x, y)xy2 +Q (x, y) (x3 +y2)+R (x, y) y4. Pro obecný pr-
vek tohoto tvaru zkoumáme jeho hlavńı monom (LM). Zjist́ıme, že každý prvek můžeme
vygenerovat vždy z xy2, x3 + y2, y4. Z toho plyne tvar počátečńıho ideálu
in i = (xy2, x3 + y2, y4) = (x3, xy2, y4). Vezmeme-li LM z prvk̊u g při lexikografickém
uspořádáńı, máme {x4, y4, x2y2, x3}, což neńı minimálńı množina generátor̊u. LM(G) =
{x3, x2y2, y4}. Tzn. G neńı Gröbnerova báze.

Př́ıklad 10:
Mějme ideál i = (x4, y4, x2y2, xy2 + y2). To znamená, že i je generován množinou

G = {x4, y4, x2y2, xy2 + y2}. Každý prvek i je tvaru P (x, y)x4+Q (x, y) y4+R (x, y)x2y2+
S (x, y) (xy2 + y2). Do i patř́ı:

x4

y4

x2y2

xy2 + y2 / · x⇒ xy2 ∈ i⇒ y2 ∈ i

Tedy do i patř́ı:

y2

x4

Tzn. obecný prvek je tvaru P (x, y) y2 + Q (x, y)x4. Pro obecný prvek tohoto tvaru
zkoumáme jeho hlavńı monom (LM). Zjist́ıme, že každý prvek můžeme vygenerovat vždy
z y2, x4. Z toho plyne tvar počátečńıho ideálu in i = (y2, x4). Vezmeme-li LM z prvk̊u
g při lexikografickém uspořádáńı, máme {x4, y4, x2y2, xy2}, což neńı minimálńı množina
generátor̊u. LM(G) = {x4, xy2, y4}. Tzn. G neńı Gröbnerova báze.

Př́ıklad 11:
Mějme ideál i = (x4, y4, x2y2, x2y + y2). To znamená, že i je generován množinou

G = {x4, y4, x2y2, x2y + y2}. Každý prvek i je tvaru P (x, y)x4+Q (x, y) y4+R (x, y)x2y2+
S (x, y) (x2y + y2). Do i patř́ı:

x4

y4

x2y2

x2y + y2 / · y ⇒ y3 ∈ i

Tedy do i patř́ı:

y3

x4

x2y + y2
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6. PŘÍLOHA

Tzn. obecný prvek je tvaru P (x, y) y3 +Q (x, y)x4 +R (x, y) (x2y+y2). Pro obecný pr-
vek tohoto tvaru zkoumáme jeho hlavńı monom (LM). Zjist́ıme, že každý prvek můžeme
vygenerovat vždy z y3, x4, x2y + y2. Z toho plyne tvar počátečńıho ideálu in i = (y3, x4,
x2y+y2) = (x4, x2y, y4). Vezmeme-li LM z prvk̊u g při lexikografickém uspořádáńı, máme
{x4, y4, x2y2, x2y}, což neńı minimálńı množina generátor̊u. LM(G) = {x4, x2y, y4}. Tzn.
G neńı Gröbnerova báze.

Př́ıklad 12:
Mějme ideál i = (x4, y4, x2y2, y3 + y2). To znamená, že i je generován množinou G =

{x4, y4, x2y2, y3 + y2}. Každý prvek i je tvaru P (x, y)x4 + Q (x, y) y4 + R (x, y)x2y2 +
S (x, y) (y3 + y2). Do i patř́ı:

x4

y4

x2y2

y3 + y2 / · y ⇒ y3 ∈ i⇒ y2 ∈ i

Tedy do i patř́ı:

y2

x4

Tzn. obecný prvek je tvaru P (x, y) y2 + Q (x, y)x4. Pro obecný prvek tohoto tvaru
zkoumáme jeho hlavńı monom (LM). Zjist́ıme, že každý prvek můžeme vygenerovat vždy
z y2, x4. Z toho plyne tvar počátečńıho ideálu in i = (y2, x4). Vezmeme-li LM z prvk̊u
g při lexikografickém uspořádáńı, máme {x4, y4, x2y2, y3}, což neńı minimálńı množina
generátor̊u. LM(G) = {x4, x2y2, y3}. Tzn. G neńı Gröbnerova báze.

6.1.2. Implicitizace

Implicitizace naivńım zp̊usobem, to jest určeńım stupně výsledného polynomu Q.
Př́ıklad 1: x = t+ t2, y = 2t2.

Uvažujme, že Q je polynom 2. stupně. Obecně tedy můžeme polynom Q zapsat ve tvaru:
Ax2 + Bxy + Cy2 + Dx + Ey + F = 0. Za x, y dosad́ıme výrazy ze zadáńı a dostaneme
A(t+ t2)2 +B(t+ t2)2t2 + 4Ct4 +D(t+ t2) + 2Et2 + F = 0.
Vyřeš́ıme porovnáńım koeficient̊u u jednotlivých mocnin:

t4 : 2A+ 2B + 4C = 0

t3 : 2A+ 2B = 0

t2 : A+D + 2E = 0

t1 : D = 0

t0 : F = 0

61



6.1. PŘÍKLADY

Vyřešeńım rovnic dostáváme: A = −B,A = −2E,A = 4C,D = 0, F = 0. Zvoĺıme A = 4.
Pak výsledný polynom Q je tvaru 4x2 − 4xy + y2 − 2y = 0.

Př́ıklad 2: x = t+ t3, y = t2 + 1.
Uvažujme, že Q je polynom 3. stupně. Obecně tedy můžeme polynom Q zapsat ve tvaru:
Ax3 + Bx2y + Cxy2 + Dy3 + Ex2 + Fxy + Gy2 + Hx + Iy + J = 0. Za x, y dosad́ıme
výrazy ze zadáńı a dostaneme A(t+ t3)3 +B(t+ t3)2(t2 + 1) +C(t+ t3)(t2 + 1)2 +D(t2 +
1)3 + E(t+ t3)2 + F (t+ t3)(t2 + 1) +G(t2 + 1)2 +H(t+ t3) + I(t2 + 1) + J = 0.
Vyřeš́ıme porovnáńım koeficient̊u u jednotlivých mocnin:

t9 : A = 0

t8 : B = 0

t7 : 3A+ C = 0

t6 : 3B +D + E = 0

t5 : 3A+ 3C + F = 0

t4 : 3B + 3D + 2E +G = 0

t3 : A+ 3C + 2F +H = 0

t2 : B + 3D + E + 2G+ I = 0

t1 : C + F +H = 0

t0 : D +G+ I + J = 0

Vyřešeńım rovnic dostáváme: A = 0, B = 0, C = 0, D = −E,F = 0, G = E, I = 0, F =
0, H = 0, J = 0. Zvoĺıme D = 1. Pak výsledný polynom Q je tvaru y3 − x2 − y2 = 0.

Př́ıklad 3: x = 1 + t3, y = t2 + t.
Uvažujme, že Q je polynom 3. stupně. Obecně tedy můžeme polynom Q zapsat ve tvaru:
Ax3 + Bx2y + Cxy2 + Dy3 + Ex2 + Fxy + Gy2 + Hx + Iy + J = 0. Za x, y dosad́ıme
výrazy ze zadáńı a dostaneme A(1 + t3)3 +B(1 + t3)2(t2 + t) +C(1 + t3)(t2 + t)2 +D(t2 +
t)3 + E(1 + t3)2 + F (1 + t3)(t2 + t) +G(t2 + t)2 +H(1 + t3) + I(t2 + t) + J = 0.
Vyřeš́ıme porovnáńım koeficient̊u u jednotlivých mocnin:

t9 : A = 0

t8 : B = 0

t7 : B + C = 0

t6 : 3A+ 2C +D + E = 0

t5 : 2B + C + 3D + F = 0

t4 : 2B + C + 3D + F +G = 0

t3 : 3A+ 2C +D + 2E + 2G+H = 0

t2 : B + C + F +G+ I = 0

t1 : B + F + I = 0

t0 : A+ E +H + J = 0
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Vyřešeńım rovnic dostáváme: A = 0, B = 0, C = 0, D = −E, 3D = −F,G = 0, E =
−H,F = −I, J = 0. Zvoĺıme E = −1. Pak výsledný polynom Q je tvaru y3 − x2 − 3xy +
x+ 3y = 0.

Př́ıklad 4: x = t3 − 1, y = t2 + t.
Uvažujme, že Q je polynom 3. stupně. Obecně tedy můžeme polynom Q zapsat ve tvaru:
Ax3 + Bx2y + Cxy2 + Dy3 + Ex2 + Fxy + Gy2 + Hx + Iy + J = 0. Za x, y dosad́ıme
výrazy ze zadáńı a dostaneme A(t3− 1)3 +B(t3− 1)2(t2 + t) +C(t3− 1)(t2 + t)2 +D(t2 +
t)3 + E(t3 − 1)2 + F (t3 − 1)(t2 + t) +G(t2 + t)2 +H(t3 − 1) + I(t2 + t) + J = 0.
Vyřeš́ıme porovnáńım koeficient̊u u jednotlivých mocnin:

t9 : A = 0

t8 : B = 0

t7 : B + C = 0

t6 : −3A+ 2C +D + E = 0

t5 : −2B + C + 3D + F = 0

t4 : −2B − C + 3D + F +G = 0

t3 : 3A− 2C +D − 2E + 2G+H = 0

t2 : B − C − F +G+ I = 0

t1 : B − F + I = 0

t0 : −A+ E −H + J = 0

Vyřešeńım rovnic dostáváme: A = 0, B = 0, C = 0, D = −E, 3D = −F, 3E = H,G =
0, F = I, J = 2E. Zvoĺıme E = −1. Pak výsledný polynom Q je tvaru y3 − x2 − 3xy −
3x− 3y − 2 = 0.

6.1.3. S-polynomy

Př́ıklad 1: P = x4, Q = y4, R = x2y2, T = x2 + y3. Spoč́ıtejte S-polynomy.

S(P,Q) =
x4y4

x4
x4 − x4y4

y4
y4 = 0

S(P,R) =
x4y2

x4
x4 − x4y2

x2y2
x2y2 = 0

S(P, T ) =
x4

x4
x4 − x4

x2
(x2 + y3) = x2y3 = yR

S(Q,R) =
x2y4

y4
y4 − x2y4

x2y2
x2y2 = 0

S(Q, T ) =
x2y4

y4
y4 − x2y4

x2
(x2 + y3) = y7 = y3Q

S(R, T ) =
x2y2

x2y2
x2y2 − x2y2

x2
(x2 + y3) = y5 = yQ
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Nedostali jsme žádný nový polynom ⇒ G = {x2 + y3, y4}. Z tohoto př́ıkladu vid́ıme, že
jediné nenulové polynomy dostaneme pouze v kombinaci s polynomem T , čehož využijeme
v následuj́ıćıch úlohách, kde již zbývaj́ıćı kombinace poč́ıtat nebudeme.

Př́ıklad 4: P = x4, Q = y4, R = x2y2, T = x2 + x3. Spoč́ıtejte S-polynomy.

S(P, T ) =
x4

x4
x4 − x4

x3
(x3 + x2) = x3 = U

S(Q, T ) =
x3y4

y4
y4 − x3y4

x3
(x3 + x2) = x2y4 = y2R

S(R, T ) =
x3y2

x2y2
x2y2 − x3y2

x3
(x3 + x2) = x3y2 = xR

S(U, T ) =
x3

x3
x3 − x3

x3
(x3 + x2) = x2 = V

Ještě bychom měli vypoč́ıtat S(V, T ), ale jak je již vidět, nic nového už nevyjde. V tomto
př́ıpadě je ⇒ G = {x2, y4}.

Př́ıklad 5: P = x4, Q = y4, R = x2y2, T = xy + x3. Spoč́ıtejte S-polynomy.

S(P, T ) =
x4

x4
x4 − x4

x3
(x3 + xy) = x2y = U

S(Q, T ) =
x3y4

y4
y4 − x3y4

x3
(x3 + xy) = xy5 = V = y2W = y3Z

S(R, T ) =
x3y2

x2y2
x2y2 − x3y2

x3
(x3 + xy) = xy3 = W = yZ

S(U, T ) =
x3y

xy3
xy3 − x3y

x3
(x3 + xy) = xy2 = Z

S(Z, T ) =
x3y2

xy3
xy3 − x3y2

x3
(x3 + xy) = xy3 = W

V tomto př́ıpadě je ⇒ G = {x3 + xy, xy2, x2y, y4}.

Př́ıklad 6: P = x4, Q = y4, R = x2y2, T = xy2 + xy. Spoč́ıtejte S-polynomy.

S(P, T ) =
x4y2

x4
x4 − x4y2

xy2
(xy2 + xy) = x4y = yP

S(Q, T ) =
xy4

y4
y4 − xy4

xy2
(xy2 + xy) = xy3 = U = yW = y2Z

S(R, T ) =
x2y2

x2y2
x2y2 − x2y2

xy2
(xy2 + xy) = x2y = V

S(U, T ) =
xy3

xy3
xy3 − xy3

xy2
(xy2 + xy) = xy2 = W = yZ
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S(V, T ) =
x2y2

x2y
x2y − x2y2

xy2
(xy2 + xy) = x2y = V

S(W,T ) =
xy2

xy2
xy2 − xy2

xy2
(xy2 + xy) = xy = Z

V tomto př́ıpadě je ⇒ G = {x4, xy, y4}.

Př́ıklad 7: P = x4, Q = y4, R = x2y2, T = x2y + xy. Spoč́ıtejte S-polynomy.

S(P, T ) =
x4y

x4
x4 − x4y

x2y
(x2y + xy) = x3y = U

S(Q, T ) =
x2y4

y4
y4 − x2y4

x2y
(x2y + xy) = xy4 = y2V

S(R, T ) =
x2y2

x2y2
x2y2 − x2y2

x2y
(x2y + xy) = xy2 = V

S(U, T ) =
x3y

x3y
x3y − x3y

x2y
(x2y + xy) = x2y = Z = xW

S(V, T ) =
x2y2

xy2
xy2 − x2y2

x2y
(x2y + xy) = xy2 = V

S(Z, T ) =
x2y

x2y
x2y − x2y

x2y
(x2y + xy) = xy = W

V tomto př́ıpadě je ⇒ G = {x4, xy, y4}.

Př́ıklad 9: P = x4, Q = y4, R = x2y2, T = x3 + y2. Spoč́ıtejte S-polynomy.

S(P, T ) =
x4y

x4
x4 − x4y

x3
(x3 + y2) = xy2 = U

S(Q, T ) =
x3y4

y4
y4 − x3y4

x3
(x3 + y2) = y6 = y2Q

S(R, T ) =
x3y2

x2y2
x2y2 − x3y2

x3
(x3 + y2) = y4 = Q

S(U, T ) =
x3y2

xy2
xy2 − x3y2

x3
(x3 + y2) = y4 = Q

V tomto př́ıpadě je ⇒ G = {x3 + y2, xy2, y4}.

Př́ıklad 10: P = x4, Q = y4, R = x2y2, T = xy2 + y2. Spoč́ıtejte S-polynomy.

S(P, T ) =
x4y2

x4
x4 − x4y2

xy2
(xy2 + y2) = x3y2 = xR

S(Q, T ) =
xy4

y4
y4 − xy4

xy2
(xy2 + y2) = y4 = Q

S(R, T ) =
x2y2

x2y2
x2y2 − x2y2

xy2
(xy2 + y2) = xy2 = U
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S(U, T ) =
xy2

xy2
xy2 − xy2

xy2
(xy2 + y2) = y2

V tomto př́ıpadě je ⇒ G = {x4, y2}.

Př́ıklad 11: P = x4, Q = y4, R = x2y2, T = x2y + y2. Spoč́ıtejte S-polynomy.

S(P, T ) =
x4y

x4
x4 − x4y

x2y
(x2y + y2) = x2y2 = R

S(Q, T ) =
x2y4

y4
y4 − x2y4

x2y
(x2y + y2) = y5 = yQ

S(R, T ) =
x2y2

x2y2
x2y2 − x2y2

x2y
(x2y + y2) = y3 = U

S(U, T ) =
x2y3

y3
y3 − x2y3

x2y
(x2y + y2) = y4 = Q

V tomto př́ıpadě je ⇒ G = {x4, x2y + y2, y3}.

Př́ıklad 12: P = x4, Q = y4, R = x2y2, T = y3 + y2. Spoč́ıtejte S-polynomy.

S(P, T ) =
x4y3

x4
x4 − x4y3

y3
(y3 + y2) = x4y2 = y2P

S(Q, T ) =
y4

y4
y4 − y4

y3
(y3 + y2) = y3 = U

S(R, T ) =
x2y3

x2y2
x2y2 − x2y3

y3
(y3 + y2) = x2y2 = R

S(U, T ) =
y3

y3
y3 − y3

y3
(y3 + y2) = y2 = V

S(V, T ) =
y3

y2
y2 − y3

y3
(y3 + y2) = y2 = V

V tomto př́ıpadě je ⇒ G = {x4, y2}.

6.2. Kódy

6.2.1. F4 algoritmus

BeginPackage["F4algorithm‘"]

F4alg::usage=

"F4 nám dává ze zadané množiny polynomů Gröbnerovu bázi pomocı́

F4 algoritmu."

F4Reduction::usage="počı́tá redukci"

SymbolicPreprocessing::usage="symbolické přeprocesovánı́"
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Begin["‘Private‘"]

Unprotect[SymbolicPreprocessing, F4Reduction, F4alg]

SymbolicPreprocessing[LL_List, GG_List] :=

Module[{F, Done, TF, M, lt, MFFF, MNove, Fkonecne,

A, TFF},(*Funkce SymbolicPreprocessing.

Vstupem je množina polynomů GG a množina čtveřic LL.

Výstupem je množina polynomů Fkonecne.*)

F = Expand[LL];(*Roznásobı́ LL*)

Done = DeleteDuplicates[

Map[If[#[[0]] === Times , If[NumericQ[#[[1]]], #/#[[1]], #],

If[NumericQ[#], 1, #]] &, MonomialList[F][[All, 1]]]];

(*Vypı́še hlavnı́ monomy z F.

Nejdřı́ve sestavı́me MonomialList z F a vybereme prvnı́ člen.

Pokud je tento člen typu Times(musı́ zde být tři rovnı́tka,

jelikož porovnáváme neurčité a ne konkrétnı́ čı́sla), zkoumáme,

zda je prvnı́ část tohoto člene čı́slo. Pokud ano,

tak tento člen čı́slem podělı́me,

abychom se tak zbavili koeficientu. Pokud ne,

tak vypı́šeme celý člen. Pokud člen nenı́ typu Times, zkoumáme,

zda je to čı́slo. Pokud ano, napı́šeme 1, pokud ne,

napı́šeme celý člen.*)

TFF = DeleteDuplicates[Map[(If[#[[0]] === Times , If[NumericQ[#[[1]]],

#/#[[1]], #], If[NumericQ[#], 1, #]]) &,

Union[Flatten[F /. Plus -> List]]]] /. List -> Plus;

TF = MonomialList[TFF];

(*Vypı́še množinu všech monomů obsažených v F. Opět musı́me rozlišit,

zda je člen typu Times. Pokud ano,

tak pokud je to prvnı́ část čı́slo,

tak jı́m podělı́me a odstranı́me tak koeficient. Pokud ne,

vypı́šeme celý člen. Dále pokud člen nenı́ typu Times,

ale je to čı́slo, vypı́šeme 1, jinak vypı́šeme daný člen.*)

M = Complement[TF, Done];(*Doplněk TF,Done.

Tı́mto zı́skáváme množinu M={m_{i}}*)

lt = DeleteDuplicates[

Map[If[#[[0]] === Times , If[NumericQ[#[[1]]], #/#[[1]], #],

If[NumericQ[#], 1, #]] &, MonomialList[GG][[All, 1]]]];

(*Vypı́šeme hlavnı́ členy ze zadaných polynomů z GG,

avšak zase musı́me odstranit koeficienty.

Postupujeme obdobně jako výše.*)

MFFF = Array[0 &, {Length[M]}];(*Implementace proměnné MFFF,
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je to pole samých nul délky stejné jako M.*)

For[i = 1, i <= Length[M], i++,

For[j = 1, j <= Length[lt], j++,

If[PolynomialLCM[lt[[j]], M[[i]]] === M[[i]],

A = M[[i]]/lt[[j]];

MFFF = Union[MFFF, {A*GG[[j]]}];

Break[]]]];

(*Zkoumáme, zda existuje takové m’, kde m=m’*lt. Porovnáváme tedy,

zda nejmenšı́ společný násobek (lt,M)===M. Pokud ano,

tak takové m’ existuje a spočı́táme si ho a uložı́me do proměnné A a \

do MFFF přidáme A*GG. Pokud ne, tak nepřidáváme nic.*)

MNove = Expand[MFFF];(*Roznásobenı́ MFFF*)

Fkonecne = DeleteCases[Union[MNove, F], 0];(*Sjednotı́me F,Mnove.

Poté vymažeme nulové přı́pady.*)

Return[Fkonecne](*Vracı́ množinu polynomů v proměnné Fkonecne*)

\

];

F4Reduction[LL_List, GG_List] :=

Module[{FF, monomy, Fmat, Frowred, Fvysl, LTF, Fvyslplus, LTFvysl},

(*Funkce F4Reduction.

Vstupem je množina polynomů GG a množina čtveřic LL.

Výstupem je množina polynomů Fvyslplus.*)

FF = SymbolicPreprocessing[LL, GG];(*Zavolá algoritmus

SymbolicPreprocessing*)

monomy = MonomialList[

DeleteDuplicates[Map[(If[#[[0]] === Times ,

If[NumericQ[#[[1]]], #/#[[1]], #],

If[NumericQ[#], 1, #]]) &,

DeleteDuplicates[Flatten[FF /. Plus -> List]]]] /. List -> Plus];

(*Vypı́še všechny monomy vyskytujı́cı́ se v proměnné FF a seřadı́ je \

lexikograficky. Postup je uveden výše ve funkci SymbolicPreprocessing*)

Fmat = Map[

Total[Table[

If[NumericQ[#[[i]]/monomy[[j]]], #[[i]]/monomy[[j]], 0], {i, 1,

Length[#]}, {j, 1, Length[monomy]}]] &,

Evaluate[MonomialList[FF]]];

(*Plněnı́ matice koeficienty u daných polynomů.

Sloupce odpovı́dajı́ jednotlivým monomům,

řádky pak jednotlivým polynomům.
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Pokud Daný člen z FF podělený přı́slušným monomem je čı́slo(tzn.

že se daný monom v polynomu vyskytuje), napı́še tento koeficient,

jinak napı́še nulu.*)

Frowred = RowReduce[Fmat];(*Řádkově schodovitý tvar matice*)

Fvysl = DeleteCases[Frowred.monomy,

0];(*Vypı́še polynomy z řádkově schodovité matice.

Vynásobı́ danou matici monomy a vypı́še je bez nulových členů.*)

LTF = DeleteDuplicates[

Map[If[#[[0]] === Times , If[NumericQ[#[[1]]], #/#[[1]], #],

If[NumericQ[#], 1, #]] &, MonomialList[FF][[All, 1]]]];

(*Vypı́še hlavnı́ monomy z proměnné FF a pokud je některý monom shodný \

s jiným, tak ho vypı́še jen jednou. Postup opět popsán výše.*)

LTFvysl =

DeleteDuplicates[

Map[If[#[[0]] === Times , If[NumericQ[#[[1]]], #/#[[1]], #],

If[NumericQ[#], 1, #]] &, MonomialList[Fvysl][[All, 1]]]];

(*Vypı́še hlavnı́ monomy z proměnné Fvysl a pokud je některý monom \

shodný s jiným, tak ho vypı́še jen jednou. Postup opět popsán výše.*)

Fvyslplus =

DeleteCases[

Flatten[Table[

If[Total[

Table[If[LTFvysl[[j]] === LTF[[i]], 1, 0], {i, 1,

Length[LTF]}]] == 0, Fvysl[[j]], 0], {j, 1,

Length[LTFvysl]}]], 0];

(*Zkoumáme, zda LT(Fvysl) je shodné s LT (F). Pokud ano,

vypı́še jedničku, jinak nulu. Pokud je celý řádek nulový,

pak se daný člen v FF nevyskytuje a vypı́šeme odpovı́dajı́cı́ polynom z \

Fvysl, jinak vypı́šeme nulu. Nulové členy poté vymažeme.*)

Return[Fvyslplus](*Vypı́še výslednou množinu polynomů Fvyslplus*)

];

F4alg[Pol_List] :=

Module[{lt, lcm, t, Par, L, F, d, G, P, Fplus, LTFplus, LTG},

(*F4 algoritmus.

Vstupem je množina polynomů a výstupem je Gröbnerova báze.*)

lt = Map[MonomialList[#][[1]] &, Pol];

lcm = Array[0 &, {Length[lt], Length[lt]}];

t = Array[0 &, {Length[lt], Length[lt], Length[lt]}];

Par = Array[0 &, {Length[lt], Length[lt]}];

L = Array[0 &, {Length[lt], Length[lt]}];(*Inicializace proměnných*)
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For[i = 1, i <= Length[lt], i++,

For[j = 1, j <= Length[lt], j++,

If[i < j,

lcm[[i, j]] =

PolynomialLCM[lt[[i]],

lt[[j]]];(*Spočı́tá nejmenšı́ společný násobek dvou polynomů*)

t[[i, j, i]] = lcm[[i, j]]/lt[[i]];(*Vypočı́tá členy t*)

t[[i, j, j]] = lcm[[i, j]]/lt[[j]];

Par[[i, j]] = {lcm[[i, j]], t[[i, j, i]], Pol[[i]],

t[[i, j, j]],

Pol[[j]]};(*Vytvořı́ pětice obsahujı́cı́ nejmenšı́ společný \

násobek hl. členů dvou polynomů, člen t, polynom, člen t, polynom*)

P = DeleteCases[Flatten[Par, 1],

0];(*Vymaže nulové páry a poskládá pětice za sebe*)

Null(*Vše děláme pouze pro i<j,

abychom se nedostali k duplicitnı́m pěticı́m*)

]

]

];

G = Pol;(*Do proměnné G uložı́me množinu zadaných polynomů*)

While[! (P /. List -> Plus) === 0,(*Ukončujı́cı́ podmı́nka.

Pokud P nenı́ nulové.*)

L = P[[All, {2, 3, 4, 5}]];(*Vezme 2.-5. člen z P*)

F = Flatten[

Map[{#[[1]] #[[2]], #[[3]] #[[4]]} &,

L]];(*V množině L vynásobı́ v každé podmnožině 2.3. a 4.5.

člen a naskládá je za sebe do jedné množiny*)

Fplus = F4Reduction[F, G];(*Zavolá algoritmus F4Reduction*)

LTFplus =

DeleteDuplicates[Map[

If[#[[0]] === Times , If[NumericQ[#[[1]]], #/#[[1]], #], #] &,

MonomialList[Fplus][[All, 1]]]];

(*Spočı́tá hlavnı́ monomy z polynomů,

které jsou výstupem F4Reduction*)

LTG = DeleteDuplicates[
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Map[If[#[[0]] === Times ,

If[NumericQ[#[[1]]], #/#[[1]], #], #] &,

MonomialList[G][[All, 1]]]];

(*Spočı́tá hlavnı́ monomy ze zadaných polynomů.*)

P = Flatten[

Expand[Simplify[

Table[{PolynomialLCM[LTFplus[[i]], LTG[[j]]],

PolynomialLCM[LTFplus[[i]], LTG[[j]]]/LTFplus[[i]],

Fplus[[i]], PolynomialLCM[LTFplus[[i]], LTG[[j]]]/LTG[[j]],

G[[j]]}, {i, 1, Length[LTFplus]}, {j, 1, Length[LTG]}]]], 1];

(*Naplněnı́ pětic*)

G = Union[G, Fplus];(*Do G přidá nové polynomy z FPlus*)

];

Return[G];(*Výsledkem je Gröbnerova báze G*)

];

End[];

Protect[SymbolicPreprocessing,F4Reduction,F4alg];

EndPackage[]

6.2.2. Lagrange̊uv interpolačńı polynom

#!/usr/bin/env python

# -*- coding: utf8 -*-

def multiply_poly(*args):

# Funkce pro násobenı́ několika polynomů. Vstupem jsou polynomy a výstupem

# součin polynomů.Polynomy zapisujeme pomocı́ koeficientů dle jednotlivých

# mocnin:[x^0, x^1, x^2, ..., x^n]

"""

Multiplies n polynomials.

@param *args: either single list of polynomials or polynomials as args.

@return: args[0] * args[1] * ... * args[n]

"""

if len(args) == 1:

args = args[0]

elif not args:

return []

res = [1]

for number in args:

res = _multiply_poly(res, number)

return res
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def _multiply_poly(poly1, poly2):

# Funkce pro násobenı́ dvou polynomů. Vstupem jsou polynomy a výstupem

# součin polynomů. Polynomy zapisujeme pomocı́ koeficientů dle jednotlivých

# mocnin:[x^0, x^1, x^2, ..., x^n]

"""

Multiplies two polynomials.

@param poly1: First polynom [x^0, x^1, x^2, ..., x^n]

@param poly2: Second polynom [x^0, x^1, x^2, ..., x^n]

@return: poly1 * poly2

"""

res = [0, ] * (len(poly1) + len(poly2) - 1)

for i in xrange(len(poly1)):

for j in xrange(len(poly2)):

idx = i + j

res[idx] = sum_int(res[idx], multiply_int(poly1[i], poly2[j]))

return res

def sum_poly(*args): #Funkce pro součet polynomů.

"""

Sumarize polynomials.

@param *args: either single list of polynomials or polynomials as args.

@return: args[0] + arg[1] + ... + arg[n]

"""

if len(args) == 1:

args = args[0]

elif len(args) < 2:

return args

res = [0] * max([len(_) for _ in args])

for number in args:

for idx in xrange(len(number)):

res[idx] = sum_int(res[idx], number[idx])

return res

def sum_int(num1, num2):

# Funkce pro součet dvou čı́sel. Je zde zahrnuto, že -a=a, a+a=0, 0+a=a

# a dále symetrie zobrazenı́. Je zde vypsána celá tabulka pro součet nad

# daným polem.

"""

Sum two numbers according to the mapping table.

@param num1: First integer

@param num2: Second integer

@return: num1 + num2

"""

# - a = a

if num1 < 0:
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num1 = -num1

if num2 < 0:

num2 = -num2

# a + a = 0

if num1 == num2:

return 0

# symetrie

if num1 > num2:

tmp = num1

num1 = num2

num2 = tmp

# 0 + a = a

if num1 == 0:

return num2

mapping = {( 1, 2): 3, ( 1, 3): 2, ( 1, 4): 5, ( 1, 5): 4,

( 1, 6): 7, ( 1, 7): 6, ( 1, 8): 9, ( 1, 9): 8,

( 1, 10): 11, ( 1, 11): 10, ( 1, 12): 13, ( 1, 13): 12,

( 1, 14): 15, ( 1, 15): 14, ( 2, 3): 1, ( 2, 4): 6,

( 2, 5): 7, ( 2, 6): 4, ( 2, 7): 5, ( 2, 8): 10,

( 2, 9): 11, ( 2, 10): 8, ( 2, 11): 9, ( 2, 12): 14,

( 2, 13): 15, ( 2, 14): 12, ( 2, 15): 13, ( 3, 4): 7,

( 3, 5): 6, ( 3, 6): 5, ( 3, 7): 4, ( 3, 8): 11,

( 3, 9): 10, ( 3, 10): 9, ( 3, 11): 8, ( 3, 12): 15,

( 3, 13): 14, ( 3, 14): 13, ( 3, 15): 12, ( 4, 5): 1,

( 4, 6): 2, ( 4, 7): 3, ( 4, 8): 12, ( 4, 9): 13,

( 4, 10): 14, ( 4, 11): 15, ( 4, 12): 8, ( 4, 13): 9,

( 4, 14): 10, ( 4, 15): 11, ( 5, 6): 3, ( 5, 7): 2,

( 5, 8): 13, ( 5, 9): 12, ( 5, 10): 15, ( 5, 11): 14,

( 5, 12): 9, ( 5, 13): 8, ( 5, 14): 11, ( 5, 15): 10,

( 6, 7): 1, ( 6, 8): 14, ( 6, 9): 15, ( 6, 10): 12,

( 6, 11): 13, ( 6, 12): 10, ( 6, 13): 11, ( 6, 14): 8,

( 6, 15): 9, ( 7, 8): 15, ( 7, 9): 14, ( 7, 10): 13,

( 7, 11): 12, ( 7, 12): 11, ( 7, 13): 10, ( 7, 14): 9,

( 7, 15): 8, ( 8, 9): 1, ( 8, 10): 2, ( 8, 11): 3,

( 8, 12): 4, ( 8, 13): 5, ( 8, 14): 6, ( 8, 15): 7,

( 9, 10): 3, ( 9, 11): 2, ( 9, 12): 5, ( 9, 13): 4,

( 9, 14): 7, ( 9, 15): 6, (10, 11): 1, (10, 12): 6,

(10, 13): 7, (10, 14): 4, (10, 15): 5, (11, 12): 7,

(11, 13): 6, (11, 14): 5, (11, 15): 4, (12, 13): 1,

(12, 14): 2, (12, 15): 3, (13, 14): 3, (13, 15): 2,

(14, 15): 1,

}

return mapping[(num1, num2)]

def multiply_int(num1, num2):

# Funkce pro násobenı́ dvou čı́sel. Opět zahrnuto, že -a=a, 0*a=0, 1*a=a
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# a symetrie. Je zde vypsána tabulka pro násobenı́ nad daným polem.

"""

Multiplies two numbers according to the mapping table.

@param num1: First integer

@param num2: Second integer

@return: num1 * num2

"""

# - a = a

if num1 < 0:

num1 = -num1

if num2 < 0:

num2 = -num2

# symetrie

if num1 > num2:

tmp = num1

num1 = num2

num2 = tmp

# 0 * a = 0

if num1 == 0:

return 0

# 1 * a = a

if num1 == 1:

return num2

mapping = {( 2, 2): 3, ( 2, 3): 1, ( 2, 4): 8, ( 2, 5): 10,

( 2, 6): 11, ( 2, 7): 9, ( 2, 8): 12, ( 2, 9): 14,

( 2, 10): 15, ( 2, 11): 13, ( 2, 12): 4, ( 2, 13): 6,

( 2, 14): 7, ( 2, 15): 5, ( 3, 3): 2, ( 3, 4): 12,

( 3, 5): 15, ( 3, 6): 13, ( 3, 7): 14, ( 3, 8): 4,

( 3, 9): 7, ( 3, 10): 5, ( 3, 11): 6, ( 3, 12): 8,

( 3, 13): 11, ( 3, 14): 9, ( 3, 15): 10, ( 4, 4): 7,

( 4, 5): 3, ( 4, 6): 15, ( 4, 7): 11, ( 4, 8): 9,

( 4, 9): 13, ( 4, 10): 1, ( 4, 11): 5, ( 4, 12): 14,

( 4, 13): 10, ( 4, 14): 6, ( 4, 15): 2, ( 5, 5): 6,

( 5, 6): 9, ( 5, 7): 12, ( 5, 8): 1, ( 5, 9): 4,

( 5, 10): 11, ( 5, 11): 14, ( 5, 12): 2, ( 5, 13): 7,

( 5, 14): 8, ( 5, 15): 13, ( 6, 6): 4, ( 6, 7): 2,

( 6, 8): 5, ( 6, 9): 3, ( 6, 10): 14, ( 6, 11): 8,

( 6, 12): 10, ( 6, 13): 12, ( 6, 14): 1, ( 6, 15): 7,

( 7, 7): 5, ( 7, 8): 13, ( 7, 9): 10, ( 7, 10): 4,

( 7, 11): 3, ( 7, 12): 6, ( 7, 13): 1, ( 7, 14): 15,

( 7, 15): 8, ( 8, 8): 14, ( 8, 9): 6, ( 8, 10): 2,

( 8, 11): 10, ( 8, 12): 7, ( 8, 13): 15, ( 8, 14): 11,

( 8, 15): 3, ( 9, 9): 15, ( 9, 10): 8, ( 9, 11): 1,

( 9, 12): 11, ( 9, 13): 2, ( 9, 14): 5, ( 9, 15): 12,

(10, 10): 13, (10, 11): 7, (10, 12): 3, (10, 13): 9,

(10, 14): 12, (10, 15): 6, (11, 11): 12, (11, 12): 15,

(11, 13): 4, (11, 14): 2, (11, 15): 9, (12, 12): 9,
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(12, 13): 5, (12, 14): 13, (12, 15): 1, (13, 13): 8,

(13, 14): 3, (13, 15): 14, (14, 14): 10, (14, 15): 4,

(15, 15): 11,

}

return mapping[(num1, num2)]

def divide_int(num1, num2):

# Funkce pro dělenı́ dvou čı́sel. Zkoumá, jaké čı́slo musı́me vynásobit s num2,

# abychom dostali num1.

for i in xrange(16):

if multiply_int(num2, i) == num1:

return i

def print_poly(poly): #Funkce pro výpis polynomu pomocı́ x^d

""" String output """

out = ""

for i in xrange(len(poly)):

if poly[i] == 0:

continue

elif poly[i] == 1:

out += "x^%d + " % i

else:

out += "%sx^%d + " % (poly[i], i)

if out:

out = out[:-3]

return out

def calculate_lagrange():

# Hlavnı́ funkce programu. Sloužı́ k výpočtu Lagrangeova interpolačnı́ho

# polynomu nad daným polem.

"""

Calculates lagrange according to the mapping

"""

mapping = [9, 11, 11, 11, 13, 4, 10, 1, 13, 1, 4, 10, 13, 10, 1, 4]

# Funkčnı́ hodnoty v jednotlivých bodech.

length = len(mapping)

# Polynom x^3 -2x + 1 přepı́šeme do programu jako [1, -2, 0, 1]

ls_u = [] #proměnná typu list

ls_d = []

for i in xrange(length):

# (x-1)(x-2)(x-3)...(x-$posledni) if i!=idx

numerator = multiply_poly([[_, 1] for _ in xrange(length) if _ != i])

# (idx-0)(idx-1)...(idx-$posledni) if i!=idx

denominator = 1

for _ in (sum_int(i, _) for _ in xrange(length) if _ != i):
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denominator = multiply_int(denominator, _)

prefix = "l%-2d = " % i

# l:vypı́še l, d:integer, -2: zarovnánı́ doleva na 2 znaky

_prefix = " " * len(prefix) # násobı́ mezeru- pro lepšı́ výstup

print "%s%s" % (_prefix, numerator)

print "%s%s" % (prefix, ’-’ * (max(len(str(numerator)),

len(str(denominator)))))

print "%s%s" % (_prefix, denominator)

ls_u.append(numerator)

ls_d.append(denominator)

# daný polynom vynásobı́ přı́slušnou funkčnı́ hodnotou: l$idx * mapping[$idx]

Ls = [multiply_poly([divide_int(mapping[i], ls_d[i])], ls_u[i])

for i in xrange(length)]

print "Ls = %s" % Ls

# součet všech Ls. Tı́m zı́skáme výsledný Lagrangeův polynom

L = print_poly(sum_poly(Ls))

print "L = %s" % L

if __name__ == "__main__":

calculate_lagrange()
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