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Abstrakt

Tato diplomova prace je zaméfena na multivariacni kryptosystémy. Jeji soucésti je prehled
komutativni algebry se zaméfenim na Grobnerovy béaze. Z algoritmu jsou studovany
predevsim ty, které vyuzivaji Grobnerovy baze a to Buchbergeruv algoritmus, ktery je
jiz implementovan v programu Wolfram Mathematica, a F4 algoritmus, pro ktery byl
vytvoten programovy balik v prostiedi Wolfram Mathematica. Jako posledni je popsan
Cuang-c’uv algoritmus, pro ktery byl pro zjednoduseni vytvofen program pro pocitani
Lagrangeova interpola¢niho polynomu v jazyce Python.

Summary

This diploma thesis is devoted to the multivariate cryptosystems. It includes an overview
of commutative algebra with emphasis on Grobner bases. Of all algorithms, especially
the ones using Grobner bases are studied, i.e. Buchberger’s algorithm, which is already
implemented in Wolfram Mathematica, and F4 algorithm, for which a program package
has been created in the Wolfram Mathematica environment. Also Zhuang-Zi algorithm is
described. To simplify its steps a program to compute the Lagrange interpolation poly-
nomial has been created in Python.

Klicova slova
Multivariacni interpolace, interpola¢ni polynom, kone¢né pole, F4 algoritmus, Cuang-c’uv
algoritmus, Buchbergeruv algoritmus, multivaria¢ni kryptosystémy

Keywords
Multivariable interpolation, interpolation polynomial, finite field, F4 algorithm, Zhuang-
Zi algorithm, Buchberger algorithm, multivariable cryptosystems






DOKTOROVA, A.Grébnerovy bdze, Cuang-c v algoritmus a ataky multivariacnich kryp-
tosystémau. Brno: Vysoké uceni technické v Brné, Fakulta strojniho inzenyrstvi, 2013. 76
s. Vedouci doc. RNDr. Miroslav Kures, Ph.D.






Prohlasuji, ze jsem diplomovou praci ,,Grobnerovy baze, Cuang-c’uv algoritmus a
ataky multivaria¢nich kryptosystému“ vypracovala samostatné s pouzitim odborné li-
teratury a pramenu, uvedenych na seznamu, jenz je soucasti této prace.

Alice Doktorova






Deékuji panu doc. RNDr. Miroslavu Kuresovi, Ph.D. za rady, vénovany cas a odborné
vedeni pfi tvorbé této diplomové prace.

Alice Doktorova






OBSAH

Obsah

1 Uvod 3
2 Komutativni algebra 5
2.1 Idedly v okruzich . . . . . . .. .. . 5
2.1.1  Afinni variety . . . . .. ..o 5

2.1.2 Parametrizace afinnich variet . . . . ... ... ... ... ... .. 5)

213 Idedly . . . . . )

2.1.4  Polynomy jedné proménné . . . . . . .. .. ... 6

2.2 Grébnerovy baze . . .. ..o 7
2.2.1 Monomické uspotadani . . . . . . ... .. ... 7

2.2.2  Algoritmus déleni v k [z, ..,xp] - o o o oo 9

2.2.3 Monomické idedly a Dicksonova véta . . . . .. ... ... ... .. 10

2.2.4 Véta o Hilbertové bazi a Grobnerovy baze . . . . .. ... .. ... 10

2.2.5  Vlastnosti Grobnerovych bazi . . . . ... ... 000000 11

2.2.6  Aplikace Grobnerovych bazi . . . . . . . . ... L. 12

2.3 Elimina¢ni teorie . . . . . . . . .. L 15
2.3.1 Véty o eliminaci a rozsiteni . . . . . . . .. ... L. 15

2.3.2 Implicitizace . . . . . . . .. 16

3 Kryptografie 19
3.1 Multivariacni kryptosystémy . . . . . . . ... 19
3.1.1  Typy multivaria¢nich kryptosystému . . . . . . . . . ... ... .. 19

3.1.2  Zakladni bezpecnost . . . . . . ... Lo 21

3.1.3  Explicitni systémy . . . . . .. ..o 21

3.1.4  TImplicitni systémy . . . . . .. ... Lo 23

3.2 Algoritmy . . . .. L 23
3.2.1 Buchbergeruv algoritmus . . . . . ... ... 23

3.2.2 F4algoritmus . . . . .. .. L 27

3.2.3 Cuang-c’uv algoritmus . . . . . . . ... ... ... 31

3.3 Ataky ... 36
3.3.1 Patarinuvatak . . ... ... ... 36

4 Implementace algoritmu 43
4.1 Buchbergeruv algoritmus . . . . . . . . ... 43
4.2 F4algoritmus . . . . . ... 44
4.2.1 Implementace algoritmu . . . . . .. ... .. oo 44

4.2.2 Pouziti algoritmu . . . . . .. .. 44

4.3 Cuang-c’uv algoritmus . . . . . . .. ... 45
4.3.1 Popis jednotlivych funkei . . . . . ..o 000 46

5 Zaveér 51



OBSAH

6 Priloha 55
6.1 Priklady . . . . . .. 55
6.1.1 Idedly . . . . . . . . 55

6.1.2 Implicitizace . . . . . . . . .. 61

6.1.3 S-polynomy . . . . . . ... 63

6.2 Kody . . . . . 66
6.2.1 F4 algoritmus . . . . .. ... 66

6.2.2 Lagrangeuv interpolac¢ni polynom . . . . . . . ... ... .. .. .. 71



1. UVOD

1. Uvod

Cilem diplomové prace bylo sepsat ptrehled komutativni algebry se zaméfenim na
Grobnerovy béaze. Déle prostudovat vybrané multivaria¢ni kryptosystémy a ataky na né.
Poslednim tkolem bylo implementovat dané algoritmy.

Diplomova prace je rozdélena do tii kapitol. Prvni kapitola dava prehled komuta-
tivni algebry se zaméfenim na Grobnerovy baze. Jsou zde studovany také idedly a eli-
minac¢ni teorie. Ve druhé kapitole jsou sepsany dané multivaria¢ni kryptosystémy, véetné
obecného uvodu. V této praci jsou studovany algoritmy vyuzivajici Grobnerovy baze, a to
Buchbergeruv algoritmus a F4 algoritmus. Z dalsich algoritmi je zde popsian Cuang-c’uv
algoritmus. V posledni kapitole se budeme zabyvat implementaci danych algoritmu. Pro
Buchbergeruv algoritmus budeme studovat ukézkové volani jiz implementovaného algo-
ritmu v prostiedi Wolfram Mathematica. Pro F4 algoritmus je nasim 1ikolem sepsat pro-
gramovy balik v prostiedi Wolfram Mathematica. Pro Cuang-c'v algoritmus vyuzijeme
k implementaci programovaci jazyk Python, kde vytvorime program pro vypocet Lagran-
geova interpola¢niho polynomu nad danym rozsitenym koneé¢nym polem.

Diplomova prace obsahuje také ptilohu s piiklady. Priklady jsou zamétené na komuta-
tivni algebru a to na vypocet idedlu, Grobnerovych béazi, S-polynomu a také implicitizace.
Dale jsou prilozeny kédy pro F4 algoritmus a pro vypocet Lagrangeova interpolacniho po-
lynomu.






2. KOMUTATIVNI ALGEBRA

2. Komutativni algebra

Tato kapitola je inspirovana [1].

2.1. Idealy v okruzich

2.1.1. Afinni variety

Definice 1. Necht & je komutativni pole a fi, ..., fs jsou polynomy v k [z, ..., z,]. Pak
V(fi,- fs) = {(a1, ...;an) € K™ fi (a1, ...;a,) =0; Vi : 1 < i < s}

nazveme afinni varietou generovanou fi, ..., fs.

Tedy afinni varieta V(f1, ..., fs) C k™ je mnozina vSech feSeni soustavy rovnic

filxy, ., zn) = ... = fs(z1, ..., 2,) = 0.

Lemma 2. Jestlize V,W C k™ jsou afinni variety, pak také VUW a V NW jsou afinni
variety. Navic plat?

VW =V(fi,o, fs, 91, 0t); VUW =V (fig;),pro 1 <i<s, 1<j<t.

2.1.2. Parametrizace afinnich variet

Predpokladejme, ze je dana varieta V = V(fi,..., fs) C k™. Pak racionalni parametricka
reprezentace V' obsahuje racionélni funkce 7, ...,7, € k(t1,...,t,) takové, ze body dané
vztahy

I = Tl(tl, ...,tm),

Tp = Tn<t17 >tm)
lezi ve V. Dale pozadujeme, aby V' byla nejmensi varieta obsahujici tyto body.

V mnoha situacich mame parametrizaci variety V', kde rq, ..., r, jsou polynomy. Takové
pripady nazyvame polynomickd parametricka reprezentace V. Naproti tomu, puvodni
rovnice f; = ... = f; = 0 urcujici V, nazyvame implicitni reprezentace V.

2.1.3. Idealy

Definice 3. Mnozina i C k [zy, ..., x,] je idedl, jestlize plati
i)0ei

ii) jestlize f,g € i, pak také f+g € i

iii) jestlize f €ia h € k[xq,...,x,], pak h- f € i.

Definice 4. Necht fi, ..., fs jsou polynomy v k [x1, ..., z,], pak mnozina

<f1, ...,fs> = {i hzfz . hl, ...,hs - ]C []31, ,In]}

je ideal.
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Lemma 5. Jestlize f1, ..., fs € k[x1, ..., 2], pak (f1, ..., fs) jeidedl vk [z1, ..., xn]. {f1, ..., fs)
nazveme idedl generovany f1, ..., fs.

Dikaz. 1.0 € (fi1,..., fs), protoze 0 = >27_, 0f;

2. Necht f =33 pifi,g=>i_1qfi,h € k[r,...,z,]. Pak dostdvame
fHg=21(pi+a)f;

hf = Zf:1<hpi>fi-

Dokézali jsme tedy, ze (fi, ..., fs) je idedl. O

Idedl i C k|[xy,...,x,) je konecné generovany, pokud existuji fi,..., fs € k|x1, ..., Ty)
tekové, ze i = (fi,..., fs) a fi,..., fs tvori bézi idedlu i.

Tvrzeni 6. Jestlize fi1, ..., fs a g1, ..., g jsou bdze stejného idedlu v k [z1, ..., x,] takové, Ze

<f17 -"7fs> = <gla ~-'7gt>; pak V(fb "'afS) = V(gla "'7gt)-

Priklad: Uvazujme varietu V (2% +3y*—11, 22 —y*—3). Snadno se ukéze, ze 22°+3y*—
11 = 2(x?—4)+3(y*—1); 2?—y*—3 = 1(22—4)—1(y*—1). Tedy (222 + 3y* — 11, 2% — y* — 3)
= (2% —4,y* — 1) tak, ze V(222 +3y? — 11,22 —y*> = 3) = V(2? — 4,9 — 1) = {£2, +1}.

Definice 7. Necht V C k™ je afinni varieta. Pak mnoZina
(V)=A{fe€klr,...,z) : flar,...,a,) =0,Y(ay,...,a,) € V}.

Zasadnim vysledkem je, ze i(V') je idedl.

Lemma 8. Jestlize V C k" je afinni varieta, pak i(V') C k[x1, ..., x,] je idedl.

Diikaz. Je ziejmé, ze 0 € i(V'), protoze nulovy polynom je nulovy pro vSechna k™. Déle
piedpokladejme, ze f,g € i(V) a h € k[xy,...,x,]. Necht (ay,...,a,) je libovolny bod V.
Pak f(ay,...,a,) + g(ai,...,a,) =0+0=0

h(ay,...,an) f(aq,...,a,) = h(ay, ..., a,)0 = 0. Tim je dokazano, ze i(V) je ideal. O

Definice 9. i(V) z predchoziho Lemmatu budeme nazyvat ideél variety V.

Lemma 10. Jestlize fi,..., fs € k|xy1,...,z,], pak (f1,..., fs) T W(V(f1,..., fs)). Rovnost
nastat nemusi.

Tvrzeni 11. Necht V a W jsou afinni variety v k™. Pak
i) V. C W prdve tehdy, kdyz i(V') D i(W)
ii) V. =W prdve tehdy, kdyz i(V) =i(W).

2.1.4. Polynomy jedné proménné

Definice 12. Méjme nenulovy polynom f € k[x], necht f = agz™ + a12™ 1 + -+ + apm,
kde a; € k a ag # 0, tedy deg(f) = m. Pak fekneme, ze agx™ je hlavni clen f, znacime
LT(f) = apz™.

Tvrzeni 13 (Algoritmus déleni). Necht k je pole a necht g je nenulovyj polynom v k [z].
Pak kazdé f € k[x] muZeme psdt f = qg+7, kde ¢,r € k[x] ar = 0 nebo deg(r) < deg(g).
Navic q a r jsou jednoznacné.
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Tvrzeni 14. Jestlize k je pole a f € k[z] je nenulovy polynom, pak f md nejvyse deg(f)
korent v k.

Tvrzeni 15. Jestlize k je pole, pak kazdy idedl v k [x] miZe byt zapsan ve tvaru (f) pro
néjaké f € k[z]. Navic f je jednoznacné vzhledem k ndsobeni nenulovou konstantou v k.

Ideal generovany jednim prvkem se nazyva hlavni ideal.

Definice 16. Nejuétsi spoleény délitel polynomu f, g € k [x] je mnozina polynomu h s vlast-
nosti

i)hdeli fag

ii) Jestlize p je dalsi polynom, ktery déli f a g, pak p déli h.

Ma-li h tyto vlastnosti, pak piseme h = GCD(f, g).

Tvrzeni 17. Necht f,g € k[z]. Pak

i) GOD(f,g) ezistuje a je neprdzdnd a jsou-li dva polynomy jejimi proky, pak jeden je
konstantnim ndsobkem druhého

it1) GCD(f,g) je generdtor idedlu (f, g)

ii1) existuje algoritmus pro nalezenit GCD(f, g) (Euklidiv algoritmus).

Piiklad: Spoctéte GCD(z* — 1,2° — 1). Nejprve pouzijeme algoritmus délenf
rt—=1=0-1)+2*-1
S —1=22'-1)+22 -1
1= -1)(2>+1)+0
GOD(z*—1,2°-1) = GCD(z* — 1,2> — 1) = GCD(2* — 1,0) = 2> — 1. Poznamenejme,
7e takto spocitany GOD je odpovédi na nalezeni generatoru idealu (z* — 1,25 —1) =
(x? —1).

Definice 18. Nejvétsi spolecny délitel polynomu fi, ..., fs € k[z]| je mnozina polynomu
h s vlastnosti

i) h deli fi,..., fs

i) jestlize p je dalsi polynom, ktery déli f1, ..., fs, pak p déli h, aznaé¢ime h = GCD(f1, ..., fs).
Tvrzeni 19. Necht fi,..., fs € k[x], kde s > 2, pak

i) GCD(f1,..., fs) existuje a je jednoznacény vzhledem k ndsobeni nenulovou konstantou
vk

it) GCD(f1, ..., fs) je generdtor idedlu {fi, ..., fs)

ii1) jestlize s > 3, pak GCD(f1,..., fs) = GCD(f1,GCD(fa,..., f5))

w) ezistuje algoritmus pro nalezeni GC'D(fy, ..., fs).

Pitklad: Uvazujme idedl (23 — 3z + 2,2 — 1,2°% — 1) C k [z]. Vime, ze GCD(x® -3z +
2, 2% — 1,25 — 1) je generdtor. Navic muzeme ovéiit, ze GCD(x3 — 3z + 2,24 — 1,2 - 1) =
GOD(x® —3x+2,GCD(z* —1,2° — 1)) = GCD(2* — 3z + 2,2% — 1) = x — 1. Dostdvdme
(23 =3z + 2,28 — 1,25 = 1) = (x — 1).

2.2. Grobnerovy baze

2.2.1. Monomické usporadani

Definice 20. Monomické uspordddni v k[xy,...,x,] je libovolnd relace > na Ny, nebo
ekvivalentné, kazda relace na mnoziné monomu z, v € Nj} spliujici
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i) > je uplné (nebo linearni) usporadani na Ny

ii) jestlize « > fa~y € Nj, pak a+~v > 4+~

iii) > je dobré usporadéni na Nj. To znamend, ze kazda neprazdnd podmnozina Nj ma
nejmensi prvek.

Lemma 21. Relace uspordddini > na Njj je dobré uspordaddni prdvé tehdy, kdyz kaZda
klesajici posloupnost v N} je konecnd.

Definice 22 (Lexikografické uspoirddani). Necht a = (ay,...,a,), 0 = (B, ...,3.) €
N§. Rekneme, ze o >, 3, jestlize vektorovy rozdil a— 8 € Z" ma prvni nenulovou slozku
kladnou. Piseme 2% >, 27, jestlize o >0p 3.

Priklad:
a)(3,2,3) > (1,3,6), protoze o« — = (2,—1,—-3)
b)(1,4,3) > (1,4,2), protoze o — 5 = (0,0,1).

Tvrzeni 23. Lexikografické usporddani na Ni je monomické usporaddni.
Definice 24 (Stupnované lexikografické usporadani). Necht «, 3 € N{. Rekneme,
7€ O >grier 3, jestlize |a| = X0 oy > |G| = X1, B; nebo |a| = |5] a zaroven a >, S

Pti stupnovaném lexikografickém usporadani nejdiive uvazujeme celkovy stupen mo-
nomu.

Priklad:
a)(1,2,3) >grex (3,2,0), protoze |(1,2,3)] =6 > [(3,2,0)| =5
b)(1,2,4) >gmex (1,1,5), protoze |(1,2,4)| = |(1,1,5)| a zdroven (1,2,4) >, (1,1,5).

Definice 25 (Stupnované inverzni lexikografické uspoiddani). Necht a, 5 € N.

Rekneme, 7e a > grepier B jestlize |a| = X0 oy > 8] = S, Bi nebo |a| = |3 a poslednf
nenulovd slozka o — 3 € Z™ je zaporna.
Priklad:

8)(4,7,1) >greoten (4,2,3), protoze |(4,7,1)] = 12 > |(4,2,3)| = 9
b)(1,5,2) >greviex (4,1,3), protoze |(1,5,2)] = |(4,1,3)] a zaroven (1,5,2) — (4,1,3) =
(23,4,-1).

Rozdil mezi stupnovanym lexikografickym a stupnovanym inverznim lexikografickym
usporadanim nastava, pokud je celkovy stupen monomu shodny. Stupnované lexikogra-
fické usporadani dale uplatnuje lexikografické usporadani a dava prednost vyssi mocniné
u nejvetsi proménné. Stupnované inverzni lexikografické usporddani davéa prednost nizsi
mocniné u nejmensi proménné.

Piiklad: Uvazujme polynom f = 5xy?2? + 62z — 112 + 92223 € k [z, y, 2]
a) lexikografické usporddani: f = —11z3 + 92223 + bzy?2? + 62
b) stupnované lexikografické usporadant: f = 92223 + bxy?z? — 112 + 62
c) stupiiované inverzni lexikografické uspoiddani: f = bxy?z? + 92%2% — 1123 + 62.

Definice 26. Necht f = 3, a,x® je nenulovy polynom v k [z1, ..., z,] a necht > je mo-
nomické usporadani

i) multistupen polynomu f definujeme jako multideg(f) = maz(a € Nj; a, # 0)

ii) hlavni koeficient polynomu f definujeme jako LC(f) = Gmuitideg(s) €

iii) hlavni monom polynomu f definujeme jako LM (f) = xmuitides(f)
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Poznamka: Hlavni ¢len polynomu f vyjadiime jako LT'(f) = LC(f)LM(f).

Piiklad: Je dédn polynom f = 5xy?2? + 6z — 1123 + 92223, Uvazujme lexikografické
uspoidddni. Poté multideg(f) = (3,0,0), LC(f) = —11, LM (f) = 2, LT(f) = —1123.

Lemma 27. Necht f,g € k[x1,...,x,] jsou nenulové polynomy. Pak

i) multideg(fg) = multideg(f) + multideg(g)

i) Jestlize f+ g # 0,pak multideg(f + g) < max(multideg(f), multideg(g)). Kdyz navic
plati, Ze multideg(f) # multideg(g), pak nastdvd rovnost.

2.2.2. Algoritmus déleni v k [zy, ..., z,)]

Piiklad: Je ddn polynom f = z2y+xy?+y?. Vydélte jej polynomy f; = zy—1, fo = y?>—1
s pouzitim lexikografického usporddani s = > .

22y +xyt +y? a:g/—l _ Tty
y-—1

22y —

vy’ + o+ 12

zy’ —y

T4y +y

Zbytek po déleni je z + y* + y. Ani LT(f;) ani LT(fs) nedéli LT(xz + y* + y), ale
x+y*+y neni zbytek, protoze LT(f;) déli y?. Tudiz z pfesuneme do zbytku a pokracujeme
déle v déleni. Obecné muzeme fici, ze pokud nemuzeme délit ani LT'(f;) ani LT(fs), pak
presuneme hlavni ¢len do zbytku a v déleni pokracujeme dale. Po dokoné¢eni déleni v nasem
pifkladu dostaneme vysledek 2%y + zy* + y?> = (x + y)(zy — 1) + 1(y* — 1) + x + y + L.

Véta 28 (Algoritmus déleni v k[z1, ..., z,]). Méjme monomické usporaddni > na Ny
a nechl F = (fi,..., fs) je s-tice polynomii v k|1, ...,x,]. Pak kazdé f € k[xy,...,x,]
muzeme zapsat jako

f:alfl"i_"'"i_asfs_'_ra

kde a;,r € k[z1,...,x,] ar =0 nebo r je linedrni kombinace monomu s koeficienty v k,
kde Zadny z nich neni délitelny Zddnym LT (f1), ..., LT(fs). r nazveme zbytek po déleni F.
Navic jestlize a;f; # 0, pak plati multideg(f) > multideg(a; f;).

Piiklad: Je ddn polynom z%y + xy?+1y?%. Vydélte jej polynomy f; = y*> —1, fo = zy—1.

Y+ xy 4+ y* yolo ol
rzy — 1 T

2%y —x

ry? + o + 12

Ty’ —x

21 + 1> — 2

2

v’ =1

1 — 2x+1

0

Vysledkem tedy je 2%y +zy? +v* = (z + 1)(v* — 1) + x(zy — 1) + 22 + 1.
Je tedy ziejmé, ze pii zaméné délitelu je zbytek po déleni jiny.
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Algoritmus déleni polynomu vice proménnych souvisi s fesenim problému piislugnosti
k idedlu. Jestlize je zbytek f po déleni F' = (f1, ..., fs) nulovy, pak f € (f1, ..., fs). Vidime
tedy, ze r = 0 je postacujici podminka pro prislusnost k idealu, ale neni to podminka
nutné (viz nasledujici priklad).

Piiklad: Necht f; = xy + 1, fo = y*> — 1 € k [2] s lexikografickym uspofdddnim.
Vydélte polynom f = zy? — x dvojici polynomu F = (f1, fo). Obdrzime feSeni tvaru
vy’ —x =y(ry +1) +0(y* — 1) + (—z — y).

Deéleni dvojici F' = (fo, f1) vede k vysledku zy* — z = x(y* — 1) + 0(zy + 1) + 0.
Odtud vidime, ze f € (f1, f2) a presto pii déleni F' = (f, f2) je zbytek nenulovy.

2.2.3. Monomické idealy a Dicksonova véta

Definice 29. Idedl i C k [z, ..., x,] nazveme monomicky idedl, jestlize existuje podmnozina
A C Ny (i nekonecnd) takovd, ze i obsahuje vSechny polynomy ve tvaru koneéného souc¢tu
> aca hax®, kde hy, € k|21, ..., 2,). V tomto piipadé piseme i = (z%;a € A).

Priklad monomického idedlu je idedl i = (xy, x?y>, 23y) C k [z, y|. Piiklad ideélu, ktery
nen{ monomicky je idedl i, = (xy — y, 2%y + xy?) .

Lemma 30. Necht i = (2%;a € A) je monomicky idedl. Pak monom x° lezi v i prdvé
tehdy, kdyz x° je délitelné x® pro néjaké o € A.

Lemma 31. Necht i je monomicky idedl a necht f € k|xy,...,x,]. Pak jsou ndsledujici
turzeni ekvivalentni.

i) fei

i) kazdy clen f lezi vi

i) f je linedrni kombinaci monomu v i s koeficienty z k.

Tvrzeni 32. Dva monomické idedly jsou totoiné pravé tehdy, kdyz obsahuji stejné mo-
nomy.

Kazdy monomicky idedl z k [z, ..., z,] je konetné generovany.

Véta 33 (Dicksonova véta). Necht i = (z*;«a € A) C k|[zy, ..., x,] je monomicky idedl.
Pak mizeme i psdt ve tvaru i = <x°‘(1), ...,:EO‘(S)>, kde a(1),...,a(s) € A. Idedl i md tedy
konecénou bazi.

Tvrzeni 34. Necht > je relace na N} splriujici

i) > je uplné usporaddni na Nj

it) jestlize « > B ay € Ny, pak a+~v > 3+ .

Pak > je dobré usporddant prave tehdy, kdyz o > 0 pro Va € Nf.

2.2.4. Véta o Hilbertové bazi a Grobnerovy baze

Definice 35. Necht i C k[z1, ..., z,] je idedl ruzny od {0} (tzn. obsahuje alespon jeden
nenulovy polynom)

i) Ozna¢me LT'(i) mnozinu hlavnich ¢lenu prvku z i. Tedy

LT(i) = {ca*;ex.f € i,pro které LT(f) = cx*}

ii) Oznacme (LT'(i)) idedl generovany prvky LT'(i).

10



2. KOMUTATIVNI ALGEBRA

Piiklad: Necht i = (fy, fo), f1 = 2® — 22y, fo = 2%y — 2y + z, pouZijeme stupnované
lexikografické uspordddni monomu v k [z, y].Potom z(z%y — 2y* + z) — y(2° — 2zy) = 2?
a tudiz 2? € i. LT(2?) € (LT(i)), ale 2% neni délitelné ani LT(f,) ani LT(f,) a tudiz
z? € (LT(f1), LT(f2)).

Tvrzeni 36. Necht i C k[xy,...,1,] je idedl.
i) (LT(i)) je monomicky idedl
i) Existugi g1, ..., g € i takové, zZe (LT (1)) = (LT (g1), ..., LT (g:)).

Véta 37 (Hilbertova véta o bazi). Kazdy idedli C k [z, ..., x,] md koneénou generujici
mnozinu. Proto i = (g1, ..., g;) pro néjaké gy, ..., g; € i.

Diikaz. Pokud i = {0}, pak za generujici mnozinu vezmeme {0}, kterd je urcité konecna.
Jestlize 1 obsahuje néjaky nenulovy polynom, pak dle predeslé véty a dle Dicksonovy
véty existuji g, ..., g takové, ze (LT (1)) = (LT(¢1), ..., LT (g;)). Predpoklddejme, ze i =
(g1, ., gi). Je ziejmé, ze (g1, ..., 1) C i, jelikoz kazdé g; € i. Vezmeme libovolny polynom
f € i a vydélime jej polynomy gy, ..., ;- Poté muzeme psat f = aig1 + - -+ + a;g; + 7, kde
zadny clen r neni délitelny LT(gy), ..., LT(g;). Vidime, ze r = f —a191 — -+ — ag; € i.
Pokud je r # 0, pak nutné LT(r) € (LT(i)) = (LT (¢1), ..., LT(g:)), protoze je (LT'(i))
monomicky, musi byt LT'(r) délitelny nékterym z generdtoru LT (g;). Tim dostdvdme spor
s tim, ze r je zbytek po déleni. Proto musi byt r = 0. Pak f = a1g1+- -+ aig¢ € (g1,.--, G1)-
Odtud plyne i C (g1, ..., g:) a dukaz je hotov. O

Definice 38. Mé&jme monomické usporadéni. Konetnou podmnozinu G = {g¢1,...,g:}
idedlu i nazveme Grébnerova baze (nebo standartni béze), jestlize (LT (¢1), ..., LT(g:)) =
(LT (i)

Ekvivalentné muzeme fici, ze {g1,...,q:} C i je Grobnerova baze pravé tehdy, kdyz
hlavni ¢len libovolného prvku i je délitelny LT'(g;) pro néjaké i.

Tvrzeni 39. Méjme monomické uspordddni. Pak kazdy idedl i C k[xq,...,x,] rizng od
{0} mad Grébnerovu bdzi. Navic kazZdd mnozZina polynomi gi,...,g; € i, pro kterou plati
(LT(1)) = (LT(g1),.... LT(gt)), je Grébnerova bdze idedlu i.

Tvrzeni 40 (Podminka vzestupné tady). Necht i; C iy C i3 C ... je vzestupnd rada
idedli v k [xy, ..., x,)|. Pak existuje N > 1 tak, Ze iy = iny1 = ingo = ...

Definice 41. Necht i C k [z1, ..., 7,,] je idedl. Oznacime V (i) mnozinu
V(i) =A{(a,...,a,) € E"; f(ay,...,a,) = 0;Vf € i}.

Tvrzeni 42. V(i) je afinni varieta. Tedy jestlize i = (f1, ..., fs), pak V(i) = V(f1, ..., f5).

2.2.5. Vlastnosti Grobnerovych bazi

Tvrzeni 43. Necht G = {g1,...,9:} je Grobnerova bdze idedlu i C k|[z1,...,x,| a necht
f € klxy,...,x,). Pak existuje jediné r € k[xy, ..., x,] s ndsledujicimi vlastnostmi

i) Zddny clen r nend délitelny Zadnym LT(gy), ..., LT (g;)

ii) existuje g € i takové, Ze f = g+ .

11



2.2. GROBNEROVY BAZE

Tvrzeni 44. Necht G = {g1,...,g:} je Grobnerova bdze idedlu i C k[z1,...,z,] a necht
f e klzy,...,xy|. Pak f €1 prdvé tehdy, kdyz zbytek po déleni f mnozinou G je nulovy.

Toto tvrzeni je nékdy pouzito jako definice Grobnerovy béze, protoze je ekvivalentni
s podminkou (LT(g1), ..., LT(g:)) = (LT (i)).

Definice 45. Oznacme fF zbytek po déleni f usporddanou s-tici F' = (fy,..., fs). Je-
i F' Grobnerova béze pro (f1, ..., fs), pak se na F' muzeme divat jako na mnozinu (bez
usporadani).

Piiklad: Méjme polynom 2°y. Je ddna F = (2%y — %, 2%y? — y*) C k [z, y]. PouZijeme
lexikografické usporadani.
Podle algebraického déleni dostaneme z°y = (23 + zy)(2%y — v?) + 0(z*y? — %) + 23 a
piseme xTyF = zy°.
Definice 46. Necht f,g € k[zy, ..., x,] jsou nenulové polynomy.
i) Jestlize multideg(f) = « a multideg(g) = [, pak zavedme v = (71,...,7.), kde
vi = max(a;3;); Vi. 7 nazveme nejmensi spolecny ndsobek LM (f), LM (g), piseme x7 =
LOM(LM(f), LM(g)). .

ii) Zavedme S-polynom f, g predpisem S(f,g) = ) — %g.

Piiklad: Jsou ddny polynomy f = z3y* — 2%y® + x, g = 32y + y* € R [z, y|, uvazujme
stupnované lexikografické usporadéni. Potom v = (4,2) a
S(f.9) = Sh(a®y? — 2%’ + o) — £E (Baty +12) = —2%y® + 27 — 1y,

32

Lemma 47. Predpoklidejme, Ze mdame soucet Y.;_, ¢; fi, kde ¢; € k a multideg(f;) =

d € Ny, Vi. Jestlize multideg(>;_, cifi) < 0, pak Yi_i cifi je linedrni kombinace S- po-
lynomu S(f;, fi) pro 1 < j,k > s s koeficienty v k. Navic kazZdy S(f;, fr) md mazimding
stupen mensi nez 0.

Véta 48 (Buchbergerovo kritérium). Necht i je polynomicky idedl. Pak bdze
G ={g1,...,9:} je Gribnerova baze i prdvé tehdy, kdyz pro viechny dvojice i,7;i # j je
zbytek po déleni S(g;, g;) bdzi G nulovy.

Piiklad: Méjme idedl i = (y — 2%, 2 — x3) a ukazme, ze G = {y — 2%,z — 23} je Grobne-
rova baze vzhledem k lexikografickému usporadani pro y > z > .
Baze G ma pouze dva c¢leny, tudiz staci ovérit, ze zbytek po déleni S- polynomu prvky
baze G je nulovy. S(y — z2, 2 — 2°) = Sy — 2?) — L(z — 2%) = ya® — z2®. Prove-
deme algebraické déleni a dostaneme yx® — zz* = 23(y — 22) + (—2?)(2 — 23) + 0 a tedy

Sy — a2,z — x3)G = 0. Zjistili jsme tedy, ze G je Grobnerova baze.

2.2.6. Aplikace Grobnerovych bazi
Problém prislusnosti k idealu

Jestlize zkombinujeme Grobnerovy baze s algoritmem déleni, dostaneme nasledujici algo-
ritmus piislusnosti k idedlu: je dén idedl i = (f1, ..., f5). Muzeme rozhodnout, zda dany
polynom f lezi v idealu i nasledovné. Nejdiive pouzijeme algoritmus podobny Buchberge-
rovu algoritmu a najdeme Grébnerovu bazi G = {gy, ..., g; } idedlu i. Poté tvrzeni 44 ndm
davé f € i prave tehdy, kdyz < = 0.

12
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Piiklad: Necht i = (fy, fo) = (xz —y? 2® —y?) € Clx,y,2]. PouZijeme stupnované
lexikografické uspoidddni. Necht f = —4x%y?2? + yb + 32°. Plati, ze f € i?

Dand generujici mnozina neni Grobnerova béze i, protoze LT'(i) obsahuje polynomy
takové, ze LT(S(fy, f2)) = LT (—xy? + 2%) = —22y? nejsou obsazeny v idedlu
(LT(f1), LT(f5)) = (zz,2%). Tedy musime spocitat Grobnerovu bézi ideélu i.
G=(f1,. f5) = (2 —y? 2% — 22, 2%y — 23 ayt — 24, 4% — 29).

Poznamenejme, ze mame redukovanou Grébnerovu béazi. Nyni muzeme testovat, zda
polynom pati{ do i. Napifklad délenim f béz{ G dostavdme f = (—4zy?*z —4y*) f1 +0fs +
0fs + 0fs + (=3)f5 + 0. Zbytek po déleni je nulovy, tedy f € i.

Problém treSeni polynomickych rovnic

Déle budeme vysSettovat, jak muzeme pouzit Grobnerovu bazi k feseni soustavy polyno-
mickych rovnic ve vice proménnych.

Priklad: Uvazujme soustavu rovnic

P4yt =1
2 2
rr+ 2=y

r =2z

v C3. Tyto rovnice uddvaji i = (2% + y? + 22 — 1,22 + 22 —y,x — 2z) C C|z,y, 2]. Cilem je
najit véechny body lezici ve V(i). Spocitame V(i) uzitim libovolné béze i. Zkusme pouzit
Grobnerovu bazi. Pouzijeme Lexikografické usporadani a dostaneme

G = {x —z,—y+22%, 20+ 122 — i} Polynom g5 z&visi pouze na z a tudiz nejdifve

spocitame jeho koreny. z = j:%\/i\/g — 1, tedy mame 4 hodnoty pro z. Dosazenim do
zbyvajicich rovnic g; = go = 0, ziskdme Teseni pro y, x. Tim jsme nasli vSechna feseni pro
zadany systém rovnic.

Piiklad: Najdéte minimaln{ a maximalni hodnoty 3 + 2xyz — 22 vzhledem k omezeni
2?2 + 9% + 22 = 1. K feSen{ pouzijeme Lagrangeovy multiplikdtory

322 + 2yz — 22\ =0

202z —2yA =0
202 — 22— 222 =0
2yt + 22 —-1=0

Vypocitdme Grobnerovu bazi pro idedl v R[z,y, 2, A\] generovany levymi stranami
rovnic. Pouzijeme lexikografické usporadani A > x > y > z. Grébnerova béze je velice
slozité, ale posledni polynom zavisi pouze na proménné z. Ostatni proménné tedy muzeme
vyeliminovat v procesu hledani Grobnerovy baze. Rovnice obdrzené kladenim polynomu
rovnych nule dostavame koteny z = 0, 41, :l:% ig/—\lg.

Jestlize polozime z rovno kazdé z téchto hodnot, muzeme tesit zbytek rovnic pro x,y.
Dostaneme néasledujici feseni
z=0,y=0,z ==+£1

13
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z=0y=*+1,z=0
z=+1,y=0,z=0
Z:%’Qy:%’mf_% 2
Z:;i’y:—gi/{:—g
_ NI 3/l .. _ 3
PR Y T Tt T T
s VI I3
- 827y_8\/§7 8

Odtud je jiz snadné tici, kterd hodnota udava maximum a ktera minimum.

Problém implicitizace

Uvazujme, ze parametrické rovnice
Ty = fl(tla ~--7tm)7

Tp — fn<t1, ceey tm)

definuji podmnozinu algebraické variety V' v k™. Napt. to je vzdy piipad, kdy f; jsou
racionalni funkce v proménnych tq, ..., %,,.
Pro jednoduchost se omezime pouze na pripad, kdy f; jsou polynomy. Méjme afinni vari-
etu v k™" definovanou rovnicemi

Ty — fl(t17 atm) = 07

Tpn — fn(tl, ,tm) =0.

Zékladni myslenkou je eliminace proménnych t, ..., %,, z téchto rovnic. Toto ndm ma
dat rovnice pro V.

Pouzijeme lexikografické uspotadani v k [tq, ..., Ly, 21, ..., T,,| definované uspordadanim
proménnych t; > ... > t,, > x; > ... > x,. Nyni predpoklddejme, ze mame Grobne-
rovu bazi idedlu i = (x1 — f1,...,xy — fn). Protoze pouzivame lexikografické usporadani,
ocekavame, ze Grobnerova baze ma polynomy eliminujici proménné a tq, ..., t,, jsou elimi-
novany nejdiive, protoze jsou nejvétsi v nasem uspotradani. Tedy Grobnerova baze
Tobsahuje polynomy, které obsahuji pouze x4, ..., x,,. Tedy tyto polynomy jsou kandidaty
na rovnice V.

Piiklad: Uvazujme parametrickou kiivku V : @ = t*,y = ¢3, 2 = ¢ v C3. Spoéitejme
Grobnerovu bazi G idedlui = (t* — x,t3 — y,t? — 2) s ohledem na lexikografické uspotradéan{
v C[t,z,y, 2] a najdeme G = {—t* + 2ty — 2%, tz — y,x — 2%, y* — 23}. Posledni dva po-
lynomy zavisi pouze na x, vy, z, tudiz definuji afinni varietu C3* obsahujici nasi varietu V.
Zbyva ovétit, ze V je prinikem dvou prostori x — 22 = 0,9y% — 23 = 0.
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2.3. Eliminacni teorie
2.3.1. Véty o eliminaci a rozsireni
Abychom ukazali, jak eliminace funguje, podivejme se na nésledujici ptriklad.

Piiklad: Vyfeste systém rovnic

2 +y+z2=0
T+y +2=0
r4+y+z22=0

Jestlizeidedli = (x? +y + 2 — L,x +y* + 2 — 1,2 + y + 2% — 1), pak Grobnerova baze
i s ohledem na lexikografické uspofddéani je ddna polynomy ¢; = v +y + 22 — 1,90 =
P —y — 22+ 2,095 = 2y2® + 2t — 2% gy = 28 — 42* + 423 — 22, Rovnice g4 = 26 — 42* +
423 — 22 = 2%(2 — 1)%(2% 4+ 2z — 1) obsahuje pouze z. Vidime, Ze mozné vysledky z jsou
0,1, —1,v2, —/2. Dosazenim téchto hodnot do g, = 0, g3 = 0 spoéitdme mozné hodnoty
y a z rovnice g; = 0 dale vypocitame z. Dostaneme, Ze soustava rovnic mé pravé pét reseni

(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1), (=1 + 2, =14+ v2, =1 +v2), (=1 = V2, -1 — V2, -1 — V/2).

Definice 49. Je dano i = (fy, ..., f5) C k[x1,..., 2], [-ty eliminacni idedl i; je idedl nad
klxi1, ..., x,] definovany i, =i Nk [z, ..., z,].

Intuitivné se zda, ze i; obsahuje vSechny prvky Grobnerovy baze, ve kterych se vy-
skytuji pouze proménné x;,q, ..., x,. Eliminace proménnych znamena najit nenulové po-
lynomy definujici elimina¢ni ideal i;.

Véta 50 (Eliminaéni teorém). Necht'i C k[z1, ..., z,] je idedl a ddle necht G je Griobne-
rova baze i respektujici lexikografické uspordaddni xv > x9 > --- > x,. Pak pro kazdé 0 <
<1 <n mnozina Gy = GO k|x141, ..., T, je Grébnerova baze l-tého eliminacniho idedlu
i.

Pro ukézéani, jak elimina¢ni teorém funguje, pouzijeme nasledujici ptiklad.

Priklad: Vezméme si piiklad ze zacatku této kapitoly.
i=@?+y+z—1Lz+y*+2z—1,2+y+ 2% —1). Dle elimina¢niho teorému dostdvdme
i1 =1NCly, 2] = (¥? —y — 22+ 2,2y2% + 2% — 22,20 — 421 + 423 — 2?)
iy =1iNC[z] = (20 — 424 + 423 — 2?).

Je zirejmé, ze Grobnerova baze pii uziti lexikografického usporadani vyeliminuje nejen
prvni proménnou, ale dokonce prvni dvé, prvni tfi proménné, atd. Nevyhodou ale je
znacna casova narocnost vypoctu Grobnerovy baze pii lexikografickém usporadani.

Nyni prodiskutujeme krok rozsiteni. Pfedpoklddejme, ze mame idedl i C k [z, ..., z,,).
Mame afinni varietu V(i) = {(ay, ..., a,) € k™; f(a,...,a,) = 0;Vf € i}. K popisu bodu
afinni variety musime nejdiive vyfesit rovnici v jedné proménné, kterou ziskame eliminaci
zbyvajicich proménnych. Poté feseni postupné rozsifujeme pridanim dalsich proménnych.

Méjme néjaké [ mezi 1 a n. Dostavame eliminacni idedl i; a teseni (a;11, ..., a,) € V(i;)
ozna¢ime jako parcialni reseni puvodniho systému rovnic. K rozsifeni na uplné feseni ve
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V(i) nejdiive potfebujeme piidat k feseni jednu dalsi proménnou. To znamend najit a;
tak, ze (aj, ay1,-..,a,) lezi ve varieté V(i;_1) dalstho elimina¢niho idedlu. Konkrétnéji
predpoklddejme, ze i,_1 = (g1,...,9) V k[x;, 141, ..., x,]. Chceme najit feseni x; = q
rovnic ¢1(x;, Ti1, ey Tp) = -+ = gp(2, X141, .., ) = 0. Pracujeme s polynomy jedné
proménné x;, tzn. ze feseni a; jsou pravé koreny nejvétsiho spolecného délitele gy, ..., g,
Zakladnim problémem je, kdyz polynomy zadny spolecny kofen nemaji, tzn existuji
parcialni feSeni, kterd nemuzeme rozsitit na iplné reSeni. Napt. uvazujme rovnice

xy = l,zz = 1,1 = (zy — 1,2z — 1) a jednoduché aplikace elimina¢niho teorému ndm
déva, ze y — z generuje prvni elimina¢ni idedl i;. Tedy parcidlni feseni je tvaru (a,a) a
rozsiteni (1, a, a) s vyjimkou bodu (0,0).

Nasledujici véta se zabyva problémem, kdy 1ze dané parcialni feSeni rozsitit na uplné
feSeni.
Véta 51 (Teorém rozsiteni). Necht i = (fi1,..., fs) C Clxy,...,x,] a necht iy je proni
eliminacni idedl i. Pro kazdé i;1 < i < s piSeme f; ve tvaru f; = g;(x2, ,xn)xiv—i— vyrazy,
kde x1 mad stupenn < N;, kde N; > 0,¢9; € C|xs,...,x,] je nenulovy. Predpokladejme, Ze
mdme parcidlni teseni (ag, ..., a,) € V(i1). Jestlize (ag, ..., an) & V (g1, ..., gs), pak existuje
a; € C tak, ze (a1, ...,a,) € V(i).

Véta je definovana pro k = C. Ukazme si nasledujici piiklad.

Piiklad: Necht k = R. Mé&jme soustavu rovnic z? = y, 2> = z.
Eliminujeme z a dostaneme rovnici y = z a tedy parcidlni feseni jsou (a,a);Va € R.
Pokud k£ = C, pak muzeme z rovnic ihned dopocitat iplna reseni soustavy. Rozsitit feseni
na plnd feseni nad R nékdy nelze. V nasem piipadé x = a? nastava problém pro a < 0,
kdy rovnice nemé teseni. Odtud vidime, Ze predchozi véta neplati pro £ = R.
Tvrzeni 52. Necht i = (fy,.... fs) C Clzy,...,x,] a predpoklddejme, Ze pro néjaké i je
fi tvaru f; = caxl¥ + wyjraz, kde x1 md stuperi < N, kde ¢ € C je nenulové a N > 0.

Jestlize iy je proni eliminacni idedl i a (ag,...,a,) € V(i1), pak existuje a; € C tak, Ze

(ay,...,a,) € V(i).

Priklad: Méjme soustavu rovnic

?+2y* =3
2’ +ay+y° =3
Redukovand Grobnerova béze idedlu i = (22 + 2y* — 3, 2% + xy + y* — 3) vzhledem k le-
xikografickému uspofdddni pro x > y je G = {y® — y, vy — y?, 2> + 2y*> — 3}. Prvni eli-
minaé¢ni idedl iy =iNk[z] = (g1) = (y* — y). Koteny g; jsou y; = 0,90 = 1,3 = —1. Po-
stupné dosadime do zad4n{ a ziskdme tak tplné Fesent [—\/ﬁ, 0] , [\/5 o] 1,1, =1, —1).
Timto jsme ziskali ¢tyTi presnd feSeni soustavy rovnic.

2.3.2. Implicitizace

Implicitizace znamend pirevod parametrického vyjadieni afinnich variet na implicitni vyja-
dreni. Implicitizaci muzeme tesit pomoci Grobnerovych bazi pii pouziti lexikografického
usporadani.
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2. KOMUTATIVNI ALGEBRA

Nejdifve uvedme parametrizaci zadanou pomoci polynomt, tzv. polynomickou para-
metrizaci. Muzeme ji vyjadrit ve tvaru

Ir = fl(t17 ...,tm),

Lp = fn(tla "'7tm>7

kde fi,..., fn jsou polynomy v k [t1,...,t,,]. Geometricky predstavuje soustava zobrazeni
F . k™ — k™ definované F(ty,....tn) = (f1(t1,oostm), ooy fu(t1, .oy tm)). Poté F(K™) C
k™. Jelikoz F'(k™) nemusi byt afinni varietou, fesenim prevodu parcidlniho vyjadieni na
implicitni je nalézt nejmensi variety obsahujici F'(k™).

Ukol implicitizace tedy spociva ve vylouceni parametru z parametrického vyjadieni.
Vysledné rovnice pak obsahuji pouze proménné x4, ..., x,. Eliminaci muzeme provést po-
moci vypoctu redukované Grobnerovy baze idedlu i = (x1 — f1,.., 2, — fn)-

Véta 53 (Polynomicka implicitizace). Necht k je nekonecné pole a F : k™ — k" je
funkce definovand polynomickou parametrizaci. Necht i je idedli = (x1 — f1,...,x, — fn) C
klty, . tm, @1,y Tp) @ necht i, =10k [y, ..., 2,] je m-ty eliminacni idedl. Pak V (i,,) je
nejmensi varieta v k™ obsahugjici F(k™).

Piiklad: Uvazujme kiivku zadanou parametricky x = ¢,y = t, z = t3. Plochu tecen
kiivky pak muzeme vyjadiit ve tvaru z = t + u,y = t> + 2tu, z = t3 + 3t>u. PouZijeme
algoritmus na prevod na implicitni vyjadreni. Dostaneme tak redukovanou Grobnerovu
bazi, z které vybereme takovy prvek, ktery neobsahuje ani ¢ ani u. V nasem piipadé je

tvaru 2%z — 32%y* — Sayz + y® + 122 = 0, coz je implicitn{ vyjddien{ dané plochy.

Druhym ptipadem je racionalni implicitizace. Zde muze nastat par problému.

Priklad: Méjme raciondlni parametrizaci plochy = = %2, Yy = % z = u. Snadno ovérime,
7e libovolny bod (x,vy, z) splitujici zaddni, lezi na plose 2%y = z3. Odstranime zlomky a
pievedeme na implicitni vyjadfeni pro idedl i = (va — u?, uy — v, z —u) C k[u,v,z,vy, z|.
Vyjadifme druhy eliminacén{ idedl i, = i N k[x,y,2] = (z2(2?y — 2%)) a tedy V(i) =
Vi(x?y — 23) UV (z2).
Odtud vidime, ze do vysledku se ptidala celd rovina z = 0 a tedy V(i) neni nejmensi va-
rietou obsahujici danou parametrizaci. Tento problém nastava kvuli odstranéni zlomku,
které musime provést lépe, zajisténim nenulovosti jmenovatelu. Ideal i muzeme upra-
vit tak, ze do néj pridame jednu proménnou a jednu rovnici, kterda zajisti nenulovost
jmenovatelu. Ideél i tedy nahradime idedlem j = (vz — u?, uy — v? z — u, 1 — w(uv)) C
k[w,u,v,,y, 2], kde rovnice 1 — w(uv) = 0 zajisfuje nenulovost u,v ve vsech bodech
V(j). Treti eliminacni idedl je tvaru jz =j Nk [z, vy, 2] = (z?y — 23).

)
3
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2.3. ELIMINACNI TEORIE

Racionalni parametrizaci muzeme obecné vyjadrit ve tvaru

. fl(tlw--;tm)
= —F
gl<t1,...,tm)

g Falin, )
gn(tly---;tm>

kde f1, 91, -, fn, gn jsou polynomy v k [ty ..., t,,,|. Zobrazeni F' : k™ — k™ ale nemuzeme de-
finovat na celém k™, protoze musime vyjmout ty body (t1, ..., t;,), pro které g;(t1, ..., t,;) =
0 pro néjaké i. Oznacime W =V (g1, ..., g,) C k™, pak F(tq,...,t,) = (M e

gl(tly'”vtm)’
%) definuje zobrazeni F : k™ — W — k™. Cil je nalézt nejmensi varietu v k"

obsahujici F'(k™ — W).

Véta 54 (Racionalni implicitizace). Necht k je nekonecné pole a F : k™ —W — k™ je
funkce definovand raciondini parametrizaci. Necht j je idedl j = (g1x1 — f1, s GnTn — [fn,
1—gy) C kly,te,tm, T1, ...y, kde g = g1ga...Gn, necht jp1 = j N k|xy, ..., x,] Je
(m+1)-n7 eliminacnd idedl. Pak V (1) je nejmensi varieta v k™ obsahugici F(k™ —W).
Tato véta ukazuje, jak se raciondlni parametrizace prevede na implicitni vyjadieni.
Odstranime zlomky vynasobenim i-té rovnice funkci g; a tim, ze pridame rovnici
1 — g1...9,y = 0 zajistime nenulovost gy, ..., g, na dané varieté. Poté vypocteme reduko-
vanou Grobnerovu bézi idedlu j vzhledem k lexikografickému uspoiddani pro y > t; >
- >ty > a1 > -+ > ,. Cleny Grobnerovy béze neobsahujici Zadnou z proménnych
tj,t; definuji implicitni vyjadieni afinni variety.

Priklad: Méjme parametrické vyjadieni Descartova listu x = l?ftts Y = f’_ﬁz Predchéaze-
jicim algoritmem dostaneme ideél i = (z(1 + %) — 3at, y(1 + *) — 3at*>.1 —w(1 + %)) C
kw,t, x,y]. Prvek redukované Grobnerovy béze neobsahujici proménnou w ani proménnou

t je tvaru a® — 3axy + y> = 0, coz je implicitni vyjddieni Descartova listu.

Nyni se podivejme na dalsi moznosti parametrizace. Po jistych tpravach totiz muzeme
pouzit Grobnerovy béze i pro nalezeni implicitntho vyjadieni nékterych afinnich va-
riet, které jsou parametrizovany pomoci goniometrickych funkci. Musime zavést oznaceni
prislusnych funkci, napf. ¢; = cost,s; = sint, z ¢ehoz vidime, ze dostaneme polynomy
v proménnych ¢, s;. Dale musime pfidat identitu ¢? + s? = 1, jinak bychom méli mélo
rovnic a nemohli bychom eliminovat vsechny parametry. dale uz postupujeme stejné jako
v ptredchozich ptikladech.
acost

1+sin2t’
y = RS Necht ¢; = cost, s; = sint. Poté dostavdme rovnice tvaru (1 4 s7) — ac; =

Priklad: Parametrické vyjadieni Bernoulliovy lemniskaty je tvaru x =

0,y(1 + s7) — acis; = 0. K témto rovnicim piiddme identitu ¢? 4+ s? = 1. Nyni pouZijeme
algebraického prevodu polynomické parametrizace na implicitni vyjadieni, jelikoz jme-
novatel neni nikdy roven nule. Spoc¢itdme redukovanou Grobnerovu béazi a vybereme
opét ten prvek, ktery neobsahuje ani proménnou ¢; ani proménnou s;. V nasem pripadé
je tvaru zt + 22%y? — a?2? + y* + a®y? = 0. Tuto rovnici muZeme piepsat do tvaru
(22 + y?)? — a*(2® — y?)? = 0, coz je implicitni vyjaddieni Bernoulliovy lemniskaty.
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3. KRYPTOGRAFIE
3. Kryptografie
3.1. Multivaria¢ni kryptosystémy

Tato kapitola je inspirovana [0].

Podstatnou zménou moderniho komunika¢niho systému byla revoluéni myslenka kryp-
tosystému s verejnym klicem. Ta byla poprvé uvedena Diffiem a Hellmanem. Prvni prak-
ticka realizace verejného kryptosystému je znamy RSA kryptosystém od Rivesta, Shamira
a Adlemana.

V kryptosystémech s vefejnym klicem se klic sklada ze 2 ruznych ¢asti, verejné a
tajné. Verejny kli¢ je dostupny vSem a je pouzivan k zasifrovani zpravy nebo k ovéreni
autenticnosti elektronického podpisu. Tajny kli¢ je pouzivan k rozsifrovani zasifrované
zpravy nebo k tvorbé elektronického podpisu. Tato asymetrie ndm umozinuje bezpecné
komunikovat skrz vefejny komunikacni kanal bez predchozi zmény tajného klice. Pro sy-
metrické kryptosystémy musi dva lidé, kteti spolu chtéji bezpecné komunikovat, mit stejny
(symetricky) kli¢ a oba se musi na tomto kli¢i dohodnout dfive, nebo pouzivaji protokol
na zménu veiejnych klicu.

3.1.1. Typy multivariac¢nich kryptosystému

Existujici multivaria¢ni kryptosystémy muzeme rozdélit na explicitni kryptosystémy a im-
plicitni kryptosystémy. Oba typy muzeme pouzit pro zakédovani i pro elektronicky pod-
pis. Pro zaSifrovani musi byt vSechna zobrazeni invertibilni, abychom z dané zasifrované
zpravy mohli jednozna¢né najit zpravu puvodni. U podpisu hledame, zda se shoduje
s nékterym z nékolika moznych vzort.

Muzeme pouzit X = (xy,...,z,) k oznaceni klasického souradnicového systému v k",
Y = (y1, .., Ym) v K™, kde k je vhodné kone¢né pole. Pro zasifrovéni pouzijeme
X = (£1,...,2,) k oznaceni prvku v k™, ktery budeme oznacovat jako nesifrovany text
(nesifrovand tajnd zprava) a Y = (41, ..., m) oznaéime prvek v k™ a nazveme ho zasifrovany
text (zasifrovand tajnd zprava). V piipadé elektronického podpisu pouzijeme
Y = (1, -, Ym) k oznaceni prvku v k™ jako zpravy a X = (21, ..., ;) k oznaceni prvku
v k™, coz je elektronicky podpis zpravy Y.

Explicitni systémy

V explicitnim multivaria¢nim kryptosystému s vefejnym klicem mame zobrazeni
F k™ — k™ takové, ze

F(zy, . xn) = (F1(z1, s n)y ooy Fp(21, oo 20)) = (Y15 000y Ym) =Y,
kde Fi(zy,...,z,) je polynom v xq, ..., zp,.
Konstrukce klice pro tento typ systému je nasledujici. Nejprve vytvotrime zobrazeni
f k™ — k™ takové, ze
f($17 ) xn) = (fl(aj].7 M} $n>7 ) fm(xl7 ) xn))
kde f;(xy,...,x,) je polynom v xy, ..., x, a rovnice

flz,xn) = (fi(xg, oo 2n), ooy frn(21, ooy 20)) = (@1, ..y Q)
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3.1. MULTIVARIACNI KRYPTOSYSTEMY

je jednoduse fegitelnd. Jinymy slovy snadno najdeme piedobraz f. Oznac¢me f~! hleddni
predobrazu. Pak I’ zkonstruujeme jako

F:LlofOLg, (3].)

kde L; je ndhodné vybrané afinni invertibilni linedrni zobrazeni z k™ do k™, Li(x1, ..., T,,)
= X x A; + (1, Ay je m x m invertibilni matice a C; € k™, Ly je (afinni) invertibilni
linedrni zobrazeni z k™ do k™, La(x1,...,x,) = X X As+ Cy, Ay je n X n invertibilni matice
a CQ € k™.

V tomto ptipadé se vetejny kli¢ sklada z m polynomu F' a struktury pole k. Tajny klic
se sklada prevazné z Ly a Lo. Idea klice je, ze Ly, Ly slouzi ke skryti zobrazeni f, které
je snadno fesitelné. V nékterych systémech muze byt funkce f znamé, kdezto v ostatnich
systémech je f tajnd. Za tcelem zaSifrovani zpravy X spocitdame F (X ). K rozsifrovani
ZPravy Y musime vyTesit rovnici

F(x1,..,x,) =Y. (3.2)

V pripadé elektronického podpisu, k podepsani zpravy Y musime vytesit rovnici (3.2),
jejiz TeSeni oznacime X. K ovéfeni legitimity podpisu potiebujeme zkontrolovat, zda je
splnéno F'(&1, ..., %,) = Y. Dle tohoto postupu vidime, Ze mizeme najit predobraz Y apli-
kaci (L1)717 fﬁl, (Lg)il.

Implicitni systémy

V implicitnim multivaria¢nim kryptosystému s verejnym klicem mame mnozinu [ po-
lynomu tvaru

H(X,)Y) = H(T1, ' Tn, Y1,y Ym) = (3.3)
(Hi(x1, ooy Ty Y1y ooy Ym)y ooy Hy(x1, ooy T Y1, s ym)) = (0, ..., 0),

kde H;(Z1, ..., Ty, Y1, oo, Ym) j€ POLYyNOM V Ty, ooy Ty Y1y oy Yn-
P1i konstrukei klice nejdrive zkonstruujeme rovnice tvaru

hMX,Y) =h(z1, ..., Tnys Y1, ooy Ym) = (h1(z1, o Ym)s ooy (1, oo ym)) = (0, ..., 0),
kde h;(x1, ..., Ym) je polynom v xi, ..., y,,. Musime splnit nasledujici dva pozadavky
e Pro dany prvek X 1ze snadno vyTesit rovnice
(L1, ooy Ty Y1y oy Ym) = (0, ..., 0), (3.4)
jejfz fesenf oznacime Y = (1, ey Um) &
e pro dany prvek Y lze snadno vyTesit rovnice
M1y ey Ty Uy ooy Um) = (0, .., 0), (3.5)
jejiz feseni oznacime X = (&1, ..., &y).

Ve vétsiné piipadech je (3.4) ve skutecnosti mnozina linedrnich rovnic a (3.5) je
mnozina specialné zkonstruovanych nelinearnich rovnic.
Rovnici H poté zkonstruujeme jako

H = Lyoh(Ls(X), Li(Y)) = (0, ..., 0),
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3. KRYPTOGRAFIE

ke Ly, Lo jsou definovany stejné jako v explicitnim ptipadé a L3 je invertibilni linearni
zobrazeni z k! do k'.
Pro sifrovani zpravy X, X vstupuje do rovnic (3.4). Pak fesime rovnici

H(X,Y) = H(®x1, .. Zn Y1 s yn) = (0, ..., 0),

a feSeni oznacime Y, coz je zasifrovana zpréava, tedy Sifrovany text.
Pii rozsifrovani zpravy Y musime nejdifve spocitat Y = Ly (Y, pak piiddme Y do
rovnic (3.5). Nésledné fesime rovnici

h(X, Y) = h({[‘l, ey Ly Zjl, ceey ij) = (0, couy O),
fesenf oznacime jj. Nesifrovany text je dén Y = (Ly)~*(%)).
Pro elektronicky podpis, tedy k podepsani zpravy Y musime projit desifrovacim pro-
cesem, abychom nasli prvek z v k™. K ovéfeni pravosti podpisu potiebujeme ovérit, ze

H(Z1, ooy Tpy U1y ooy Um) = (0, ..., 0).

V tomto pripadé se verejny kli¢ skldada z polynomu v H a struktury pole k. Tajny kli¢
se sklddé predevsim z Ly, Lo, L3. Myslenkou klice je opét ukryti rovnice h(X,Y’) = 0, kterd
muze byt snadno fesitelnd pro danou hodnotu Y. Ukryti realizujeme pomoci Ly, Lo, Ls.

3.1.2. Zakladni bezpecnost

s

vita. Prodiskutujeme zakladni aspekty téchto pozadavku v kontextu zasifrovacich systémi.

V kazdém Sifrovacim procesu pouzivame zobrazeni z k™ do k™ na prvek v k™. V rozsi-
frovacim procesu hleddme jeho “inverzi”, tedy Fesime rovnici (3.2). To znamend, ze rovnice
(3.2) musi byt obtizné fesitelna. Ma-li zasifrovani inverzi, kterou muzeme vyjadrit jako
polynomické zobrazeni, pak musime zabezpecit, aby toto inverzni zobrazeni bylo velmi vy-
sokého stupné, jinak by kdokoli mohl pouzit vefejny kli¢ ke generovani dostatecného poctu
paru sifrovanych a nesifrovanych textt a najit tak lehce inverzi. Ze samotné konstrukce
musime zajistit, abychom pouze obtizné faktorizovali zasifrovaci zobrazeni ve tvaru (3.1).
To je obecné obtizné, protoze faktorizace multivaria¢nich zobrazeni je extrémneé tézka.

Jisté je kazdy kryptosystém s vefejnym klicem urcen pro praktické aplikace. To vyzaduje,
aby byl proces sifrovani a desifrovani u¢inny. Vefejnym klicem je mnozina multivariacnich
polynomu, kterda musi byt nejprve prenesena a ulozena a pak musi byt spo¢teny hodnoty
téchto polynomu. Tedy tyto polynomy F; musi byt malého stupné (ale ne linearni, jinak
by byl systém nepouzitelny). Tedy nejlepsi volbou jsou kvadratické polynomy.

3.1.3. Explicitni systémy

Triangularni kryptosystémy

Triangularni kryptosystémy vynalezli Diffie a Fell. Jejich myslenka byla vytvorit kryp-
tosystém uzitim skladani mnoha invertibilnich linearnich zobrazeni a triangularnich zob-
razeni tvaru

T(x1, .y xp) = (1 + g(Ta, oy T), Ta, ooy Ty, (3.6)
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3.1. MULTIVARIACNI KRYPTOSYSTEMY

kde g; je polynom. Ziejmé T je invertibilni a navic muze byt aplikovan proces rozsifrovani.
Vidime, Ze neni zadny zpusob, jak zkonstruovat systém takovy, Ze je bezpecény a ma
verejny kli¢ praktické velikosti.

Triangularni zobrazeni patii k ttidé de Jonquiereovych zobrazeni

J(1, 0 0) = (21 4+ 91(T2, s Tn), T2 + G2(T3, 0, Tn), ooy Tt + Gno1(Tn), Tn), (3.7)

kde g; jsou polynomické funkce.

Ztejmé J je snadno invertovatelnd. Vsechna invertibilni afinni linedrni zobrazeni nad
k™ a de Jonquiereova zobrazeni jsou v algebraické geometrii nazvana krotkou transformaci.
Krotké transformace jsou prvky grupy automorfismu polynomického okruhu klzy, ..., z,].
Prvky, které jsou v této grupé a nejsou krotké, jsou oznaceny jako divoké.

Vidime, ze de Jonquiercova zobrazeni jsou dvojiho typu, horni triangulace a dolni
triangulace. Konstrukce kvadratického zobrazeni f je dana

f=Jdyodiol(xy,....,x,). (3.8)

Zde J, je horni triangularni de Jonquiereovo zobrazeni v k™ a J; dolni trianguldrni
de Jonquiereovo zobrazeni v k™ a linedrni zobrazeni I je vnofeni k™ do k™ : I(x1, ..., z,) =
(1, ..., y, 0, ...,0). Nejvétsi piinos této konstrukee je, ze f je kvadratickd funkce a ze kazda
linearni kombinace slozek f neprodukuje linedrni funkci. Trik této konstrukce je uziti zob-
razeni I. Vidime, ze

Jiol(xy, ..., xy) = (X1, T2+91(21), ooy Tt Gn-1(T15 ooy 1), G (X1, o Ty ooy 1 (X1, oy T)),

coz nam dava volnost ve vybéru vsech g;,2 = n, ..., m—1. Tato metoda je nazvana krotkou
transformacéni metodou (TTM). Navzdory tomu, ze autor tvrdil, ze TTM systémy jsou
velmi bezpecné pro vSechny obvyklé ttoky, kratce na to Curtois a Goubin uzili Minrank
storu linearniho z nékolika danych matic. Na TTM kryptosystémy muzeme také pouzit
Patarinovu linearizacni metodu.

Matsumoto-Imai systémy

Dalsi myslenku, jak zkonstruovat multivaria¢ni kryptosystémy, predlozili Matsumoto
a Imai. Zde ideou klice je uzit zobrazeni f nad rozsffenym polem K stupné rozsifeni
n koneéného pole k (s charakteristikou 2). Zobrazeni ¢ identifikuje K jako k", poté iden-
tifikuje toto zobrazeni jako multivariacni polynomické zobrazeni f : k™ — k™ :

f=60fo™. (3.9)

Pak muzeme “skryt” toto zobrazeni f skladanim obou stran rovnice dvéma invertibilnimi
afinnimi linedrnimi zobrazenimi L, Lo v k™. Zobrazeni f je navrzeno Matsumotem a

Imaiem jako zobrazeni _
f:X = X (3.10)

kde ¢ je pocet prvki v k, X je prvek K, k je charakteristiky 2 tak, ze GCD(1—¢',¢"—1) =
1. Posledni podminka zajist{, Ze zobrazeni f lze jednoduse invertovat. Inverze zobrazeni
f je déna

(X)) =X, (3.11)
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3. KRYPTOGRAFIE

kde t(1 + ¢*) = 1 mod (¢" — 1). To zajisti, Ze muzeme rozsifrovat kazdou tajnou zpravu
jednoduse pomoci inverze. Dilezité je, Ze f je kvadratické, dle vlastnosti Frobeniova zob-
razeni X — X9

Metoda skrytého pole rovnic (HFE)

Tato metoda je navrzena Patarinem jako nejsilnéjsi metoda. V tomto ptipadé je rozdil
oproti pivodnimu Matsumoto-Imai systému ten, Ze f je nahrazeno obecnéjsfm zobrazenim

A o A .
f_i X — Zaijqu+q] + Zbinz + C, (312)

%,] 7

kde koeficienty jsou vybrany nahodné. Proces rozsifrovani zahrnuje feseni rovnic f =Y
pro X.

3.1.4. Implicitni systémy

Implicitni systémy nejsou tak rozsitené jako explicitni. Existuji dvé tiidy implicitnich
systému nazvané Maly drak a Drak. Maly drak je zjednodusSenda verze draka. Tyto kon-
strukce jsou inspirovany linearizaci rovnic a kryptosystémy Matsumoto-Imai jsou v pod-
staté kombinaci téchto dvou myslenek.

3.2. Algoritmy

3.2.1. Buchbergertv algoritmus
Buchbergertv algoritmus

Priklad: Uvazujme pole k[z,y] se stupiiovanym lexikografickym uspofdddnim a necht
i=(f1, fo) = (&% — 22y, 2%y — 2y + ). Poznamenejme, 7Ze {f1, fo} neni Grobnerova béze
i, protoze LT(S(f1, f2)) = —2* & (LT (f1), LT(f2))-

Pro vytvoteni Grobnerovy baze vyvstava prirozena myslenka zkusit nejdrive rozsitit
puvodni generujici mnozinu pridanim vice polynomu do i. V uréitém smyslu nam to neda
nic nového, pouze to pfinasi redundanci do baze i. Otazkou je, které dalsi generatory
musime do generujici mnoziny pridat.

Pro S-polynom S(fy, fo) = —x? ¢ i je zbytek po déleni F = {f, fo} roven —a?, coz
neni rovno nule a tudiz ho pridame do generujici mnoziny a oznac¢ime ho f3. Poté ovérime,
zda F' = {fi, fo, f3} je jiz Grobnerova béze. Tedy spoé¢itame vSechny S-polynomy.

e F
S(fi, f2) = fs= S(fi, fo) =0 r
S(f1, f3) = (23 = 2zy) — (—x)(—2?) = =22y = S(f1, f3) = —22y #0.
Do generujici mnoziny tedy pridame f; = —2xy. Pokracujeme déle v ovérent
F F
S(fi,f2) =S(f, fs) =0 »
S<f17f4) = _ny2 = yf4 = S(flaFf4) =0
S(fa f3) = =2y* + 2= S(fo, f3) = —2y° + 2 #0.
Musime tedy opét rozsifit generujici mnozinu o f5 = —2y? 4+ x a nynf se jiz snadno ovéid,
7e {f1,. f5} = {23 — 2wy, 2%y — 29° + x, —2%, —2wy, —2y*> + x} je Grobnerova baze pro
idedl i.
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3.2. ALGORITMY

Véta 55 (Buchbergeriuv algoritmus). Necht i = (fy,..., fs) # {0} je polynomicky
idedl. Pak Grébnerova baze pro i muze byt zkonstruovdna v koneéném poctu kroku ndsledu-
giciho algoritmu

INPUT: F = {f1, ..., fs)

OUTPUT: Grobnerova baze G = (g, ..., g¢) idedlu i, kde F C G

G:=F
REPEAT
G:=G
FOR kazdou dvojici {p,q};p # q v G DO
S :=5(p,q)
[FS#0 THEN G := G U {S}
UNTIL G =G

Grobnerova baze spoc¢itana uzitim Buchbergerova algoritmu je ¢asto vétsi, nez je ne-
zbytné. Prebyteéné generdtory muzeme eliminovat uzitim nasledujiciho faktu.

Lemma 56. Necht G je Gréobnerova bdaze polynomického idedlui. Necht p € G je polynom
splriugict (LT (p)) € (LT(G — {p})). Pak G — {p} je také Grébnerova baze idedlu i.

Diikaz. Vime, ze (LT(G)) = (LT(i)). Jestlize LT (p) € (LT(G — {p})), pak dostavame
(LT (G — {p})) = (LT(G)). Podle definice plyne, ze G—p je také Grobnerova béze idedlu i.
[

Definice 57. Minimdlni Grébnerova bdze polynomického idedlu i je Grobnerova baze G
splnujici

i) LC(p) =1;Vpe G

ii) Vp € G; LT (p) & (LT(G — {p}))-

Minimalni Grobnerovu bazi daného nenulového idealu tedy sestrojime uzitim Buchber-
gerova algoritmu a naslednym pouzitim predeslého lemmatu.

Priklad: Vzhledem ke stupniovanému lexikografickému uspotradani jsme jiz spocetli, ze
Grobnerova baze {f1, ..., fs} = {2® — 2zy, 2%y — 2y + z, —2?, —2zy, —2y* + z}. Vidime,
ze nékteré hlavni koeficienty jsou rizné od 1, tudiz musime generatory vynasobit vhodnymi
konstantami. Do minimalni Grobnerovy béaze pak nezaradime polynom fi, jelikoz LT'(f1) =
23 = —xLT(f3). Podobné ani f, nebude ¢lenem Grobnerovy baze, jelikoz LT(fo) = 2%y =
—%xLT( f1). Déle jiz nenalezneme dalsi podobny pfipad, kdy hlavni ¢len generatoru deéli
hlavni ¢len jiného generdtoru. Dostdvame tak minimdlni Grobnerovu bazi tvorenou poly-
nomy fy = 22 fi =y, f5 = y* - La.

Ideél uvedeny v predchozim piipadé muze mit vice minimalnich Grobnerovych bézi
(napt. f3 = 22+azy, f1 = f1, fs = f5). Tedy miZe existovat i nekoneény pocet minimalnich
Grobnerovych bazi. Umime ale vybrat takovou béazi, kterd je v urc¢itém smysle lepsi, nez
baze zbyvajici.

Definice 58. Redukovand Grobnerova baze polynomického idedlu i je Grobnerova baze
G takova, ze

i) LC(p) =L;Vpe G

ii) Vp € G, zadny monom p nelezi v (LT(G — {p})).
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3. KRYPTOGRAFIE

Tvrzeni 59. Necht i # {0} je polynomicky idedl. Pak pro dané monomické uspordddni
mda i jedinou redukovanou Grobnerovu bdzi.

Uved'me nyni pifklad, ktery demonstruje souvislost Buchbergerova algoritmu a Gauss-
ovy elimina¢ni metody.

Priklad: Méjme soustavu rovnic

3r—6y—2z =0
2v —4y +4w =0
r—2y—z—w=2~0

Pouzijeme Gaussovu eliminaci na matici koeficienti soustavy a dostaneme tvar

-2 -1 -1
0o 1 3
0

1
0
0 0 0

Abychom ziskali redukovanou matici, musi byt kazda hlavni jednicka jedinou nenulovou
hodnotou ve sloupci. Tedy dostavame matici

-2
0
0

o O =
o = O
S W N

Necht i = (3z — 6y — 22,2z — 4y + 4w,z — 2y — z — w) C k [z, vy, 2, w| je idedl odpovidajici
zadané soustavé linedrnich rovnic. Minimdlni grobnerova baze vzhledem k lexikogra-
fickému usporddani x > y > z > w je tvaru i = (x — 2y — z — w, z + 3w), coz odpovida
prvni matici. Redukovand Grobnerova béze idedlu i je tvaru i = (z — 2y + 2w, z + 3w),
coz odpovida druhé matici.

Vylepseni Buchbergerova algoritmu

Zakladni Buchbergeruv algoritmus je pocetné dosti naro¢ny a to predevsim vypocet
S-polynomu a ndsledné déleni, pii kterém zjistujeme zbytek po déleni prvky baze. Proto
se nyni budeme vénovat tomu, jak tento algoritmus vylepsit a zkratit tak dobu vypoctu.
Snahou je najit takové S-polynomy, které nemusime pii déleni uvazovat.

Definice 60. M¢jme monomické uspofddani a necht G = {g1,...,9:} C k|[z1,...,x,]. Je
dén f € k[zq,...,x,], fekneme, ze f se redukuje na nulu modulo G a znac¢ime f = 0,

pokud f muzeme zapsat ve tvaru f = a1g; + -+ + a;g¢, je- i a;9; # 0, pak méame
multideg(f) > multideg(a;g;).

Vztah mezi redukci na nulu modulo G a algoritmem déleni mnozinou polynomu G
popisuje nasledujici lemma.

Lemma 61. Necht G = (g1, ...,g;) je usporddand mnoZina prvki k|[xy,...,x,] a je ddn
f €klxy,...,x,]. Pak fG =0=f = 0. Obracené turzeni obecné neplati.
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3.2. ALGORITMY

Véta 62. Baze G = {g1, ..., g:} idedlui je Grobnerova bdze prdvé tehdy, kdyz S(gi, 9;) e 0
pro Vi, jii # j.

Tvrzeni 63. Je dina konecénd mnozina G C k [x1, ..., x|, predpokladejme, Ze mdme f, g €
G tak, zZe LCM(LM(f),LM(g)) = LM(f)LM(g). Potom S(f,qg) = 0.

Piiklad: Méjme G = (yz + y, 2% + y, 2*) se stupniovanym lexikografickym usporadanim
na k[z,y, z]. Pak S(z® + y, z%) = 0 podle predchoziho tvrzeni. AvSak uzitim algoritmu

déleni, je jednoduché ukdzat, ze S(x3 +y,2%) = y2t = (22 — 22+ 2 — 1) (yz + y) + y takze
——
S(a3 +y,24) =y #0.

Definice 64. Necht F' = (fi, ..., fs). Sprazeni hlavnich ¢lenu LT(f), ..., LT(fs) je s-tice
polynomt S = (hy, ..., hs) € (k[z1,...,x,))* takova, ze 5 h; LT(f;) = 0. Necht S(F) je
podmnozina (k [x1, ..., z,])® obsahujici viechna sprazeni hlavnich ¢lenu F.

Napiiklad pro F = (z, 2%+ 2,y + 2) definuje trojice S = (—z +y, 1, —z) jedno mozné
sprazeni ze S(F), jelikoz plati (—x + y)LT(z) + 1LT(2* + 2) + (—x) LT (y + z) = 0

Necht ¢; = (0, ...,0,1,0, ...,0) jsou vektory, které maji jednicku na i-tém misté. Potom
sprazeni S € S(F) muzeme zapsat ve tvaru S = Y7, h;e;. Jako piiklad muzeme uvazovat
spfazeni pro S-polynomy. Pro kazdou dvojici {fi, f;} C F, kde i < j a 27 je nejmensi
spoleény nésobek hlavnich ¢lent polynomi f;, f;. Oznacme S;; = Li’fgm e;— Li”fg 76 Potom
Si; patii do S(F). Jelikoz S(F') ma koneénou bézi, kazdé S € S(F') muzeme vyjadiit jako
linedrni kombinaci bazovych sprazeni s polynomickymi koeficienty.

Definice 65. Prvek S € S(F') je homogenni stupné «, kde o € N, pokud
S = (cpz®M .. ™), kde ¢; € k a a(i) + multideg(f;) = a pro i takova, ze ¢; # 0.

Lemma 66. Kazdy prvek S(F) lze vyjadrit jednoznacné jako sumu homogennich pruki

2z S(F).

Tvrzeni 67. Dino F = (f1,..., fs), kaZdé sprazeni S € S(F) miuzeme zapsat jako S =
Yicj UijSij, kde uy; € kw1, ..., 3,] a spraZeni Sy je definovdno jako diive.

Pitklad: F = (z%y*+2, 2y?—y, 22y+yz), pouzijeme lexikografické uspoiddani s x > y >
z. Dostaneme 512 = (1, —1'70), 513 = (].,0, —y), 523 = (0,1’7 —y> Je Vldét, ze 523 = 513 —
Sia. Sprazeni Sps je tedy nadbytecné, jelikoz ho muzeme ziskat jako linedarni kombinaci
Sia a Sy3. Bazi sprazeni tedy tvoii {S12, S13}.

Véta 68. Bdze G = (g1, ...,9¢) idedlu i je Grobnerova bdze pravé tehdy, kdyz pro kazdy
prvek S = (hy, ..., hy) v homogenni bdzi pro spraZeni S(G), mdame SG = Y!_, h;g; = 0.

Tvrzeni 69. Je dino G = (g1, ..., gt), predpoklddejme, zZe S C {S;;;1 <i < j <t} je bdze
S(G). Navic predpoklidejme, Ze mdame rizné proky g;, 9;, 9 € G takové, Ze LT(gy) déli
LCM(LT(g;), LT (g;)). Jestlize Si,, Sji € S, pak S — {Si;} je také bdze S(G).

(i,j) proi <j

Zavedeme znaceni [, j] {( ) o
j,1) proi > j
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Véta 70. Nechti= (fi,..., fs) je polynomicky idedl. Pak Grébnerova bdze pro i mize bijt
zkonstruovdana v koneéné mnoha krocich dle ndsledujiciho algoritmu
INPUT: F = (f1, ..., fs)
OUTPUT: Grébnerova baze G = (g1, ..., g;) idedlu i = (fy, ..., fs)
{inicializace} B := {(i,j);1 <i < j <s}
G:=F
t:=s
{iterace} WHILE B # 0 DO
Vyber (i,5) € B
IF LOM(LT(}), LT(f;)) # LT(f,)LT(f;) AND NOT
Test (fi, fj, B) THEN
S =50 1)
IF S #0 THEN
t:=t+1,f:=8
G:=GU{f;}
B:=BU{(i,t);1<i<t—1}
Bi=B—{(ij}
kde Test (f;, f;, B) nabyjvd hodnoty TRUE prdvé tehdy, kdyz existuje k ¢ {i,j} tak, Ze
[i,k] a [, k] nejsou v B a soucasné LT(fy) deli LOCM(LT(f;), LT(f;)).

3.2.2. F4 algoritmus

F4 algoritmus se pouziva pro vypocet Grobnerovych bazi. Nahrazuje klasickou polyno-
mickou redukci z Buchbergerova algoritmu soubéznou redukei nékolika polynomu. Tento
algoritmus je funkéni pro vSechna pripustna usporadani, ale je vhodny predevsim pro
stupnované inverzni lexikografické usporadani.

Matematické znaceni

Necht R[x] = R|[zy,...,2,] je okruh polynomu. Polynom v n neurcitych nad okru-
hem R je definovan jako zobrazeni f : N — R s kone¢nym nosi¢em (monom je restrikei
polynomu a mé jednoprvkovy nosi¢). Prvky supp f C Ny jsou nazyvény cleny f a je-
jich obrazy v R jsou nazyvény koeficienty f. Ozna¢me M (x4, ..., z,) nebo zkracené M,
mnozinu vSech monomu v téchto proménnych. Zvolime monomické usporadani < na M.
Je-li m = af*..x% € M, pak maximalni stupen m je definovén jako multideg(m) =
ST ;. Necht f e R[x], f #0, pak T(f) ozna¢ime mnozinu ¢lenu f. Maximaln{ stuperi
f # 0 je definovan multideg(f) = max {multideg(m);m € M(f)}. Definujeme hlavni
¢len LT(f), hlavni monom LM (f), hlavni koeficient LC(f) s ohledem na usporadani
nasledovneé: LT(f) = max(T(f)), LM(f) = max(M(f))), LC(f) = koeficient u LT(f).
Je-li F' podmnozina R [x], pak muzeme definici rozsitit: LT(F) = {LT(f); f € F'},
LM(F)={LM(f);f € F}, M(F)={M(f); f € F}. (F) oznacuje idedl generovany F.

Necht f,g,p € R[x], kde p # 0 a nechf F je kone¢na podmnozina R [x], pak fekneme,

ze:

e [ se redukuje na g modulo p (f = g(mod p)), jestlize Im € M(f),Is € M takové,

ze s.LM(p) =m,g=f — 0@ S-ps kde a je koeficient u m v f
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o f se redukuje na g modulo P (f = g(mod P)), jestlize f = g(mod p) pro néjaké
peP

e | je redukovatelné modulo p, jestlize existuje g € R[x] tak, ze f = g(mod p)
e f je redukovatelné modulo P, jestlize existuje g € R [x] tak, ze f = g(mod P)

e f je top-redukovatelné modulo P, jestlize existuje g € R [x] tak, ze f = g(mod P) a
LM(g) < LM(f)

o f = g(mod P) je reflexivni a tranzitivni uzavér f = g(mod P)

e S—polynom f a g je definovan:

S(f.g) = LC(Q)LCM(LﬁX},)LM(g))

LCM(LM(f),LM(g))
LM (g)

f=LC(f)

Priklad 1:
f=22"+2*+ 2+ 1= M(f) = {z* 2% 2,1}
p=x*+1= LM(p)=12*LC(p) =1
f se redukuje napi. na —z% + 2z + 1, protoze: m = s = 22, a = 2, coz zaruéi splnéni
podminek
2?.2% =2t
—2? +2x+1=2z"+ 2% + 20+ 1 — 22* (2* + 1)
Najdeéte f,p tak, aby f byl redukovatelny modulo p, ale nebyl top-redukovatelny mo-
dulo p.
Priklad 2:
f=2"+23+2z+2= M(f) = {2° 2% 2,1}
p=x= LM(p)==x,LC(p) =1
s.LM(p) =m
lr=r=a=2
g:x5+m3+2x+2—%x:x5+x3—|—2

Vicerozmérné piiklady:
Priklad 3:
f = 222?22 — 22%y2? + 32%yz + dayzr — 2ay +4xz +Sx + 2y + 32+ 2 =
M(f) = {x*y?2? 2%y, 2?yz, vyz, vy, vz, 2, y, 2, 1}
p=2xyz+axy+z+2= LM(p) =xyz, LC(p) =2
s.LM(p) =m
ryz.ayz = 22y*22 = a =2
g = 2x2y2z2—2x2yz2—|—3x2yz+4xyz—2xy—|—4xz+5x+2y—l—3z+2—%xyz.(Qxyz+xy+z+2) =
—2?y?2 — 22%y2? + 32%yz — ay2® + 2ayzr — 2oy +4xz + 5r + 2y + 32 + 2
Priklad 4:
f=22%%2% — 22%y2? + 32%yz + dwyz — 2zy +4xz + 5 + 2y + 32 + 2 =
M(f) = {x?y?22, 2%y2?, 22yz, vyz, vy, 2,2, Y, 2, 1}
p=2xyz+axy+ 2+ 2= LM(p) = xyz, LC(p) = 2
s.LM(p) =m
laxyz =2yz = a =4
g = 222y?2? — 22%y2? + 3aPyz +dayz — 2oy + 4wz +5r+ 2y + 3242 — 5 (2wyz +ay+2+2) =
2521222 — 202%y2? + 3x%yz — 4oy + 4z + 5 + 2y + 2 — 2
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Definice 71. Méjme matici M typu s x m. Oznacme m;; prvek v i-tém fadku a j-tém
sloupci matice M. Méjme monomy myq, ..., m,, usporadané lexikograficky, kde m; > mqy >
-+« > my,. Dale oznacime My, = [my, ..., my,,). Nechf R™ = R® --- @ R je R-modulem,

m—krat
pak (€);_, ,, je kanonickd bdze R™. Uvazujme linedrn{ zobrazeni wu,, : Vi, — R™
(kde Vi, je podmodul R [x] generovany aditivneé Vyy,, ) takové, ze @y, (m;) = €. Inverzni
funkei oznacime 1)y, . Aplikace 1))s,, umoznuje interpretovat vektory R™ jako polynomy.
Oznacime (M, My;) matici s interpretaci.

Definice 72. Necht (M, My,) je matice typu s X m s interpretaci, pak zkonstruujeme
mnozinu polynomu

radky(M, Myr) := {tm,, (radek(M,i);i =1,...,s} — {0},

kde radek(M, 1) je i-ty tadek M (prvek R™). Opacéné necht [ = Iy, ..., 1, je seznam po-

lynomu a M; = [mq,...,my] je mnozina monomu usporaddna lexikograficky, kde m; >
mg > -+ > my,. Nyni zkonstruujeme matici A typu s x m (s = vel(l), m = vel(M;) tak,
aby

ai; = koef(l;, My;i=1,....s;5=1,...,m).
Matici (a;;) oznaéfme AGMD,
Definice 73. Méjme matici s interpretaci (M, My;). Oznacime F' = radky(M, Myy).
Spocitame F' jako redukovanou Grobnerovu bazi F' pro lexikografické usporadani m; >
Mo > +++ > m,,. Z této bize muzeme rekonstruovat matici M = AEMu) M nazveme
jediny fddkové schodovity tvar matice M s ohledem na lexikografické usporadant m; >
mg > -++ > my,. Také muzeme fici, ze F je tadkové schodovitd baze F' s ohledem na

lexikografické usporadani m; > mgy > - -+ > my,.

F4 algoritmus
Vime, ze pii vypoctu Buchbergerova algoritmu mame vice voleb:

e vybrat kriticky péar ze seznamu kritickych paru
e vybrat jeden reduktor ze seznamu reduktoru

Buchberger dokazal, ze tyto volby nemaji vliv na spravnost algoritmu, ale je znamo,
ze jsou zasadni pro celkovy cas vypoctu. Nejlepsi strategii je vySettovat pouze hlavni
monomy polynomu k vybrani volby. Uvazujme, ze vSechny vstupni polynomy maji stejné
hlavni monomy. V tomto ptipadé jsou vSechny kritické pary shodné a neni mozné o volbé
rozhodnout. Tento problém vytfesime jednoduse. Neudélame zadnou volbu. Presnéji, misto
volby jednoho kritického paru v kazdém kroku vybereme podmmnozinu kritickych paru
najednou.

Definice 74. Kriticky pdr polynomu (f;, f;) je prvek M? x R[x] x M x R[x],
Par(fi, f;) = (LC Mg, my, f;, my, f;)

takové, S LOM(PGT(f“ f])) = LOMZ] = LM(mez) = LM(me]) =

LOM(LM(f), LM(S)).
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Definice 75. Stupen kritického pdru p; ; = Par(f;, f;), deg(p; ;) je deg(LCM, ;). Definu-
jeme dvé projekce Leva(p; ;) = (my, fi), Prava(p; ;) == (m;, f;). Pokud (m,p) € M xR[x],
pak oznacime mult((m, p)) vyhodnoceni sou¢inu m x p.

Algoritmus prevzat z [2].

F- kone¢éna podmnozina R[X]
Sel- funkce: Seznam(Paru) — Seznam(Paru) tak, ze Sel(l) # 0, jestlize [ # 0
OUTPUT: konetnd podmnozina R[x]

G:=FFf=Fd:=0

P:= {Par(f79)7f79€G7f7ég}
WHILE P - 0 DO

INPUT:

di=d+1
Pd = S@l(P)
P:=P\P,

Ly := Leva(P;) U Prava(Py)
Ff := Redukce(Lq,G)

FOR h € F DO
P:=PU{Par(h,g);9 € G}
G:=GU{h}

RETURN G

Redukce

INPUT: L- koneénd podmnozina M x R[x]

G- kone¢na podmnozina R[x]
OUTPUT: koneénd podmnozina R[x| (mozné také prazdnd mnozina)
F :=Symbolicke-prepocesovani(L, )
F := redukce na fddkové schodovity tvar z F' s ohledem na uspordddni
F* o= {f € F;LM(f) ¢ LM(F)}
RETURN F'*

Pozn. : Ekvivalentni definice F'* je F'* := {f € F; f top ireducibilni G}

Nyni popiseme hlavni funkci tohoto algoritmu, tedy konstrukci matice F'. na tento
subalgoritmus se muzeme divat jako na klasickou redukci vSech uvazovanych polynomu,
pokud nahradime standartn{ aritmetiku ndsledovné: necht 0 # x,0 # y € R, pak v +y =
Lzxy=1,r%x0=0,2+ 0= 1. Tedy jednd se opravdu o symbolické preprocesovani.

Symbolicke-prepocesovani

INPUT: L- koneénd podmnozina M x R[x]

G- konecna podmnozina R[x]
OUTPUT: koneénd podmnozina R[x]
Fi={mx f;(m,f) €L}
Done := LM(F)
WHILE M(F) # Done DO
m € M(F)\Done
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Done := Done U {m}
IF m je top reducibilni modulo G THEN
m :=mLM(F) pro ngjaké f € G, € M
F:=Fu{mf}
RETURN F

Pozn. : Jestlize size(Sel(l)) = 1 pro vsechna [ # 0, pak F4 algoritmus je Buchberge-
rovym algoritmem. V tomto ptipadé funkce Sel odpovida strategii vybéru v Buchbergerove
algoritmu.

3.2.3. Cuang-c’uv algoritmus

Algoritmus pro vypocet polynomickych rovnic vice proménnych nad koneénymi poli.
Nejdrive se v této kapitole seznamime se samotnym algoritmem a ilustrujeme ho na
prikladech.

Algebraické pozadi

Necht k je pole s ¢ prvky. Méjme m polynomu fo, ..., fn_1 € k[xo, ..., Tn_1]. Nasim cilem
je najit vSechny n-tice (aq, ..., a,—1) € k™ takové, ze

fo(ao, ceey CLn_1> = 0

fn—l(a07 ceey an—l) = 0

Pracujeme s polem, kde z{ = ;. Klicovou myslenkou tohoto algoritmu je posunout se
z prostoru polynomu k[zg, ..., z,_1] s koeficienty v k do prostoru polynomu K[X] s koefi-
cienty ve vhodné vybraném rozsiteném poli K.

Pro ndzornost dale predpokladejme, ze m = n. Vybereme ireducibilni polynom g¢(y) €
k[y] stupné n. Pak K = k[y]/(g(y)) je rozsifeni k stupné n. Necht ¢ je k-linedrni zobra-
zeni takové, ze ztotoznuje K s n-rozmérnym vektorovym prostorem k™, tj. ¢ : k" — K
definované ¢(ag, ..., a,_1) = ag + ayy + -+ + ap_1y" ' Necht f: k™ — k" je polynomické
zobrazeni definované f = (fy,..., fun_1). Pfevedeme f do rozsiteného pole K uzitim ¢ a
vytvofenim zobrazeni I : K — K definovaného F' = ¢ o f o ¢ 1. Uzitim Lagrangeovy
interpolacéni formule muzeme povazovat F' za polynom v K[X]. Opravdu F' m4 jedinou
reprezentaci v podilovém okruhu K[X]/(X?" — X). Pro dané f dostaneme odpovidajici
F vytesenim soustavy linearnich rovnic. Nasledujici teorém nam ukazuje presny tvar této
reprezentace.

Teorém 76. Uzitim notace zavedené vyse, pro linedrni polynomické zobrazeni
f = <f07 "‘7fn—1) mdme
n—1 )
F(X)=>Y 3X"+amod (X7 - X),

i=0
pro néjaké B;, a0 € K. Jestlize f je kvadratické polynomické zobrazeni, pak

n—1n—1 ) ) )
FX)=3 Y ;X9 + 3,X7 +a mod (X9 — X),

i=0 j=i
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pro néejaké v;;, B, o € K.

Nyni je zfejmé, ze se muzeme volnéji pohybovat mezi funkcemi s vice proménnymi
a funkcemi s jednou proménnou. Mame-li systém rovnic, zakladni strategii je prevést
polynomické zobrazeni f na F' v rozsifeném poli K. Kofeny F', ktery je dan Teorémem
77, presné odpovidaji feseni puvodni soustavy rovnic definovanych nad k. Tedy mame-li
koieny v K, pievedeme je do k™ pomoci ¢ 1.

Zduraznéme zakladni rozdil mezi timto algoritmem a ostatnimi algoritmy. Tento algo-
ritmus lze pouzit pouze nad koneénymi poli.

Algoritmus byl pojmenovén po antickém énském filosofovi Cuang-c’ovi. ”Jednou se
Cuang-c’ovi zdalo, Ze je motyl. Motyl poletujici kolem. Byl stastny a délal, co se mu za-
chtélo. Nevédeél, ze je Cuang-c’em. Néhle se probudil a byl opét pevnym a nezaménitelnym
Cuang-c’em. Nevédél ale, zda to byl Cuang-c, ktery snil o tom, ze je motyl, nebo motyl
snici o tom, ze je Cuang-c’em. Mezi Cuang-c’em a motylem musi byt preci néjaky rozdil.”

Toto se nazyva transformace véci.

Algoritmus

Algoritmus prevzat z [4].

Zacnéme pripadem, kdy m = n, tedy kdy méame stejny pocet rovnic a proménnych.
Cuang-c’tv algoritmus mé na vstupu polynomy fo, ..., fa_1 € k[xg, ..., 1] a kladné ¢islo
D. D je horni hranice stupné polynomickych rovnic, které mame vyftesit. Vysledkem
algoritmu je n-tice (aq, ..., a,_1) € k™ takova, ze f;(ag,...,a,_1) =0 proi=0,...,n — 1.

e Krok 1: Vybereme ireducibilni polynom ¢(y) € k[y| stupné n a definujeme K =
kly]/(g(y)). Necht ¢ : k™ — K je definovdno jako v piedchozim. Prevedeme f =
(fo, -+, fae1) do K na F = ¢o fog¢~! aspocteme polynomickou reprezentaci F'(X)
modulo 77" — X. Je-li deg(F(X)) < D, pak piejdeme k poslednimu kroku, jinak
postupujeme nasledovné.

e Krok 2: Necht G = Gal(K/k) je Galoisovo pole K nad k sklddajici se z Frobe-
niovych zobrazeni G;(X) = X9, proi = 0,...,n—1. Pocitejme F;(X) = G;0F(X) =
F(X)? mod(X? — X), pro i = 0,...,n — 1. Poznamenejme, 7e Fy(X) = F(X).
Existuje-li F; takové, ze deg(F;(X)) < D, pak prejdeme na posledni krok, jinak
postupujeme nasledovné.

e Krok 3: Necht N je pocet monomu, které se vyskytuji v néjakém Fj(X). Pro
kazdé F;(X) vytvorime fddkovy vektor v K, kde vstupem jsou koeficienty z Fj(X)
sefazené v sestupném poradi. Dale zkonstruujeme n x N matici uzitim téchto vek-
tort. Pouzijeme Gaussovu eliminaci k ziskani nové mnoziny ¢ bazi polynomu S =
So(X), ..., S;—1(X). Jinymi slovy eliminujeme monomy nejprve nizsich stupnu. Ozna-
¢ime prvky S tak, ze S;—1(X) je prvek s nejnizsim stupném. Jestlize deg(S;—1(X)) <
< D, pak prejdeme na posledni krok, jinak postupujeme nasledovné.

e Krok 4: Musi platit, Ze polynom z S s nejmensim stupném ma stupen vétsi nez D.
Pro kazdé i = 0,....t —1 a j = 0,....n — 1 spoéitdme X S;(X) mod(X?" — X).
Jako v pfedchozim pouzijeme Gaussovu eliminaci na matici sestavenou ze sou-
stavy polynomil. Tim ziskdme novou bazi polynomit S. Nechf S; ,(X) je polynom
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LRYs

kroku, jinak S nahradime S a opakujeme tento krok.

e Krok 5: V tomto bodé mame polynom G(X), kde deg(G(X)) < D. Vyfesime
G(X) = 0 pomoci vhodné vybraného rychlého fesice polynomickych rovnic ¢i fak-
torizacnim algoritmem a tim obdrzime W = {a € K;G(a) = 0}. Reseni F(X) =0
je podmnozina {a € W; F(«a) = 0}.

Pozn. 1: Cuang-c'iv algoritmus muzeme modifikovat v piipadé, kdy mdme méné
rovnic nez proménnych, tedy kdyz m < n. Necht 7 : k™ — k™ je injektivni zobrazeni
definované w(ag, ..., am-1) = (ag, ..., m-1,0,...,0). f = (fo,..., fm—1) nahradime wo f a
déle postupujeme jako v predchozim. Musime poznamenat, ze pokud je m prilis malé,
pak existuje velky pocet fesen{ (pfesnéji ¢" "™ 1) a navic polynomy v idedlu generovaném
F;(X) budou velkého stupneé.

Pozn. 2: Pokud méme vice rovnic nez proménnych, tedy m > n, pak musime Cuang-
c¢’uv algoritmus opét modifikovat. Predpokladejme, ze m = nr + [, pro néjaké 0 <1 <n
a rozdélme fy, ..., f,n_1 na r mnozin po n polynomech a jednu mnozinu o [ polynomech.
Je-li m ndsobek n, pak prevedeme vSech r mnozin polynomu na polynom v K[X] jako
v predchozim. Jestlize [ # 0, pfevedeme posledni mnozinu [ polynomu.

Piiklady

Priklad 1
Necht k = GF(2?). Definujeme polynomické zobrazeni f : k? — k2. Jeho slozky jsou

f()(x(), 1’1) = l’g +x + 1

fl(l’g,xl) = I% + Tox1 + 1

v k[zg, z1]. Tabulka pro s¢itani a ndsobeni v GF(4)

+(0 1 2 3 101 2 3
010 1 2 3 0/0 0 0 O
111 0 3 2 110 1 2 3
212 3 0 1 210 2 3 1
313 2 1 0 310 3 1 2

Vybereme ireducibilni polynom stupné 2 s koeficienty v k: g(y) = y* +y + 3.
Zobrazeni ¢ : k* — K je definovdno nasledovné

d(xro,x1) =20+ 211y = X
Resent:

a)Pouziti Teorému 77: Jestlize f = (fo, f1,.--, fu_1) je kvadratické polynomické
zobrazeni, pak

n—1n—1 o n—1 )
FX)=>Y Y X" + 3 3X% +amod (X9 - X),
i=0 j=i i=0
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kde 7,5, i, € K. Dle tohoto teorému mame
F(X) =X+ 701 X° + Bi.X* + 700X + 6o X + a
Nyni jiz zbyva dopocitat pouze koeficienty. Vime, ze
F(zo+ 1Y) = 25 + 21 + 1 + (2] + mom; + 1)y
tedy napf.
T=y+3=FB+1y)=32+1+1+(1*+31+1)y=2+3y=14.

Vypiseme potiebny pocet bodu

05

1—4

2—6

3—=T

4—0

55

61— 11

7T— 14

— 11

Nyni dosadime tyto hodnoty do dané rovnice a vyfesime soustavu rovnic. Tim ziskame
vysledné polynomické zobrazeni

F(X)=4X®4+4X° + X* + X? + X +5.

b)Piimy vypocet Lagrangeova interpolaéniho polynomu
Lagrangeuv interpola¢ni polynom je dan vztahem

L,(x) = ki Ukl k() lop(z) = ﬁ

k=0,k#n Tn — Tk

Nejdiive pottebujeme sestavit tabulku hodnot
x||0[1]23]4(5]6 |78 ]9|10[11|12|13]14]15
yiI5(4]6|7|0(5|11 |14 11|24 |13|14| 3|9 | 4

Nyni jiz muzeme dosadit do daného vzorce. Napr.

(X—0)(X—1)- (X —5)(X —7)-- (X —15)
6—0)(6—1)---(6—5)(6—7) - (6—15)

l15,6 =

Z duvodu rozsiteni pole na GF'(16) musime s¢itat i ndsobit v tomto poli. Pfi ndsobeni
odecitame dany ireducibiln{ polynom, tedy napi. 11.12 = (2y + 3)3y = %> + 2y a po
odecteni 32 + y + 3 dostdvdme vysledek 3y + 3 = 15.
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Stejnym zpusobem pokracujeme ve vypoctech dale az k vyslednému Lagrangeovu in-
terpola¢nimu polynomu

L(X)=4X*4+4X° + X'+ X? + X +5.
Piiklad 2
Necht k = GF(2?). Definujeme polynomické zobrazeni f : k* — k?. Jeho slozky jsou
fo(wo, 1) = 223 + 32imo + 1

fi(zo, z1) = 25 + 20321 + 2
v k[xo, z1]. Mé&jme stejny ireducibilni polynom jako v predchozim piiklade.
Reseni:
a)Pouziti Teorému 77: Nyni je f = (fo, f1,..., fu—1) jiz kubické polynomické zobra-
zeni, tedy

n—1n—-1n-1 n—1n—1
=3 3 G x et +ZZ%X‘I+‘17+Z@X‘1 +a mod (X7 — X),
1=0 j=t k=j =0 j=t

kde v;;, Bi, a € K. Tedy po pieznaceni koeficientii mame
F(X)=aX2+bX" +cX®+dX0 +eX’ + fX* 4 gXP + hX? +iX + ]
Nyni jiz zbyva dopocitat pouze koeficienty. Vime, ze
F(x0 + 21y) = 225 + 32370 + 1 + (23 + 2252, + 2)y

Nyni musime sestavit tabulku hodnot
x(O0] 1 (234|567 8[9]10(11]12|13]14|15

y(9(11 (11 /1113|4101 13|14 |10|13|10| 1 | 4

Tyto hodnoty dosadime do polynomické rovnice. Tim ziskdme soustavu linearni rovnic,
kterou vyteSime.
Vysledné polynomické zobrazeni je pak ddno vztahem

F(X)=8X"+4+2X"+8X%+09.

b)Piimy vypocet Lagrangeova interpola¢niho polynomu Zde je postup na-
prosto totozny jako u piedchoziho piikladu, pouze pouzijeme ptislusnou tabulku hodnot.
Vysledny Lagrangeuv interpolac¢ni polynom je tedy dan vztahem

L(X) =8X"+2X" +8X°%+9.

Zavér

Poznamenejme, ze Cuang-c'uv algoritmus neni novym algoritmem, ale novym zptsobem,
jak nahlizet na problém ftesit polynomické rovnice ve vice proménnych nad konecnymi
poli. N&s problém prevedeme na rozsitené pole, kde se z néj stava problém o jedné
proménné. Poté pouzijeme jiz existujici vhodné postupy pro feseni polynomické rovnice
v jedné proménné nad konecnym polem. Tedy vlastné ztotozinujeme vicerozmérny a jed-
norozmérny piipad. To také znamend, ze nékdy muze byt prospésné se na jednorozmeérny
pripad nad danym koneénym polem divat jako na mnozinu vicerozmérnych polynomickych
rovnic nad mensim konecnym polem.
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3.3. Ataky

Tato kapitola je inspirovana [3], [7].

3.3.1. Patarinuv atak
Multivariaéni kryptosystémy s verejnym klicem

Bezpecnost multivariacnich kryptosystému s vefejnym klicem (MPKC) spoléhd na naroc-
nost feseni systému nelinedrnich polynomickych rovnic s mnoha proménnymi. Vetfejny
klic MPKC je vétsinou mnozina kvadratickych polynomt, které jsou odvozeny ze skladani
zobrazeni.

Kratky popis Matsumoto-Imai algoritmu

Matematické vlastnosti

Necht k je konetné pole charakteristiky 2 a necht ¢ = 2™ je pocet prvku k. Obecny
tvar MPKC je tvaru Y = (y1,...,Ym) = F(x1,...,2,) = Jo 0 ¢ o Jy(x1,...,2,), kde F :
k" — kK™ Jp k™ — k™ Jy 0 k™ — k™ jsou afinni transformace. Necht L, je rozsifeni
k stupné N a nechf 6 je celé éislo. Pak funkce f : Ly — Ly : z — 22" je bijekce,
jestlize 1 + 2™ je nesoudélné s 2™N — 1. Tedy je-li f bijekce, 1ze jednoduse invertovat
a existuje inverzni funkce f~! takovd, ze f~'(z) = a*, kde 4 je multiplikativni inverze
1+ 2™ modulo 2™ — 1. Zobrazeni 7 : k — Ly je N- linearni izomorfismus. Zobrazeni ¢
nazyvéme centralni zobrazeni, které je definovéno ¢ = 7o ¢ o 7. Zobrazeni ¢ nad Ly
je rozdilné pro ruzné MPKC. Jedna z hlavnich myslenek, jak zkonstruovat tento systém
byla zapocata Matsumotem a Imaiem.

Popis Matsumoto-Imai algoritmu

Pole k s 2™ prvky je verejné. Kazda zprava ma nm bitu, kde n je dalsi verejné celé cislo.
n je rozdéleno nasledovné n = ny + - -+ + ng, kde nq,...,ng jsou opét cela ¢isla. Poté vy-
tvorime d rozsiteni k, L,,,, ..., Ly, stupné n4, ..., n,;. Hodnotu reprezentovanou prvky £ na-
zveme slovo. Napt. prvek L, ;1 < e < d, muze byt slovo délky n.. Pouzijeme kvadratické
funkce f1, ..., fg davajici d slov. Téchto d slov pak prekombinujeme na slovo délky n.

Tajné polozky jsou:

1. Dvé afinni bijekce s,t : k" — k™ (mohou byt reprezentovany bazi polynomu cel-
kového stupné 1 a koeficienty polynomu jsou prvky k).

2. Déleni n na d celych ¢isel n =nqy + -+ + ng.

3. Reprezentace poli L,,, ..., L,,. Tyto reprezentace jsou dany volbou d ireducibilnich
polynomu. Oznacme ; izomorfismus z k™ do L,,, dany témito reprezentacemi, 1 <
<e<d.

4. Celd ¢isla 6y, ..., 04 takova, ze 1 < 0, < n, a GCD(2% + 1,2 — 1) = 1,1 < e < d.
Tato cela cisla 6, udavaji kvadratické funkce fi, ..., f4.
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Dulezity bod je, ze skladani vSech téchto operaci je kvadraticka funkce s prvky v bézi.
Takze tato funkce muze byt dana n polynomy nad k, (yi,...,¥,) (tyto polynomy davaji
sifrovany text y z puvodniho textu z).

Vetejné polozky jsou:
1. Pole k délky 2™, délka zprav n.
2. n polynomu (yi, ..., y,) v n proménnych nad k.

Tudiz kazdy muze zasifrovat zpravu.

Znaceni

m je stupen pole k, n je pocet prvku v k v kazdé zprave, d je pocet celych ¢isel v tajném
déleni n :m =mny +---+ny. Necht e je index, 1 < e < d a z je puvodni text a y Sifrovany
text. Oznacme L,,, rozsiteni k stupné n.. a. je prvek L, afinni v x, b, je prvek L, afinni
vy, 0, je tajny parametr takovy, ze

b, = alt2"" (3.13)

€

Navic pro jednoduchost oznac¢ime 6, = 0, a. = a,b, = b.

Skupina slabych kli¢t

Ukazeme, ze existuje mnoho slabych klicu v algoritmu MI. Je vsak velmi lehké se jim
vyhnout a tudiz to nepovazujeme za zavazny problém tohoto algoritmu.

Rovnici (3.13) muzeme zapsat ve tvaru a = b*, kde #, je multiplikativni inverze
1 4 2™% modulo 2" — 1.

Necht « je celé &islo, oznacime HW («) pocet 1 ve vyrazu a v bazi 2 (HW zastupuje
Haminngovu vahu v bazi 2). Necht z; je bit z a y; je bit y(1 < i < mn). Kazda hodnota
yj, 1 < j < n ma kvadraticky vyraz v hodnoté x;,1 < i < n. Jednoduse kazda hodnota x;
ma vyraz jako polynom stupné supe 1<.<qHW (%) v hodnotéch y;. Je dobré, kdyz HW (k)
neni ptilis malé pro neznamé e. Predpokladejme, ze nemame tento ptipad, tedy pro jednu
neznamou e, 1 < e <d je HW (k) velmi malé a

a=b" (3.14)

Jestlize a je afinni v z, existuji hodnoty ay;,0 < i < mn takové, ze a; = a9+ D11 1,75
Z (3.14) vime, ze a; ma polynomialni vyraz celkového stupné HW (k) v by, ..., bym.-
Tedy vsechny hodnoty by, ...,b,, ,n jsou afinni v yi, ..., Ynm, tudiz a3 mé polynomicky
vyraz celkového stupné HW (k) v 41, ..., Ynm- Takze mame polynom P celkového stupné

HW (k) tak, ze
@10 + Z Q13 = P(yh ceey ymn) (315)

i=1

Podobné pro as, as, ..., Gy, m. Tedy madme nejméné n.m rovnic podobnych (3.15), stupné
1 v z; a celkového stupné HW (&) v y;. Takze jestlize pro urcité e, HW (k) je velmi malé
(napt. < 4), chceme najit n,m rovnic podobnych (3.15) (a to i dokonce kdyz existuje f tak,
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ze HW (&) je velmi velké). Pfi hledani téchto rovnic budeme jednoduse psat nejobecnéjsi
tvar rovnic stupné HW (4.). Generovanim néjakych hodnot pro x a y z verejného tvaru
obdrzime rovnice stupné 1 s koeficienty polynomu.

Po nasbirani dostatecného poctu rovnic, Gaussovou redukci na tyto rovnice, najdeme
vektorovy prostor feseni pro koeficienty polynomu. Tudiz najdeme nejméné n.m nezavis-
Iych rovnic podobnych (3.15). Nyni z téchto rovnic, kdyz je dano y, méame okamzité n.m
rovnic stupné 1 bitu z; puvodniho textu. To muze byt velmi nebezpecné.

Zavér: Vsechny hodnoty ne, d. musi byt vybrany tak, aby fad HW (&) nebyl prilis
maly (napf. > 6).

Prvni obecny tutok na vSechny klice

Priklad
Predpokladejme, ze m = 1,0 = 1.

b=ad’ (3.16)

Necht (by,...,b,,) je reprezentace b v L, a necht (ai,...,a,,) je reprezentace a v Li,,.
Z (3.16) vidime, ze Vb;,1 < j < n. mame kvadraticky vyraz v (ai,...,a,, ), protoze
b = aa?, a® je linedrni (protoze m = 1). Avsak radi bychom nasli vyraz, ktery dava
hodnoty a; z b; (namisto b; z a;). Prvni myslenka je samoziejmé napsat

a="b" (3.17)

ale v nejvice piipadech HW (&) je velké, tudiz (3.17) ddva tporny vyraz pro hodnoty a.
Zacnéme opét z (3.16) a vyndsobme oba vyrazy z (3.16) a. Obdrzime

ba = a* (3.18)
Rovnice (3.18) déva n, rovnic stupné 1 na b; hodnot, stupné 1 na a; hodnot. (Protoze a*
je linearni v a, protoze m = 1.) Navic Vb # 0 jsou zde praveé 2 feseni (3.18): a = 0, a = b".
Z rovnice (3.18) vime, ze existuje rovnice tvaru

YOS vy + Y qiwi + Y Biyi + 6 =0 (3.19)
=1 =1

i=1j=1

Tyto rovnice plati Vz,y, pak x je puvodni text k y. Navic jestlize b = 0, existuje jenom
jedno feseni pro a z (3.18).

Nutné musime mit nejméné n, formalné nezavislych rovnic (3.19). Avsak pro danou
hodnotu y muzeme fici, ze budeme mit nejméné n, — 1 nezavislych rovnic (3.19) (a ne
ne), protoze (3.18) ma 2 feseni pro a, kdyz b # 0.

Vybranim nékolika hodnot pro x a spocitanim hodnot y z x z vefejného tvaru, dale
nahrazenim téchto hodnot x;,y;,1 < i < n ve (3.19), obdrzime rovnice stupné 1 ve
n*+n+n+1=(n+1)* proménnych v, a;, 5;, d.

Rychle najdeme vechny rovnice (3.19) (Gaussovou redukei). Pak z daného y, pro které
hleddme z, dostavame rovnice (nejméné n, — 1 nezdvislych rovnic) stupné 1 v hodnotach
X1, ..., Tn. Dle Gaussovy redukce najdeme n, — 1 neznamych zy, ..., z,, z ostatnich rovnic.
Nyni si ukazme obecny pripad.
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Obecny pripad
Meéjme ,
b=a't*" (3.20)

. . . mo_ ., me_ amf _ PRV
Slozenim obou stran této rovnice s q : & +— 2*" ~1, obdrzime 0" ! = a? 1. Vyndsobime

kazdou stranu ab
22m9

ab®™"’ = ba (3.21)

Necht (ay, ..., a,,) je reprezentace a v Ly, , (b, ..., by, ) je reprezentace b v Ly,. (Va;, b;, 1 <
<1 < n, jsou prvky v k). Rovnice (3.21) dava n, rovnic (ne nutné nezavislych) stupné 1

mé . . ;. mé |, ‘s
na b; hodnot a stupné 1 na a; hodnot. (protoze b — b ’ je linearni, a — a?’ je linedrni)
Navic a je afinni v z, b je afinni v y. Tedy téchto n. rovnic ((3.21) je baze) pak piseme ve

slozkdch (z1,...,x,), (Y1, -y Yn). @,y d4va n, rovnic tvaru

VisTiYs + D iwi + Y Biyi + 0 =0 (3.22)

1 =1 =1

1

1y

n n n n

Tyto rovnice plati Vz,y, kde = je puvodni text y. Tedy vybranim hodnot pro x a
spocitanim hodnot y z x a vefejného tvaru a pak nahrazenim téchto hodnot z;,y;, 1 <7 <
< n v (3.22) obdrzime rovnice stupné 1 v (n + 1)? proménnych GF(2™) : 75, ci, Bi, do.

Timto zpusobem najdeme rychle vSechny rovnice (3.22). To je prvni ¢ast naseho
utoku. Moznéd najdeme nékteré rovnice (3.22), které nevychdzi z (3.21) (protoze jsme
nasli vSechny rovnice, které mame v obecném tvaru (3.22)), ale dulezité je, ze najdeme
ptinejmensim vsechny rovnice (3.22), které vychazi z (3.21).

Cést 2 naseho dtoku: Z danych y, pro které najdeme z, ndm tyto rovnice davaji rovnice
stupné 1 v neznamych zi, ..., x,,. Gaussovou redukei téchto rovnic najdeme A neznamych
x1,..., T, 7 ostatnich, kde A je pocet nezavislych rovnic (3.22) v x1, ..., z,, kdyZ y1, .., yn
jsou nahrazeny hodnotami. Abychom vycislili fad tohoto ttoku, musime vycislit A. To
udélame nyni.

Poznamka: Jestlize m = 1,0, = 1, kdyz najdeme vsechny rovnice (3.22), najdeme
vsechny rovnice, které vychéazi z b%a = ba* a vSechny rovnice, které vychazi z ba = a*.
Tyto rovnice nejsou formalné stejné (protoze jestlize b = 0, prvni se zrusi, druha ne).
Napt. kdyz m = 1,0 = 1,n. = 5, mame explicitné najit vsechny rovnice (3.22). V tomto
piipadé mame najit vektorovy prostor feSeni pro koeficienty v;;, o, 5;, dp dimenze
presné 10. V tomto pifpadé b%a = ba* a ba = a* dané 10 rovnicemi. Pak vybereme pro
y danou hodnotu. Téchto 10 rovnic ndm samoziejmé da nejvyse 5 neznamych rovnic a
jestlize pro toto y mame b # 0, pak nam da presné 4 nezavislé rovnice (protoze mame
presné 2 teSeni pro a).

Vypocet A

Teorém 77. Pro vsechny ucinné klice a pro vétsinu Sifrovangch textu y, pocet X nezdvislych
rovnic stupné 1 v xy, ..., x, tak, Ze obdrzime z rovnic (3.22) pro toto dané y mdme

A > (n.— GOD(n,,6.)) > %” Navic ndm to ukazuje, Ze pro mnoho tajnych klici a
pro vétsinu Sifrovanych textu mdme X > n — d.

Lemma 78. Necht L je konecné pole s q proky. Necht p je clé ¢islo a necht y je prvek
L. Pak rovnice P =y md nejugse GCD(p,q — 1) reSend x.
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Dikaz. Jestlize y = 0, pak x = 0 je jediné feseni a Lemma 78 plati. Predpokladejme,
7ze y # 0, pak = 0 neni feSeni. Pfedpoklddejme také, ze z # 0, takze 297! = 1.
Necht p = GCD(p,q — 1). Z Bezoutova teorému vime, Ze jsou 2 celd ¢isla a, 8 takova,
7e ap — B(q — 1) = p. Tedy 2P = y = 2 = y* = 2¢(2971)? = y* = 2# = y* Tedy
v poli kazda rovnice stupné k£ ma nejvyse k feseni. Existuje nejvyse u feSeni z# = y“ a je
nejvyse u feSeni P = y, jak jsme tvrdili. O]

Lemma 79. Pro viechna celd ¢islam, a, 3 mdme GCD(2m*—1,2m% —1) = 2mGCD(@.f) 1

Dikaz. e Jasng GOD(2m* —1,2m% — 1) > 2mGCD@f) _ 1 protoze 2™ — 1 a 2™ — 1
mizeme vzit jako 2mECP(@H) 1 faktor (pouzijeme formuli 2% — 1 = (z — 1)(z*~! +
P+ 1)

e Jasné také muzeme predpokladat, ze a > (. Jelikoz Lemma 79 je symetrickd, mame
a = 3. Lemma 79 je zfejma.

e Nyni jestlize x,y jsou 2 celd ¢isla a jestlize p je celé cislo takové, ze x — y2# > 0,
méame GCD(x,y) = GCD(y,x — y2").
Tedy s o = 2™ — 1,y = 2% — 1,2# = 2™(@=0) mame

GOD(2™ —1,2™% — 1) = GCD(2™ — 1,2m@=8) _ 1) (3.23)

Iteraci této techniky GC'D(«, 3) objevime zpusob podobny Euklidové algoritmu. Takze
obdrzime GCD(2™* — 1,2™8 — 1) < 2mGCDf) _ 1 0

Lemma 80. V L,, (pole s 2™ pruky) rovnice (3.21), jak mdme napsdno diive, md
nejuyse 2mECPON) Fesent v a, pro kazdé dané b # 0.

Diikaz. Jestlize b # 0, pak tato rovnice (3.21) mé 2 skupiny feseni pro a: 1)a = 0, 2)a
tak, ze , , ,
(a® — 1) = (3.24)

Vime, ze funkce g : z — 2201 je bijekce v L, (protoze dle konstrukce MI algoritmu,
0, n. jsou vybrany tak, aby byla splnéna dané vlastnost). Pak a je feseni rovnice (3.24)<

@ —1=g ¥ - 1) (3.25)

Nynf z Lemmatu 78 vime, Ze tato rovnice (3.25) mé pro dané b nejvice GC' D (2m?—1, 2mne —
1) feseni a. Takze z Lemmatu 79 obdrzime, Ze rovnice (3.24) mé nejvice 2mFCPOne) _ 1
reseni v a. Takze priddnim feseni a = 0 obdrzime, ze kdyz b # 0, rovnice (3.21) ma nejvice
omGCD(One) fogeni v a, jak bylo odvozeno. O

Disledek 81. Pro dané b # 0, jestlize napiseme rovnici (3.21) v bazi prvki (s repre-
zentaci Ly, jako rozsiteni GF(2™) stupné n.), pak obdrzime nejméné n, — GCD(0,n.)
nezavislyjch rovnic stupné 1 v procich a.

Dikaz. Vime, ze obdrzené rovnice jsou stupné 1 v prvcich a. Navic tyto rovnice maji
nejméné jedno teseni a = 0, takze nedochazi ke sporu. Jestlize A, je pocet nezavislych rov-
nic, mame pesné 2("%=2¢) fegeni. Avsak z Lemmatu 80 vime, 7Ze mame nejvyse 2mcCD@:ne)
feseni, takze A, > n. — GCD(0,n.), jak jsme tvrdili. O
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Diikaz. Teorému 77: Necht y je sifrovany text takovy,ze pro toto y mame: Ve,1 < e <
S d7 be ?é 0 (Takie Qe 7é 0’ protoie be — aé+2nz€e ) D

Poznamka: Pro dané e je pravdépodobnost, ze b, = 0 rovna an . Takze jestlize mn,
je velmi malé, tato pravdépodobnost neni zanedbatelna. Avsak jeslize mn,. je velmi malé
(napi. m = 1,n, = 3), pak a, = b s velmi malym #., takze s velmi malym HW (k). To
nam dava velmi slabé klice. Muzeme predpoklddat, ze mn, neni tak malé, takze vétsina
sifrovanych textu y bude takova, ze Ve, 1 < e < d, b, # 0. (Pro velmi velké d nemuze byt,
ale jestlize n je prijatelné velikosti, pak d nemuze byt prilis velké a pro vétsinu Sifrovanych
textu y, Ve, 1 < e < d, b, # 0 jak jsme tvrdili.) Z dusledku Lemmatu 80 vime, ze obdrzime
nejméné Y% (n, — GCD(f,,n.)) nezévislych rovnic stupné 1 v prvcich z (pro dané y
takové, ze Ve, b, # 0).

Lemma 82. Ve, 1 < e < d, necht 6, = GCD(0,,n.) a necht k, = 5¢ (ke je celé cislo,
protoze 0, délin.). Pak k. je vidy liché a k. > 3.

Dokézali jsme, ze A > %, (n. — GCD(0,,n.)). Takze z Lemmatu 82 plyne
A>3 (ne—2)=2%¢ n.= 2 Navic pro mnoho tajnych klici GCD(f,,n.) =1 a
jestlize toto nastane, mame Y%, (n. — 1) = n — d, takze A > n — d.

Vylepsena Gaussova eliminace

N4&s utok, jak jsme ho popsali, pfechazi na 2 césti:

1. Najdeme vSechny rovnice (3.22) a to je udélano jednou a pro vsechny.

2. Pro urcity sifrovany text y se pokusime najit  pomoci rovnic (3.22). Takze to
musime udélat pro kazdé = z ruznych y.

Druhy obecny tutok

V odstavei 3.3.1 byl nas ttok zalozen na myslence, ze jestlize b = a*™2™, pak ab?™ =

om0

ba*> .V této rovnici jsou a, b na obou strandch. Nyni se budeme snazit najit néjaké rov-
nice obecného tvaru a?b" = b, kde HW (u), HW (v) jsou malé. Pro tento zdmér nezacneme
2 b=a"?"" ale zatneme z a = b*. Takze musime spoéitat hodnotu #..

Teorém 83. Necht 6 = mGCD(0.,n.) a necht a,k jsou celd ¢éisla takovd, Ze ad = méb,
a k& = mn.. Necht h, je, jako obvykle, multiplikativni inverze 1 + 2™% modulo 2™ — 1.
Pak

1. k je liché a k>3
2. h, = oké—1 + Zfz_ll(_l)i2a6i_1-

Poznamka: Nejobtiznéjsi klice v odstavci 3.3.1 jsou klice s malym k. Tyto klice jsou
nyni nejlehéi. Napt. kdyz k = 3, obdrzime n, rovnic v obecném tvaru

Z Z 72]1‘ Yj + Z Z Nij¥iY; + Z o, T; + Zﬁzyz +00=0 (326)
=1 j=1 =1 j=i+1
Na&s utok mé stale dveé casti:
1. Najit vSechny rovnice (3.22) z odstavce 3.3.1 a také vSechny rovnice (3.26).
2. Pro dané y polozme mocninu 2m=1 nalezenych rovnic (3.26). Jelikoz v k£ méme

(a+ 52" =a " 4+ 8> atedy 22" = x;, rovnice (3.26) ddva podobné rovnice
stupné 1 v z;. Proto pouzijeme obé rovnice (3.22) a (3.26).
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4. Implementace algoritmu

Pti implementaci v prostiedi Wolfram Mathematica bylo ¢erpano z [7].

4.1. Buchbergertuv algoritmus

Tento algoritmus se pouziva pro vypocet Grobnerovych bazi a je v prostfedi Wolfram
Mathematica jiz implementovan. Ukazeme si tedy, jak dany algoritmus spustit.
Pii poéitani nad realnymi ¢isly postupujeme nasledovné. Zadame mnozinu polynomu

Poly={x"2y -y, 2xy +y, -5+ x z}

Zavolame funkci “GroebnerBasis“ a vypiSeme proménné obsazené v polynomech. Pro
nas priklad

GroebnerBasis[Poly,{x,y,z}]

Vystupem bude opét mnozina polynomu, a to redukovana Grobnerova baze. Pokud
nezadame zadné dalsi parametry, je vysledna redukovana Grobnerova baze spoctena pro
lexikografické uspotadani. Pokud bychom pozadovali jiné uspoiradani, napi. stupnované
inverzni lexikografické usporadani, musime zménit volani nasledovné

GroebnerBasis[Poly,{x,y,z},MonomialOrder->DegreeReverseLexicographic]

Pii vypoctu Buchbergerova algoritmu nad konec¢nymi poli musime postupovat nésle-
dovné. Nejdrive nac¢teme balik s kone¢nymi poli

<< FiniteFields‘FiniteFields"

Déle musime definovat nami vybrané pole vcetné ireducibilniho polynomu. Ten zapi-
seme pomoci koeficientu. Napt pro pole Fg a pro ireducibilni polynom [1,0,1,1] zaddme

SetFieldFormat [GF[2,{1,0,1,1}],FormatType->Function0fCode [k]]

Nyni jiz muzeme zadat mnozinu polynomu jen s tim rozdilem, ze misto kazdého ko-
eficientu ¢ piseme kli]. Prepiseme tedy nés piiklad

Poly = {x"2 y -y, k[2] x y +y, k[-56] + x z}
Nyni jiz zavolame funkci ” GroebnerBasis“ jako v predchozim
GroebnerBasis[Poly,{x,y,z}]

7da se tedy, ze pro Grobnerovy béaze je v programu Wolfram Mathematica vse ho-
tovo. Nastava zde ale problém. Tento algoritmus je dosti pomaly. Zabyvali jsme se tedy
implementaci jiného algoritmu a to F4 algoritmu do prostifedi Wolfram Mathematica.
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4.2. F4 algoritmus

Tento algoritmus se pouziva pro vypocet Grobnerovych bazi stejné jako Buchbergeruv
algoritmus. Oproti Buchbergerové algoritmu je ale vystupem z F4 algoritmu nereduko-
vana Grobnerova baze. Tim ale nevznikd zadny problém, protoze vytvorit redukovanou
Grobnerovu bazi je jiz snadny tkol. Vyhodou tohoto algoritmu je predevsim jeho rychlost.
Ukazme tedy, jak jsme implementovali dany algoritmus do prostiedi Wolfram Mathema-
tica a jeho volani.

4.2.1. Implementace algoritmu

Pro vypocet Grobnerovych bazi pomoci F4 algoritmu jsme vytvorili funkéni balik v prostiedi
Wolfram Mathematica. K pouziti toho baliku musime vytvorit slozku s ndzvem ”F4algorithm “.
Do této slozky zkopirujeme balik ”F4algorithm.m .

F4 algoritmus obsahuje dva podalgoritmy, a to redukci a symbolické pieprocesovani.
Pro kazdy podalgoritmus sestavime vlastni funkci. Za¢néme tedy témito podalgoritmy.
Vstupem je zde mnozina zadanych polynomu a dale mnozina dvojic. Vystupem bude
mnozina polynomu. PopiSeme si, co se v danych podalgoritmech pocita

e Symbolické preprocesovani V tomto podalgoritmu nejdive rozndsobime vsechny
prvky v L, poté musime vypsat vSechny hlavni monomy dle daného monomického
usporadani. Déle musime vypsat také vSechny monomy a udélame rozdil téchto dvou
mnozin. V dalsim kroku spoc¢itame vSechny hlavni monomy ze zadanych polynomu.
Prozkoumame top ireducibilitu. Vysledné polynomy pak ptridame k polynomum,
které vznikly roznésobenim L.

e Redukce Pro danou mnozinu polynomu sestavime matici koeficientu. Déle tuto
matici pfevedeme na fadkové schodovity tvar a vypiseme nové vzniklé polynomy.
Pokud je néktery hlavni monom nové vzniklych polynomu jiz obsazen v nékterém
z hlavnim monomt polynomt pred redukci, pak ho vynechame, jinak ho do mnoziny
polynomu pridame.

V hlavnim algoritmu je vstupem pouze mnozina polynomu. Vystupem pak mnozina
polynomu a to neredukovana Grobnerova baze. V tomto algoritmu nejdiive musime vypsat
hlavni monomy danych polynomu dle daného monomického uspotadani. Poté spocitame
nejmensi spolecné nasobky téchto monomu a sestavime pétice dle definice. Naplnime
zbyvajici proménné a zavoldme funkci Redukce. Poté opét musime urcit hlavni monomy
mnoziny polynomu a porovnat s hlavnimi monomy zadanych polynomu. Pokud se néjaky
hlavni monom vyskytuje uz mezi hlavnimi monomy ze zadanych polynomu, dany poly-
nom neptidavame, jinak ho pfiddme do vysledné mnoziny. Spocitame také nové pétice.
Vse opakuje do té doby, nez je mnozina pétic nulova.

4.2.2. Pouziti algoritmu

F4 algoritmus jsme implementovali pouze pro pocitani nad redlnymi ¢isly a pro lexiko-
grafické usporadani. Nejdrive si musime nahrat balik F4algorithm.m takto

<< F4algorithm‘F4algorithm®
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Poté zaddme mnozinu polynomu
Poly={x"2y -y, 2xy +y, -6+ x z}

Pro ovéreni spravnosti podalgoritmu zadame jesté mnozinu dvojic. Pro nas priklad
L={2 (-y+x27y), x (+2xy}

Nyni zavolame jednotlivé podalgoritmy. Nejdiive spustime Symbolické preprocesovani
SymbolicPreprocessing[L, Poly]

Vystupem bude mnozina polynomu
{y+2xy, 2y+2x"2y, xy+2x"2y}

Dale spustime funkei Redukce
F4Reduction[L, Poly]

Vystupem bude mnozina polynomu. V nasem ptipadé
{y}

Zavolame funkci “F4alg®. Pro nas priklad
F4alg[Poly]

Vystupem je opét mnozina polynomu a to neredukovana Grobnerova baze.
y,y+2xy, -y+x2y}

7 této mnoziny vytvoirime redukovanou Grobnerovu béazi snadno, pouze porovnanim
hlavnich monomu u danych polynomu. Vidime, ze hlavni monom druhého polynomu
je x nasobkem hlavniho monomu prvniho polynomu a hlavni monom tfetiho polynomu
je x? nasobkem hlavniho monomu prvniho polynomu. Tedy vyslednd Grobnerova baze
obsahuje pouze jeden polynom a to .

4.3. Cuang-c’uv algoritmus

Tento algoritmus prevadi mnozinu polynomickych zobrazeni o vétsim poctu proménnych
na jednu rovnici o jedné proménné. Toho docilime snadno pomoci Teorému 77. My jsme se
vsak zabyvali, zda se vysledek z Teorému 77 bude shodovat s vysledkem spocitanym po-
moci Lagrangeova interpola¢niho polynomu. Zabyvali jsme se tedy implementaci Lagran-
geovy interpolace. Pro poc¢itani s rozsitenym polem jsem vyuzila program Python, v némz
je vSe jednoduse interpretovatelné.

Nejdiive si musime sestavit tabulky pro s¢itani a nasobeni nad danym rozsitenym
polem, v nasem piipadé pro rozsitené pole GF(16). Dale musime sestavit tabulku hodnot
pro mnozinu polynomickych zobrazeni. Nyni jiz prejdéme k samotnému programu.
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4.3.1. Popis jednotlivych funkci
Cely program se skladd z 8 funkci, které si v této casti detailnéji popiseme.

sum_int
Tato funkce slouzi k secteni dvou ¢isel z dané aditivni tabulky. Napt. pro soucet ¢isel
2,3 bude vstup tvaru

sum_int (2, 3)

Vystupem je tedy soucet téchto cisel, tedy opét pouze ¢islo, v nasem piipadé

Poznamenejme, ze jsou zde zahrnuta vsSechna pravidla pro soucet ¢isel nad danym
rozsitenym konecnym polem, a to a = —a,a+a=0,a+0=a,a+b=b+ a.

multiply_int
Tato funkce slouzi k vynasobeni dvou ¢isel z dané multiplikativni tabulky. Napf. pro
soucin ¢isel 4,8 bude vstup tvaru

multiply_int(4,8)

Vystupem je tedy soucin téchto ¢isel, tedy opét pouze ¢islo, v nasem pripadé

I u této funkce jsou zahrnuta pravidla pro soucin dvou ¢isel nad danym polem, a to
a=—a,ax0=0,ax1=a,axb=>bx*a.

divide_int

Tato funkce slouzi k vydéleni dvou ¢isel z dané multiplikativni tabulky. Tato funkce
projizdi danou multiplikativni tabulku a hleda, které ¢islo musi vynasobit s druhym ze
zadanych ¢isel, aby dostala prvni ¢islo. Napt. pro podil ¢isel 4,8 bude vstup tvaru

divide_int (4,8)

Vystupem je tedy podil téchto ¢éisel, tedy opét pouze ¢islo, v nasem piipadé

Zjistili jsme tedy, ze podil dvou ¢isel je roven 3, tedy pokud vynésobime 38, dostaneme
¢islo 4.

_multiply_poly

Tato funkce slouzi k vynasobeni dvou polynomtu. Vstupem jsou tedy dva polynomy a
vystupem bude jejich soucin. Tato funkce je déle vyuzita v sou¢inu vétsiho poctu poly-
nomu. Ukazeme si ukazkovy vstup i vystup. Vezméme si napiiklad polynomy 142z, 34+2z.
Polynomy zadame pomoci koeficientu vzestupné dle mocniny u z, tedy ukazkovy vstup
je tvaru
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_multiply_poly([1,2],[3,2])
Po spusténi dostaneme vystup tvaru
(3, 3, 3]
coz zastupuje polynom 3 + 3z + 3z2.

multiply poly
Tato funkce slouzi k vynasobeni libovolného poctu polynomii. Polynomy opét zapiseme

pomoci koeficientu u jednotlivych mocnin vzestupné. Checeme-li tedy vynasobit polynomy
1+ 22,3+ 22,3 + 22 + 2X?, musime zadat ndsledujici

multiply_poly([1,2],[3,2],[3,2,2])

Vysledkem pak bude soué¢in téchto polynomi, tedy
[2, 3, 2, 0, 1]

coz zastupuje polynom 2 + 3z + 22?% + x*.

sum_poly

Tato funkce slouzi k sec¢teni libovolného poc¢tu polynomu. Chceme-li secist napf. po-
lynomy 1+ 2x + 222, 3 + 2x + 422, 4 + 52 + 23, zapiseme

sum_poly([1,2,2],[3,2,4],[4,0,5,1])
Vystupem pak bude soucet danych polynomu
6, 0, 3, 1]
coz zastupuje polynom 6 + 322 + 23,

print_poly

Tato funkce slouzi k upravé vystupu. Je- li vystupem polynom, pak jednotlivym ko-
eficientum prifadi prislusnou mocninu x. Nulové ¢leny se nevypisuji.

print_poly([3,0,2,1])
Vystup bude tedy tvaru

’3x70 + 2x72 + x73?

calculate_lagrange

Toto je hlavni funkce celého programu. Musime zde zadat funkéni hodnoty ve vsech bo-
dech. V tomto algoritmu jsou vyuzity vSechny predchozi funkce pro vypocet jednotlivych
l, které vynasobi danymi funkénimi hodnotami, coz oznac¢ime L,. Poté se jiz jednotlivé
L4 sectou a vyjde Lagrangeuv interpolacni polynom. Ukazeme si ukazkovy vystup pro
urcité funkéni hodnoty. Tyto hodnoty zapiSeme nésledovné
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mapping = (o, 11, 11, 11, 13, 4, 10, 1, 13, 1, 4, 10, 13, 10, 1, 4],

kde prvni hodnota odpovida bodu x = 0 a posledni odpovidda bodu xz = 16. Poté jiz
spustime danou funkci

calculate_lagrange()

a dostaneme vystup tvaru

[1, O, O’ O’ O) O’ O, O, O, O, O, O, O’ O’ O) 1]

10 = —-————————

11 = ——————rrrrrr e e -

12 = —————

I

14 = -

(o, 8, 14, 11, 10, 2, 12, 7, 13, 15, 3, 4, 9, 6, 5, 1]

15 = - ---——————

16 = e

17 = - -----------\»0bbbb b i i f i i i i i i ——————

18 = oo

19 = - ——————

110 = —mmmm o

Tl = oo

110 = o

48
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(o, 7, 5, 12, 6, 2, 9, 10, 4, 11, 3, 14, 15, 8, 13, 1]

3=

1

(o, 6, 4, 15, 7, 2, 11, 8, 5, 9, 3, 13, 12, 10, 14, 1]
114 = ——————————— -

1

(0, 12, 9, 11, 15, 1, 12, 9, 11, 15, 1, 12, 9, 11, 15, 1]
1i5=----——-—-——-—-—-—"--"—""""""""—"———

Ls = [[9, O, O, O, O, O, O, O, O, O, O, O, O, O, O, 9],
(o, 11, 11, 11, 11, 11, 11, 11, 11, 11, 11, 11, 11, 11, 11, 11],
(o, 6, 13, 11, 6, 13, 11, 6, 13, 11, 6, 13, 11, 6, 13, 11],
(o, 13, 6, 11, 13, 6, 11, 13, 6, 11, 13, 6, 11, 13, 6, 11],
(0, 9, 8, 2, 15, 6, 14, 12, 3, 5, 11, 7, 4, 1, 10, 13],
(o, 9, 6, 5, 1, 8, 14, 11, 10, 2, 12, 7, 13, 15, 3, 4],
(o, 12, 13, 3, 9, 5, 8, 11, 2, 7, 15, 4, 6, 1, 14, 10],
(o, 13, 8, 15, 14, 3, 11, 4, 10, 9, 2, 6, 12, 5, 7, 1],
(o, 7, 12, 2, 10, 11, 14, 8, 1, 5, 6, 9, 4, 3, 15, 13],
(o, 11, 12, 15, 9, 1, 11, 12, 15, 9, 1, 11, 12, 15, 9, 1],
(o, 7, 11, 5, 3, 12, 14, 6, 15, 2, 8, 9, 13, 10, 1, 4],
(o, 8, 6, 3, 7, 10, 8, 6, 3, 7, 10, 8, 6, 3, 7, 10],
(0, 14, 4, 2, 5, 13, 14, 4, 2, 5, 13, 14, 4, 2, 5, 13],
(o, 4, 11, 3, 14, 15, 8, 13, 1, 7, 5, 12, 6, 2, 9, 10],
(o, 6, 4, 15, 7, 2, 11, 8, 5, 9, 3, 13, 12, 10, 14, 1],
(0, 14, 13, 5, 2, 4, 14, 13, 5, 2, 4, 14, 13, 5, 2, 4]]
L =09x"0 + 8x"6 + 2x”79 + 8x712

Vysledny Lagrangeuv polynom je tedy tvaru 8z'2 + 229 + 8% + 9.
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5. ZAVER
5. Zaver

Cilem této diplomové prace bylo sestavit prehled komutativni algebry se zamérenim
na Grobnerovy béaze. Dalsim cilem bylo popsat multivariacni kryptosystémy a ataky na
né. Poslednim cilem byla implementace danych algoritmu.

Diplomova préace je ¢lenéna do tii kapitol. V prvni kapitole je sepsan piehled ko-
mutativni algebry zaméfeny na Grobnerovy baze. Je zde prostudovéna také problema-
tika idedli, monomického usporadani a teorie eliminace. Ve druhé kapitole je sestaven
prehled multivaria¢nich kryptosystému. Dale jsou zde studovéany tii algoritmy. Buchber-
geruv algoritmus a F4 algoritmus vyuzivajici Grébnerovy baze a poslednim algoritmem
je Cuang-c'uv algoritmus, ktery vyuziva rozsfiena konecnd pole a pievod vétstho poctu
multivariacnich polynomickych rovnic na jednu polynomickou rovnici o jedné proménné.
V posledni kapitole jsme se zabyvali implementaci danych algoritmu. Buchbergeruv al-
goritmus je v prostiedi Wolfram Mathematica jiz implementovan, tudiz jsme se zabyvali
pouzitim daného algoritmu. F4 algoritmus jsme implementovali do programu Wolfram
Mathematica. Byl vytvoren funkéni balik fesici F4 algoritmus nad realnymi ¢isly pro le-
xikografické usporadani. U posledniho algoritmu byl vytvoren program v jazyce Python
pocitajici Lagrangeuv interpolac¢ni polynom nad rozsitenym konecénym polem.

K diplomové praci jsou prilozeny ptiklady, v kterych jsou procvicovany idealy, Grobne-

rovy baze, S-polynomy a implicitizace. Dale jsou pfilozeny kédy a to pro F4 algoritmu a
pro vypocet Lagrangeova interpola¢niho polynomu.

ol
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6. PRILOHA

6. Priloha
6.1. Piiklady

6.1.1. Idealy
Priklad 1:

Meéjme idedl i = (2%, y*, 2%y, 22 + y3). To znamena, Ze i je generovdn mnozinou G =
{z4,y*, 2%y?, 2% + y3}. Kazdy prvek i je tvaru P (z,y)z' + Q (z,y) y* + R (z,y) 2%y* +
S (z,y) (% 4+ y*). Do i patii:

24
"
2y
2y} Joy=ytytci=aiyci

2

Tedy do i patii:

:E2+y3

Jelikoz 2* i 22y jsou délitelné x2, coz je hlavni monom u z? + 3?, miZeme je vynechat.

Tzn. obecny prvek je tvaru P (z,y) y* + Q (x,y) (22 + y3). Pro obecny prvek tohoto tvaru
zkoumédme jeho hlavni monom (LM). Zjistime, ze kazdy prvek muzeme vygenerovat vidy
z 22 + y3, yt ini je idedl generovany LM libovolného polynomu z i. ini = (22, y?).
Vezmeme-li LM z prvku g pii lexikografickém uspoiddani, mame {x?,y*, 2?y?, 2%}, coz
neni miniméaln{ mnozina generdtora. LM (G) = {z?,y*}. Tzn. G je Grobnerova baze.

Piiklad 2:
Méjme idedl i = (24, y*, %% 2% + 2y?). To znamend, 7e i je generovdn mnoZzinou
G = {2*, y*, 2292, 2% + xy?}. Kazdy prvek i je tvaru P (z,y) 244-Q (2, y) y*+R (z, y) 22>+
S (z,y) (z* + zy?). Do i patif:
1

4

NS

229

?+ay? et ryiecizsdecizteiatied
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6.1. PRIKLADY

Tedy do i patii:

y4

22 + ay?

Tzn. obecny prvek je tvaru P (z,y) y*+Q (z,y) (2% + zy?). Pro obecny prvek tohoto tvaru
zkoumame jeho hlavni monom (LAM). Zjistime, ze kazdy prvek muzeme vygenerovat vzdy
z y*, x? + xy?. Z toho plyne tvar pocdtecniho idedlu ini = (22 + zy?, y?) = (22, y?).
Vezmeme-li LM z prvku g pii lexikografickém uspoiddani, mame {x?,y*, 2?y?, 2%}, coz
nen{ miniméln{ mnozina generdtora. LM (G) = {z?,y*}. Tzn. G je Grobnerova baze.

Priklad 3:
Méjme idedl i = (2%, y*, 2%y% 2% + 2%y). To znamend, Ze i je generovdn mnozinou
G = {2%, y*, 2%y?, 2% + 2%y }. Kazdy prvek i je tvaru P (z,y) 2'4-Q (z,y) y*+R (z, y) 22>+
S (z,y) (z* + 2%y). Do i patif:
1

4

(NS

2292

2%y [y=2ty+rtici=atyci=a? izt ci

Tedy do i patii:

Tzn. obecny prvek je tvaru P (z,y) 224+Q (z,y) y*. Pro obecny prvek tohoto tvaru zkoumame
jeho hlavni monom (LM). Zjistime, Ze kazdy prvek muzeme vygenerovat vidy z z2, 3.
Z toho plyne tvar pocdtecniho idedlu in i = (2%, y*). Vezmeme-li LM z prvkua g pii lexi-
kografickém uspotradani, mame {z*, y*, ?y?, £*}, coZ neni{ minimalni mnoZina generdtort.
LM(G) = {z% y*}. Tzn. G je Grébnerova baze.

Priklad 4:

Méjme idedl i = (x4, y*, 2%y?, 22 + 23). To znamen4, Ze i je generovdn mnozinou G =
{24, y*, 2%y?, 2% + 23}, Kazdy prvek i je tvaru P (z,y)2* + Q (z,y) y* + R (z,y) 2%y* +
S (z,y) (z* + 2*). Do i patii:

!
4
)
2%y
42’ o= eci=atei
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6. PRILOHA

Tedy do i patii:

Tzn. obecny prvek je tvaru P (z,y) 2? + Q (z,y) y*. Pro obecny prvek tohoto tvaru zkou-
méame jeho hlavni monom (LM). Zjistime, ze kazdy prvek muzeme vygenerovat vzdy z
22, y*. Z toho plyne tvar pocatecniho idedlu ini = (2%, y*). Vezmeme-li LM z prvki g
pii lexikografickém uspoiddani, mame {x*, y*, 22y2, 2°}, coz neni minimaln{ mnozina ge-
nerdtort. LM (G) = {23, y*, 22y*}. Tzn. G neni Grobnerova béze.

Priklad 5:

Méjme idedl i = (x4, y*, 22y?, 2y + 23). To znamend, 7e i je generovan mnozinou G =
{24, y*, 2%y?, vy + 2}, Kazdy prvek i je tvaru P (z,y)2* + Q (z,y)v* + R (z,y) 2%y* +
S (z,y) (ry + 23). Do i patii:

4

4

(NS

229

vy+2® [r=riyei/-y=>ay’ci

Tedy do i patii:

Y
Y
%y

x?’—l—xy

Tzn. obecny prvek je tvaru P (x,y) zy* +Q (z,y) y* + R (z,y) 2?y+ S (z,y) (23 + zy). Pro
obecny prvek tohoto tvaru zkoumame jeho hlavni monom (LM). Zjistime, ze kazdy prvek
muzeme vygenerovat vidy z xy?, y*, 2%y, x® + xy. Z toho plyne tvar pocatecniho idedlu
ini = (zvy? vt 2%y, 2% + 2y) = (23, 2%y, vy?, y*). Vezmeme-li LM z prvki g pii lexiko-
grafickém uspoiddani, mame {2, y*, 2%y?, 23}, coz nenf minimaln{ mnoZina generdtort.
LM(G) = {2®,2*y* y*}. Tzn. G neni Grobnerova béze.
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Priklad 6:

Méjme idedl i = (21, y*, 2%9y% zy + xy?). To znamend, Ze i je generovan mnozinou G =
{z4, y*, 2%y?, vy + xy?}. Kazdy prvek i je tvaru P (x,y)z* + Q (z,y) y* + R (z,y) 2%y* +
S (z,y) (zy + zy?). Do i patii:

vy +ay? Jr=2iyei /-y /) Vi cizayci

Tedy do i patii:

Tzn. obecny prvek je tvaru P (z,y) 2+ Q (z,y) zy + R (z,y) y*. Pro obecny prvek tohoto
tvaru zkoumdame jeho hlavni monom (LM). Zjistime, ze kazdy prvek muzeme vygenerovat
vzdy z 2*, 2y, y*. Z toho plyne tvar pocdtecniho idedlu in i = (24, 2y, y*). Vezmeme-li LM
z prvki g pii lexikografickém uspoiddani, mame {z*, y* 2%y* zy*}, coz neni minimaln{
mnozina generdtoru. LM (G) = {z*, xy?,y*}. Tzn. G neni Grobnerova béze.

Priklad 7:

Méjme idedl i = (x4, y*, 2292, 2y + 2%y). To znamen4, Ze i je generovdn mnozinou G =
{z4, y*, 2%y?, vy + 2%y }. Kazdy prvek i je tvaru P (x,y)z* + Q (z,y) y* + R (z,y) 2%y* +
S (z,y) (zy + z%y). Do i patii:

vy+2ty Jy=ayci/ x=2Pyt+tyci=atyci=ayci

Tedy do i patii:

Tzn. obecny prvek je tvaru P (z,y)x* + Q (z,y) vy + R (z,y)y*. Pro obecny prvek
tohoto tvaru zkouméme jeho hlavni monom (LAM). Zjistime, ze kazdy prvek muzeme
vygenerovat vzdy z z*, xy,y*. Z toho plyne tvar pocdtecniho idedlu in i = (2%, zy, y?).
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Vezmeme-li LM z prvki g pii lexikografickém uspotradéni, mame {z*, y*, 2%¢?, 2%y}, coz
nen{ miniméln{ mnozina generdtoru. LM (G) = {z* z%y,y*}. Tzn. G neni Grébnerova
béze.

Priklad 8:

Méjme idedl i = (2, y*, 22y?, 2y + y*). To znamen4, Ze i je generovdn mnozinou G =
{z4, y*, 2%y?, vy + y3}. Kazdy prvek i je tvaru P (x,y)z* + Q (z,y) v* + R (z,y) 2%y* +
S (z,y) (zy + 3*). Do i patif:

4

4

(SIS

I’yz

vy +yd Jy=mitei

Tedy do i patii:

Tzn. obecny prvek je tvaru P (z,y) 2*+Q (z,y) (zy+y®)+ R (x,y) y*. Pro obecny prvek
tohoto tvaru zkouméame jeho hlavni monom (LM). Zjistime, ze kazdy prvek muzeme vyge-
nerovat vzdy z 2%, zy+1y°, y*. Z toho plyne tvar pocatecniho idedluin i = (24, zy + 9%, y*) =
(z, 2y, y*). Vezmeme-li LM z prvku g pti lexikografickém usporadani, mame {z*, y*, 2%y,
zy}, coz neni minimalni mnozina generdtoru. LM (G) = {z*, xy,y*}. Tzn. G je Grobne-
rova baze.

Priklad 9:

Méjme idedl i = (2%, y*, 2%y, 3 + y?). To znamen4, Ze i je generovdn mnozinou G =
{a* y*, 229?23 + 2}, Kazdy prvek i je tvaru P (x,y)2* + Q (z,y) y* + R (z,y) 2%y* +
S (z,y) (z* 4+ y?). Do i patii:

4

4

(NS

129

4y [ ox=aytci
Tedy do i patii:

ry
3+ y2
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Tzn. obecny prvek je tvaru P (z,y) 2y? +Q (z,y) (23 +y?)+ R (x,y) y*. Pro obecny pr-
vek tohoto tvaru zkoumame jeho hlavni monom (LM). Zjistime, ze kazdy prvek muzeme
vygenerovat vidy z xy?, 2 + y?,y*. Z toho plyne tvar pocdteéniho idedlu
ini = (v, 23 + v y') = (23, 2y% y?). Vezmeme-li LM z prvku g pii lexikografickém
usporadani, mame {z*, y*, %% 23}, coz neni minimalni mnoZina generatoriu. LM (G) =
{23, %% y*}. Tzn. G neni Grébnerova béze.

Piiklad 10:
Méjme idedl i = (x4, y*, 2%y% 2y* + y?). To znamend, Ze i je generovdn mnoZzinou
G = {2%, y*, 2292, 2y® + y?}. Kazdy prvek i je tvaru P (z,y) 24 4+Q (z,y) v*+R (z,y) 22>+
S (z,y) (zy* + y?). Do i patii:
1

4

[N

l’yz

vyl +y? Jrx=af ci=ytei

Tedy do i patii:

Tzn. obecny prvek je tvaru P (z,y)y* + Q (z,y) z*. Pro obecny prvek tohoto tvaru
zkoumédme jeho hlavni monom (LM). Zjistime, ze kazdy prvek muzeme vygenerovat vzdy
z y*, x*. 7 toho plyne tvar pocdtecniho idedlu ini = (y? z*). Vezmeme-li LM z prvki
g pii lexikografickém usporadani, mame {z*, y*, 22y? xy?}, coz neni minimalni mnozina
generatoru. LM (G) = {x*, zy? y*}. Tzn. G neni Grobnerova baze.

Priklad 11:
Méjme idedl i = (24, y*, 2%y% 2%y + y?). To znamend, Ze i je generovdn mnoZzinou
G = {2%, y*, 222, 2%y + 32 }. Kazdy prvek i je tvaru P (z,y) 24 +Q (z,y) v*+R (z,y) 22>+
S (z,y) (z*y + y?). Do i patii:
4

4

[N

ZEyZ

y+y? Jy=yPci

Tedy do i patii:
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Tzn. obecny prvek je tvaru P (z,y) v3+Q (x,y) 2* + R (2, y) (z%y+y?). Pro obecny pr-
vek tohoto tvaru zkoumame jeho hlavni monom (LM). Zjistime, ze kazdy prvek muzeme
vygenerovat vzdy z y®, x*, 2%y + y*. Z toho plyne tvar pocdtecniho idedlu in i = (y3, z*,
2?y+y?) = (24, 2%y, y*). Vezmeme-li LM z prvki g pii lexikografickém uspotradéani, méme
{z*,y*, 2%y, 2%y}, coz neni minimélni mnozina generdtoru. LM (G) = {x*, 2%y, y*}. Tzn.
G neni Grobnerova baze.

Priklad 12:

Méjme idedl i = (24, y*, 2%9%, v + y?). To znamen4, 7e i je generovdn mnozinou G =
{24, y*, 222, % + y?}. Kazdy prvek i je tvaru P (z,y)z* + Q (z,y) y* + R (z,y) 2%y* +
S (z,y) (y* + y*). Do i patii:

4

4

[N

l’yz

v4+y: Jry=yiei=yiei

Tedy do i patii:

Tzn. obecny prvek je tvaru P (z,y)y* + Q (z,y) z*. Pro obecny prvek tohoto tvaru
zkoumédme jeho hlavni monom (LM). Zjistime, ze kazdy prvek muzeme vygenerovat vzdy
z y*, x*. 7 toho plyne tvar pocdtecniho idedlu ini = (y? z*). Vezmeme-li LM z prvki
g pii lexikografickém uspoiddani, mame {z*, y*, 22y% y3}, coz neni minimaln{ mnozina
generatoru. LM (G) = {x*, 2%y* y*}. Tzn. G neni Grobnerova baze.

6.1.2. Implicitizace

Implicitizace naivnim zpusobem, to jest uréenim stupné vysledného polynomu Q.
Piiklad 1: z =t + %,y = 2%

Uvazujme, ze () je polynom 2. stupné. Obecné tedy muzeme polynom () zapsat ve tvaru:

Ax? + Bxy + Cy? + Dz + By + F = 0. Za z,y dosadime vyrazy ze zaddni a dostaneme

At +t3)? 4+ B(t +t*)2t2 + 4Ct* + D(t + t*) + 2Et> + F = 0.

Vyftesime porovnanim koeficientti u jednotlivych mocnin:

th:2A42B+4C = 0
3 2A+2B = 0
t?: A+D4+2E = 0
th D =0
0 F 0
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Vyfesenim rovnic dostavame: A = —B, A= —-2FE, A=4C,D =0, F = 0. Zvolime A = 4.
Pak vysledny polynom Q je tvaru 4z? — 4ay + y* — 2y = 0.

Priklad 2: z =t + 13,y = t* + 1.

Uvazujme, ze () je polynom 3. stupné. Obecné tedy muzeme polynom () zapsat ve tvaru:
Ax® + Ba*y + Cay? + Dy? + Ex? + Fay + Gy* + Hx + Iy + J = 0. Za x,y dosadime
vyrazy ze zadani a dostaneme A(t +3)> + B(t +3)2(t> + 1) + C(t +t3)(t* + 1)2 + D(t* +
1P+ EE+E)?2+Ft+3)EP+ 1)+ G+ 12+ HEt+)+ It +1)+J =0.
Vyftesime porovnanim koeficienti u jednotlivych mocnin:

0 A =0
8 B =0
7 3A+C = 0
10 3BB+D+E = 0
o BA+3C+F = 0
tY: 3B4+3D+2E+G = 0
5. A+3C+2F+H = 0
t?*:B+3D+E+2G+1 = 0
th: C+F+H = 0
0 D+G+I1I+J =0

Vyfesenim rovnic dostavame: A =0,B=0,C =0,D=—-E,F=0G=FE, I =0,F =
0,H =0,J=0. Zvolime D = 1. Pak vysledny polynom Q@ je tvaru y*> — 2% — y* = 0.

Piiklad 3: v = 1+ 13,y = t2 + t.

Uvazujme, ze () je polynom 3. stupné. Obecné tedy muzeme polynom () zapsat ve tvaru:
Ax3 + Ba?y + Cay? + Dy® + Ex? + Foy + Gy*> + Hx + [y + J = 0. Za x,y dosadime
vyrazy ze zaddni a dostaneme A(1+¢%)3+ B(1+¢3)*(t* +¢) + C(1+t3) (> + t)* + D(t* +
P+ EQA+8)?+ FA+83)E+)+GEP+t)*+HA+8)+I(t*+t)+ J =0.
Vytesime porovnanim koeficientu u jednotlivych mocnin:

2 A 0
8 B =0
£ B+C =0
t0 3A+2C+D+E = 0
o 2B+C+3D+F = 0
th 2B+C+3D+F+G = 0
t3: 3BA4+2C+D+2E+2G+H = 0
2 B+C+F+G+I = 0
th B+F+1 = 0
t0 A+E+H+J = 0

62



6. PRILOHA

Vyfesenim rovnic dostavame: A = 0,B = 0,C = 0,D = —E,3D = —F,G = 0,F =
—H F=—1,J=0. Zvolime E = —1. Pak vysledny polynom Q je tvaru y® — 22 — 3zy +
x4+ 3y =0.

Piiklad 4: 2 =83 — 1,y = > + t.

Uvazujme, ze @ je polynom 3. stupné. Obecné tedy muzeme polynom () zapsat ve tvaru:
Ax® + By + Cxy? + Dy? + Ex* + Fay + Gy?> + Hx + Iy + J = 0. Za z,y dosadime
vyrazy ze zadan{ a dostaneme A(t3 —1)3+ B(t* — 1)2(t* +¢) + C (£ — 1) (#* + t)* + D(t* +
P+ EE -1+ FE-D)E+)+GE+t)2+HE - D)+ 1> +t)+J =0.
Vyftesime porovnanim koeficienti u jednotlivych mocnin:

2 A 0
8 B =0
7 B+C = 0
t0 -3A+2C+D+E = 0
o —2B+C+3D+F = 0
th: —2B-C+3D+F+G = 0
t3: 34—20+D—-2E+2G+H = 0
2 B-C—-F+G+I1 = 0
th: B—-F+I1 =0
0 -A+E-H+J = 0

Vyfesenim rovnic dostavame: A = 0,8 =0,C =0,D = —FE,3D = —F,3F = H G =
0,F =1,J] =2FE. Zvolime E = —1. Pak vysledny polynom @ je tvaru y*> — 2% — 3zy —
3xr—3y—2=0.

6.1.3. S-polynomy
Piiklad 1: P = 2*,Q = y*, R = 2%, T = 2? + y3. Spocitejte S-polynomy.

2yt 2yt
S(PaQ): 4 1'4— y4 y4:O
4,2 4,2
S(P,R) ’ ‘Z rt— x2y2x2 2=0
x 22y
z? 4 ! 2 3 2 3
S(P,T):ﬁx _ﬁ@ +vy°) =2y’ =yR
22y 22y
S(Q,R) = i y' — $2y2w2y2=0
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Nedostali jsme zadny novy polynom = G = {2? + 3, y*}. Z tohoto piikladu vidime, 7e
jediné nenulové polynomy dostaneme pouze v kombinaci s polynomem 7', ¢ehoz vyuzijeme

v nasledujicich tlohach, kde jiz zbyvajici kombinace pocitat nebudeme.

Piiklad 4: P = 2*,Q = y*, R = 2%¢y%, T = 2® + 23. Spocitejte S-polynomy.

at 4 at 3 2 3
S(P,T):?x _E(I +a°)=a"=U
23y 23y
S@T) ="y~ 5 (@ +a%) =2%' =y'R
e 302
S(R,T) = xszig ? Tg($3 +2?) = 2%y = 2R
S(U.T _553 AT 2N .2

Jesté bychom meéli vypocitat S(V,T), ale jak je jiz vidét, nic nového uz nevyjde. V tomto
pifpadé je = G = {z?,y*}.
Priklad 5: P = 2%, Q = y*, R = 2%y, T = xy + 3. Spocitejte S-polynomy.

xt xt

_ 4 3 2

x3y4 I3y4

SQ.T) ==y = 5@ +ay) = oy’ =V = y'W = y'Z
239 232
S(R,T) = x2y2x2 - 23 (P +ay) =ay* =W =yZ
S(UT)_@w 3—@(x3+x y=ay’ =7

T a3 4 3 y =2y =

2y . Py, ,

V tomto piipadé je = G = {z® + zy, zy?, 2%y, y'}.

Piiklad 6: P = 2%, Q = y*, R = 2%y, T = xy? + zy. Spocitejte S-polynomy.

4,2 4,2
Ty 4 TY
v~ 2
T xy

S(P,T) = (zy® + zy) = 2y = yP

4 4
xy zy
S(Q,T) = ??f* - E(;pﬁ +ay) =y’ =U =yW =y°Z

$2y2 .T2y2
S(R,T) = 2y? — 2 =r’y=V
(R, T) 2t T e (zy” +2y) = 17y
xyg 3 xy?) 2 2
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2,,2 2,2

YT 4 -y 2 o2
S(W, T I
(W, )_nyxy _ny(:Ey try)=vy =127

V tomto pifpadé je = G = {a*, xy, y*}.
Piiklad 7: P = 2%, Q = y*, R = 2%y, T = 2%y + zy. Spocitejte S-polynomy.

7Y Ty

S(PT) = — %(vaerxy):x?’y:U
x2y4 $2y4
S@Q.T)=—y"' — - (®y +ay) = ay' = y*V
Yy -y
I2 2 2,,2
S(RT) = 5 0%y = @by +ay) =y =V
zy 3 zy 2 2
S(U,T) :Fym y_xTy(x y+ay) =z‘y=27=aW
2,2 2,,2
Y -y
SV.T) =" wy? — 2, (z°y +ay) =xy® =V
$2y $2y
S(Z,T) = mzyﬁy Ty(xzy +ay)=ay=W

V tomto piipadé je = G = {z*, zy, y*}.

Piiklad 9: P = 2%, Q = y*, R = 2%%, T = 2® + 2. Spocitejte S-polynomy.

’ o 3

w3y Byt

S(Q.T) = —y' = — (" +¢") =’ = y°Q
3,2 3,2

_ LY 20 TY 3 2y _ .4 _

S(R7 ) :L,ng - 3 (LE +y)_y _Q
Byt o, 2y g 2 4

SWT) =z = W +y) =y =@

V tomto piipadé je = G = {z® + y?, zy?, y'}.

Piiklad 10: P = 2%, Q = y*, R = 2%¢*, T = zy* + y>. Spocitejte S-polynomy.

$4 2 $4 2
S(P,T) = ;i 't — x; (zy” +y°) = 2°y* = 2R
S(QT)_LZ/l4_LZ/1( 2,2\ 4
) ==y~ +y )=y =@
$2y2 $2y2
SR,T — 2,2 2 2 — 2:U
(R, T) 27y xyz(xy +y°) =y
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2 2
zy zy
S({U,T) = ijzwyz ~ o (zy* +9y°) =y

V tomto piipadé je = G = {z*, y*}.

2

Piiklad 11: P = 2%, Q = y*, R = 2%y*, T = 2%y + y*. Spoéitejte S-polynomy.

7y a2y

S(P,T) = — 2 (a? Hh=2%*=R
(PT)=—r= x?y( y+y)=1ay
$2y4 $2y4
S@Q.T) = )i y4—?2y (Y +9°) =" = yQ
x2y2 x2y2
S<R 71:: 2,2 2 2 — 3::[]
(R, T) 2,70y wa(nyry) y
I2y3 $2y3
S U’jﬂ — 3 2 2 — 4::
(U,T) Y ny(xy+y) y'=Q

V tomto piipadé je = G = {z*, 2%y + 2, y3}.

Piiklad 12: P = 2%, Q = y*, R = 2%y*, T = y® + y2. Spocitejte S-polynomy.

4,3 4,3
Y 4 TY

y3

4,2

S(P,T) = (v* + ) = 2'y* = °P

y
2y3 2 9 xQ?J?’ 3 2 2 9
5(R7T)—x2y233y ) (v +y)=2"y" =R
y? y?
SUT) =%y ==’ +y) =y* =V
y y
y? y?
S(V,T):Eﬁ—?( Sry)=y' =V

V tomto ptipadé je = G = {z*, y?}.

6.2. Kdédy

6.2.1. F4 algoritmus
BeginPackage["F4algorithm‘"]

F4alg: :usage=

"F4 nam dava ze zadané mnoZiny polynomi Grobnerovu bazi pomoci
F4 algoritmu."

F4Reduction: :usage="poZitd redukci"

SymbolicPreprocessing: :usage="symbolické pfeprocesovani"
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6. PRILOHA
Begin[" ‘Private‘"]
Unprotect [SymbolicPreprocessing, F4Reduction, F4alg]

SymbolicPreprocessing[LL_List, GG_List] :=
Module[{F, Done, TF, M, 1t, MFFF, MNove, Fkonecne,
A, TFF}, (*Funkce SymbolicPreprocessing.
Vstupem je mnoZina polynomi GG a mnoZina ZCtvefic LL.
Vystupem je mnoZina polynomi Fkonecne.*)

F = Expand[LL]; (*Rozndsobi LLx)

Done = DeleteDuplicates[

Map [If [#[[0]] === Times , If([NumericQ[#[[1]1]1, #/#[[1]1], #],

If [NumericQ[#], 1, #]] &, MonomiallList[F][[Al1l, 1]1]1171;

(#*Vypise hlavni monomy z F.
Nejdrive sestavime Monomiallist z F a vybereme prvni &len.
Pokud je tento Clen typu Times(musi zde byt tfi rovnitka,
jelikoZz porovnavédme neurcité a ne konkrétni cisla), zkoumame,
zda je prvni cast tohoto €lene ¢islo. Pokud ano,
tak tento €len Cislem pod&lime,
abychom se tak zbavili koeficientu. Pokud ne,
tak vypiSeme cely Clen. Pokud Clen neni typu Times, zkoumame,
zda je to Cislo. Pokud ano, napiSeme 1, pokud ne,
napiSeme cely Clen.x*)
TFF = DeleteDuplicates[Map[(If[#[[0]] === Times , If[NumericQ[#[[1]]],
#/#([111, #1, If[NumericQ[#], 1, #11) &,
Union[Flatten[F /. Plus -> List]]]] /. List -> Plus;

TF = MonomialList [TFF];

(#*Vypige mnoZzinu v8ech monomid obsaZenjch v F. Op&t musime rozlisiit,
zda je €len typu Times. Pokud ano,
tak pokud je to prvni Cast cislo,
tak jim pod&lime a odstranime tak koeficient. Pokud ne,
vypiSeme cely Clen. Dale pokud ¢len neni typu Times,
ale je to tislo, vypiZSeme 1, jinak vypiSeme dany Zlen.x*)
M = Complement [TF, Done]; (*Dopln&k TF,Done.
Timto ziskdvame mnozinu M={m_{il}}*)
1t = DeleteDuplicates[
Map [If [#[[0]] === Times , If[NumericQ[#[[11]]1, #/#[[11], #],
If [NumericQ[#], 1, #]] &, MonomialList[GG] [[A1l1l, 11111;
(#*VypiSeme hlavni &leny ze zadanyjch polynomi z GG,
av8ak zase musime odstranit koeficienty.
Postupujeme obdobné& jako vyse.x*)

MFFF = Array[0 &, {Length[M]}]; (*Implementace prom&nné MFFF,
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je to pole samych nul délky stejné jako M.*)

For[i = 1, i <= Length[M], i++,
For[j = 1, j <= Length[1t], j++,
If [PolynomiallLCM[1t[[j]1], M[[i]]] === M[[il],
A = M[[i11/1¢((31];
MFFF = Union[MFFF, {A*GG[[j]11}];
Break[]11];
(*Zkoumame, zda existuje takové m’, kde m=m’*1t. Porovndvéme tedy,
zda nejmensi spolelny ndsobek (1t,M)===M. Pokud ano,
tak takové m’ existuje a spolitédme si ho a uloZime do promé&nné A a \
do MFFF pfidédme A*GG. Pokud ne, tak nepfiddvéame nic.*)

MNove = Expand[MFFF]; (*Rozndsobeni MFFFx*)

Fkonecne = DeleteCases[Union[MNove, F], 0]; (*Sjednotime F,Mnove.
Poté vymaZeme nulové pfipady.*)

Return[Fkonecne] (¥*Vraci mnoZinu polynomi v prom&nné Fkonecnex)
\
1;

F4Reduction[LL_List, GG_List] :=

Module [{FF, monomy, Fmat, Frowred, Fvysl, LTF, Fvyslplus, LTFvysl},
(*Funkce F4Reduction.
Vstupem je mnoZina polynomi GG a mnoZina &tvefic LL.
Vystupem je mnoZina polynomid Fvyslplus.x*)

FF = SymbolicPreprocessing[LL, GG];(*Zavola algoritmus
SymbolicPreprocessingx)

monomy = MonomialList[
DeleteDuplicates[Map [(If [#[[0]] === Times ,
If [NumericQ[#[[111]1, #/#[[11]1, #],
If [NumericQ[#1, 1, #11) &,
DeleteDuplicates[Flatten[FF /. Plus -> List]]]] /. List -> Plus];
(#*Vypige vsechny monomy vyskytujici se v promé&nné FF a sefadi je \
lexikograficky. Postup je uveden vysSe ve funkci SymbolicPreprocessingx)

Fmat = Mapl[
Total[Tablel
If [NumericQ[#[[i]]/monomy[[j1]1], #[[i]]/monomy[[j]], 0], {i, 1,
Length[#]}, {j, 1, Length[monomy]}]] &,
Evaluate[Monomiallist [FF]]];
(*P1n&ni matice koeficienty u danych polynomi.
Sloupce odpovidaji jednotlivym monomum,
fadky pak jednotlivym polynomum.
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Pokud Dany ¢len z FF pod&leny pfisluSnym monomem je Tislo(tzn.
Zze se dany monom v polynomu vyskytuje), napiSe tento koeficient,
jinak napiSe nulu.x*)

Frowred = RowReduce[Fmat] ; (xRadkov& schodovity tvar maticex)

Fvysl = DeleteCases[Frowred.monomy,
0] ; (xVypise polynomy z radkové schodovité matice.
Vyndsobi danou matici monomy a vypiSe je bez nulovych Zleni.*)

LTF = DeleteDuplicates|[
Map [If [#[[0]] === Times , If[NumericQ[#[[111]1, #/#[[11]1, #]1,
If [NumericQ[#], 1, #]] &, MonomiallList[FF][[A1l, 1]1]111;
(*Vypise hlavni monomy z promé&nné FF a pokud je n&ktery monom shodny \
S jinym, tak ho vypiSe jen jednou. Postup op&t popsdn vyse.x*)

LTFvysl =
DeleteDuplicates[
Map [If [#[[0]] === Times , If[NumericQ[#[[111]1, #/#[[11]1, #1,
If [NumericQ[#], 1, #]] &, MonomialList[Fvysl] [[A11l, 1]]1];
(*Vypige hlavni monomy z promé&nné Fvysl a pokud je n&ktery monom \
shodny s jinym, tak ho vypiSe jen jednou. Postup op&t popsédn vyse.*)

Fvyslplus =
DeleteCases[
Flatten[Table[
If [Totall
Table[If[LTFvysl[[j]] === LTF[[il], 1, 0], {i, 1,
Length[LTF]1}]] == 0, Fvysl[[j]], 0], {j, 1,
Length[LTFvys1]}]], 0];
(*Zkoumame, zda LT(Fvysl) je shodné s LT (F). Pokud ano,
vypiSe jednicku, jinak nulu. Pokud je cely ¥adek nulovy,
pak se dany Clen v FF nevyskytuje a vypiSeme odpovidajici polynom z \
Fvysl, jinak vypiSeme nulu. Nulové Cleny poté vymaZeme.*)

Return[Fvyslplus] (xVypise vyslednou mnoZinu polynomui Fvyslplusx)
15
F4alg[Pol_List] :=
Module[{1t, lcm, t, Par, L, F, d, G, P, Fplus, LTFplus, LTG},
(¥*F4 algoritmus.
Vstupem je mnoZina polynomi a vystupem je Grobnerova bédze.x*)

1t = Map[Monomiallist[#][[1]] &, Pol];

lcm = Array[0 &, {Length[1lt], Length[1t]}];

t = Array[0 &, {Length[1t], Length[1t], Length[1t]}];

Par = Array[0 &, {Length[1lt], Length[1t]}];

L = Array[0 &, {Length[1lt], Length[1t]}]; (*Inicializace prom&nnjchx)
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For[i = 1, i <= Length[1lt], i++,
For[j = 1, j <= Length[lt], j++,
If[i < §,
lem[[i, j11 =
PolynomiallLCM[1t[[i]],
1t[[j1]1]; (xSpotitd nejmensi spoleZny ndsobek dvou polynomuix*)

t[[i, j, i]] = lem[[i, j11/1t[[il]; (*VypoCitd Cleny t*)

tlli, j, j11 = lem[[i, j11/1t[[j11;
Par[[i, jl] = {lem([i, j11, tC[i, j, i]], Pol[[il],
tlli, j, jli,
Pol[[j]1}; (*xVytvori pé&tice obsahujici nejmensi spolelny \
ndsobek hl. ¢lend dvou polynomi, Zlen t, polynom, &len t, polynomx*)

P = DeleteCases[Flatten[Par, 1],
0] ; (*VymaZe nulové pary a poskladad p&tice za sebex)

Null(*xVse d&lame pouze pro i<j,
abychom se nedostali k duplicitnim p&ticimx)

]

—

] .

G = Pol; (*Do prom&nné G ulozime mnoZinu zadanjch polynomix)

While[! (P /. List -> Plus) === 0, (*UkonZujici podminka.
Pokud P neni nulové.*)

L

P[[A1l, {2, 3, 4, 5}]1]; (¥Vezme 2.-5. &len z Px)

F = Flatten[

Map [{#[[1]] #[[2]], #[[3]1] #[[4]]} &,

L]]; (*V mnoziné L vyndsobi v kazdé podmnozin& 2.3. a 4.5.
Clen a nasklddad je za sebe do jedné mnoZinyx)

Fplus = F4Reduction[F, G];(*Zavola algoritmus F4Reductionx)

LTFplus =
DeleteDuplicates [Map[
If[(#[[0]] === Times , If([NumericQ[#[[1]11]1, #/#[[11]1, #1, #] &,

MonomialList [Fplus] [[A11l, 1]111];
(*Spo¢itd hlavni monomy z polynomi,
které jsou vystupem F4Reductionx)

LTG = DeleteDuplicates|[
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Map[If [#[[0]] === Times ,
If [NumericQ[#[[1111, #/#[[111, #], #] &,
MonomialList [G] [[A1l, 1]111];
(*Spo¢itd hlavni monomy ze zadanych polynomi.*)

P = Flatten[
Expand [Simplify[

Table [{Polynomial LCM[LTFplus[[i]], LTG[[j1]1],
PolynomiallLCM[LTFplus[[il], LTG[[j11]1/LTFplus[[il],
Fplus[[il], PolynomiallLCM[LTFplus([[i]], LTG[[j1]11/LTG[[j1],
G[L[311}, {4, 1, Length[LTFplusl}, {j, 1, Length[LTGI}]1], 11;

(*Naplnéni p&ticx)

G = Union[G, Fplus];(*Do G pfidad nové polynomy z FPlusx)
1;
Return[G] ; (x*Vjsledkem je Grobnerova bdze G*)
1;
End[];
Protect [SymbolicPreprocessing,F4Reduction,F4alg];

EndPackage[]

6.2.2. Lagrangetuv interpolacni polynom

#!/usr/bin/env python
# —x- coding: utf8 —*-

def multiply_poly(*args):
# Funkce pro nasobeni n&kolika polynomu. Vstupem jsou polynomy a vystupem
# soufin polynomu.Polynomy zapisujeme pomoci koeficientu dle jednotlivych
# mocnin: [x"0, x~1, x°2, ..., x"n]
nmn
Multiplies n polynomials.
@param *args: either single list of polynomials or polynomials as args.
@return: args[0] * args[1] * ... * args([n]
if len(args) == 1:
args = args[0]
elif not args:
return []
res = [1]
for number in args:
res = _multiply_poly(res, number)
return res
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def _multiply_poly(polyl, poly2):
# Funkce pro nédsobeni dvou polynomi. Vstupem jsou polynomy a vystupem
# soulin polynomu. Polynomy zapisujeme pomoci koeficientd dle jednotlivych
# mocnin: [x"0, x~1, x72, ..., x"n]
Multiplies two polynomials.
@param polyl: First polynom [x~0, x~1, x°2, ..., x"n]
@param poly2: Second polynom [x70, x~1, x72, ..., x"n]
@return: polyl * poly2
res = [0, ] * (len(polyl) + len(poly2) - 1)
for i in xrange(len(polyl)):
for j in xrange(len(poly2)):
idx = i + ]
res[idx] = sum_int(res[idx], multiply_int(polyl1[i], poly2[jl))
return res

def sum_poly(*args): #Funkce pro soulet polynomu.

Sumarize polynomials.
Oparam *args: either single list of polynomials or polynomials as args.
Q@return: args[0] + arg[1l] + ... + arg(n]
nnn
if len(args) ==

args = args/[0]
elif len(args) < 2:

return args
res = [0] * max([len(_) for
for number in args:

for idx in xrange(len(number)):

res[idx] = sum_int(res[idx], number[idx])

return res

in args])

def sum_int(numl, num2):
# Funkce pro soulet dvou €isel. Je zde zahrnuto, Ze -a=a, ata=0, O+a=a
# a ddle symetrie zobrazeni. Je zde vypsana celd tabulka pro soulet nad
# danym polem.
nmn
Sum two numbers according to the mapping table.
@param numl: First integer
Oparam num2: Second integer
Oreturn: numl + num?2
nmn
#-a=a
if numl < O:
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numl = -numl
if num2 < O:
num?2 = -num2
#a+a=0
if numl == num?2:
return O

# symetrie

if numl > num2:
tmp = numl
numl = num?2
num? = tmp

#0+a=a

if numl == 0:
return num?2

mapping = {( 1, 2): 3, (1, 3): 2, (1, 4): 5, (1, 5B): 4,
(1, 6: 7, (1, 7: 6, (1, 8: 9, (1, 9: 8,
(1, 10): 11, (1, 11): 10, (1, 12): 13, (1, 13): 12,
(1, 14): 15, (1, 15): 14, (2, 3): 1, (2, 4): 6,
(2, 5: 7, 2, 6): 4, (2, 7T: 5, (2, 8: 10,
(2, 9:11, (2, 10): 8, (2, 11): 9, (2, 12): 14,
(2, 13): 15, (2, 14): 12, (2, 15): 13, (3, 4): 7,
(3, 5): 6, (3, 6): 5, (3, 7TH: 4, (3, 8: 11,
(3, 9:10, (3, 10): 9, (3, 11): 8, (3, 12): 15,
(3, 13): 14, (3, 14): 13, ( 3, 15): 12, (4, 5): 1,
(4, 6): 2, (4, 7). 3, (4, 8: 12, (4, 9: 13,
(4, 10): 14, ( 4, 11): 15, ( 4, 12): 8, (4, 13): 9,
(4, 14): 10, ( 4, 15): 11, (5, 6): 3, (5, 7T: 2,
(5, 8:13, (5, 9: 12, (5, 10): 15, ( 5, 11): 14,
(5,12): 9, (5, 13): 8, (5, 14): 11, (5, 15): 10,
(6, 7): 1, (6, 8): 14, (6, 9: 15, (6, 10): 12,
(e, 11): 13, (6, 12): 10, (6, 13): 11, ( 6, 14): 8,
(6, 15): 9, (7, 8): 15, (7, 9): 14, (7, 10): 13,
(7, 11): 12, (7, 12): 11, (7, 13): 10, (7, 14): 9,
(7, 15): 8, (8, 9: 1, (8, 10): 2, (8, 11): 3,
(8, 12): 4, (8, 13): 5, (8, 14): 6, (8, 15): 71,
(9, 10)0: 3, (9, 11): 2, (9, 12): 5, (9, 13): 4,
(9, 14): 7, (9, 15): 6, (10, 11): 1, (10, 12): 6,
(10, 13): 7, (10, 14): 4, (10, 15): 5, (11, 12): 7,
(11, 13): 6, (11, 14): 5, (11, 15): 4, (12, 13): 1,
(12, 14): 2, (12, 15): 3, (13, 14): 3, (13, 15): 2,
(14, 15): 1,

}

return mapping[(numl, num2)]

def multiply_int(numl, num?2):
# Funkce pro nasobeni dvou €isel. Opé&t zahrnuto, Ze -a=a, 0O*a=0, l*a=a
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# a symetrie. Je zde vypsana tabulka pro nasobeni nad danym polem.

nmn

Multiplies two numbers according to the mapping table.
@param numl: First integer
@param num2: Second integer

Q@return: numl * num?2

nmmnn

# - a=a

if numl < O:
numl = -numl

if num2 < O:
num?2 = -num?2

# symetrie

if numl > num2:
tmp = numl
numl = num?2
num?2 = tmp

#0*xa=0

if numl ==
return O

#1 xa=a

if numl ==
return num?2

mapping = {( 2,
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(12, 13): 5, (12, 14): 13, (12, 15): 1, (13, 13): 8,
(13, 14): 3, (13, 15): 14, (14, 14): 10, (14, 15): A4,
(15, 15): 11,

}

return mapping[(numl, num2)]

def divide_int(numl, num2):
# Funkce pro dé&leni dvou €isel. Zkoumd, jaké Cislo musime vyndsobit s num2,
# abychom dostali numl.
for i in xrange(16):
if multiply_int(num2, i) == numl:
return i

def print_poly(poly): #Funkce pro vypis polynomu pomoci x~d
nmmn Strlng Output nmnn

out = ""
for i in xrange(len(poly)):
if polyl[i] == 0:
continue
elif poly[i] == 1:
out += "x7%d + " 9 i
else:
out += "%sx"%d + " % (polyl[il, 1)
if out:

out = out[:-3]
return out

def calculate_lagrange():
# Hlavni funkce programu. SlouZi k vypoltu Lagrangeova interpola&niho
# polynomu nad danym polem.

Calculates lagrange according to the mapping
nmn

mapping = [9, 11, 11, 11, 13, 4, 10, 1, 13, 1, 4, 10, 13, 10, 1, 4]
# Funkéni hodnoty v jednotlivych bodech.
length = len(mapping)
# Polynom x°3 -2x + 1 pfepiSeme do programu jako [1, -2, 0, 1]
1s_u = [] #proménnd typu list
1s_d = []
for i in xrange(length):
# (x-1) (x-2) (x-3)...(x-%posledni) if il!=idx
numerator = multiply_poly([[_, 1] for _ in xrange(length) if _ != i])
# (idx-0) (idx-1)...(idx-$posledni) if i!=idx
denominator = 1

for _ in (sum_int(i, _) for _ in xrange(length) if _ != i):
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__hame_

denominator = multiply_int(denominator, _)

prefix = "1%-2d = " % i

# l:vypiSe 1, d:integer, -2: zarovnani doleva na 2 znaky
_prefix = " " % len(prefix) # n&sobi mezeru- pro lepii vystup
print "%s%s" % (_prefix, numerator)

print "%s%s" % (prefix, ’-’ x (max(len(str(numerator)),

len(str(denominator)))))
print "%s%s" % (_prefix, denominator)
1s_u.append (numerator)
1s_d.append(denominator)

# dany polynom vyndsobi pfisluSnou funkZni hodnotou: 1$idx * mapping[$idx]
Ls = [multiply_poly([divide_int(mappingl[i], 1s_d[i])], 1ls_ul[il)

for i in xrange(length)]
print "Ls = %s" % Ls

# soulet vSech Ls. Tim ziskame vysledny Lagrangeuv polynom
L = print_poly(sum_poly(Ls))
print "L = %s" % L

== "__main__":

calculate_lagrange()



