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Uvod

Normalni rozdéleni ma ve statistice vyjimecné postaveni. V riznych védnich oborech (napf.
v biologii, medicing, psychologii aj.) se vyskytuje mnoho statistickych znaki, které se alesponl
pfiblizné tidi normalnim rozdélenim. Obecné se normalni rozdéleni vyskytuje u téch velicin,
jejichz hodnoty jsou vysledkem vétstho poctu nepatrnych a vzdjemné nezavislych vliva.
Nejbéznéjsim typem takovéto veli¢iny jsou ndhodné chyby (napt. chyby vznikajici pii méfeni
fyzikalnich veli¢in); proto také byva normalni rozdéleni oznaovano jako zakon chyb. V teorii
pravdépodobnosti jsou teoretické predpoklady normality statistického znaku popsany v
podobé tzv. Centralnich limitnich vét, z nichZ ta nejobecnéjsi (véta Ljapunovova) iikd, ze
nahodna veliina vznikld soutem n vzajemné nezavislych libovolné rozdélenych ndhodnych
veli¢in se za urcitych podminek s rostoucim n blizi k normélnimu rozdé€leni. Da se fici, ze
vSude tam, kde hraje roli ndhoda a velky pocet vlivil, se musi vzdy alespon piiblizné dojit
k normélnimu rozdéleni. Filosofickd podstata vSudypfitomnosti normélniho rozdéleni vSak
nebyla nikdy presn¢ objasnéna. Normalni rozdéleni je predev§im zakladni pomickou

statistické prace.

Text této prace je rozdélen do dvou kapitol. Prvni kapitola je vénovana normalnimu rozdélent,
kde je nejdiive stru¢né nastinén jeho historicky vyvoj vcetné dvou historicky vyznamnych
odvozeni- Gaussova a Herschelova. Déle jsou popsany vlastnosti normalniho rozdéleni a
zavér kapitoly je vénovan mnohorozmérnému normalnimu rozdéleni. V prvni kapitole bylo
¢erpano piedevsim z [1] a [4]. Obsahem druhé kapitoly jsou tfi pravdépodobnostni rozdélent,
které lze ziskat pfimo znormdlniho rozdéleni transformaci ndhodné veli¢iny. U kazdého
rozdéleni je objasnén jeho vztah k normalnimu rozdé€leni. Tato pravdépodobnostni rozdéleni
nachazeji Siroké uplatnéni v oblasti zjiStovani intervalli spolehlivosti pfi testovani

statistickych hypotéz. V druhé kapitole bylo ¢erpano pifedevsim z [2] a [10].

Grafickd reprezentace (vyjma obrazki 1.3 a 1.4) byla vytvofena v programu MATLAB.
Bakalarska prace predpoklada zakladni znalosti z oblasti teorie pravdépodobnosti a

matematické analyzy.



Kapitola 1

Normalni rozdéleni

1.1 Definice normalniho rozdéleni

Definice 1.1 Nahodna veli¢ina X ma normalni (Gaussovo) rozdéleni pravdépodobnosti

s parametry y € R a 02 > 0 (zapisujeme X~ N(u, 52)), je-li jeji hustota tvaru

1 _(x—w?
202 |, x €ER.

f&) =

e
oV2m

—— N 0.2)
f— N(Dj) -
— N{D5)
N(-2.0.5) F
R

Obrazek 1.1: Grafy hustot normalniho rozdéleni s riznymi dvojicemi parametrd u a o2

1.2 Geneze normalniho rozdéleni

1.2.1 Hledani krivky chyb

Normalni rozdéleni je ¢asto oznaCované jako Gaussovo dle némeckého matematika a fyzika

Carla Friedricha Gausse (30. 4. 1777 —23. 2. 1855).
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Ten kiivku normalniho rozdéleni odvodil na pocatku 19. stoleti. Ve skutecnosti se objev
kiivky datuje podstatné diive, a to 12. listopadu 1733, kdy francouzsky matematik Abraham
de Moivre (26. 5. 1667 — 27. 11. 1754) zvetejnil latinsky ¢lanek Approximatio ad summam
terminorum binomii (a+b)" in seriem expansi. De Moivre se snazil aproximovat binomické

rozdéleni py = (})p*(1 —p)*™* tak, aby bylo mozno provadét slozitgjsi vyposty

pravdépodobnosti pro velky pocet pokust (napf. hdzeni minci), a dokdzal, ze
i

n k n—k i_np j_np
NSNS I ET|
Z (k)p P Jnp(1 —p) Jnp(1 —p)

J

kde

1 zZ _x2
N(z) = \/T_nf e 2 dx.

Tento vice méné¢ ndhodny objev kiivky normdlniho rozdéleni vSak upadl do zapomnéni,
nebot’ integral [ e’ dx byl vycislen az zhruba o padesat let pozdéji, a princip hustoty
pravdépodobnosti De Moivre neznal. Pozd¢&ji v pribéhu 18. stoleti mohl mit jeho objev veliky
vyznam pro astronomy, ktefi v&éfné stali pred problémem, jak stanovit nejlepSi odhad
skute¢né vzdalenosti kosmickych objekti (hvézd a planet) z odlisSnych naméfenych hodnot.
Tato meéfeni byla zatizena chybami, pfedevSim vinou meéficiho piistroje a povétrnostnich

podminek, a tudiz se rliznila.

Astronomie byla viibec prvni védou, kterd volala po jednotné a korektni statistické metod¢ ke
stanoveni nejlepSiho odhadu skute¢né hodnoty z nékolika meéteni. Jiz ve 2. stoleti pinl.
pouzival Hipparchus pfi feSeni astronomickych problémil primérovani namétenych dat. V 16.
stoleti zavedl Tycho Brahe do astronomickych postuplti opakovand méfeni. Nasledné
astronomové pouzivali rizné metody, jak prezentovat namétfené hodnoty, nejCastéji vSak
pouzivali aritmeticky primér nebo median ¢i jejich kombinaci. Postupem ¢asu prevazil
vyhradné aritmeticky primér. Intuice tedy vedla astronomy tim spravnym smérem, chybélo

vSak matematické opodstatnéni tohoto poc¢inani.

Jak jiz bylo fe€eno, rozdilnost astronomickych méfeni zpisobovaly chyby, predevsim chyby
systematické (nepfesnost meéticitho piistroje). Prvnim védcem, ktery se pokusil hloubéji

analyzovat tyto odchylky, byl italsky astronom a fyzik Galileo Galilei.



Jeho uvahy ohledné¢ chyb méteni z knihy Dialogy o dvou nejvétsich systémech sveta z roku

1632 se daji shrnout do ¢tyt bodi:

1. Existuje pouze jedina spravna hodnota vzdalenosti hvézdy od stiedu Zemé.

2. VSechna pozorovani jsou vlivem pouzitych néstroji a dal§ich podminek zatizena
chybami.

3. Nameétené hodnoty jsou rozloZeny symetricky kolem skutecné hodnoty; tudiz chyby
méfeni jsou rozlozeny symetricky kolem nuly.

4. Malé chyby se vyskytuji Castéji nez velké chyby.

Galileo nicméné nenavrhl, jak by méla vypadat kiivka chyb, nebo jak by se méla skute¢na
hodnota odhadnout. Az o vice nez sto let pozdéji byla na svét€é prvni kiivka, kterd jiz
dostatecné¢ pripominala onen zndmy zvonovity tvar hustoty normalniho rozdé€leni. Jejim
autorem byl francouzsky matematik, fyzik a astronom Pierre Simon de Laplace (23. 3. 1749 —

5.3.1827).

—-m|x|

Jeho prvnim zobrazenim chyb méfeni byla kiivka tvaru f(x) = %e , 0 tf1 roky pozdéji

. .- . 1
predlozil alternativu tvaru f(x) = Y lnlz—| .
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Obrazek 1.2: Prvni a druhd Laplaceho kiivka chyb
Snahu o matematické vyjadreni kiivky chyb zavrSil az Carl Friedrich Gauss, ktery byl

pfesvédcen, ze aritmeticky primér naméfenych hodnot je nejlep§im odhadem skutecné

hodnoty. Tuto podminku potom vyuzil pti hledani hustoty pravdépodobnosti chyb méteni.



1.2.2 Gaussovo odvozeni
Gauss pti svém odvozeni vychdzel z téchto predpokladii:

1. Malé chyby jsou pravdépodobnéjsi nez velké chyby.
2. Pro jakékoli redlné Cislo € je pravdépodobnost chyby o hodnotach € a —e stejna.
3. Z né¢kolika méfeni stejné veliciny je nejpravdépodobnéjsi spravnou hodnotou

aritmeticky pramér z téchto méteni.

Necht p je skutecnd, ale neznaméd hodnota méfené veliiny, necht mame n nezavislych
méfeni My, M,, ..., M,,, a necht’ ¢(x) je hustota pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny udavajici
velikost nahodné chyby. Z prvniho pfedpokladu vyplyva, Ze ¢(x) ma maximum v x = 0,
zatimco druhy piedpoklad implikuje sudost funkce @(x), a tedy ¢(—x) = @(x). Pokud

definujeme
fx) = %, (1.1)

potom plati
f(=x) = —f(x), (1.2)

nebot” f(—x) = ¢'(—x)/p(—x) = —¢'(x)/p(x) = —f(x). Pokud M; — p piedstavuje velikost
chyby i-tého méfeni, a chyby jednotlivych méfeni jsou stochasticky nezavislé, potom

0= (P(M1 — p)(p(MZ - p) ...... (p(Mn - p)

je sdruzend hustota pravdépodobnosti pro n chyb. Podle tifettho Gaussova ptedpokladu je

hodnota M definovana jako

My + My + -+ M,
n

M =

nejlepdim odhadem hodnoty p. Tedy pti dosazeni M za nezndmou hodnotu p musi funkce 2

v souladu s prvnim pfedpokladem nabyvat maximalni hodnoty. Tudiz plati, Ze

.
dply=s

= —qo’(M1 - M)(p(Mz - M) ---(P(Mn - M) -

—p(My—M)p'(My — M) ...(M, — M) — -



—p(M, —M)p(M, — M) ...¢' (M, — M) =

(9 (M -M) @' (M- M) @' (M, — M)
- <<P(M1—M) " (M, — M) et <p(Mn_M)>Q'

Protoze 2 je nenulova funkce, plati vzhledem k (1.1)
f(My— M)+ f(My— M) + -+ f(M, —M) = 0. (1.3)

Jestlize hodnoty méfeni M; mohou nabyvat libovolnych hodnot, mizeme zjednodusit situaci a

zavést oznaceni
M1=M, M2=M3="'=Mn=M_nN,
kde M a N jsou libovolna realna &isla. Potom pro M bude platit

My+My+--+M, M+ m—-1)M-nN) n(M-nN+N)
n n n

M = =M —(n—1)N.

Substituci do (1.3) a s ndslednym vyuzitim (1.2) dostaneme

f((m=1N)+ (n—1f(=N) =0 neboli f((n—1)N)= (n—1)f(N).

Tato vlastnost' spolu se spojitosti f vede k feSeni f(x) = kx pro n&jaké k € R. Podle (1.1)

tedy dostaneme rovnici

¢'() _
@ (x)

kx.

Integraci vzhledem k proménné x obdrzime
k 2 ; kx2/2
Inp(x) = 7% + ¢ neboli @(x) = Aek*"/2,

Jelikoz predpoklddame, Zze ¢(x) ma maximum v x = 0, pak k musi byt zdporné a proto

—h?x?

polozime k/2 = —h?%. Méame tedy funkci @(x) = Ae . Aby tato funkce byla hustotou

pravdépodobnosti, musi platit, ze

f Ae ¥ dy = 1.

' f(nx) = nf(x) je disledkem Cauchyovy funkciondlni rovnice f(x +y) = f(x) + f(¥), jejimz feSenim
nad mnozinou raciondalnich &isel je skupina funkci f(x) = cx (tzv. aditivni funkce), kde ¢ = f(1). Rozsiteni
této skupiny pro feSeni nad mnozinou realnych ¢isel f: R — R je zajisténo piedpokladem spojitosti f(x).
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S pomoci vztahu [ e™"dy = v vypocteme, Ze

Jwe‘hzxz dx = \/—hE

Za A tedy dosadime obracenou hodnotu a vysledkem je hustota pravdépodobnosti ve tvaru

_thZ

@(x) =\%e ,

kde h je kladna konstanta, kterou Gauss povazoval za ‘pfesnost procesu méieni’. Jeho kiivka

chyb je znamou hustotou normalniho rozdéleni prou = 0 a o = 1/+/2h.

1. 1. 1801 objevil italsky astronom Giuseppe Piazzi novou planetku a pojmenoval ji Ceres.
Diive nez vsak bylo mozno provést dostatek méfeni k vypoctu jeji obézné drahy, Ceres
zmizela za Sluncem. Mnoho astronomu se snazilo odhadnout oblast, kde by se mé¢la planetka
opét vynotit. Gaussiv predpoklad se zna¢né liSil od ostatnich navrht a ukézalo se, Ze byl
spravny. Vysvétlil, ze k vypoc¢tu drahy planetky pouzil vlastni metodu, totiz metodu
nejmensich Ctvercl, tehdy jest¢ nezndmou, kterou odlvodnil vySe popsanou teorii chyb.
Jelikoz je aritmeticky primér v podstaté specidlni ptipad metody nejmensich ¢tvercti (bodova
aproximace), Gauss vlastné pouzil konkrétni aplikaci metody nejmensSich ctverci jako
predpoklad v jeho teorii chyb, kterou, jak jiz bylo feceno, ndsledné pouzil k odivodnéni
obecné metody nejmensich ¢tverct. Tento ‘samozavadéci‘ precin mél za nasledek, ze ostatni
statistici zaujali k jeho objeviim skepticky postoj, a sim Gauss se nacas dalSim vyuzitim
kiivky normalniho rozdéleni nezabyval. To vSak ucinil Laplace, ktery v roce 1810 odvodil

Centralni limitni vétu, ¢imz zdtraznil vyznam normalniho rozdéleni ve statistice.

1.2.3 Herschelova hypotéza

Anglicky astronom a matematik John Herschel (7. 3. 1792 — 11. 5. 1871) odvodil normélni
rozdéleni v roce 1850. Jeho odvozeni je zajimavé z hlediska malého poctu predpokladi, ze
kterych pifi své hypotéze vychazel. Herschel vzal vuvahu dvourozmérnou hustotu
pravdépodobnosti pro chyby pii méfeni polohy hvézdy p(x,y), kde x je chyba ve sméru
zemépisné délky (vychod — zipad) a y je chyba ve sméru zemépisné Sitky (sever — jih).
Rozdé¢leni pravdépodobnosti je u obou proménnych totozné. Herschel uvazoval dva

ptedpoklady:
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1. Chyby méreni jsou v jednotlivych smérech navzdajem nezavisle.
Tudiz sdruzenou hustotu pravdépodobnosti mizeme vyjadiit ve tvaru
p(x,y) = p()p(y). (1.4)
Budeme-li uvazovat polarni souradnice misto kartézskych, mizeme psat

p(x,y) = g(r,6), (1.5)

tj. hustota pravdépodobnosti v bodé (x,y) zavisi na vzdalenosti r a uhlu 8, pfi¢emz r
(velikost chyby) je vzdalenost bodu (x, y) od pocatku souradnicové sité tvoreného skutecnou
polohou hvézdy (teoreticky bodovou) a 6 thel mezi spojnici bodu (x,y) s pocatkem a

pfimkou s thlem 0°.
2. Hustota pravdépodobnosti v bodé (x,y) zavisi pouze na vzddalenosti r.

Tedy g(r,6) = g(r), apodle (1.4) a (1.5) obdrzime

PP = g (V¥ +57), (1.6)

nebot 72 = x? + y2. Polozime-li y = 0, dostaneme p(x)p(0) = g(x), naopak pii x =0
obdrzime p(y)p(0) = g(y). Rovnice (1.6) tedy piejde do tvaru

PP = p (V2 +57)p(0),

a vydélenim [p(0)]? dostavame

P p®) _p(/x2+y?)
p(0) p(0) p(0)

Polozime-li f(x) = In[p(x)/p(0)], obdrzime rovnici
f+f) =f), r?=x*+y%

Reseni této funkcionalni rovnice je zfejmé: funkce proménné x plus funkce proménné y je
funkce vyrazu x2 + y?, takze feSenim, vzhledem ke spojitosti f, je f(x) = cx? pro né&jaké

¢ € R. Takze

p()]
In [ T = e
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Odtud dale

p&x) _
p(0)

cx?

neboli p(x) = p(O)ecxz.
K tomu, aby p(x) byla hustota pravdépodobnosti, je nutné, aby ¢ bylo zaporné cislo, proto

polozime ¢ = —1/20? a podobné jako u Gaussova odvozeni dopoéteme normalizaéni faktor

p(0) = 1/0V2m. Vysledkem je tedy funkce

2 2
ex/ZG

1
(x) = :
P oV2r
coZ je hustota normalniho rozd¢leni se stiedni hodnotou ¢ = 0 a rozptylem o.

Gaussovo i1 Herschelovo odvozeni tedy prezentuje normalni rozdé€leni jako zadkon chyb, které
ovSem vzdy vznikaji pfi¢inénim cloveka, at’ jiz nepfesnymi postupy ¢i nedokonalosti
ptistroji, které sam sestrojil. V 2. pol. 19. stoleti dokazal skotsky fyzik James Clerk Maxwell,
ze normalni rozdéleni je ,Cisté¢ piirodni jev‘, kdyZz demonstroval, Ze pocet Castic, jejichz
rychlost pohybu na tzv. volné draze (mezi dvéma srdzkami s jinymi ¢asticemi) ma hodnotu
mezi x a x + dx, je roven

1 x?

N ——e a2dx,
avr

kde N je celkovy pocet ¢astic a a je primérna rychlost pohybu.

1.3 Vlastnosti normalniho rozdéleni

1.3.1 Hustota a distribu¢ni funkce normalniho rozdéleni
Z definice normalniho rozdé€leni jiz vime, Ze jeho hustota ma tvar

1 _G-w?
e 20% , x€R.

f&x) =

oV?2

Pro u = 0 a 6? = 1 obdrzime tzv. normované normalni rozdéleni N (0,1) s hustotou

x2

f(x) =\/%_ne_7, X €R.

12



f(x)

inflexni bod

0 It 10 20 = X
. .. | SRR y
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Obrazek 1.3: Graf hustoty pravdépodobnosti normalniho rozdeleni

Komentar k obrazku 1.3: Hustota nabyva maxima v hodnoté y. V bodech y — o a u + o0 ma
inflexni body. Pravdépodobnost, ze rozdil mezi hodnotou nahodné veliCiny s normalnim
rozdélenim a jeji stfedni hodnotou je mensi nez jedna smérodatna odchylka, je rovna 68,3 %;
nez dvé smérodatné odchylky 95,5 % a nez tfi 99,7 %. Pravdépodobnost rozdilu mensiho

nez Ctyti a vice smérodatnych odchylek se blizi jistote.

Distribuc¢ni funkce normalniho rozdéleni:

F(x) f ) 1/— “ R
xX) = e 20 t, X E R.
—0 OV 2T

Jelikoz integral [ e~ dx nelze vyjadfit pomoci elementarnich funkci, jsou hodnoty
distribu¢ni funkce tabelovany. Nikoliv v§ak pro viechny kombinace u a a2, ale jen pro u = 0

a g2 = 1. Pro ostatni piipady lze vyuzit vztahu
x —_—

F(x) = CD(—'u), X € R,
o

kde ®(x) oznacuje distribuéni funkci normovaného normalniho rozdéleni.

Jak jiz bylo feceno v tivodu, normalni rozdéleni mé ve statistice vyznamnou ulohu. V teorii
pravdépodobnosti 0 ném hovofi centralni limitni véty. V matematické statistice ma zakladni

vyznam v aplikacich, zejména pfi testovani statistickych hypotéz a v teorii odhadu.
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1.3.2 Parametry normalniho rozdéleni

V definici normalniho rozdéleni jsme si uvedli parametry u a o. Nyni si ukadZeme, Ze se
jedna o stfedni hodnotu a rozptyl tohoto rozd€leni. K tomu pouzijeme momentovou

vytvotujici funkei, kterd je pro spojitou ndhodnou veli¢inu X definovana takto:

my(z) =f e“ f(x)dx.

Vypoéteme momentovou vytvoiujici funkci ndhodné veli¢iny X~ N (u, 02):

(x H)z t = (x ,u)/O'
= zx 2 C20% = otz 2
mx(2) f_ooe VZna 7 dx = dt =dx/o | \/_ f e dt,
nasledné upravime vyraz uvnitf integralu
eatze—%t2 — e—%t2+atz — e—%(t—az)2+%azzz’
a tedy
1 2,2 co 1 _ _
) = e T [ ot g [P = €002
V21 —o00 dr = dt/\/_
— LeMZ.FO—ZZZZ fw\/ie_rz d’r _ 1 MZ+ \/_\/E _ ey,Z+
V2 - V2m

Pro momentovou vytvorujici funkci plati, ze
my(2)®|,=0 = E(XY),

tedy, Ze k-ta derivace v bodé 0 ddva k-ty obecny moment. Pro X~ N (u, 02) bude platit:

2 2

_ uz+ﬁ uz+(I
E(X)=|e |20 = "2 (U + 0%2)| ;=0 = .

Rozptyl vypodteme pomoci vztahu var(X) = E(X?) — [E(X)]?:
o?z? ' o?z? o222\’
var(X) = | "2 (u+0%2) | |0 —1* = <ue”Z+T + Gzze“”T) |7=0 — 1 =
0-2 2 O-ZZZ 0_2 2 !
=(pue” 2 (u+022) + 02" 2 +0%ze"T2 (u+02%2) | |ym0 — UP
=u?>+02+0—pu*=o2

Pomoci momentové vytvoiujici funkce Ize ur€ovat ptimo pouze obecné momenty. Vzorec pro

centralni momenty normalniho rozdéleni odvodime pomoci jejich definice:
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= [ = BOOF 0 = — [ - e = |12 E A0

ke Zdt.

= \/__7-[] (at)ke_7dt —\/_J
V dal$im postupu vyuzijeme tzv. funkci gama, ktera je definovana nasledovné:

I'(z) =] t? le~tdt, z>0.
0

Uvédomime-li si, Ze hustota normalniho rozdé¢leni je suda funkce, mizeme dale pocitat:

O.k ] £2 zo.k 0o £2 ) 2
2| tkemdr =22 | tkemar=|"=t/2| =
e = om f_w V2 ), dr = tdt
k+1 K
20 f‘”\/z_kq g 272 gk ® k1 — 22g% r (k + 1)
= — r e Tdr= r r= —
T Jo N2 Jo T 2

Néhodna veli¢ina, jejiz hustota je symetrickd kolem stfedni hodnoty, ma vSechny liché
centralni momenty nulové. Vzorec upravime pouze pro sudé momenty tak, Ze zaménime k za

2k a mame:

_ 2kg? <2k +1

Nyni s vyuzitim vzorce I'(z + 1) = zI'(z) uréime:

o)) 20
) ) )

=20 () =2 1) =230 G40) - 253 41) - 25550 )

Z toho je patrné, zZe:

), k=123,..

2ka2k 2k — 1) (2k — 3) 1 (1)

= v =T
kX

Jelikoz I'(1/2) = v/ dostavame po Upravé:

k
Upp = 02K 1_[ i—-1), k=1.23,..
i
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1.3.3 Maximalni entropie pri dané stiedni hodnoté a daném rozptylu

Jedna z vlastnosti normalniho rozdéleni je, Ze ma maximalni entropii pfi dané stftedni hodnoté¢
a daném rozptylu. Entropii Ize popsat jako miru neusporadanosti ¢i neurcitosti systému a je
predmétem Setfeni vSude tam, kde hovoiime o pravdépodobnosti moznych stavii daného

systému ¢i soustavy.

vvvvv

jinak feceno netvofi ani pfiblizné plynulou kiivku a predpokladejme, Ze tato data
neodpovidaji Zzadnému pravdépodobnostnimu rozdéleni. Z téchto dat vypocteme a uchovame
pouze sttedni hodnotu a rozptyl. Chceme-li posléze pouze pomoci téchto dvou charakteristik
namodelovat plivodni data, stojime pfed problémem, které rozdéleni zcelé Skaly
pravdépodobnostnich rozdéleni pouzijeme, aby nova ziskand data co nejvice odpovidala

ptvodné namétrenym.

L
Obrazek 1.4: Histogram dat (teCkovana ¢éra) a ptislusnd Gaussova kiivka

Resenim tohoto problému je pouziti normalniho rozdéleni. To, e ma normalni rozd&leni
maximalni entropii, znamend, 7e jeho pouzitim vytvaiime co nejobecnéjsi piipad, bez
jakychkoliv nadbyte¢nych odhadu ¢i predpokladi. Mizeme predpokladat, ze pti vétsSim poctu
pozorovani se histogram ‘vyhladi’, a v souladu s tim, co bylo fe¢eno v ivodu, bude odpovidat
normalnimu rozdéleni. Vlastnost maximalizace entropie tedy lze povazovat za alternativu
k roli normalniho rozdé€leni v centralnich limitnich vétach- kazdy statisticky znak spliujici
podminky jiz zminéné je vté nejobecnéjSi rovin€ znakem snormalnim rozd€lenim

pravdépodobnosti.

Nyni si ukazeme, Ze normalni rozdéleni ma maximalni entropii pti dané stiedni hodnoté a

daném rozptylu.
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V ptipad¢ diskrétnich stavi i pravdépodobnosti je entropie definovana jako veli¢ina typu:

n
E(1, - Dn) = _Z- 1pilogzpi-
1=

Necht' {p;}, a {u;},, jsou pravdépodobnostni funkce dvou diskrétnich ndhodnych veli¢in,

tedy Y. p; = X u; = 1. Pomoci nerovnosti log,x < (x — 1) uréime:

u.
> pllogz—< > pi(p—f—1)= > ui= ) pi=0,
2

a odtud

z pllogz Z pllogz — + Z pilog, u;

takze

—Zpilogzpi < —Zpilogz u;, (1.7)

tedy entropie rozdéleni {p;}, je ohrani¢ena vyrazem — : p;log, u;.

Definice 1.2 Necht’ X je spojita ndhodna veli¢ina s hustotou f(x), kde x € R. Potom funkce
h(X) definovana jako

hx) = — ] f(0)log,f (x)dx

se nazyva diferencidlni entropie ndhodné veli¢iny X. Analogicky k (1.7) bude platit

nerovnost:

- [ r@togr@axr< - [ reotog.g@dx (1.8)

kde g(x) je libovolnd hustota ndhodné veli¢iny X definovana pro x € R. Rovnost nastava
pouze a jediné tehdy, kdyz f(x) = g(x).
Nyni si vypocteme entropii normalniho rozdéleni. Nejdiive vyslovime nésledujici vétu:

Véta 1.1 (bez ditkazu) Necht' X je spojitd ndhodna veli¢ina a ¢ € R. Potom plati nasledujici
rovnost:

h(X + ¢) = h(X).
Dle véty 1.1 tedy plati, Zze diferencidlni entropie nahodnych veli¢in X~ N(u,02) aY~ N(u —

U, 0%) se rovnaji, takze sta¢i uréit entropii ndhodné veli¢iny Y~ N (0, 5?).
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Pro zjednoduseni budeme dale pouzivat pfirozeny logaritmus misto logaritmu o zakladu dvou.

Na celkovém vysledku se nic nezméni.

Vypodet diferencialni entropie ndhodné veli¢iny Y~ N (0, c?) bude nasledujici:

\V2mo
= j f(y)ln(x/%ae;??)dy = ] f(y)(ln(\/ﬁa) + ln(e%))dy =

o oo 1 _y_Z
h(Y) = —f finf(y)dy == —f f(y)ln< e Zaz)dy =

0 1 X yZ
= f_wf(y) Eln(Zna ) +F dy.
K dal§imu vypoctu uzijeme vztah pro sttedni hodnotu transformované ndhodné velic¢iny g(Y):

E@WD=£g@V@M%

atedy

= [ Fon 11(2 54 Y \ay =k 11(2 2y 4 22\ 2
= _Oof y n(2no 52 y = n(2ro 207 =
E(Yz) [EM)]?+0c% 1 5 1 1 5
= 20 - 2 —l (2 ) 2—2 Eln(Zrm ) —§+Eln(277,'0' )
S pomoci piedeslych poznatkli dokdZzeme nasledujici vétu:
Véta 1.2 Pro spojitou ndhodnou veli¢inu X definovanou na R a s rozptylem o2 plati:

1 1
h(X) < 3 + 2 In(2mo?).

Diikaz. Necht f(x) je hustota pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X definované na R a
s rozptylem 2. Necht’ u je jeji stfedni hodnota. Jestlize g(x) je hustota normalniho rozdéleni

se stejnymi parametry, potom:

1 _G=w?
f f@)Ing(x)dx = — f f(x)ln(\/_a 202 >dx=

1 (x—p)?
=f f(x)ln((Znaz)fe 207 )dx=

:f f(x)( In(2no?) + = (%#)2> dx =foo f(x)%ln(ercrz)dx

+[m11 () (x — w)2dx =2 + = In(2na?)
_wZszxx U x—2 2n To~),

nebot’ f_oooof(x)dx =1a f_oooof(x)(x — w?dx = o,
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Dosazenim do nerovnosti (1.8) mame:

- foof(x)long(x)dx < % + %ln(Znaz),

coZ znamena, Zze normalni rozdéleni ma pii dané stfedni hodnoté a daném rozptylu maximalni

entropii.

1.4 Mnohorozmérné normalniho rozdéleni

1.4.1 Definice a odvozeni hustoty mnohorozmérného normalniho rozdéleni

Definice 1.3 Néhodny vektor X = (Xy,X5,...,X},)" ma p-rozmémé normalni rozdéleni

sparametry g a X (zna¢ime X~N,(u, X)), jestlize je absolutné spojity s hustotou

pravdépodobnosti
1 1 .
) = o) =——epf-s@-wri@-p) @9
(2m)z|Z|2

kde p = (uy, Uz, ..., 1p)" je vektor stfednich hodnot a X = {ai j} je symetricka regularni matice

typu p X p (je to kovarian¢ni matice vektoru X).

Mnohorozmérné normdlni rozdéleni ma ovSem hustotu tvaru (1.9) pouze v piipadé, ze
h(X) = p. V ptipadé, kdy h(Z) = k < p, nelze hustotu explicitné vyjadfit. Nyni si popiSeme
jeji odvozeni.
Necht’ X~N, (u, Z). Predpoklddejme, Zze X = p + BY, tj. vektor u + BY ma totozné rozd€leni
pravdépodobnosti jako vektor X, pficemz Y = (Y;,Y,,..,Y,)" je vektor nezavislych
ndhodnych veli¢in s rozdélenim N(0,1), a B je matice typu p X p, pro kterou plati £ = BBT.
Jelikoz h(Z) = p, pak plati |X| = |BBT|=|B||BT| #0 a tedy |B|# 0, coz zaruduje
existenci B~1. Miizeme proto uvaZovat inverzni vztah

Y =B 1(X — ). (1.10)

Hustota pravdépodobnosti vektoru ¥ bude mit tvar

2 2 2
f¥) = I e S S pe—%(J'f+y22+---+y%) _ 1 pe—%y’y_
V2m V2m V2 (V2n) (21)z
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Hustotu pravdépodobnosti vektoru X obdrzime v souladu s transforma¢nim vztahem (1.10)

dosazenim B~ '(x —u) za y do hustoty vektoru Y. Je§té potiebujeme jakobian |J|
transformace (1.10). Oznaéime-liu = B~ (x — p), a (a;;) = B~*, potom ]| = |Z—:|, a tedy
Ju; _ a[(aip Ai2y -y aip)(xl — Ui, X2 — Uy ey X3 #3)’] _

Jij=5-= =a

. . i
6x] ij

1 1 1
Jakobian |J| je tedy roven |B~1| = |X| 7z, nebot |B~Y| = |B|™t = (|B|*)"z = (|B||BT|) "z =
1
|X]| 2. Nyni mtizeme ur¢it hustotu pravdépodobnosti vektoru X:

1 1 _1
0= —gew (3B - VB e - w22 =
TT)2
1 1
=~ p _1%XP {— S =)' (BB (x - u)} =
(2m% ]2
1 1
= —— e -5 - W x -},
(2mk |22

nebot (B~H)TB~! = (BT)~1B~1 = (BBT)"t = x~1.

1.4.2 Dvourozmérné normalniho rozdéleni

V piipadg, kdy p = 2, mame tzv. dvourozmérné normalni rozdgleni. Oznacime-li o, = o7,

2
_[01 012
Y= 5 |
012 03

Jelikoz 0,5, = 0y, nebot’ cov(Xy,X,) = cov(X,, X;1), a 01, = 00,0,, kde o je korelaéni

koeficient, pak

-1
2 2
y-1_ (%1 %12 __ 1 (o —on)_
= 2 ="2 2_ 2 \_ 2 | =
012 Oy 010 — 01y 012 01

0,, = 02, potom

02 —00,0; 2 @
_ | ofo? 000} ofoi-oleZ|_ 1 [ * 010
- —00,0; af S 1-02| __0 052
ofo; —o*ofo; ofo; —@’0fo] 7192
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Dale

2
0y 012

2
012 O3

IZ| = = 0202 — 0%, = o2d} — 0%0%0? = 0?0Z(1 — 0?).

Nyni dosazenim do vzorce pro hustotu mnohorozmérného normalniho rozdéleni obdrzime

hustotu dvourozmérného normalniho rozdéleni:

1
f(xy,x2) = :
v 2m0o,0,41 — 02
1 o’ - aQa %, — g
- _ _ 102 17 M1
exp 2(1 — 0?) (1 — p1, %2 — ph2) e o2 (xz _ ,Uz)
0107 2
— 1 exp {_ 1 [(x1 — p1)? _ 20(xy — ) (x2 — U2) N (x; — Hz)zl}
210,054/ 1 — 02 2(1-02%) of 0,0, o} '

0.2~

0.15 .-

0.05.

Obrazek 1.5: Graf hustoty dvourozmérného normalniho rozdéleni s parametry p; = 0,
p, =0,02=0.75,0 =1, 0 = 0,35

21



Kapitola 2

Odvozena rozdéleni

2.1 Pearsonovo y? rozdéleni

2.1.1 Definice a odvozeni y? rozdéleni

Definice 2.1 Nahodna veli¢ina X ma y? (chi kvadrat) rozdéleni o n stupnich volnosti
(zapisujeme X ~yx2(n)), jestlize jeji hustota pravdépodobnosti mé tvar
1 n_, o_x
_ ﬁxz e 2 prox > 0, -
fal0) = { 221 (3) 2.1)
0 prox < 0.

0.16

014+

012

01

0081

0.06

004

0.02f

0.07 T T T T T T T T 0.045

004}
0.06 -

0035+

005}
003+

004t - 0025 |
003} - 0.02f
005t
oozt
001t
001t -
0 0

Obrazek 2.1: Grafy hustot y? rozdéleni pro 2, 5, 20 a 50 stuptili volnosti
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Nyni si objasnime vztah mezi normélnim rozdélenim a rozdélenim y?2.

Véta 2.1 Necht ma nahodna veli¢ina X standardizované normalni rozdéleni, X~N(0,1).

Potom nahodn4 veli¢ina X? ma y? rozdéleni o jednom stupni volnosti, X%~ y2(1).

Diitkaz. Nahodna veli¢ina X ma hustotu ve tvaru

2

p(x) =——e 2, x€ER.

Ver

Oznacme f(x) hustotu ndhodné veli¢iny X2. Potom plati

() = = F(x) = = P(X? < x) = = P( \/—<X<\/—)—dfﬁ L oS =
fx_dx x_dx =% T dx X4 x_dx _ﬁ\/zne u=
2 d (V¥ 2 V1 1 1 x
:——f du=—e 2 —=——x 2¢e 2,
V2mdx ), V21 2Vx  V2m

kde jsme vyuzili sudosti hustoty normovaného normalniho rozdéleni a vzorec pro derivaci

integrélu:—x[ff(x)f(t)dt] = f(g(x))g' x).

Véta 2.2 Necht X; a X, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny a X;~x2(n;), X,~x?*(n,). Potom

nahodna veli¢ina U = X; + X, ma y? rozdéleni o n; + n, stupnich volnosti, U~y?(n; + n,).

Diikaz. Toto tvrzeni dokdzeme tak, Ze nejprve urc¢ime sdruzenou hustotu pravdépodobnosti
nahodného vektoru, pfi¢emz jedna slozka tohoto vektoru bude mit tvar ndhodné veliciny U.
Ze sdruzené hustoty pravdépodobnosti posléze vypocteme marginalni hustotu, a tim obdrzime

hledanou hustotu pravdépodobnosti pro ndhodnou veli¢inu U.

Dle (2.1) ma hustota pravdépodobnosti pro ndhodné veli¢iny X; tvar

1 n_, X
xX;2 e 2 prox; > 0,

o
)=<22T1 (% | =
fr(x) = { 221 (%) i=12.
0 prox; <0,

Mé&jme dva ndhodné vektory Y = (Y1,Y,) a X = (X1, X,)’, a zobrazeni g: Y — X, které je

definované takto:

Vi=X1tX Y2=X3.
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Vyjadieme si inverzni zobrazeni g~1: X > Y
1 111 0 1 01 -1
(O 110 1) (O 110 1)'
takze

1=

) ., 1
X1 =Y1— Y2 X3 =Y, a jakobidn|J| = |0

Nésledné vypocteme sdruzenou hustotu ndhodného vektoru Y:

frov, 1,y2) = [, %, 01 —y2y2): 1= fr, 1 — yZ)fxz (2) =

_ 1 oy _(ylgyz) 1 Ty Y2
—M(}ﬁ—}@ e myz e =
2 2
1 2 Ny M2y
=2n1+nzr(ﬁ)r(&)e 2(3’1_3’2)2
2 2

Podle (2.1) musi platit y; —y, = 0 Ay, = 0, a proto y, € (0,y,). Integraci sdruzené hustoty

v tomto intervalu obdrzime marginalni hustotu ndhodné veli¢iny Y; = X; + X5:

Y1
Y1 ni_ na_
2 f (1 —¥2)2 1)’2 2 1d}’2 =

fry(y1) = T,
2 2 T

4
1 i 1 LY y2\2 dys _
= e 2y Y. Y1 -
ni+n; ny n, 1 1 f( y1> (y1> V1
27 r(H)r(3) 0
1
t=y2/y1 1 -4 %_1.[ T
_ e 2 1-t)z2 "tz 'dt,
dt = dy,/y, € (1=

= ni+n, nl nz
2= r(F)r(3)
uzijeme-li nasledné tzv. funkci beta, definovanou B(p,q) = fol(l —t)P~1t971dt, kde p > 0

a q > 0, a vztahu mezi funkcemi gama a beta S(p,q) = I'(p)T'(q)/T'(p + q), dostaneme

1 y, mtme T(S)T(5)
le(}’1) 2n1;n2[‘(%)[‘(%)e 21}/1 2 1ﬁ=
1 _y, Matna g
= ni+n, (Tl ;le)e Zyl ’ y120



Véta 2.3 Necht X, ..., X, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny se standardizovanym normalnim
rozd&lenim, X;~N(0,1),i =1,..,n. Potom nahodna veli¢ina U = ¥, X?~x?(n) ma x?

rozdéleni o n stupnich volnosti.

Dutkaz. Plyne zptedchozich dvou vét. Véta 2.1 tika, ze ma-li nahodnd veli¢ina X
standardizované normalni rozdéleni, potom X2~y?2(1). Véta 2.2 tik4, Ze pokud X;~x%(n,) a
X,~x?(ny), pak X; + X,~x%(n, + n,). Potom ale ndhodn4 veli¢ina, ktera je rovna soudétu n
nahodnych veli¢in s y? rozdélenim o jednom stupni volnosti, musi mit y? rozdéleni o n

stupnich volnosti.

2.1.2 Momenty x? rozdéleni

Vypo&teme momentovou vytvoiujici funkci ndhodné veli¢iny X~y?(n) pro x > 0:

“ 1 n_, o _x
2 e 2e%dx =

my(2) :-fo 2%[‘ (%)x
1

B
L)

- Zgrl(%) JOOO 1 /21— z (1 /zt— z) e tdt = Zgrl(n) (1 /21— z) r

Ty (A, | t=Q/2-2)x | _
fo xe e eV ax = dt=(1/2—z)dx|_

N3

n

1 2 1—> n 1
= = — 2 —.
(1 — 22) (A-2z)2,  z<3

Pomoci momentové vytvoiujici funkce vypocteme stiedni hodnotu:
_ny’ o,
EQO) = ((1=22)77) |pzp = n(1 = 22)2 Y,ep = 1.
Rozptyl vypoéteme pomoci vztahu var(X) = E(X?) — [E(X)]?, takzZe:
RN .,
var(X) = (n(l —22)72 ) l,=0 — 1% = (% +2n)(1 — 22) 727 %| ;oo — n? = 2n.

Pro obecné momenty k-tého fadu plati vzorec:

n
vy = w, k=1,2,..

I's
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Vratme se nyni k obrdzku 2.1. Z ného je patrné, Ze y? rozdéleni se s rostoucim n blizi
k normdlnimu rozdé€leni se stfedni hodnotou n. Podle Lévyho-Lindebergovy centralni limitni

véty pro ndhodnou veli¢inu

kde X je nahodna veli¢ina vznikld souctem n vziajemné nezavislych stejné rozdélenych

nahodnych veli¢in se stiedni hodnotou E (X;) = u a rozptylem var(X;) = o2, plati
lim P(U < u) = ®(u),
n-—-oo
tj. pro n > o konverguje k rozdéleni N(0,1). Necht X = Y7, X;, kde X;~x2(1). Je zfejmé,

7e E(X;) =1 a var(X;) = 2. Potom tedy ndhodna veli¢ina (X — n)/v2n konverguje pro
n — o k N(0,1). Jelikoz ale X~y2(n), E(X) = navar(X) = 2n, a plati

in P (<) =00 = (7).

kde Y~ N(n, 2n), vyplyva ndm z toho, Ze y? rozdéleni o n stupnich volnosti konverguje pro

n — oo k normalnimu rozdéleni se stfedni hodnotou n a rozptylem 2n.

2.1.3 Vyuziti y? rozdéleni
x? rozdéleni ma v praxi Siroké uplatnéni. Zde si uvedeme nejéast&jsi piipady:

e Test dobré shody — chceme-li testovat, zda nahodna veli¢ina pochazi z urcitého
rozdé€leni. Predpokladejme, Ze mame urcity pocet tiid o urcitém vymezeném rozsahu.
OznaCme 7; pravdépodobnost toho, ze zkoumana nahodna veliCina se realizuje v j-té
tiidé. Tato pravdépodobnost je zndama ze zkuSenosti ¢i  zurcitého
pravdépodobnostniho modelu. Mé&jme nahodny vybér o rozsahu n, pii kterém se
ndhodna veliCina realizuje v j-t€ tiid€ s pravdépodobnosti p;, tedy Cetnost v j-t¢ tiide
se rovna np;. NaSim tkolem a zdmérem je otestovat, zda se p; rovna m;, presn&ji
feCeno zjistit porovnanim zjiSt€nych Cetnosti np; a oCekavanych cetnosti nr;, zda jsou
odchylky mezi témito cetnostmi v takovych mezich, Ze ndhodny vybér spliuje

strukturu, ktera vychazi ze zkuSenosti ¢i z ur¢itého modelu.
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Jako priklad uved'me héazeni kostkou, kdy pfi dostatecné velkém poctu pokusi
testujeme, zda se p; rovna 1/6, tedy ove€fujeme, Ze kostka neni cinknuta.

e Test nezavislosti — pfi némz zjistujeme zavislost, resp. nezavislost dvou statistickych
znakl. Ptikladem muze byt takova dvojice, kde prvni veli¢ina udava, zda byl ¢lovék
ockovan nebo ne, a druhé ponese informaci, zda piisluSnou chorobou onemocnél nebo
nikoliv. Pomoci testu nezavislosti tedy zjiStujeme, zda ma ockovani proti chorobé vliv
na jeji prodélani.

e Test homogenity — pfi némz testujeme, zda dva ¢i vice vybéra jsou ‘homogenni’, tj.
maji stejné proporcionalni zastoupeni vzhledem k urcité veliciné.

e Test hypotéz o rozptylu normalniho rozdéleni

2.2 Studentovo t-rozdéleni

2.2.1 Definice a odvozeni t-rozdéleni

Definice 2.2 Nahodna veli¢ina X ma t-rozdéleni o n stupnich volnosti (zapisujeme X~ t(n)),

jestlize jeji hustota pravdépodobnosti ma tvar

F(n-zl-l) < o2 nt1

1+— R. 2.2
F(%)\/E\/ﬁ + > prox € (2.2)

fn(x) =

n

Pfi odvozeni t-rozdéleni bychom mohli postupovat analogicky jako v piipadé y? rozdéleni,
misto toho ale vyuzijeme vétu o hustoté podilu dvou ndhodnych veli¢in, a tim cely proces

zjednoduSime.

Véta 2.4 (bez dukazu) Necht X;, X, jsou nezdvislé, absolutné spojité ndhodné veliiny
s hustotami f; a f,. Pfedpokladejme, Ze f,(x) > 0 pro x > 0 a f,(x) = 0 pro x < 0. Potom

nahodna veli¢ina X = X; /X, ma hustotu danou vztahem:

fo() = j YAy, prot €R.
0

Véta 2.5 Necht nahodné veli¢iny X ~ N(0,1) a V~x2(n) jsou nezavislé. Potom nahodn4

o X , v ’ r :
veli¢ina T = ——=~t(n) ma t-rozdéleni o n stupnich volnosti.

JV/n
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Obrazek 2.2: Grafy hustot t-rozdéleni pro 1, 3 a 50 stupiii volnosti.

Komentaf k obrazku 2.2: t-rozdéleni konverguje pro n — oo k rozdéleni N(0,1), tzn.

+1 _nti
| F("z)< ARGERE
im ————[1+— =——e 2.
g ) Ve

Diikaz. Pro ndhodnou veli¢inu X ~ N(0,1) plati:
1 2
=——e 2, XER
fx or

Oznatme Y = ,/V/n = g(v), takze V = nY? = g~1(y). Pro hustotu transformované ndhodné
veli¢iny Y bude platit f, = f,(g7*()) |;_y (g"l(y))|. Tedy dosazenim ny? za x do (2.1) a

vynasobenim 2ny dostaneme hustotu nahodné veli¢iny Y:

£ = e (y?) e T2 L2l e,
YY) =75 ny e ny = -4 ne—y e ny
221 (3) 22r(z) "
1 % n-1 ‘nTyz >0
=————n2y"le72, y>0.
23‘1r(ﬁ)
2

Nyni s pomoci veéty 2.5 vypocteme hledanou hustotu pravdépodobnosti ndhodné veliiny
T=X/Y:
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o

fr () f RGO A T [ .
r(r) =1 y/x(ry yy:fy e 2 nzytte 2 =
0 g 0 2m zg_lr(g)
n
_ n2 fooyne‘%(rz+n)yzdy ~|t= (r* + n)y2/2| =
n
VZr227'T (%) 0 dt = (r* +n)ydy
n n-—1
- joo = Tletdt
_ tz ‘etdt=
\/ﬁzg‘lr(—) 0 (12 +n)nT+1
E n-—1 n + 1) —n—+1
n2

_ 272 F<n+1):F > <1+_> 2.
vz r(ozenyz N 2 T(g)vmal T

2.2.2 Momenty t-rozdéleni

Z obréazku je patrné, Ze t-rozdéleni ma stfedni hodnotu v bodé 0. Ovéfime vypoctem:

0

EX) = j_oo xf(x)dx = ] xf(x)dx + joooxf(x)dx = |d§§ : :ﬁlt| =

= — f:(—t)fx(—t)dt + foooxf(x)dx = - footfx(—t)dt

0

i fo o =4, 25| =

= — joooxf(—x)dt + foooxf(x)dx = —f

0

ooxf(x)dt + fooxf(x)dx =0.

0
Pii vypoctu jsme sudosti hustoty t-rozdéleni, tj. f(—x) = f(x). Jelikoz je stfedni hodnota
t-rozdéleni nulové, obecné a centralni momenty stejného fadu se rovnaji. VSechny liché

momenty jsou nulové, nebot’ hustota t-rozdéleni je symetricka podle stiedni hodnoty.

Rozptyl bude tedy roven E(X?):

war) = [ e [ rae [ =] i 7 =

— 00

= —f: t? fy(—t)dt + foooxzf(x)dx :.]:otzfx(t)dx +.]:ox2f(x)dx _
= o 2T (n_—l—l) o o\ -
izil-e o R ()
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V dalsim postupu vyuzijeme vztahy I'(z + 1) = z['(z) aT'(z — 1)(z — 1) = T'(2),

n+1 n+l
2T o x2\ 2 — 2
var(X)=Mj x2<1+?> dx = t=x"/n |=

F(%)\/E\/—O dt = 2xdx/n
a2
(7)\/;\/5 2 fo A+ = ()\/—\/— 2 B(Z’E_l):

) r@rG-y) _ rer)rG-0G-1)

@) rG+a) _

@G-
hO@ 3

=n

= = , n>2.
rHre)E-) 7 T

Lze ukézat (viz [10]), Zze obecné je pii vypoctu k-tého momentu druhy parametr ve funkci

_k . r . o O W
beta roven nT, a proto z definice beta funkce musi platit n > k. Z toho divodu nemtizeme

uvazovat momentovou vytvofujici funkci t-rozdéleni, nebot’ pokud by existovala, pak pro
kazdé k € N existuje konecny k-ty obecny moment. U t-rozdéleni jsou vSak definovany

momenty pouze pro k < n.
Obecny vzorec pro momenty t-rozdéleni pii podmince k < n ma tvar

(4G |

= (%) , =12, ..

Vo =

2.2.3 Vyuziti t-rozdéleni
Studentovo t-rozdé€leni se nejcastéji uplatituje pii:

e Testovani hypotéz o sttedni hodnoté normalniho rozdéleni pfi neznamém rozptylu

e Testovani hypotéz o shodé stiednich hodnot dvou normalné rozdélenych statistickych
znakd, pfi¢emz mezi nimi musi existovat nezavislost.

e Testovani statistické vyznamnosti korelacnich koeficientt pii korelacni analyze

e Siroké uziti ma téz v regresni analyze.

30



2.3 Fisherovo — Snedecorovo F-rozdéleni

2.3.1 Definice a odvozeni F-rozdéleni

Definice 2.3 Nahodna veli¢ina X ma F-rozdéleni o n; a n, stupnich volnosti (zapisujeme

X~ F(nq,ny)), jestlize jeji hustota je tvaru

nl + le ﬂ _n1+n2
r 2 n{\z2 ™My nq 2
—(—) X2 <1+—x) prox > 0,
fnl,nz x) = T (%) r (%) ny ny
0 prox < 0.

09 . . . . . . .
—F33)

08} ——FGE7 H
——— F{10,15)

Obr. Grafy hustot F-rozdéleni pro rizné dvojice stupnii volnosti.

Véta 2.6 Necht nahodné veli¢iny X;~x%(n,) a X,~x?(n,) jsou nezavislé. Potom nahodna

ey Xi1/n , v ’ ; .
veliina F = ﬁ ~F(ny,n,) ma F-rozdéleni o n; a n, stupnich volnosti.
2 2

Diikaz. Oznacme si T = X;/X,. Podle véty 2.4 mizeme vypocitat hustotu ndhodné veli¢iny T

prot > 0:
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* * 1 Moy, v 1 np_y Y
fr@ = yvax,@fx,Wdy =] vy~ {ty)2 e 2 5——y2 e 2=
0 o " 227(3) 22T ()
2 2
n
~ t2 1 jWynlgnz_le_%(m)ydy | z=1/20+bt)y | _
C Mz My My S ldz=1/21 + t)dyl
2z (F)r(Z)"

ni4Nn
1 1+7°°2

B t%_ @2 2 Mmoo
= 2n1;n2F(%)F(nz—2)-[0 (1—+t> Z 2 e fdz =
() o)

I aro 1G)rG)

Nasledné ur¢ime hustotu nahodné veli¢iny X = STLCY Tedy X = T2 = git), T=X M-
X2/N2 ny n,

Ni4M2

n
27 (1482

g71(x). Pro hustotu nihodné veli¢iny X pak plati fy = fr(g71(x)) |% (g_l(x))|, takze

, n I I s . ’ n v
dosazenim xn—1 za t do hustoty nahodné veli¢iny T a vynasobenim n—l obdrzime hledanou
2 2

hustotu:

r n; +n, nq ni+n,

( 2 ) n\z ™4 ng \7 2

W(n_) X 2 <1+n—X) , x>0.

r(F)r ()" ?

F-rozd&leni lze téZ ziskat ze Studentova rozdéleni transformaci T2, T~ t(n). Podle véty 2.5

pak mame T? = X2/(V /n), kde X*~x2(1) a V~y?(n), coz odpovid4 znéni véty 2.6.

fx () =

2.3.2 Momenty F-rozdéleni

n,+n +

F( 12 2) ny tal o 1 ny g | t=nx/n, |
n 0\ \n X T dx_dt—ndx/n -
gregye) b - s

E(X) = fooxf(x)dx =

—
-~
N

n+n [ ni+2
(—) —)) ()7 ()" a0 P
T "15"2)(2—?)B<n1+z nz—z>;(@)r(%+1)r(%—1):
G T )
B .
G- T
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Rozptyl vypodteme opét pomoci vztahu var(X) = E(X?) — [E(X)]?. Vypocet E(X?) bude
obdobny jako v ptipadé E (X):

E(X?) = joo x2f(x)dx

— 00

r (n1 + nz) e _ni+ny
ICE) |
- n “|dt = nydx/n,|

F(—l)l"(—z) ny 0 n, 1 2

2 2
n; +n, LS n_+4
e u) (E)Tlf ~ T gy (Y g,
"2\ \n, o \ny

g R ORNNN L s
2 2 JORE
) gt
() () (42 )
() () D) () () ()
) ) ) ()

dnni(n, +2) ni(n, + 2)

= , N, >4,
Tani(n, -2, —4) -2 -4)
Nyni miizeme pftejit k ureni vzorce pro rozptyl:
var(X) = ni(n; +2) _ ( n, )2 _ ni(ny +2)(n, — 2) —n,’n;(n, — 4) _
ny(n, —2)(ny — 4) n, —2 ny(n, — 2)%(ny — 4)
_m S(nny —2ny +2n, —4—nyn, +4ny)  2n5(ny +ny —2) o4
n :
ny(ny — 2)%(n, — 4) n1(n2 —2)?2(n, — 4)’ 2

Momentova vytvorujici funkce pro F-rozdéleni neexistuje, nebot k-ty obecny moment je

definovan pouze pro 2k < n,. Pfi této podmince plati obecny vzorec:

=12, ..

, (nz)"r(2+k)r(2_k) .
T
2.3.3 Vyuziti F-rozdéleni

e Test hypotéz o shodé rozptylti dvou nezavislych normalné rozdélenych statistickych
znakl

e Test hypotéz o shod¢ stiednich hodnot pro vice ndhodnych vybéra

e Testovani v regresni analyze, napt. test o vyznamnosti vysvétlujicich proménnych ve
vicendsobné regresi.
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2.4 Wishartovo rozdéleni

Vezméme v uvahu n p-rozmérnych ndhodnych veli¢in a od kazdé znich po jednom
pozorovani. Necht' X; je pozorovani i-té veliiny (je to p-rozmérny vektor). Pozorovani Ize

zapsat ve tvaru matice

X, X Xn
A
X11 X211 - Xy 1
U'=|X12 X2 Xn2| Y, (2.3)
xlp pr xnp Y;)

kde j-ty radek Y]'- obsahuje pozorovani j-té slozky vSech p-rozmérnych nadhodnych veli¢in. U’

je tedy matice typu p X n.

Definice 2.4 Necht' X;~N,(0,%), i = 1,2, ...,n, jsou navzdjem nezavislé¢ ndhodné veliCiny.

Sdruzené rozdéleni prvkl matice

n
(%)=s=§;xx;=wwg=uw,

kde Y; a U jsou definovany v (2.3), se nazyvd Wishartovo rozdéleni s n stupni volnosti
(znaceno W,,(Z,n)). Pfi p = 1 se rozd&leni W, (0%, n) shoduje s rozdélenim o?y*(n), tedy

Wishartovo rozdéleni je vicerozm&rmnym zobecnénim y? rozdéleni.

Matici (Si j) = § mizeme podrobnéji rozepsat pomoci vektort ¥; do tvaru:

YiY, YiY, .. Yiv,
YyY, Y,Y, .. Y,Y
(Sy)={ "2 20 o
YyY, Y,Y, .. Y,Y,

tzn. ze i-ty prvek na diagonale je soucet ¢tverci i-tych slozek vektort X, (napt. Y1V, =
x2 +x2, + -+ x2,), a prvek priseéiku i-tého fadku a j-tého sloupce je soucet soudinti

i-t}”Ch aj-t},’Ch slozek (napf'. Y:,lYZ = X11X12 + X21X22 + X31X32 + -+ xnlxnz).

Hustota Wishartova rozd¢leni existuje pron > p — 1 a ma tvar:

n-p-1

S| =
f(5)=n;1+

1
exp {— —tr(Z‘ls)},
Tl ()L 2

34



kde Tp(a) = n?®P~D/*[T0_ Tla+ (1 —j)/2] je vicerozmémé zobecnéni gama funkce a
tr(A) = X1, a;; je soucet diagonalnich prvki étvercové matice. Postup k odvozeni hustoty

Wishartova rozd¢leni lze najit v [1].

Nyni uréime sttedni hodnotu Wishartova rozdéleni:

n

E(S) = E (Z Xl-X§> - Z E(XX)) = Z(var(Xi) +EXD) = Z var(X;) = nx,
i=1 i=1 i=1

i=1
kde jsme vyuzili toho, 7ze X7 = X; X} a E(X;) = 0.
Pro rozptyl ndhodné veli¢iny S;; plati

var(Sij) = Tl(O'izj + O-iio-jj)'

kde a;; jsou prvky matice X.
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Z.aveér

Cilem bakalarské prace bylo popsat genezi normalniho rozdéleni a odvodit rozdéleni
Pearsonovo, Studentovo, Fisherovo — Snedecorovo a Wishartovo vcetné prvnich momenti
téchto rozd¢leni. Jedna se tedy pievazné o teoretickou napln, proto byl v praci kladen dtliraz na
logickou spravnost a metodi¢nost jednotlivych postupi. Taktéz zde byla snaha o zptehlednéni
s diirazem na objasnéni souvislosti mezi jednotlivymi poznatky. V bakaldiské praci nebylo

zaznamenano odvozeni Wishartova rozdé€leni z diivodu slozitosti a rozsahlosti tohoto postupu.

V souvislosti s normalnim rozdélenim by bylo vhodné se dale zabyvat jeho roli v centralnich
limitnich vétach a jejich praktickém vyuziti, dale testovanim statistickych hypotéz o
parametrech normalniho rozdéleni a téz testovanim normality statistickych znaki. U

odvozenych rozdéleni rovnéz jejich praktické vyuziti (regresni a korela¢ni analyza apod.).
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Priloha

A) Statistické tabulky

Tabulka 1: Kvantily normovaného normalniho rozdéleni

P u, P Up P u, P U,
0,50 0,000 0,75 0,674 0,950 1,645 0,975 1,960
0,51 0,025 0,76 0,706 0951 1,655 0976 1,977
0,52 0,050 0,77 0,739| 0952 1,665 0977 1,995
0,53 0,075 0,78 0,772] 0,953 1,675| 0978 2,014
0,54 0,100f 0,79 0,806 0954 1,685 0979 2,034
0,55 0,126 0,80 0,842| 0955 1,695 0980 2,054
0,56 0,151| 0,81 04878 0,956 1,706| 0,981 2,075
0,57 0,176 0,82 0915| 0,957 1,717 0982 2,097
0,58 0,202 0,83 0954| 0958 1,728 0,983 2,120
0,59 0,228 0,84 0,994 0959 1,739 0984 2,144
0,60 0,253| 0,85 1,036 0960 1,751 0985 2,170
0,61 0,279 086 1,080| 0,961 1,762| 0986 2,197
0,62 0305 0,87 1,126 0962 1,774 0987 2,226
0,63 0,332 0,88 1,175 0963 1,787 | 0988 2,257
0,64 0358 0,89 1,227 0964 1,799 0989 2,290
0,65 0,385| 0,900 1,282 0,965 1,812 0,990 2,326
0,66 0412 0905 1311 0966 1,825 0991 2,366
0,67 0,440 0,910 1,341| 0,967 1,838 | 0,992 2,409
0,68 0,468 0915 1372 0,968 1,852| 0,993 2,457
0,69 0,496| 0,920 1,405 0969 1,866| 0994 2,512
0,70 0,524| 0,925 1,440 0970 1,881 | 0,995 2,576
0,71 0,553| 0,930 1,476 0971 1,896 0996 2,652
0,72 0,583| 0,935 1,514] 0972 1911 0,997 2,748
0,73 0,613| 0,940 1,555 0973 1,927| 0,998 2,878
0,74 0,643 0,945 1,598| 0,974 1,943 | 0,999 3,090

Pro P <0,5:u, = —u

1-P

39




Tabulka 2: Distribuéni funkce normovaného normalniho rozdéleni

u 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 0.50000 0.50399 0.50798 0.51197 0.51595 0.51994 0.52392 0.52790 0.53188 0.53586
0.1 0.53983 0.54380 0.54776 0.55172 0.55567 0.55962 0.56356 0.56749 0.57142 0.57535
0.2 0.57926 0.58317 0.58706 0.59095 0.59483 0.59871 0.60257 0.60642 0.61026 0.61409
0.3 0.61791 0.62172 0.62552 0.62930 0.63307 0.63683 0.64058 0.64431 0.64803 0.65173
0.4 0.65542 0.65910 0.66276 0.66640 0.67003 0.67364 0.67724 0.68082 0.68439 0.68793
0.5 0.69146 0.69497 0.69847 0.70194 0.70540 0.70884 0.71226 0.71566 0.71904 0.72240
0.6 0.72575 0.72907 0.73237 0.73565 0.73891 0.74215 0.74537 0.74857 0.75175 0.75490
0.7 0.75804 0.76115 0.76424 0.76730 0.77035 0.77337 0.77637 0.77935 0.78230 0.78524
0.8 0.78814 0.79103 0.79389 0.79673 0.79955 0.80234 0.80511 0.80785 0.81057 0.81327
0.9 0.81594 0.81859 0.82121 0.82381 0.82639 0.82894 0.83147 0.83398 0.83646 0.83891
1.0 0.84134 0.84375 0.84614 0.84849 0.85083 0.85314 0.85543 0.85769 0.85993 0.86214
1.1 0.86433 0.86650 0.86864 0.87076 0.87286 0.87493 0.87698 0.87900 0.88100 0.88298
1.2 0.88493 0.88686 0.88877 0.89065 0.89251 0.89435 0.89617 0.89796 0.89973 0.90147
1.3 0.90320 0.90490 0.90658 0.90824 0.90988 0.91149 0.91308 0.91466 0.91621 0.91774
1.4 0.91924 0.92073 0.92220 0.92364 0.92507 0.92647 0.92785 0.92922 0.93056 0.93189
1.5 0.93319 0.93448 0.93574 0.93699 0.93822 0.93943 0.94062 0.94179 0.94295 0.94408
1.6 0.94520 0.94630 0.94738 0.94845 0.94950 0.95053 0.95154 0.95254 0.95352 0.95449
1.7 0.95543 0.95637 0.95728 0.95818 0.95907 0.95994 0.96080 0.96164 0.96246 0.96327
1.8 0.96407 0.96485 0.96562 0.96638 0.96712 0.96784 0.96856 0.96926 0.96995 0.97062
1.9 0.97128 0.97193 0.97257 0.97320 0.97381 0.97441 0.97500 0.97558 0.97615 0.97670
2.0 0.97725 0.97778 0.97831 0.97882 0.97932 0.97982 0.98030 0.98077 0.98124 0.98169
2.1 0.98214 0.98257 0.98300 0.98341 0.98382 0.98422 0.98461 0.98500 0.98537 0.98574
2.2 0.98610 0.98645 0.98679 0.98713 0.98745 0.98778 0.98809 0.98840 0.98870 0.98899
2.3 0.98928 0.98956 0.98983 0.99010 0.99036 0.99061 0.99086 0.99111 0.99134 0.99158
24 0.99180 0.99202 0.99224 0.99245 0.99266 0.99286 0.99305 0.99324 0.99343 0.99361
2.5 0.99379 0.99396 0.99413 0.99430 0.99446 0.99461 0.99477 0.99492 0.99506 0.99520
2.6 0.99534 0.99547 0.99560 0.99573 0.99585 0.99598 0.99609 0.99621 0.99632 0.99643
2.7 0.99653 0.99664 0.99674 0.99683 0.99693 0.99702 0.99711 0.99720 0.99728 0.99736
2.8 0.99744 0.99752 0.99760 0.99767 0.99774 0.99781 0.99788 0.99795 0.99801 0.99807
2.9 0.99813 0.99819 0.99825 0.99831 0.99836 0.99841 0.99846 0.99851 0.99856 0.99861
3.0 0.99865 0.99869 0.99874 0.99878 0.99882 0.99886 0.99889 0.99893 0.99896 0.99900
31 0.99903 0.99906 0.99910 0.99913 0.99916 0.99918 0.99921 0.99924 0.99926 0.99929
3.2 0.99931 0.99934 0.99936 0.99938 0.99940 0.99942 0.99944 0.99946 0.99948 0.99950
3.3 0.99952 0.99953 0.99955 0.99957 0.99958 0.99960 0.99961 0.99962 0.99964 0.99965
34 0.99966 0.99968 0.99969 0.99970 0.99971 0.99972 0.99973 0.99974 0.99975 0.99976
3.5 0.99977 0.99978 0.99978 0.99979 0.99980 0.99981 0.99981 0.99982 0.99983 0.99983

O(—u) = 1 — D)
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Tabulka 3: Kvantily Pearsonova y? rozdéleni- 1. &ast

P
n 770,001 0,005 0,010 0,025 0,050 0,100
T [ 1,571-10 ¢ [ 3,927-10 5 | 1,571-10 % | 9,821-10 * | 3,932-10 3 | 1,579 10 2
2 0,0020 0,0100 0,0201 0,0506 0,103 0,211
3 0,0243 0,0717 0,115 0,216 0,352 0,584
4 0,0908 0,207 0,297 0,484 0,711 1,06
5 0,210 0,412 0,554 0,831 1,15 1,61
6 0,381 0,676 0,872 1,24 1,64 2,20
7 0,598 0,989 1,24 1,69 2,17 2,83
8 0,857 1,34 1,65 2,18 2,73 3,49
9 1,15 1,73 2,09 2,70 3,33 4,17
10 1,48 2,16 2,56 3,25 3,94 4,87
11 1,83 2,60 3,05 3,82 4,57 5,58
12 2,21 3,07 3,57 4,40 5,23 6,30
13 2,62 3,57 4,11 5,01 5,89 7,04
14 3,04 4,07 4,66 5,63 6,57 7,79
15 3,48 4,60 5,23 6,26 7,26 8,55
16 3,94 5,14 5,81 6,91 7,96 9,31
17 4,42 5,70 6,41 7,56 8,67 10,1
18 4,90 6,26 7,01 8,23 9,39 10,9
19 5,41 6,84 7,63 8,91 10,1 11,7
20 5,92 7,43 8,26 9,59 10,9 12,4
21 6,45 8,03 8,90 10,3 11,6 13,2
22 6,98 8,64 9,54 11,0 12,3 14,0
23 7,53 9,26 10,2 11,7 13,1 14,8
24 8,08 9,89 10,9 12,4 13,8 15,7
25 8,65 10,5 11,5 13,1 14,6 16,5
26 9,22 11,2 12,2 13,8 15,4 17,3
27 9,80 11,8 12,9 14,6 16,2 18,1
28 10,4 12,5 13,6 15,3 16,9 18,9
29 11,0 13,1 14,3 16,0 17,7 19,8
30 11,6 13,8 15,0 16,8 18,5 20,6
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Tabulka 3: Kvantily Pearsonova y? rozdéleni- 2. &ast

P
n 0,900 | 0,950 | 0,975 | 0,990 | 0,995 | 0,999
1 2,71 | 3,84 | 5,02 | 6,63 | 7,88 | 10,8
2 | 461 | 599 | 7,38 | 9,21 10,6 | 13,8
3 6,25 | 7,81 | 9,35 | 11,3 | 12,8 | 16,3
4 | 7,78 | 9,49 | 11,1 13,3 | 149 | 18,5
5 924 | 11,1 | 12,8 | 15,1 | 16,7 | 20,5
6 10,6 | 12,6 | 144 | 16,8 | 185 | 22,5
7 12,0 | 14,1 16,0 | 185 | 20,3 | 243
8 13,4 | 155 | 17,5 | 20,1 | 22,0 | 26,1
9 14,7 | 16,9 | 19,0 | 21,7 | 23,6 | 27,9
10| 16,0 | 18,3 | 20,5 | 23,2 | 25,2 | 29,6
11 17,3 | 19,7 | 21,9 | 24,7 | 26,8 | 31,3
12 | 185 | 21,0 | 23,3 | 26,2 | 28,3 | 32,9
13| 19,8 | 224 | 24,7 | 27,7 | 29,8 | 34,5
14| 21,1 | 23,7 | 26,1 | 29,1 | 31,3 | 36,1
15| 223 | 25,0 | 27,5 | 30,6 | 32,8 | 37,7
16 | 23,5 | 26,3 | 28,8 | 32,0 | 343 | 393
17| 24,8 | 27,6 | 30,2 | 33,4 | 35,7 | 40,8
18 | 26,0 | 28,9 | 31,5 | 34,8 | 37,2 | 423
19 27,2 | 30,1 | 32,9 | 36,2 | 38,6 | 43,8
20| 284 | 31,4 | 34,2 | 37,6 | 40,0 | 453
21| 29,6 | 32,7 | 355 | 389 | 41,4 | 46,8
22| 30,8 | 33,9 | 36,8 | 40,3 | 42,8 | 483
23| 32,0 | 352 | 38,1 | 41,6 | 44,2 | 49,7
24| 332 | 36,4 | 394 | 43,0 | 456 | 51,2
25| 34,4 | 37,7 | 40,6 | 443 | 46,9 | 52,6
26 | 35,6 | 38,9 | 41,9 | 45,6 | 483 | 54,1
27 | 36,7 | 40,1 | 43,2 | 47,0 | 49,6 | 55,5
28| 379 | 41,3 | 44,5 | 483 | 51,0 | 56,9
29| 39,1 | 42,6 | 45,7 | 49,6 | 52,3 | 583
30 | 40,3 | 43,8 | 47,0 | 50,9 | 53,7 | 59,7
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Tabulka 4: Kvantily Studentova t-rozdéleni

P
n 0,900 | 0,950 | 0,975 | 0,990 | 0,995 | 0,999
1 | 3,078 | 6,314 | 12,706 | 31,821 | 63,657 | 318,3
2 | 1,886 | 2,920 | 4,303 | 6,965 | 9,925 | 22,33
3 | 1,638 | 2,353 | 3,182 | 4,541 | 5,841 | 10,21
4 | 1,533 | 2,132 | 2,776 | 3,747 | 4,604 | 7,173
5 | 1,476 | 2,015 | 2,571 | 3,365 | 4,032 | 5,893
6 | 1,440 | 1,943 | 2,447 | 3,143 | 3,707 | 5,208
7 | 1,415 | 1,895 | 2,365 | 2,998 | 3,499 | 4,785
8 | 1,397 | 1,860 | 2,306 | 2,896 | 3,355 | 4,501
9 | 1,383 | 1,833 | 2,262 | 2,821 | 3,250 | 4,297
10 | 1,372 | 1,812 | 2,228 | 2,764 | 3,169 | 4,144
11| 1,363 | 1,796 | 2,201 | 2,718 | 3,106 | 4,025
12 | 1,356 | 1,782 | 2,179 | 2,681 | 3,055 | 3,930
13| 1,350 | 1,771 | 2,160 | 2,650 | 3,012 | 3,852
14 | 1,345 | 1,761 | 2,145 | 2,624 | 2,977 | 3,787
15 | 1,341 | 1,753 | 2,131 | 2,602 | 2,947 | 3,733
16 | 1,337 | 1,746 | 2,120 | 2,583 | 2,921 | 3,686
17 | 1,333 | 1,740 | 2,110 | 2,567 | 2,898 | 3,646
18 | 1,330 | 1,734 | 2,101 | 2,552 | 2,878 | 3,610
19| 1,328 | 1,729 | 2,093 | 2,539 | 2,861 | 3,579
20 | 1,325 | 1,725 | 2,086 | 2,528 | 2,845 | 3,552
21 | 1,323 | 1,721 | 2,080 | 2,518 | 2,831 | 3,527
22 | 1,321 | 1,717 | 2,074 | 2,508 | 2,819 | 3,505
23| 1,319 | 1,714 | 2,069 | 2,500 | 2,807 | 3,485
24 | 1,318 | 1,711 | 2,064 | 2,492 | 2,797 | 3,467
251 1,316 | 1,708 | 2,060 | 2,485 | 2,787 | 3,450
26 | 1,315 | 1,706 | 2,056 | 2,479 | 2,779 | 3,435
27 | 1,314 | 1,703 | 2,052 | 2,473 | 2,771 | 3,421
28 | 1,313 | 1,701 | 2,048 | 2,467 | 2,763 | 3,408
29 | 1,311 | 1,699 | 2,045 | 2,462 | 2,756 | 3,396
30 | 1,310 | 1,697 | 2,042 | 2,457 | 2,750 | 3,385
Pro P <0,5:t,(n) =—t,_,(n)
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Tabulka 5/1: Kvantily Fisherova — Snedecorova F-rozdéleni pro P = 0,95- 1. ¢ast

nq

2 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 | 161,45 | 199,50 | 215,71 | 224,58 | 230,16 | 233,99 | 236,77 | 238,88 | 240,54
2 | 18,513 | 19,000 | 19,164 | 19,247 | 19,296 | 19,330 | 19,353 | 19,371 | 19,385
3 110,128 | 9,552 | 9277 | 9,117 | 9,014 | 8,941 | 8,887 | 8,845 | 8812
4 | 7,709 | 6,944 | 6,591 | 6,388 | 6,256 | 6,163 | 6,094 | 6,041 | 5,999
5 | 6,608 | 5,786 | 5410 | 5,192 | 5,050 | 4,950 | 4,876 | 4,818 | 4,773
6 | 5987 | 5,143 | 4,757 | 4,534 | 4387 | 4284 | 4207 | 4,147 | 4,099
7 | 5591 | 4,737 | 4347 | 4,120 | 3,972 | 3,866 | 3,787 | 3,726 | 3,677
8 | 5318 | 4,459 | 4,066 | 3,838 | 3,688 | 3,581 | 3,501 | 3,438 | 3,388
9 | 5117 | 4257 | 3,863 | 3,633 | 3,482 | 3,374 | 3293 | 3,230 | 3,179
10 | 4965 | 4,103 | 3,708 | 3,478 | 3,326 | 3,217 | 3,136 | 3,072 | 3,020
11 | 4844 | 3,982 | 3,587 | 3,357 | 3,204 | 3,095 | 3,012 | 2,948 | 2,896
12 | 4,747 | 3,885 | 3,490 | 3,259 | 3,106 | 2,996 | 2,913 | 2,849 | 2,796
13 | 4,667 | 3,806 | 3411 | 3,179 | 3,025 | 2915 | 2,832 | 2,767 | 2,714
14 | 4,600 | 3,739 | 3344 | 3,112 | 2,958 | 2,848 | 2,764 | 2,699 | 2,646
15 | 4,543 | 3,682 | 3287 | 3,056 | 2,901 | 2,791 | 2,707 | 2,641 | 2,588
16 | 4,494 | 3,634 | 3239 | 3,007 | 2,852 | 2,741 | 2,657 | 2,591 | 2,538
17 | 4451 | 3,592 | 3,197 | 2,965 | 2,810 | 2,699 | 2,614 | 2,548 | 2,494
18 | 4414 | 3,555 | 3,160 | 2,928 | 2,773 | 2,661 | 2,577 | 2,510 | 2,456
19 | 4381 | 3,522 | 3,127 | 2,895 | 2,740 | 2,628 | 2,544 | 2,477 | 2,423
20 | 4351 | 3,493 | 3,008 | 2,866 | 2,711 | 2,599 | 2,514 | 2,447 | 2,393
21 | 4325 | 3,467 | 3,073 | 2,840 | 2,685 | 2,573 | 2,488 | 2,421 | 2,366
22 | 4301 | 3,443 | 3,049 | 2,817 | 2,661 | 2,549 | 2,464 | 2,397 | 2,342
23 | 4279 | 3,422 | 3,028 | 2,796 | 2,640 | 2,528 | 2,442 | 2,375 | 2,320
24 | 4260 | 3,403 | 3,009 | 2,776 | 2,621 | 2,508 | 2,423 | 2,355 | 2,300
25 | 4242 | 3,385 | 2,991 | 2,759 | 2,603 | 2,490 | 2,405 | 2,337 | 2,282
26 | 4225 | 3,369 | 2,975 | 2,743 | 2,587 | 2,275 | 2,388 | 2,321 | 2,266
27 | 4210 | 3,354 | 2,960 | 2,728 | 2,572 | 2,459 | 2,373 | 2,305 | 2,250
28 | 4,196 | 3,340 | 2,947 | 2,714 | 2,558 | 2,445 | 2,359 | 2,291 | 2,236
29 | 4,183 | 3,328 | 2,934 | 2,701 | 2,545 | 2,432 | 2,346 | 2,278 | 2,223
30 | 4,171 | 3316 | 2,922 | 2,690 | 2,534 | 2,421 | 2,334 | 2,266 | 2211
40 | 4,085 | 3,232 | 2,839 | 2,606 | 2,450 | 2,336 | 2,249 | 2,180 | 2,124
60 | 4,001 | 3,150 | 2,758 | 2,525 | 2,368 | 2,254 | 2,167 | 2,097 | 2,040
120 | 3,920 | 3,072 | 2,680 | 2,447 | 2,290 | 2,175 | 2,087 | 2,016 | 1,959
oo | 3,842 | 2,996 | 2,605 | 2,372 | 2,214 | 2,099 | 2,010 | 1,938 | 1,880

_ 1
FP(nl,nZ) "~ Fy_p(npmny)
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Tabulka 5/1: Kvantily Fisherova — Snedecorova F-rozdéleni pro P = 0,95- 2. ¢ast

nq
2 ™10 12 15 20 24 30 40 60 120 | oo
1 | 241,9 | 243.9 | 245,9 | 248,0 | 249,0 | 250,1 | 251,1 | 2522 | 253,2 | 254.3
2 | 19,40 | 19,41 | 1943 | 19,44 | 19,45 | 19,46 | 19,47 | 19,48 | 19,49 | 19,50
3 (8,786 | 8,745 | 8,703 | 8,660 | 8,639 | 8,617 | 8,594 | 8,572 | 8,549 | 8,527
4 |5964 5912|5858 | 5803 | 5,774 | 5,746 | 5,717 | 5,688 | 5,658 | 5,628
5 | 4,735 | 4,678 | 4,619 | 4,558 | 4,527 | 4,496 | 4,464 | 4431 | 4,398 | 4,365
6 | 4,060 | 4,000 | 3,938 | 3,874 | 3,842 | 3,808 | 3,774 | 3,740 | 3,705 | 3,669
7 13,637 | 3,575 | 3,511 | 3,445 | 3,411 | 3,376 | 3,340 | 3,304 | 3,267 | 3,230
8 | 3,347 | 3284 | 3218 | 3,150 | 3,115 | 3,079 | 3,043 | 3,005 | 2,967 | 2,928
9 [3,137 3,073 | 3,006 | 2,937 | 2,901 | 2,864 | 2,826 | 2,787 | 2,748 | 2,707
10 | 2,978 | 2,913 | 2,845 | 2,774 | 2,737 | 2,700 | 2,661 | 2,621 | 2,580 | 2,538
11 | 2,854 | 2,788 | 2,719 | 2,646 | 2,609 | 2,571 | 2,531 | 2,490 | 2,448 | 2,405
12 [ 2,753 | 2,687 | 2,617 | 2,544 | 2,506 | 2,466 | 2,426 | 2,384 | 2,341 | 2,296
13 | 2,671 | 2,604 | 2,533 | 2,459 | 2,420 | 2,380 | 2,339 | 2,297 | 2,252 | 2,206
14 | 2,602 | 2,534 | 2,463 | 2,388 | 2,349 | 2,308 | 2,266 | 2,223 | 2,178 | 2,131
15 | 2,544 | 2,475 | 2,404 | 2,328 | 2,288 | 2,247 | 2,204 | 2,160 | 2,114 | 2,066
16 | 2,494 | 2,425 | 2,352 | 2,276 | 2,235 | 2,194 | 2,151 | 2,106 | 2,059 | 2,010
17 | 2,450 | 2,381 | 2,308 | 2,230 | 2,190 | 2,148 | 2,104 | 2,058 | 2,011 | 1,960
18 | 2,412 | 2,342 | 2,269 | 2,191 | 2,150 | 2,107 | 2,063 | 2,017 | 1,968 | 1,917
19 | 2,378 | 2,308 | 2,234 | 2,156 | 2,114 | 2,071 | 2,026 | 1,980 | 1,930 | 1,878
20 | 2,348 | 2,278 | 2,203 | 2,124 | 2,083 | 2,039 | 1,994 | 1,946 | 1,896 | 1,843
21 | 2,321 | 2,250 | 2,176 | 2,096 | 2,054 | 2,010 | 1,965 | 1,917 | 1,866 | 1,812
22 | 2,297 | 2,226 | 2,151 | 2,071 | 2,028 | 1,984 | 1,938 | 1,890 | 1,838 | 1,783
23 | 2,275 | 2,204 | 2,128 | 2,048 | 2,005 | 1,961 | 1,914 | 1,865 | 1,813 | 1,757
24 | 2,255 | 2,183 | 2,108 | 2,027 | 1,984 | 1,939 | 1,892 | 1,842 | 1,790 | 1,733
25 | 2,237 | 2,165 | 2,089 | 2,008 | 1,964 | 1,919 | 1,872 | 1,822 | 1,768 | 1,711
26 | 2,220 | 2,148 | 2,072 | 1,990 | 1,946 | 1,901 | 1,853 | 1,803 | 1,749 | 1,691
27 | 2,204 | 2,132 | 2,056 | 1,974 | 1,930 | 1,884 | 1,836 | 1,785 | 1,731 | 1,672
28 | 2,190 | 2,118 | 2,041 | 1,959 | 1,915 | 1,869 | 1,820 | 1,769 | 1,714 | 1,654
29 | 2,177 | 2,105 | 2,028 | 1,945 | 1,901 | 1,854 | 1,806 | 1,754 | 1,698 | 1,638
30 | 2,165 | 2,092 | 2,015 | 1,932 | 1,887 | 1,841 | 1,792 | 1,740 | 1,684 | 1,622
40 | 2,077 | 2,004 | 1,925 | 1,839 | 1,793 | 1,744 | 1,693 | 1,637 | 1,577 | 1,509
60 | 1,993 | 1,917 | 1,836 | 1,748 | 1,700 | 1,649 | 1,594 | 1,534 | 1,467 | 1,389
120 | 1,911 | 1,834 | 1,751 | 1,659 | 1,608 | 1,554 | 1,495 | 1,429 | 1,352 | 1,254
oo | 1,831 | 1,752 | 1,666 | 1,571 | 1,517 | 1,459 | 1,394 | 1,318 | 1,221 | 1,000
_ 1
FP(nl’nZ) "~ Fy_p(npmny)
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Tabulka 5/2: Kvantily Fisherova — Snedecorova F-rozdéleni pro P = 0,975- 1. ¢ast

nq

2 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 | 647,79 | 799,50 | 864,16 | 899,58 | 921,85 | 937,11 | 948,22 | 956,66 | 963,28
2 | 38,506 | 39,000 | 39,165 | 39,248 | 39,298 | 39,331 | 39,355 | 39,373 | 39,387
3 | 17,443 | 16,044 | 15,439 | 15,101 | 14,885 | 14,735 | 14,624 | 14,540 | 14,473
4 | 12218 | 10,649 | 9,979 | 9,605 | 9,365 | 9,197 | 9,074 | 8,980 | 8,905
5 | 10,007 | 8,434 | 7,764 | 7388 | 7,146 | 6,978 | 6,853 | 6,757 | 6,681
6 | 8813 | 7,260 | 6,599 | 6,227 | 5,988 | 5,820 | 5,696 | 5,600 | 5,523
7 | 8073 | 6,542 | 5,890 | 5523 | 5,285 | 5,119 | 4995 | 4,899 | 4,823
8 | 7,571 | 6,060 | 5416 | 5,053 | 4,817 | 4,652 | 4,529 | 4,433 | 4,357
9 | 7209 | 5,715 | 5,078 | 4,718 | 4484 | 4320 | 4,197 | 4,102 | 4,026
10 | 6,937 | 5456 | 4,826 | 4,468 | 4236 | 4,072 | 3,950 | 3,855 | 3,779
11 | 6,724 | 5256 | 4,630 | 4275 | 4,044 | 3,881 | 3,759 | 3,664 | 3,588
12 | 6554 | 5,096 | 4474 | 4,121 | 3,891 | 3,728 | 3,607 | 3,512 | 3,436
13 | 6414 | 4,965 | 4347 | 3,996 | 3,767 | 3,604 | 3,483 | 3,388 | 3,312
14 | 6298 | 4,857 | 4242 | 3,892 | 3,663 | 3,501 | 3,380 | 3,285 | 3,209
15 | 6200 | 4,765 | 4,153 | 3,804 | 3,576 | 3,415 | 3293 | 3,199 | 3,123
16 | 6,115 | 4,687 | 4,077 | 3,729 | 3,502 | 3,341 | 3219 | 3,125 | 3,049
17 | 6,042 | 4,619 | 4011 | 3,665 | 3,438 | 3277 | 3,156 | 3,061 | 2,985
18 | 5978 | 4,560 | 3,954 | 3,608 | 3,382 | 3,221 | 3,100 | 3,005 | 2,929
19 | 5922 | 4,508 | 3,903 | 3,559 | 3,333 | 3,172 | 3,051 | 2,956 | 2,880
20 | 5,872 | 4461 | 3,859 | 3,515 | 3,289 | 3,128 | 3,007 | 2,913 | 2,837
21 | 5,827 | 4,420 | 3,819 | 3,475 | 3,250 | 3,000 | 2,969 | 2,874 | 2,798
22 | 5,786 | 4,383 | 3,783 | 3,440 | 3215 | 3,055 | 2,934 | 2,839 | 2,763
23 | 5,750 | 4,349 | 3,751 | 3,408 | 3,184 | 3,023 | 2,902 | 2,808 | 2,731
24 | 5717 | 4319 | 3,721 | 3,379 | 3,155 | 2,995 | 2,874 | 2,779 | 2,703
25 | 5,686 | 4291 | 3,694 | 3,353 | 3,129 | 2,969 | 2,848 | 2,753 | 2,677
26 | 5,659 | 4,266 | 3,670 | 3,329 | 3,105 | 2,945 | 2,824 | 2,729 | 2,653
27 | 5,633 | 4242 | 3,647 | 3,307 | 3,083 | 2,923 | 2,802 | 2,707 | 2,631
28 | 5,610 | 4221 | 3,626 | 3,286 | 3,063 | 2,903 | 2,782 | 2,687 | 2,611
29 | 5,588 | 4,201 | 3,607 | 3,267 | 3,044 | 2,884 | 2,763 | 2,669 | 2,592
30 | 5,568 | 4,182 | 3,589 | 3,250 | 3,027 | 2,867 | 2,746 | 2,651 | 2,575
40 | 5424 | 4,051 | 3463 | 3,126 | 2,904 | 2,744 | 2,624 | 2,529 | 2,452
60 | 5,286 | 3,925 | 3,343 | 3,008 | 2,786 | 2,627 | 2,507 | 2,412 | 2,334
120 | 5,152 | 3,805 | 3,227 | 2,894 | 2,674 | 2,515 | 2,395 | 2,299 | 2,222
oo | 5,024 | 3,680 | 3,116 | 2,786 | 2,567 | 2,408 | 2,288 | 2,192 | 2,114

_ 1
FP(nl,nZ) "~ Fy_p(npmny)
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Tabulka 5/2: Kvantily Fisherova — Snedecorova F-rozdéleni pro P = 0,975- 2. ¢ast

nq

2 ™10 12 15 20 24 30 40 60 120 o0

1 | 968,6 | 976,7 | 9849 | 993,1 | 997,2 | 1001,4 | 1005,6 | 1009,8 | 1014,0 | 1018,3
2 | 39,40 | 39,41 | 3943 | 39,44 | 39,45 | 39.46 | 3947 | 39,48 | 39,49 | 39,50
3| 14,42 | 1434 | 1425 | 14,17 | 14,12 | 14,08 | 14,04 | 13,99 | 13,95 | 13,90
4 | 83844 | 8,751 | 8,657 | 8,560 | 8,511 | 8,461 | 8411 | 8,360 | 8309 | 8257
5 | 661965256428 | 6329 | 6278 | 6,227 | 6,175 | 6,123 | 6,069 | 6,015
6 | 5461|5366 | 5269|5168 5,117 | 5,065 | 5015 | 4959 | 4,905 | 4,849
7 | 4,761 | 4,666 | 4,568 | 4,467 | 4,415 | 4362 | 4,309 | 4254 | 4,199 | 4,142
8 | 4,295 | 4,200 | 4,101 | 4,000 | 3,947 | 3,894 | 3,840 | 3,784 | 3,728 | 3,670
9 |3,964 | 3,868 | 3,769 | 3,667 | 3,614 | 3,560 | 3,506 | 3,449 | 3,392 | 3,333
10 | 3,717 | 3,621 | 3,522 | 3,419 | 3,365 | 3,311 | 3,255 | 3,198 | 3,140 | 3,080
11 | 3,526 | 3,430 | 3,330 | 3,226 | 3,173 | 3,118 | 3,061 | 3,004 | 2,944 | 2,883
12 | 3,374 | 3277 | 3,177 | 3,073 | 3,019 | 2,963 | 2,906 | 2,848 | 2,787 | 2,725
13 | 3,250 | 3,153 | 3,053 | 2,948 | 2,893 | 2,837 | 2,780 | 2,720 | 2,659 | 2,596
14 | 3,147 | 3,050 | 2,949 | 2,844 | 2,789 | 2,732 | 2,674 | 2,614 | 2,552 | 2,487
15 | 3,060 | 2,963 | 2,862 | 2,756 | 2,701 | 2,644 | 2,585 | 2,524 | 2,461 | 2,395
16 | 2,986 | 2,889 | 2,788 | 2,681 | 2,625 | 2,568 | 2,509 | 2,447 | 2,383 | 2,316
17 | 2,922 | 2,825 | 2,723 | 2,616 | 2,560 | 2,502 | 2,442 | 2,380 | 2,315 | 2,247
18 | 2,866 | 2,769 | 2,667 | 2,559 | 2,503 | 2,445 | 2,384 | 2,321 | 2,256 | 2,187
19 | 2,817 | 2,720 | 2,617 | 2,509 | 2,452 | 2,394 | 2,333 | 2,270 | 2,203 | 2,133
20 | 2,774 | 2,676 | 2,573 | 2,465 | 2,408 | 2,349 | 2287 | 2,223 | 2,156 | 2,085
21 | 2,735 | 2,637 | 2,534 | 2,425 | 2,368 | 2,308 | 2,247 | 2,182 | 2,114 | 2,042
22 | 2,700 | 2,602 | 2,498 | 2,389 | 2,332 | 2,272 | 2,210 | 2,145 | 2,076 | 2,003
23 | 2,668 | 2,570 | 2,467 | 2,357 | 2,299 | 2,239 | 2,176 | 2,111 | 2,042 | 1,968
24 | 2,640 | 2,541 | 2,437 | 2,327 | 2,269 | 2,209 | 2,146 | 2,080 | 2,010 | 1,935
25 | 2,614 | 2,515 | 2,411 | 2,301 | 2,242 | 2,182 | 2,118 | 2,052 | 1,981 | 1,906
26 | 2,590 | 2,491 | 2,387 | 2,276 | 2,217 | 2,157 | 2,093 | 2,026 | 1,955 | 1,878
27 | 2,568 | 2,469 | 2,364 | 2,253 | 2,195 | 2,133 | 2,069 | 2,002 | 1,930 | 1,853
28 | 2,547 | 2,448 | 2,344 | 2,232 | 2,174 | 2,112 | 2,048 | 1,980 | 1,907 | 1,829
29 | 2,529 | 2,430 | 2,325 | 2,213 | 2,154 | 2,092 | 2,028 | 1,959 | 1,886 | 1,807
30 | 2,511 | 2,412 | 2,307 | 2,195 | 2,136 | 2,074 | 2,009 | 1,940 | 1,866 | 1,787
40 | 2,388 | 2,288 | 2,182 | 2,068 | 2,007 | 1,943 | 1,875 | 1,803 | 1,724 | 1,637
60 | 2,270 | 2,169 | 2,061 | 1,945 | 1,882 | 1,815 | 1,744 | 1,667 | 1,581 | 1,482
120 | 2,157 | 2,055 | 1,945 | 1,825 | 1,760 | 1,690 | 1,614 | 1,530 | 1,433 | 1,310
oo | 2,048 | 1,945 | 1,833 | 1,709 | 1,640 | 1,566 | 1,484 | 1,388 | 1,268 | 1,000

_ 1
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B) Vztahy mezi pravdépodobnostnimi rozdélenimi

a=0,a=1 -0 a=b=1 n=mni,a=mn2
- b=n[— - @ = e - - b=ns - -
Zipf(o,n) Discrete uniform(a, b) b=mn Rectangular(n) Beta-binomial(a, b, n) Negative hypergeometric(ni, n2, ns)
R,V \%
N A
N 1= o0 A(c)=—1log(l —¢) AlS) — o€ 1 — p ~ betal) p=ni/ns/
N\ Logarithm(c) [ P . (<)) (9 =ehn=c _ . ns 0 /A tric( )
Zeta(a) ower series(c, A(c Poisson() |# =™ \ np —o0 7/ ypergeometric(ni, n2, n3
n— 00 ,
f v gamma . C - vng=mn "/
Ale)=(1—-¢)"7 L 7T S~ i} i&/p:nl/n:;,n:ng,ns—)oo
c=1—p Gamma-Poisson (o, 3) 4 4 1o = Binomial(n, p) n=1 N
Beta-Pascal(n, a, b) L I p— oo A ) Bernoulli(p)
R _ '1 L7 P M, P, X
N - ke
o a=(1-p)/p e n—o | L% = np \5:0 3 X (iid)
n=1 PO B=n -="u=n/p | % =np(1 - p)
Geometric(p) | ~ry - - L <0 =mp P) [ Polya(n, p, B)
F, M,V ppe—— Pascal(n, p) n oo Gamma-normal(y, o, /6))

1\ﬁ:1 2.X Co [T mmms <

c T~ inverted gamma
~

S~ (Noncentral beta(3, v, 5))
Log normal(«, 3) S~o \
P RS o B=~v—00

Discrete Weibull(p, 3) [Sta.ndard normal
A%

I
x s (Reey : |

X, N ~ §—0
X Il ! [X| il Log gamma(a, 3) \\\\'B e \\\ 1
Arctangent(, ¢) 1 I, 2 E\Ioncentral c}(]ji-square(n, 6) > \: Eeneralized gammal(a, 3, -yj S :
s,V N XX log XN Sy

zero truncate ! I’)\ — 00 . I/X \\ v=! X Beta(ﬁ, ’Y)

! Chi(n) Inverted gamma(a, 3) X1+ Xo
9 1 . Gammal(a, 3)
Hyperbolic-secant s [Inverse Gaussian(A, ) s

A% ' L)\i/(“?ai) §=0 p—y~ as IB:—y:ll

1 = B=~=1

VX =2 Tz

log | X |/ oy AKX =) X 5
- n

Arcsi
\%4
Makeham(8, &, )

v=0

Gompertz(d, &)
4 A%
[

Chi-square(n)
X1 /n1 C

i
1
ll StandardSWald()\) Xz /2 ot
/ P
e n X
,“ng — o0
rd - 2 .

Xi (jid)

7
= =1,X,/X istic- i
§=0 s a=1,X/X; Exponential(e) | Logistic exg"f,enml(a’ﬁa log[1 —(log X ) (log x) /4]
Noncentral t(n,d) F(ni1,n2) F,M, S,V i log &
1 Mixture
- \ Exponential power(\, &)
A a=a /1 a=1 v
¥=0 ) = ’ o — 0 WX
i o1 / - 1 =
s D) ) Hyperexponential (&) , ay ag—alogx llog(1—log(1— X))/ N *
oubly noncentral t(n,9,v)], ’ Muth(x) Standard uniform
i S—x—0, Error(a, b, c) v X(n) {Minimax(8, v)
16—0 4 S Mg, V
| a=1/v 7 X1 — Xo\ X177 s
2 ap = ag
Noncentral F(n1,n2,d) /X Laplace (a1, az) c= -
v b=a/2 a=0 B =
o 7 5 =2/ a=0 b= Standard power(8) )
i — =
K 4 =0 log(X/N) -1/ X1 — X
Doubly noncentral F(n1,n2,d,v) Rayleigh(a) Pareto(A, &) X
Standard triangular
M, S,V M, V 1/1-Xx\V~= X7
_ 1/ X ( X )
Properties: B=2 X
C: Convolution L=C Weibull(e, 8) Log logistic(\, &) LlOXJ TSP(a,\;:, m,n) -
F: Forgetfulness L=S Ma. S. V 1,S,V Uniform(a, b)
By s Benford R,V
I: Inverse F =R —0 v a=—1 n=1 )
L: Linear combination log X ’;( Iy k=1 [r=1 b=1 m=1 A —0
M: Minimum m=0 a=1/2
P: Product Relationships: Extreme value(a, 3) Loma\;;()\, x) log X b=1 von Mises (&, u)
R: Residual —=» Special cases V, Mg n—2 S
S: Scaling —>» Transformations
V: Variate generation — —>» Limiting Generalized Pareto(d, x, ) Logistic(A, &) Triangular(a, b, m) Kolmogorov-Smirnov(n)
X: Maximum -..> Bayesian S,V AY4 Vi—g
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