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Uvod

Téma této bakalaiské prace jsem si vybral proto, ze se s pojmem ndhodného jevu
z oblasti statistiky a pravdépodobnosti v bézném zivoté setkavame nejcastéji. Je to zakladni

pilif a umoznuje ndm fesit spoustu zajimavych problému a praktickych ptiklada.

Bakalafskou praci jsem roz€lenil na dvé casti a to na teorii a ptiklady. Na zacatku
teoretické casti Si vysvétlime a osvojime zakladni znalosti kombinatoriky, protoze ta je
nezbytnou soucasti pro vypocet pravdépodobnosti ndhodného jevu. Ddle si pak v teoretické
casti vysvétlime problematiku tématu tykajici se nahodného jevu, zékladni pojmy a
predstavime si vzorce, které se pouzivaji pii feSeni ptrikladi. Budeme se vzdy snazit
k pojmim a vzorcim uvadét i konkrétni piiklady tak, abychom snaze pochopili jejich vyznam
a pouziti v praxi. U n€kterych si ukaZzeme hned i feSeni. Zejména pak ale v paté kapitole, ktera
se tyka pravdépodobnosti ndhodného jevu, si budeme uvadét jen typy piikladii, které se
vztahuji k probiranému tématu, ale tesit je nebudeme. Pjde ndm hlavné o to si uvédomit,
které typy prikladd se k tomuto tématu vazou. Priklady k paté kapitole a jejich feSeni pak

bude obsahovat ¢ast ptikladova, kde si v§e ndzorn€ ukazeme a vysvétlime.

Tato prace ma slouzit jako ptfiruc¢ka a navod pro feSeni zékladnich ptikladi tykajicich
se ndhodného jevu. Je zaméfena na SirSi okruh Ctenafd, ktefi s uvedenym tématem nemaji
ptedchozi zkuSenosti, a proto jsem se snazil vSe co nejjednoduseji a nejpodrobnéji vysvétlit a
popsat. Z tohoto diivodu nebudu v nadchézejici teorii Zadna tvrzeni dokazovat. Sbirka by

méla slouzit 1 jako pomocny text k samostudiu nahodného jevu.

Doufam, Ze se mi mlj zdmér zpracovani sbirky o ndhodném jevu a s nim souvisejicich
pravdépodobnosti vydafi, text bude snadno pochopitelny a ptiklady ndzorné€ ukdzou postup

vypoctu a vyuziti v praxi.



Teoreticka ¢ast

1 Kombinatorika

Kombinatorika je matematicka disciplina, kterd se zabyva vytvafenim navzajem
ruznych skupin z danych prvkl a ur€ovanim poctu takovych skupin. Dané prvky usporadava
podle uréitych pravidel do skupin. Dulezité je, ze kombinatorika pracuje jen s prvky

Z kone¢nych mnozin.

Kombinatoriku vyuzijeme kdykoliv, kdy budeme potiebovat znat pocet moznosti, jak
lze néco provést. Napt. jak mizeme pii sportovnim turnaji kombinovat druzstva, jak lze
sestavit rozvrh hodin z danych pfedmétd, jak mizeme vybirat pracovniky do rtznych pozic,
kolika zpisoby lze sestavit pruhovanou vlajku ze tfi barev, jaké mohou nastat situace pti hodu

ur¢itého poctu hracich kostek, kolik je moznosti vytazeni ur€ité karty s balicku karet, atd.

Piedev§im posledni dva piiklady podnitily podrobnéjsi zajem o tento obor. Slo o
hazardni hry, a tak se kombinatorika zacala na pfelomu 16. a 17. stoleti mnohem vice
rozvijet. V dnes$ni dob& nachazi uplatnéni v teorii pravdépodobnosti, ve statistice, informatice,

fyzice, chemii, geografii a v dalsich oborech.

Zéakladnim pojmem v kombinatorice je pojem k-prvkova skupina nebo také Kk-tice
prvki, kde k je ptirozené Cislo, tj. k € N. Podstatné je, jestli u prvku v k-tici zalezi na potadi
nebo nikoli. Jestlize v k-tici zalezi na potadi prvki, mluvime o uspofadanych k-ticich, jestlize
na potadi prvka v k-tici nezalezi, mluvime o neuspofadanych k-ticich. Dale také rozliSujeme,
jestli se prvky v k-tici mohou nebo nemohou opakovat. Pokud se kazdy prvek mize v k-tici
vyskytnout nejvyse jednou, mluvime o skupinach bez opakovani, jestlize se miize libovolny

prvek v k-tici vyskytnout vicekrat (nejvyse vsak k-krat), mluvime o skupinach s opakovanim.

Kombinatorické pravidlo soucinu — Pocet vSech usporadanych k-tic, jejichz prvni
Clen Ize vybrat n, zpusoby, druhy ¢len po vybéru prvniho ¢lenu n, zptsoby atd. az k-zy ¢len
po vybéru vSech piedchazejicich ¢leni ny, zpisoby, je roven ny * n, * --- * n;. Napft. pfi hodu
dvéma hracimi kostkami (tedy k = 2) s ¢isly od 1 do 6 je pocet v§ech moznych uspofadanych

dvojic roven Cislu 36, protoze na prvni kostce mame 6 moznych variant a na druhé také, proto
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6 * 6 = 36; pii hodu tfemi mincemi (tedy k = 3) je pocet vSech moznych uspofadanych trojic
roven Cislu 8, protoze na kazdé minci jsou pravé dvé mozné varianty (panna, orel), proto

22 %2 =8, atd.

Kombinatorické pravidlo souétu — Jestlize jsou Ay, A,, ..., A, koneéné mnoziny,
které maji po fad€ p4,p,, ..., pn prvkil, a pokud kazdé dvé z téchto mnozin jsou neslucitelné,
pak pocet prvkd mnoziny A; U A4, U ...U 4, je roven p; + p, + - + p,. Napi. mame-li 3
zluté kulicky, 5 zelenych a 2 modré, potom mame dohromady 10 kulicek, protoze 3 + 5 +
2 = 10; nebo napt. kolik déti nic ned¢la, jestlize je na tabote celkem 20 déti a z toho 5 plave,

6 kresli a 4 hazi micem? 5 déti nic ned¢la, protoze 20 —5— 6 — 4 = 5.

Faktorial n — Faktorial ¢isla n € N je v matematice Cislo rovno soucinu vsech celych
kladnych ¢isel, které jsou mensi nebo rovny pravé tomuto ¢islu. Znaci se vykii¢nikem, tedy

nl,aplatin! = n* (n—1) x (n — 2) *---* 2 = 1. Definujeme 0! = 1 (viz Permutace).

1.1 Variace, permutace a kombinace bez opakovani

Variace

Variace nam slouzi k tomu, abychom zjistili, jaky je po¢et moznosti vybéru k-clenné
skupiny z n prvki. Napi. kolik mame moznosti, jak obsadit 3 pracovni pozice z 5

zamestnancu.

Plati, ze k-clennd variace z n prvku neboli variace k-zé ttidy z n prvkd, je uspofadana
k-tice sestavena z téchto n prvku tak, Ze se v ni kazdy vyskytuje nejvyse jedenkrat. Jestlize
vybirame vSechny prvky z n, tedy k = n, jedna se o specialni pifipad variace a v téchto
situacich budeme mluvit o permutaci (viz nize). Pokud by bylo k > n, tak nejsme schopni

zadnou takovou k-tici sestavit.



Variace k-té tiidy z n prvka se znaci V(k,n) nebo taky V,(n) a vypocita se pomoci

VZOrce:
|

V(k, TL) = ﬁ

Priklad 1.1: Mame 10 sportovct, ktefi soutézi mezi sebou o zlatou, stiibrnou a bronzovou

medaili. Kolika zplisoby mtizeme tyto 3 medaile mezi n€ rozdélit?

Resent:
10! 10! _ 10%9%8x7!

n=10; k =3 potom V(3,10) = ey = 71 ”

=10 * 9 * 8 = 720 zpiisoby

Permutace

Permutaci pouzivame, pokud chceme sestavit uspofadanou n-tici z celkem n prvku,
pficemz se v ni vyskytuje kazdy prvek pravé jedenkrat. V podstaté mizeme o permutaci fici,

7e jde o obménu pofadi.

Permutace se zna¢i P(n) nebo taky B,. Jak jsme si jiz fekli, permutace je specialnim
ptipadem variace, kde k = n. Jinymi slovy permutace z n prvki je kazda n-clennd variace z
téchto prvki, tedy P(n) = V(n,n). Mlzeme si proto vzorec pro vypocet permutace odvodit
ze vzorce pro vypocet variace. Pak:

n! n!
P(TL) = V(TL,TL) = m =a =n!

Aby mohla tato rovnost platit, definuje se 0! = 1.

Piiklad 1.2: Ctyii lidé cht&ji vytvofit fadu. Kolika riiznymi zptisoby se mohou vedle sebe

postavit?

Resent:

n =4 potom P(4)=4!=4x3x%2x*1 =24 zpisoby



Kombinace

Bavime-li se o kombinacich, nezalezi nam na potadi vybranych prvkl jako u variaci.
Napft. nezélezi, v jakém poradi vylosujeme ¢isla z osudi, v jakém potadi budou stat lidé ve

fronté, kdo bude zastavat jakou pracovni pozici, jakou kartu vytahnu z balicku dfive, atd.

Plati, ze k-clenna kombinace z n prvki je neuspotradana k-tice sestavena z téchto
prvku tak, Zze se v ni kazdy vyskytuje nejvyse jedenkrat. Kombinace se zna¢i K(k,n) nebo

Obecné plati vztah mezi kombinaci a variaci takovy, ze V(k,n) = k! * K(k,n).

Z tohoto tvrzeni si mizeme odvodit vztah pro vypocet poctu vSech k-clennych kombinaci z n

prvk takto:
n!
SA—
CES] k!« K(k,n)
n!
Kk ==

Priklad 1.3: Kolik existuje ve Sportce moznych kombinaci pro 1. vyhru?

ReSeni:
To znamend, Ze musime uhadnout vSech 6 tazenych ¢isel ze 49.

n=49; k=6 potom K(649) = ;- == = 13 983 816 kombinaci

Kombinacéni ¢islo

N 24

k-c¢lennych kombinaci z n prvkil. Zapisuje se takto (’;) a plati pro ng; (’;) = K(k,n). Tento

symbol se ¢te jako ,,n nad k. Pro kombinacni Cisla plati:

B=n s O=t: @)=t =1 O=(")
D+G2)=-G1) ¢ O-mo=s
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1.2 Variace, permutace a kombinace s opakovanim

Variace, permutace a kombinace s opakovanim se li§i od wvariaci, permutaci
a kombinaci bez opakovani tim, ze se vybrané prvky mohou opakovat. Ostatni vlastnosti
zustavaji stejné. To znamend, Zze U variaci a permutaci na potfadi vybranych prvka zalezi,
zatimco u kombinaci nezalezi na potadi, v jakém prvky vybirdme. Permutace s opakovanim i

permutace bez opakovani urcuji potadi vSech zadanych prvki.

Variace s opakovanim

Variace s opakovanim jsou takové variace, ve kterych se mohou prvky libovolné

opakovat. ZaleZi na potadi, protoZe se porad jednd o variace.

Plati, Ze k-clennd variace sopakovanim zn prvki je usporadana Kk-tice sestavena

z téchto prvka tak, ze se v ni kazdy vyskytuje nejvyse k-krt.

Prvky miiZeme v téchto pfipadech chapat jako jakési skupiny, druhy nebo mozZnosti,
ze kterych muzeme opakované vybirat. Tedy n predstavuje naptf. pocet rliznych pismen,

Cislic, barev, vlastnosti, atd. Proto mtze byt k > n.

Variace s opakovanim se zna¢i V'(k,n) nebo taky V'i(n) a vypocitd se pomoci
VZOorce:

V'(k,n) =nk
Priklad 1.4: Kolik trojcifernych ¢isel mtizeme sestavit ze dvou Cisel?

r

Reseni:

n=2; k=3 potom V'(3,2) = 23 = 8 &isel
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Permutace s opakovanim

Permutace s opakovanim z n prvki je uspotradana k-tice sestavena z téchto prvku tak,

ze se v ni kazdy vyskytuje alespon jedenkrat.

Cislo n udava pocet rtznych prvki ve skuping, druhti nebo mozZnosti, ze kterych
muzeme opakované vybirat. Napt. pocet riznych pismen, Cislic, barev, vlastnosti, atd. Cislo
k udava pocet vSech prvki, ze kterych vybirame. Plati k = k; + k, + ks + -+ k, a k;

(G = 1,2,...,n) znaci pocet prvki v j-té skuping, s j-tou moznosti, vlastnosti, barvou, atd.

Permutace s opakovanim se znac¢i P'(kq, ko, k3, ..., k) a vypocita se pomoci vzorce:
(kl + kz + k3 + b + kn)'
il x kol * kel * % k!

P'(ky, ko k3, oy kp) =

Ptiklad 1.5: Kolika zplisoby je mozné srovnat do fady 1 zlutou, 2 modré a 3 €ervené kulicky?

Reseni:
n=3;k;=1k, =2, k;3=3; k=6

_(a+42+3)! 6! __ 6x5%4x3] o
P'(1,23) = 1121531 1x21x31  11x20x31 60 zplsoby

Kombinace s opakovanim

Plati, ze k-clenna kombinace s opakovanim vznikla z n prvka je neusporadana k-tice

sestavena z téchto prvku tak, ze se v ni kazdy vyskytuje nejvyse k-krt.

Kombinace s opakovanim se zna¢i K'(k, n) a vypocita se pomoci vzorce:
n+k— 1)

K'(k,n) =( .

Priklad 1.6: Kolika zptisoby lze rozd¢lit 10 vyher mezi 5 soutézicich?
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Reseni:
n=>5 k=10

K'(10,5) = (**10 ) = (1) = = 1320 1001 zpiisoby

10'*(14 10)! 10!%4%3%2!

Informace Kk prvni kapitole byly Cerpany z materiald [1, 2, 10], kde se mtizZete dozveédét

1 dalsi doplityjici informace a podrobnéjsi vysvétleni.
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2  Teorie pravdépodobnosti

Teorie pravdépodobnosti je odvétvim matematiky, které je pouzivano v mnoha
oborech, napt. v ekonomii, medicing, sociologii, pedagogice, chemii, biologii atd. Teorie
pravdépodobnosti zkouma takové ndhodné jevy, které se mohou né¢kolikrat opakovat pii
stejném souboru podminek. Tyto ndhodné jevy nazyvame hromadné. Budeme-li nahodné jevy
opakovat a sledovat v dlouhodob¢jsim méfitku, mizeme zjistit, ze na prvni pohled nahodné
jevy nejsou zase az tak ndhodné. Diky dlouhodobéjs§imu pozorovéani jsme schopni dojit
k zavéru, Ze se nahodné jevy tidi zakony pravdépodobnosti (stochastickymi zakony). Ty nam
sice nestanovi, ze za daného souboru podminek nahodny jev nastane pravé v dany okamzik,
ale umozni ndm predpovédet, s jakou Sanci (pravdépodobnosti) miizeme nastoupeni tohoto
jevu ocekavat pti urcitém pokusu (realizaci). Napt. pii hrani rulety existuje pravdépodobnost,

ze urcité Cislo, tteba 0 padne prave jednou z kazdych 47 pokust.

V praxi ovSem ,,neni pokus jako pokus®, a proto ho rozdélujeme na dva typy. Pokusy
musime rozliSovat na pokus deterministicky (prosté jen pokus) a ndhodny pokus. Pro lepsi
prehled a uvédoméni hlavnich rozdili si tyto dva terminy struéné a piehledné¢ vymezime a

uvedeme si k nim piiklady.

Deterministicky pokus (pokus)

Pokusem mame na mysli uskute¢néni ur¢itého pevné daného souboru podminek, napft.
v chemii smichanim vzdy stejného mnozstvi latek dostaneme vzdy stejnou slouceninu,
upusténa kniha vzdy pada k zemi, voda vzdy vaii za normalniho tlaku pii 100 °C, atd. Je tedy

patrné, Ze jde o pokusy, u kterych se pfi stejnych podminkach dostavi vzdy stejny vysledek.

Nahodny pokus

Nahodnym pokusem oproti tomu myslime uskute¢néni ur¢itého pevné daného souboru
podminek, ktery konci nastoupenim vzdy jednoho vysledku ze vSech moznych vysledk

tohoto pokusu. Napiiklad pfi hodu klasickou Sestisténnou kostkou padne vzdy jedno ¢islo od
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1 do 6, pii hodu minci padne panna nebo orel, pfi rulet¢ padne jedno ¢islo od 0 do 36,
Z balicku karet vytdhneme pravé srdcovou damu, atd. Prakticky vyznam vsSak pro nas maji
pokusy typu: narodi se chlapec nebo dévce, vyrobek je dobry nebo Spatny, 1€k pacientovi

pomize, piihor$i nebo nema vliv, atd.

Vzdy tedy existuje ur€itd mnozina moznych vysledkl pro kazdy nahodny pokus a po
uskutecnéni ndhodného pokusu jeden z nich ndhodné nastane. Tato mnozina mize byt bud’
konec¢nd, nebo nekonecna pro dané podminky. Vysledek zavisi jak na souboru podminek, tak

i na ndhodé¢. Proto se v teorii pravdépodobnosti pracuje s vysledky nahodnych pokust.
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3 Jev

Jev nebo také ndhodny jev je jednim ze zékladnich pojmi v teorii pravdépodobnosti.
Jak jsme si jiz vpredchozi kapitole tekli, teorie pravdépodobnosti pracuje
s vysledky nahodnych pokusti a nahodné pokusy konCi nastoupenim jednoho vysledku

Z mnoziny vSech moznych vysledkt pfislusného pokusu.

Mnozinu vSech moznych vysledki nadhodného pokusu budeme znacit Q (omega),

konkrétni vysledek z této mnoziny budeme znacit w a plati pro néj w € (.

Q mize byt konecna nebo nekone¢na spocetna nebo nespocetna. Pokud by Q byla
nespocetna, nemuzeme v nasledujici teorii pracovat se vSemi jejimi podmnozinami (jevy), ale
jen s témi, které tvofi tzv. rozumny systém. Rozumny systém bude pro nas kazdy takovy,
ktery bude uzavieny k doplinku a spocetnému sjednoceni. Tento systém budeme nazyvat

jevove pole a prvky pattici do tohoto systému budeme oznacovat jako ndhodné jevy.

Jevoveé pole je tedy neprazdny systém podmnozin nahodnych jevii mnoziny ()
uzavieny k doplitku a spocetnému sjednoceni. Znamend to vlastn€, Ze doplnék mnoZziny
Z jevového pole musi také patfit do jevového pole a konecné nebo nekonecné sjednoceni
posloupnosti mnozin z jevového pole musi byt také obsazeno v jevovém poli. Jevové pole
budeme znacit A a vySe uvedené podminky pro néj si miiZzeme zapsat takto:

1. dopln¢k AEA>AEA

2. sjednoceni ApEA n=12,..=2>U;-14, EA

Predstavme si, Ze mame jevové pole definované na Q # @. Potom pro nadhodné jevy
Z tohoto jevového pole plati tyto vlastnosti:

1. peA aQeA

2. sjednoceni kone¢né nebo nekonecné posloupnosti ndhodnych jevil patii do
jevového pole
AEA j=12,..,n>Uj Aj EA A EA n=12,..2 Up_1 A EA

3. prunik kone¢né nebo nekonecné posloupnosti ndhodnych jevi patii do jevového
pole
AEA, j=12,.,n=> n}‘zlAj EA,ApEA N=12,..2 N5 -1A, EA
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4. rozdil ndhodnych jevi také patii do jevového pole A € A, B € A = (A\B) € A

Budeme ptedpokladat, ze vysledky nahodného pokusu jsou vzajemné neslucitelné (to
znamena, ze zadné dva nemohou nastat soucasn¢€) a ze nastane vzdy jeden vysledek. Nema
smysl pracovat s prazdnou mnozinou (), proto predpokladame, ze Q0 # @. Také pokud by byla
Q jednoprvkova, jednalo by se o pokus deterministicky, a tudiz budeme brat tuto moznost
jako speciélni ptipad nahodného pokusu. Z toho nam vyplyva, Zze Q musi byt alespon

dvouprvkova.

Kdyz uz ted’ zndme vySe uvedené pojmy a jejich znaeni, miizeme si definovat jev
jako kazdou mnozinu A patfici do mnoziny Q, tedy A c Q. Jednoprvkové podmnoziny
budeme nazyvat elementarni jevy. Jevy budeme znacit velkymi pismeny ze zacatku abecedy

(4,B,C,..).

V nadchézejici teorii si budeme uvadét konkrétni priklady pro lep$i uvédomeéni si
novych pojmu. Pokud budeme pracovat s hraci kostkou, dale jen kostka, budeme tim myslet

klasickou Sestisténnou hraci kostku s ¢isly od 1 do 6.

Pti ndhodném pokusu mohou nastat dva rizné typy vysledki pro jev A4 a to bud’, ze jev
A nastal nebo nenastal. Rikame, Ze jev A nastal, pokud pfi uskute¢néni nahodného pokusu
nastal takovy vysledek w, ktery patii do mnoziny A neboli w € A. Takovyto vysledek w

nazyvame vysledek ptiznivy jevu A. Naproti tomu fekneme, Ze jev A nenastal, jestlize w & A.

Mame zde také dvé extrémni situace a to, Ze jev A je jisty nebo nemozny. O jistém
jevu hovotime tehdy, kdyz za daného souboru podminek tento jev nastane vzdy. Jedna se o
mnozinu v§ech moznych vysledkl Q (napf. jev, Ze na kostce padne vzdy jen ¢islo od 1 do 6).
Druhé extrémni situace je tehdy, jestlize za dan¢ho souboru podminek jev nenastane nikdy

(napf. jev, Ze na kostce padne ¢islo 7). Tomuto jevu fikdme jev nemozny.
Muzeme tedy fici, Ze ndhodny jev je vZdy jeden z mozZnych vysledki ndahodného

pokusu, ktery po realizaci ndhodného pokusu bud’ nastane, nebo ne. Vysledek ndhodného

pokusu nemtizeme ovlivnit, je ur¢en ndhodou. Nahodu chapeme jako souhrn udalosti a dé&ja,
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které nemtzeme nijak vysvétlit a urcit. Napft. co padne pii hodu kostkou, pokazi se stroj za

urcité obdobi, vyhraju v loterii, atd.

3.1 Operaces jevy

Jevy jsme si definovali jako mnoZiny, a proto s nimi jako s mnozinami muizeme i
pracovat. Za kazdou mnozinovou operaci si uvedeme konkrétni piiklad s kostkou pro

znazornéni a snadnéj$i pochopeni.

Piiklad 3.1: Mnozina v§ech moznych vysledkt pro nas piipad je Q = {1,2,3,4,5, 6}. Jev A4,,
padne sudé ¢islo, tedy A; = {2,4, 6}, a jev A,, padne ¢islo mensi nebo rovno 3, tedy 4, =
{1,2,3}.

Sjednoceni jevii — sjednoceni jevl A4, A,, ..., A, je jev, pfi némZ nastane alespoil
jeden zjevit Ay, Ay, ..., An. Znatime A; UA, U...UA, nebo Uj_;A4;. Sjednoceni muze
obsahovat i nekone¢ny pocet jevit Ay, Ay, ... a potom znacime Upy—; A,. V nasSem piikladu by
bylo sjednoceni jevli A4, A4, jev, Ze na kostce padne jakékoliv ¢islo kromé 5, zapiSeme jako

A UA, ={1,2,3,4,6).

Prinik jevii — prinik jevi A4, 4,, ..., 4, je jev, pfi némzZ nastanou soucasné vSechny
jevy Ay, Ay, ..., Ay Znatime A; NA;N...N A, nebo Nj-; 4;. Priinik miize obsahovat i
[00]

nekone¢ny pocet jevih A, A4,,.. a potom znafime N,-;4,. Vnasem piikladu by byl

prunikem jevi A4, A, jev, ze na kostce padne prave Cislo 2, zapiSeme jako 4; N A, = {2}.

Jev A implikuje jev B (jev A ma za nasledek jev B, jev B je disledkem jevu A) —
pokud pii kazdém vyskytu jevu A nastava i jev B neboli pokud kazdy vysledek ptiznivy jevu
A je také ptiznivy jevu B. Znaime A € B. Napi. jev A, padne ¢islo 2 nebo 4, A = {2,4}, a
jev B, padne sudé ¢islo, B = {2, 4, 6}.

Jev opacény Kk jevu A (dopln€k, komplement jevu A) — je jev, ktery nastane pravé
tehdy, kdyZ nenastane jev A. Znac¢ime A nebo A€ a plati A° = Q\A. Sjednoceni opaénych jevil

je jev jisty a prunik opaénych jevl je jev nemozny, protoze jevy opacné jsou neslucitelné.
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Napfi. pokud bude jev A, padne ¢islo 1 nebo 2, A = {1, 2}, potom jev opaény A€ je, ze padne
Cislo vétsi nez 2, A€ = {3,4,5, 6}.

Rozdil jevi A, B — je jev, ktery nastane pravé tehdy, kdyz nastane jev A a zaroven
nenastane jev B. Zna¢ime A-B nebo A\B a plati A\B = AN B°. Zuvodniho ptikladu
vidime, ze pokud A; = A a A, = B, potom A\B = {4, 6}.

Jevy A, B jsou si rovny — pokud jevy A a B nastanou vzdy jen soucasné a nikdy jindy,

tedy A € B a soucasné B C A. Zna¢ime A = B. Je zfejmé, Ze mnoziny musi byt stejné.

Jevy A, B jsou nesluéditelné (disjunktni) — jestlize nemohou nastat soucasné,
vzajemné se vylucuji. Znac¢ime A N B = @. Prinik neslucitelnych jevi je jev nemozny. Napf.

pokud bude jev A, padne sudé &islo, A = {2, 4, 6}, a jev B, padne liché ¢islo, B = {1, 3, 5}.

Systém jevii se nazyva neslucitelny (disjunktni) — pokud pro libovolné jevy A; # A;

plati, ze Ai N A] = @

Jevy Ay, Ay, ..., Ay resp. Ay, Ay, ... (A4 # O,Vj =1,2,...,nresp.Vj = 1,2,...) tvoFi
rozklad jevu B — jestlize jsou tyto jevy neslucitelné a zaroven sjednoceni téchto jevi je rovno
jevu B, tedy U-; A; = B resp. U, A, = B. Napt. je-li jev A; = {2}, A, = {4} aA; = {6} a
jev B = {2, 4, 6}.

Jevy A4,A4,, ..., A, resp. A4, A,, ... tvori tplnou skupinu — jestlize tyto jevy tvofii
rozklad jistého jevu (. Napf. v naSem konkrétnim piipadé s kostkou to bude tehdy, pokud
budeme mit 6 jevi typu A, = {1}, 4, = {2}, ..., 4¢ = {6}.

Jak je z vySe uvedenych pojmu a operaci vidét, jevy jsou to samé co mnoziny, a proto
pro né plati 1 stejna tvrzeni. Tento fakt je pro néas velmi dileZity a vyuZijeme ho v dalsi teorii.
Nam se predevsim budou hodit tyto nasledujici tvrzeni:

1. de Morganova pravidla: (U; 4,)° = N; 47, (N;4;)¢ = U; 47

2. An(B\C)=(AnB)\(ANCO)

3. (Uj4)nB=U;(4NB)
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4 Pravdépodobnost nahodného jevu

Pravdépodobnost neboli sance je vlastné hodnota, ktera nam udava urcitou jistotu nebo
nejistotu nastoupeni nahodného jevu. Pravdépodobnostni hodnotu nabyvaji ndhodné jevy.
Pravdépodobnosti se zabyva a zkouma ji teorie pravdépodobnosti. Znac¢ime ji P z anglického

slova probability.

4.1 Axiomaticka definice pravdépodobnosti

Axiomaticka definice pravdépodobnosti spociva v tom, Ze je definovand na zakladé
axiomu. To jsou tvrzeni, ktera se predem pokladaji za pravdivé a nemusi se tim padem

dokazovat.

Pravdépodobnost budeme definovat na jevovém poli A ndhodnych jevi, které je
definovano na neprazdné mnozin¢ Q. Tedy pravdépodobnost P(A) nahodného jevu A
nazveme kazdou realnou funkci P( ) definovanou na A, ktera spliuje nasledujici tii
axiomy:

1. P(Q)=1 pravdépodobnost jistého jevu () je rovno jedné

2. P(A)=0 pravdépodobnost ndhodného jevu A je nezaporné Cislo

3. Pravdépodobnost sjednoceni libovolné posloupnosti A, € A, n=1,2,..

vzdjemné neslucitelnych  (disjunktnich) jevii je rovna souctu jejich

P (D An> = i P(Ay)

=1

pravdépodobnosti.

Obecné lze fici, ze jde vlastné o scitani pravdépodobnosti neslucitelnych jevi.
Pokud bychom totiz méli dva nesluCitelné ndhodné jevy, byla by jejich
pravdépodobnost, ze nastane jeden nebo druhy, rovna souctu jejich

pravdépodobnosti.

Zjednodusené muzeme tedy o pravdépodobnosti uvazovat jako o funkci P( ), ktera

kazdému nahodnému jevu A piiradi konkrétni ¢islo P(A).
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Uz tedy vime, ze pravdépodobnost P( ) musi byt definovana na jevovém poli A a to
zase musi byt definovdno na mnozin¢ vSech moznych vysledkti (). Uspotddanou trojici

(Q, A, P) budeme proto nazyvat pravdépodobnostni prostor.

4.2 Klasicka definice pravdépodobnosti

Predpokladem klasické definice pravdépodobnosti je koneény pocet ndhodnych jevi v
pokusu, které maji stejnou Sanci nastat. Mame tedy ndhodny pokus, ktery ma koneény pocet
moznych vysledkd a ty mohou nastoupit se stejnou pravdépodobnosti. Napt. pfi ndhodném

pokusu hodu kostkou mame $est nahodnych jevt (padne ¢islo od 1 do 6), které mohou nastat

. . , 1
se stejnou moznosti P

Podminka stejné Sance je velmi dilezita, ale neméame ji jak objektivné posoudit. Napf.
nepozndme, jestli kostka neni né&jak upravend, jestli nejsou karty néjak oznaceny, atd.
Z tohoto divodu musime rozliSovat jednotlivé vysledky ndhodného pokusu. Napt. pti hodu
ttemi kostkami musime rozliSovat, na kterych kostkach padla jaka Cisla. Je totiz rozdil, jestli
padne 2, 2, 6 nebo tieba 2, 6, 2, i kdyZ na prvni pohled padly jen dvé 2 a jedna 6. RozliSujeme

zde potadi, a proto si musime kostky né¢jak oznacit, napt. je ocislovat.

Mame nahodny pokus a v ném sledujeme ndhodny jev A. Obecné se klasicka
pravdépodobnost definuje jako podil poctu m vysledki ptiznivych ndhodnému jevu A a poctu

n vSech moznych vysledkd ndhodného pokusu.

m

NejtypictéjSim piikladem pro klasickou pravdépodobnost je vybér bez vraceni. Z
celkového poctu prvktt N (napf. vyrobku, Cisel, karet, kulicek, atd.) vybereme ndhodné n
prvki, které nevracime. Pfitom v celkovém poctu prvka N je ur€ity pocet prvkit M s né&jakou
vlastnosti (napt. vadné vyrobky, suda ¢isla, Ctyfi karty s esy, bilé kulicky, atd.). Zkouma se
zde, jaké je pravdépodobnost nahodného jevu A, Ze mezi n vybranymi prvky je pravé m

prvkil s urcitou vlastnosti (napt. jaké je pravdépodobnost, ze mezi vybranymi vyrobky jsou 3
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vadné, cisly jsou 2 sudd, kartami jsou vSechna esa, kulickami je 10 bilych, atd.). Takovou
pravdépodobnost vypocitime pomoci vzorce:
MY\ (N-M
() G
N
()

(fl ) je pocet moznosti vybéru m prvka s uréitou vlastnosti z jejich celkového poctu M.

P(4) =

(N M ) je pocet moznosti vybéru n — m prvki bez této vlastnosti z celkového poctu prvkia
n-m
N — M bez této vlastnosti.

(ITY ) je pocet moznosti vybéru n vybranych prvkl z celkového po¢tu N vSech prvkai.

Diky této tivaze miizeme fesit fadu ptikladi, jako jsou napt. pravdépodobnost vyhry
ve Sportce, V loterii, vybéru osoby ze skupiny, vybéru karety z balicku, vybéru listku

Vv tombole, vybéru kuli¢ek z osudi, vybéru vyrobkt ze série, atd.

4.3 Neklasicka definice pravdépodobnosti

Neklasicka a klasickd definice pravdépodobnosti se od sebe 1isi jednim zdsadnim
rozdilem a ten je, Ze neklasickd pravdépodobnost je vhodna pro ndhodné jevy, které nemaji
stejnou pravdépodobnost nastat. To znamené napt. pro ndhodné pokusy typu hod upravenou
hraci kostkou, vybé&r karty z oznaceného balicku, vybér kuli€ky z osudi rizné t€zkych kulicek,
atd. Jedna se vlastné o podvod, protoze nastoupeni jevu je ovlivnéno a mliZeme ho tak 1épe
ptedpovidat. Jinak jsou predpoklady pro neklasickou definici pravdépodobnosti takika stejné

jako u klasické.

Mame kone¢nou mnozinu v8ech moznych vysledki Q = {w;, ..., w,} a na ni jevové
pole A obsahujici vSechny podmnoziny mnoziny (). Také vime, Zze pravdépodobnosti
nastoupeni jednotlivych vysledkll wy, ..., w, se rovnaji ¢islim py, ..., p, a jejich soucet je
roven 1, tj. 37_; p; = 1. Potom je neklasicka pravdépodobnost definovana na jevovém poli
A jako funkce P( ) urCena vztahy:

P({wj}) =p; kdej=1,..,n P(A) = Z P({wj}) = Z pj ProVAEA

j:ijA j:ijA
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4.4  Definice pravdépodobnosti v pripadé, Ze Q je nekoneCna spocetna

Jedna se o pripady, kdy opakujeme nahodny pokus tak dlouho, dokud nenastane jeden
uréity ndhodny jev (vysledek), ktery chceme. Napi. vytahujeme a vracime karty z balicku tak
dlouho, dokud nevytahneme srdcovou damu; hazime souc¢asn¢ 10 kostkami tak dlouho, dokud

nepadne na vSech 6, atd. Podstatné je, Ze ndhodné jevy maji stejnou pravdépodobnost nastat.

Mame tedy mnozinu v8ech moznych vysledki Q = {w;, w5, ...} a na ni jevové pole A
obsahujici vSechny podmnoziny mnoziny (). Také vime, Ze pravdépodobnosti nastoupeni
jednotlivych vysledkd wq, w,, ... se rovnaji ¢islim pq,p,, ... a jejich soucet je roven 1, .
Yom=1Pn = 1. V n-tém pokusu nastal chtény jev a plati, ze pravdépodobnost nastoupeni tohoto
jevu v n-tém pokusu je vétsi rovno 0, tedy p, =0 pro Vn € N. Potom pravdépodobnost
Vv ptipadé, Zze Q je nekonecna spocetna, definujeme na jevovém poli A jako funkci P( )
uréenou vztahy:

Pw,}) =p, kdeneN P(A) = Z P{w,}) = Z p. proVAEA

n:wn€A n:wn€A

4.5 Geometricka definice pravdépodobnosti

Geometrickou pravdépodobnost pouzivame vSude tam, kde je nekone¢né¢ mnoho
moznych vysledkd. Jinymi slovy, mnozina vSech moznych vysledki 2 ndhodného pokusu je

nekonec¢na.

Standardni definice geometrické pravdépodobnosti je pro nase potieby zbytecné

slozita. Uvedeme si proto zjednoduSenou verzi, kterou budeme vyuzivat v této sbirce.

Mnozinu £ budeme brat jako podmnozinu vSech redlnych ¢isel na n-tou, tedy Q c R,
kde n = 1,2, 3. V téchto piipadech totiz umime miru Q, znageno u(Q), urdit jako délku v R?,
obsah plochy v R? a objem v R3. Je patrné, ze u(Q) patii do intervalu 0 < u(Q) < oo (délka,

obsah ani plocha nemtzou vyjit zaporng).
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Abychom mohli vyjadfit geometrickou pravdépodobnost, musime mit opét jevové
pole A. Potom geometrickou pravdépodobnost definujeme na A jako funkci P( ) danou
vztahem:

_
PM)—#m) kde A € A

1 (A) je mira (délka, obsah, objem) nahodného jevu A.

Pomoci geometrické pravdépodobnosti jsme schopni fesit fadu zajimavych piiklada

jako je pravdépodobnost setkani dvou 0sob, aut, letadel v ur¢itém ¢asovém rozmezi apod.

4.6 Podminéna pravdépodobnost

Pojem podminéné pravdépodobnosti zavadime pro situace, kdy pocitame
pravdépodobnost nahodného jevu A za daného souboru podminek a k tomuto souboru
podminek pfibude jesté jedna novd podminka, ktera nds informuje o nastoupeni ndhodného
jevu B. Jinymi slovy, nastoupeni jevu A je ovlivnéno jevem B a tim i jeho pravdépodobnost.
Jev B patii do jevového pole A, tedy B € A, a jeho pravdépodobnost nesmi byt rovna 0,
takze P(B) > 0. Za tohoto ptfedpokladu pak podminénou pravdépodobnost definujeme na
jevoveém poli A pomoci predpisu:

, _P(ANB)
(AlB) —W kde A€ A

Znacime ji P(A|B) a tikame, Zze pravdépodobnost jevu A je podminéna jevem B nebo

podminéna pravdépodobnost jevu A za podminky B.
Napt. mame skupinu 30 osob, mezi kterymi je 25 osob nemocnych a mezi nemocnymi
je 10 kufdkd. Nahodné jsme vybrali osobu, ta je nemocna a mame zjistit, jaka je

pravdépodobnost, Ze je to kutdk. Tento model miZzeme aplikovat na spoustu variant.

K vypoctu podminéné pravdépodobnosti nam budou slouzit i nasledujici véty.
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Véta o nasobeni pravdépodobnosti

Véta o nédsobeni pravdépodobnosti ndm popisuje postup vypoctu pravdépodobnosti
pruniku nahodnych jevii A a B (jejich spole¢ného nastoupeni) a vypada nasledovné:
1. pokud je P(B) > 0, potom plati P(A N B) = P(B) * P(A|B)

pokud je P(A) > 0, potom plati P(A N B) = P(A) = P(B|A)

- je patrné, Ze prunik dvou ndhodnych jevil je vzdy roven soucinu nepodminéné
pravdépodobnosti jednoho jevu a podminéné pravdépodobnosti druhého jevu
vzhledem K prvému

2. pokud je P(ﬂ’};ll Aj) > 0, muzeme vétu o nasobeni pravdépodobnosti rozsitit pro

A4, A,, ..., A, ndhodnych jevil a potom plati:

n n-1
P[4 ) =P s PUA) = PCsIAL N4« P( 4 ()4
j=1 j=1

Vétu o nasobeni pravdépodobnosti vyuzivame, kdyz feSime napiiklad tyto typy
ptikladt: jaka je pravdépodobnost, Ze stfelec stfilejici na cil ho zasahne az pifi 5. pokusu;
tahame z balicku karty a chceme védét, jakd je pravdépodobnost, Ze srdcovou damu
vytahneme az v 8. pokusu; mame 5 Kulicek riznych barev v osudi, vytahneme postupné 3
kulicky, které nevracime, a chceme zjistit pravdépodobnost, ze prvni vytaZzena kulicka byla

¢ervend, druha zelena a tieti modra; atd.

Véta o aplné pravdépodobnosti

Vétu o Uplné pravdépodobnosti pouzivame v takovych piipadech, kdy nastoupeni
nahodného jevu A je spojeno S nastoupenim pravé jednoho z kone¢né nebo nekonecné
posloupnosti nahodnych jeva By, B, ..., B,,. Tyto jevy nazyvame hypotézy a jsou neslucitelné.
Zname jak jejich kladné pravdépodobnosti (nejsou rovny 0), tak i pravdépodobnost jevu A

podminénou témito jevy. Také vime, Ze pravdépodobnost sjednoceni hypotéz je rovna 1, tzn.

P(U}l=1 Bj) = 1. Potom si miizeme vzorec pro Uplnou pravdépodobnost definovat takto:

P(A) = Z P(B,) * P(A|B,) kde A € A
=1
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Vétu o tplné pravdépodobnosti vyuzivame, kdyz fesime napiiklad tyto typy ptrikladi:
dva stroje vyrabi stejné spotfebice a davaji je do spolecné bedny, prvni stroj vyrobi 70%
spotiebicl a z toho je 10% vadnych a druhy stroj vyrobi 30% spotiebic¢t a z toho je 5%
vadnych, a néas zajima, jakd je pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany vyrobek je vadny;
V novém automobilu se vyskytuje skrytd vada s pravdépodobnosti 0,2, takovy automobil se
poroucha s pravdépodobnosti 0,6, automobil bez skryté vady se poroucha s pravdépodobnosti

0,05, a nas zajima, jaka je pravdépodobnost, ze ndhodn¢ vybrany automobil se poroucha; atd.

Bayesova véta

Pomoci Bayesovy véty jsme schopni po nastoupeni ndhodného jevu A vypocitat
pravdépodobnosti hypotéz B4, B,, ..., B,,. Jinak feceno, dokdzeme spocitat pravdépodobnosti
vSech moznych pfi¢in sledovaného jevu A a pricinu nejpravdépodobnéjsi pak pokladat za

pricinu skute¢nou.

Pro urceni Bayesova vzorce plati ty samé predpoklady jako pro uplnou
pravdépodobnost. Tedy nahodné jevy B, B,,...,B, Jsou kone¢nou nebo nekonecnou
posloupnosti. Zndme jejich pravdépodobnosti i pravdépodobnost jevu A podminénou témito
jevy. Jsou neslucitelné a P(U}Ll Bj) = 1. Navic pravdépodobnost ndhodného jevu A musi byt

rizna od 0, P(4) > 0.

Bayestiv vzorec potom vyjadiime pro Vj € n nasledovné:
P(B;) » P(A|B))
71 P(B;) = P(A|B))

P(Bj|A) = kde A € A

Pti zamySleni se nad vzorcem vidime, Ze se sklada z obou ptedchozich vét. V Citateli

mame veétu o ndsobeni pravdépodobnosti a ve jmenovateli vétu o tplné pravdépodobnosti.

Pro znazornéni wuziti Bayesovy véty pouzijeme piiklady uvedené u 1Uplné
pravdépodobnosti: u ptikladu se stroji by nds ted’ tfeba zajimalo, jaka je pravdépodobnost, Ze
nahodn¢ vybrany vadny spotiebi¢ vyrobil prvni stroj; u ptikladu s automobily by nés ted’

tteba zajimala pravdépodobnost, Zze porouchany automobil mé skrytou vadu; atd.
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10.

11.

12.

Vlastnosti pravdépodobnosti

Mame dan pravdépodobnostni prostor (Q, A, P).

P(@) =0

pro neslugitelné néhodné jevy Ay, A, ..., Ay € A plati P(UT-, 4;) = X7, P(4))
P(A°) =1 —P(A)

P(A)<1proVAEA

jestlize nahodny jev A implikuje ndhodny jev B (A < B), potom plati P(4A) < P(B)
jestlize A c B, potom plati P(B\A) = P(B) — P(4)

pro jakékoliv nahodné jevy A, B plati P(B\A) = P(B) — P(AN B)

pro jakékoliv ndhodné jevy A, B plati P(AU B) = P(A) + P(B) — P(ANB)

pro jakékoliv ndhodné jevy A4, A, ..., A, plati

P (LnJAi) = ZP(Ai) - ni i P(A;n4;) +

i=1 i=1 j=i+1

n-2 n-1 n

+Z Z Z P(Al-nAjnAk)—~--+(—1)”‘1P<ﬁAi)

i=1 j=i+1k=j+1 i=1
Napf. pro tii nahodné jevy (n = 3) by to vypadalo nasledovné:
P(UL,A4) =X P(A4) —P(A; N A;) —P(A; N A3) + P(A; N Ay N As)
pro tuto libovolnou posloupnost nahodnych jevi 4,, € A,,,1, kde n = 1,2, ... plati

lim P(4,) = P <U An>

n=1

Napt. pro tfi nahodné jevy (n = 3) by to vypadalo nasledovné: nahodny jev A, by byl
obsaZzen v ndhodném jevu A, a ten by byl zase obsazen v ndhodném jevu 4;.
pro tuto libovolnou posloupnost nahodnych jevi A4,, D A, 41, kden = 1,2, ... plati

lim P(4,) = P (ﬂ An>

n=1
Napf. pro tfi nahodné jevy (n = 3) by to vypadalo nasledovné: ndhodny jev A5 by byl
obsazen v ndhodném jevu A, a ten by byl zase obsazen v ndhodném jevu A;.

pro libovolnou posloupnost ndhodnych jevi A4, A, ..., A, plati
p (U An> < 2 P(4,)
n=1 n=1
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6  Zavislost a nezavislost nahodnych jevu

Zavislost a nezavislost ndhodnych jevii ndm charakterizuje, jestli nastoupeni jednoho

jevu ma nebo nema vliv na pravdépodobnost nastoupeni jiné¢ho jevu.

Zavislost nahodnych jevi

Nahodné jevy jsou zavislé, jestlize pravdépodobnost nastoupeni jednoho jevu je
ovlivnéna nastoupenim jiného jevu. Zavislost ndhodnych jevi charakterizujeme pomoci

podminéné pravdépodobnosti.

To znamend, jestlize jsou ndhodné jevy A a B zavislé, potom je pravdépodobnost
nastoupeni jevu A podminénd jevem B jind nez nepodminénd pravdépodobnost jevu A a
opacné pravdépodobnost nastoupeni jevu B podminéna jevem A je jind nez nepodminéna

pravdépodobnost jevu B.
P(A|B) # P(A) a opacné P(B|A) # P(B)

Ackoli jsou podminéné pravdépodobnosti jiné nez nepodminéné, z pohledu ptic¢innosti
byva obvykle jeden =zjevi ovliviiovan druhym a nikoli opac¢né€. Pomoci teorie
pravdépodobnosti jsem schopni odhalit zavislost mezi nahodnymi jevy. Nedokazeme vSak
urit, ktery jev je pticinou a ktery nasledkem. To musime urcit logicky z podstaty jevi, coz

v nékterych ptipadech neni mozné, jelikoZ jsou jevy vzdjemné propojeny.

Nezavislost nahodnych jevu
Nezavislost ndhodnych jevll je pfimym opakem zavislosti. Néhodné jevy jsou

nezavislé, jestlize pravdépodobnost nastoupeni jednoho jevu neni ovlivnéna nastoupenim

jiného jevu.
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Mame-li dva nezéavislé ndhodné jevy, potom plati, Ze podminénd pravdépodobnost
téchto jevl musi byt stejna jako nepodminéna. To znamena, jestlize jsou ndhodné jevy A a B
nezavislé, potom je pravdépodobnost nastoupeni jevu A podminéna jevem B stejna jako
nepodminénd pravdépodobnost jevu A a opacné pravdépodobnost nastoupeni jevu B

podminéna jevem A je stejnd jako nepodminéna pravdépodobnost jevu B.
P(A|B) = P(4) kde P(A) > 0 a opactné P(B|A) = P(B) kde P(B) > 0

Vidime, ze v prvnim pfipadé nastoupeni jevu B nezménilo pravdépodobnost
nastoupeni jevu A a fikame, Ze jev A je na jevu B nezavisly, a ve druhém ptipadé nastoupeni
jevu A nezménilo pravdépodobnost nastoupeni jevu B a fikame, Ze jev B je na jevu A
nezavisly. Pokud toto plati soucasné, nazyvame nahodné jevy A a B vzdjemn¢ nezéavislé nebo

jen nezavislé.

Pouzijeme-li vétu o ndsobeni pravdépodobnosti u podminéné pravdépodobnosti pro
nezévislé nahodné jevy A a B, dostaneme vzorec, pomoci kterého budeme zjistovat

nezavislost ndhodnych jevil a ten je:

P(AN B) = P(A) * P(B|A) = P(B) * P(A|B) = P(A) * P(B)

Néhodné jevy A a B jsou tedy nezavislé pravé tehdy, pokud plati:
P(ANnB) =P(A) *P(B)

Tento vzorec muzeme roz$ifit i pro kone¢nou {A;, A, ...,A,} nebo nekone¢nou
{A1, A,, ...} posloupnost nezavislych nahodnych jevii. Nahodné jevy z libovolné posloupnosti
se nazyvaji nezavislé, jestlize pro jakoukoliv vybranou skupinu nahodnych jevl z této
posloupnosti  plati, Ze pravdépodobnost jejich praniku je rovna soucinu jejich
pravdépodobnosti. Tedy:
P(Aj1 Nn..N Ajk) = P(Ajl) *oeee ok P(Ajk) proVk = 2;j €n nebo j € oo

Je ziejmé, ze pokud mame néjakou posloupnost nezdvislych nahodnych jevi, tak
potom kazda jeji podposloupnost (mnozina jevii z ni vybrand) obsahuje jen nezavislé nahodné
jevy. Nahradime-li rovné€z ndhodné jevy z takové podposloupnosti jejich dopliiky, dostaneme

opét podposloupnost jen s nezavislymi nahodnymi jevy.
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Vlastnosti nezavislosti nahodnych jevi

1. pokud jsou nahodné jevy A a B nezavislé, jsou nezavislé i dvojice jevu A, B¢ resp.
A€, B resp. A€, B¢

2. pro libovolny nahodny jev A plati, ze dvojice Q, A je nezavisla a @, A je nezavisla

3. neslucitelné ndhodné jevy A a B jsou nezavislé prave, kdyz P(A) * P(B) =0

4. neslucitelné ndhodné jevy jsou nezavislé pravé tehdy, kdyz maji vSechny nulové
pravdépodobnosti

5. jestlize P(B) € (0,1), pak jsou nahodné jevy A a B nezavislé pravé tehdy, kdyz
P(A|B) = P(A|B¢)

6. pro posloupnost nezavislych ndhodnych jevi 4,4, 4,, ..., A, plati

n n

P UA,- = 1—1_[(1—P(Aj))

j=1 j=1

Nezavisla opakovani pokusu - Bernoulliovo schéma

Pokud opakujeme nezdvisle na sobé pokusy, jejichz vysledkem je bud uspéch
s pravdépodobnosti p € (0,1), anebo netspéch s pravdépodobnosti ¢ = 1 — p, dostaneme tzv.
Bernoulliovo schéma, kde se pravdépodobnost k tspéchli v n nezavislych pokusech vypocita
jako P(A) = (}) * p* * ¢"*. Bernoulliovo schéma je tedy (7) posloupnosti, kde je
k Gspéchli a n — k neuspéchi. Kazda takovato posloupnost se vyskytuje s pravdépodobnosti

pk * qn—k_

Pomoci Bernoulliova schématu muizeme pocitat naptiklad tyto typy ptikladi:
nezévisle na sob¢ hdzime kostkou a mame zjistit pravdépodobnost, Ze z 20 hodl padne Sestka
prave trikrat; nebo student spocita piiklad s pravdépodobnosti 0,7 a mame zjistit, s jakou

pravdépodobnosti spocita v testu s deseti piiklady asponi osm z nich.

Informace ke druhé az Sesté kapitole byly Cerpany z materiala [3-9], kde se muzete

dozvédét 1 dalsi dopliujici informace a podrobnéjsi vysvétleni.

-30 -



Prikladova cCast

/7 Priklady a jejich FeSeni

V této kapitole si ukdzeme ptiklady a jejich feSeni na nahodny jev a jeho
pravdépodobnost. Piiklady jsem se snazil fadit tak, jak jsme se postupné seznamovali s teorii
a novymi pojmy. Samoziejmée také od jednodussich ptikladi ke slozitéjSim, abychom se snaze
naucili pracovat s témito pojmy a mohli co nejvice vidét a uvédomit si rozsah vyuziti noveé
nabitych znalosti. Bohuzel ne kazdy ptiklad se dal pfesné zaradit vzhledem k uzké
provazanosti kapitol, ale doufam, ze po dikladném nastudovéni teoretické Casti nyni sami
hned poznate, k ¢emu se dany ptiklad vztahuje. Ve snaze co nejvice zpichlednit postup a
feSeni prikladi, zacina kazdy ptiklad na nové strance. Pokud je vysledek zaokrouhlen, je tomu
tak na Ctyfi desetinnd mista. Zadani ptikladi jsem bud’ sam vymyslel, nebo pouzil ze zdroji

[11-14].

Ptiklad 7.1: Mé&jme nédhodny pokus:

a) hod kostkou,

b) vytazeni karty z balicku karet,

¢) vybér osoby ze skupiny dvaceti muzti i Zen od 20 do 40 let,

d) padnuti Cisla na rulet¢,

¢) hod minci.

Urcete mnozinu vSech moznych vysledkti Q. Ke kazdému nahodnému pokusu vymyslete

asponl dva ndhodné jevy.

Reseni:
a) hod kostkou
Pokud hazime kostkou, miize ndm padnout jedno &islo z téchto: 1, 2, 3, 4, 5, 6. Cisel
je Sest, jsou pro nas mnozinou vSech moznych vysledkti () a zapiSeme ji takto:
O ={1;2;3;4;5;6}.
Pokud jde o ndhodné jevy, miizeme mit napt. ndhodny jev A, padne Cislo vétsi nez

Ctyfi, tedy A = {5; 6}, nebo nahodny jev B, padne liché ¢islo, tedy B = {1; 3; 5}.
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b)

d)

vytazeni karty z balicku karet

V balicku karet mame ctyfi druhy hracich znakt a to srdce, kary, piky a ktize. Kazdy
znak ma 13 karet od dvojky po eso. Kazdou kartu si ozna¢ime pocateCnim prvnim
pismenem znaku a ¢islem nebo symbolem karty, takze napt. srdcovou dvojku si
oznacime jako S2 a karové eso jako KE. Protoze kary a kiize maji stejné pocatecni
pismeno, budeme znacit kiize R. Dohromady mame 52 karet a to je mnozinou vSech
moznych vysledka Q, tedy Q = {S2; ...;SE; K2; ...; KE; P2; ...; PE; R2; ...; RE}.
Pokud jde o nahodné jevy, mizeme mit napt. ndhodny jev A, vytdhneme srdcovou
kartu, tedy A = {S2;...;SE}, nebo nahodny jev B, vytdhneme esovou Kkartu, tedy
B = {SE; KE; PE; RE}.

vybér osoby ze skupiny deseti muzu a deseti zen od 20 do 40 let

Osoby si ocislujeme vzestupné podle véku a navic si muze oznacime M a zeny Z. Ve
skupiné je 20 osob a to je mnozina vSech moznych vysledki Q. ZapiSeme si ji
nasledovné: O = {M1; ...; M10; Z1; ...; Z10}.

Pokud jde o nahodné jevy, miZeme mit napi. nahodny jev A, ze skupiny vybereme
Zenu, tedy A = {Z1; ...; Z10}, nebo ndhodny jev B, vybereme zenu mladsi tficeti let

(vime, ze téch je ve skupiné pét), a proto B = {Z1; ...; Z5}.

padnuti ¢isla na ruleté

Na ruleté¢ mame ¢isla od 0 do 46 a oznacime si je stejnymi Cisly. Dohromady to je 47
Cisel a ty jsou mnozinou vSech moznych vysledkdi (), kterou miZeme zapsat
nasledovné: O = {0; 1;2; 3; ...; 43; 44; 45; 46}.

Pokud jde o ndhodné jevy, mizeme mit napi. ndhodny jev A, padne sudé Cislo, tedy
A =1{2;4;6;8;...;40; 42; 44; 46}, nebo nahodny jev B, padne ¢islo dé€litelné tiemi,
tedy B = {3;6;9;12; ...;36; 39; 42; 45}.

hod minci

Mince ma dvé strany a to pannu a orla. Tyto dvé moZnosti jsou mnozinou vsech
moznych vysledka Q, proto Q = {panna; orel}.

Pokud jde o nahodné jevy, mizeme mit napi. ndhodny jev A, padne orel, tedy

A = {orel}, nebo nahodny jev B, padne panna, tedy B = {panna}.
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Priklad 7.2: M¢&jme nahodny pokus hod dvéma mincemi. Urcete mnozinu vSech moznych

vysledkl Q) a ndhodny jev A, Ze ze 3 hodl padl orel na prvni minci praveé tiikrat.

Reseni:

Kazda mince ma dvé strany a to pannu a orla. Pfi jednom hodu dvéma mincemi mohou nastat
Ctyfi moznosti: panna, orel; panna, panna; orel, panna; orel, orel. Protoze hazime trikrat,
bude mnozina vSech moznych vysledkt () jejich kartézsky soucin, tedy: (0 =

= {(P,0); (P,P); (0,P); (0,0)}x{(P, 0); (P, P); (0, P); (0,0)}x{(P, 0); (P, P); (0, P); (0,0)}

Nahodny jev A, Ze na prvni minci padl orel ze 3 hodu pravé ttikrat, mize nastat v téchto
ptipadech:
a) na druhé minci padl vzdy orel - (0, 0); (0,0); (0,0)
b) na druhé minci padla vzdy panna - (0, P); (O, P); (O, P)
€) na druhé minci padl orel v jednom z tfi hodu ptiznivych jevu A
(0,0);(0,P); (0,P)
(0,P); (0,0); (0,P)
(0,P); (0,P); (0,0)
d) na druhé minci padla panna v jednom z t¥i hoda pfiznivych jevu A
(0,P); (0,0);(0,0)
(0,0);(0,P); (0,0)
(0,0);(0,0); (0,P)

Vsech téchto osm moznosti tvoii jev A4, tedy:

[(0,0); (0,0); (0,0)];[(0,P); (0,P); (0,P)];[(0,0); (0,P); (0,P)];
A=1[(0,P); (0,0); (0,P)];[(0,P); (0,P); (0,0)];[(0,P); (0,0); (0,0)];
[(0,0); (0,P); (0,0)];[(0,0); (0,0); (0,P)]
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Ptiklad 7.3: Hazime dvéma kostkami. Vypoctéte, jaka je pravdépodobnost toho, ze:
a) padne na dvou kostkach soucet 6,

b) padne na dvou kostkach soucet mensi nez 7,

c) padne-li na 1. kostce dvojka, padne soucet vétsi nez 6,

d) padne-li na 1. kostce sudé Cislo, padne soucet vétsi nez 8.

Reseni:

Musime rozliSovat, na jaké kostce ktera hodnota padla, proto si je oznacime tfeba jako 1.
kostka a 2. kostka. Vyuzijeme zde klasickou pravdépodobnost, kde m bude pocet moznosti
pro dany soucet a n bude pocet vSech moznych vysledkid pfi hodu dvéma hracimi kostkami.

To je soucin 6 * 6 = 36, protoze na kazdé kostce miize padnout 6 moznych hodnot.

a) padne na dvou kostkach soucet 6
Oznacime si A ndhodny jev, ze na kostkach padne soucet 6, a nazorné si zobrazime, ve

kterych ptipadech miiZe nastat.

kostka soucet 6
1. 1(2|3(4]|5
2. 5141321

celkem 5 moznosti

Nyni uz mizeme pouzit vzorec pro klasickou pravdépodobnost, kde m je pocet

moznosti souctu 6, tedy m = 5, a pravdépodobnost vypocitat.
m 5 _
P(A) =—=—=0,138
(A) n 36

Pravdépodobnost, ze padne na dvou kostkach soucet 6, je rovna 0,138.
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b) padne na dvou kostkach soucet mensi nez 7

Oznacime si B nahodny jev, ze na kostkach padne soucet mensi nez 7, a ndzorn¢ si

zobrazime, ve kterych ptipadech miize nastat.

kostka soucet 6 5 4 3 2

1. (12345 11234 1123 1(2 1

2. |5]|4|13]2]|1 413121 3121 211 |1

celkem 15 mozZnosti

Nyni uz mazeme pouzit vzorec pro klasickou pravdépodobnost, kde m je pocet

moznosti sou¢tu mensiho nez 7, tedy m = 15, a pravdépodobnost vypocitat.

=—=10,416

P(B) _m 15
n 36

Pravdépodobnost, Ze padne na dvou kostkach souéet mensi nez 7, je rovna 0,416.
padne-li na 1. kostce dvojka, padne soucet vEétsi nez 6

Oznacime si C nahodny jev, ze padne soucet vétsi nez 6, kdyz na 1. kostce padla

dvojka. Celou situaci si ndzorné zobrazime.

kostka na 1. kostce padla 2

1. |2]|2]|2|2 2|2

2. |1]2|3|4 5|6

Nyni uz mizeme pouzit vzorec pro klasickou pravdépodobnost, kde m je pocet
moznosti souctu vétsiho nez 6, tedy m = 2, a pocet v§ech moznosti souctt, kdyz na 1.

kostce padla dvojka, je n = 6. Tedy:

1 _
=0,3

PO =7 =53

Pravd&podobnost, Ze padne soucet vétsi nez 6, kdyz na 1. kostce padne dvojka, je 0, 3.
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d)

Nebo to mtizeme fesit také pies podminénou pravdépodobnost nasledovne:
Oznac¢me si E ndhodny jev, Ze na 1. kostce padne dvojka, a F nahodny jev, Ze padne

soucet vétsi nez 6. Potom hledanou pravdépodobnost vypocitame jako:

P(FNE)

P(FIE) =~

SRS
|
W =
Il
A
wl

P(F N E) jerovna %, protoze za podminky, ze na 1. kostce padla 2, muze byt soucet

wonr v e v - v s . 6 v
vétsi nez 6 jen ve 2 moznostech ze vech 36 moznych. P(E) je rovno 3¢ Protoze na 1.

kostce muze padnout 2 pravé v 6 moznostech ze vSech 36 moznych.

padne-li na 1. kostce sudé ¢islo, padne soucet vEtsi nez 8
Oznacdime si D ndhodny jev, ze soucet je vétsi nez 8, kdyz na 1. kostce padlo sudé

¢islo. Celou situaci si nazorné zobrazime.

kostky | 1. kostka padla 2 1. kostka padla 4 1. kostka padla 6

1. (2122|222 414141444 6/6|/6|/6(6|6

2. |1(2|3|4|5]|6 1(2(3[4|5]|6 112|3|4(5]|6

dohromady 18 moZnosti, co mize padnout

Soucet vétsi nez 8 mize nastat ale pouze v téchto ptipadech:

kostky

1. |44 6/6|6|6

2. |56 34|56

dohromady 6 moZnosti

Nyni uz muzeme pouzit vzorec pro klasickou pravdépodobnost, kde m je pocet
moznosti souctu vétsiho nez 8, tedy m = 6, a pocet v§ech moznosti souctl, kdyz na 1.

kostce padne sudé Cislo, je n = 18. Tedy:

I

|

I

|

I
L
wl

P(D) =

-36 -



Pravdépodobnost, Ze padne soucet vétsi nez 8, kdyz na 1. kostce padne sudé Cislo, se

rovna 0, 3.

Nebo to mtizeme fesit také pies podminénou pravdépodobnost nasledovné:
Oznaéme si G nahodny jev, ze na 1. kostce padlo sudé Cislo, a H ndhodny jev, Ze

padne soucet vétsi nez 8. Potom hledanou pravdépodobnost vypocitdme jako:

P(HNG)

P(HIG) = —5 5

SNEEE
—_
(o6}

P(H N G) je rovno 336, protoze za podminky, Ze na 1. kostce padlo sudé ¢islo, muze

, e sexr v o . . . . 18
byt soucet vEtsi nez 8 jen v 6 moznostech ze v§ech 36 moznych. P(G) je rovno poet

protoze na 1. kostce miize padnout sudé Cislo pravé z poloviny vSech 36 moznych

moznosti.
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Ptiklad 7.4: Hazime soucasné dvéma hracimi kostkami a s¢itame padnuté hodnoty. Ktery ze

souctl 7 nebo 8 je pravdépodobné;jsi?

Reseni:

Oznacme si A ndhodny jev, ze na kostkach padnul soucet 7, a B nahodny jev, ze na kostkach
padnul soucet 8. Musime rozliSovat padlé hodnoty na hracich kostkach, takze si kostky
oznaCime tfeba jako cervena a modrd. Nyni si nazorné graficky zobrazime, v jakych

piipadech miiZe nastat soucet 7 a soucet 8 na hracich kostkach.

kostka soucet 7 kostka soucet 8

modra |1 | 2|3 |4 |5]|6 modra | 2 | 3|4 |5]|6

Cervena | 6 | 54|32 |1 Cervena | 6 | 5 | 4| 3| 2
celkem 6 moznosti celkem 5 moznosti

V této chvili uz vidime, ze soucet 7 mize padnout ve vice pfipadech nez soucet 8, takze bude
logicky pravdépodobnéjsi. Jesté si spoclitime pravdépodobnosti ndhodnych jevii A a B.
K tomu vyuzijeme klasickou pravdépodobnost, kde m bude pocet moznosti pro dany soucet a
n bude pocet vSech moznych vysledkli pifi hodu dvéma hracimi kostkami. To je soucin
6 * 6 = 36, protoze na kazdé kostce mize padnout 6 moznych hodnot. Ted’ uz jen dosadime

do vzorce a vypocitame.
m 1 _ m 5 _
P(A) = =357 %" 0,16 P(B) = =3= 0,138

v

Vidime, ze pravdépodobnéjsi je soucet 7.
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Ptiklad 7.5: Kruhovy ter¢ mad 3 pasma. Pravdépodobnost zdsahu prvniho pasma je 0,2,
druhého 0,23 a ttetiho 0,15. Jaka je pravdépodobnost minuti cile?

Reseni:

Oznacme si A ndhodny jev, Ze trefime cil. Pravdépodobnost, ze vilbec zasdhneme terc, je
souétem pravdépodobnosti zasahu jednotlivych pasem, P(A) = 0,2 + 0,23 + 0,15 = 0,58.
Pravdépodobnost minuti cile je potom vlastné doplitkem k jevu A, tedy P(A€).

P(A) =1—P(A) =1—0,58 = 0,42

Pravdépodobnost minuti cile je 0,42.
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Priklad 7.6: Studenti se ve Skole uci tfi cizi jazyky a to angli¢tinu, némcinu a francouzstinu.
Kazdy student ze tfidy chodi do nékterého jazyku. Anglicky jazyk navstévuje 18 studentd,
némecky 19 a francouzsky 16 studentti. Do anglického i némeckého jazyku chodi 12
studentll, do anglického i francouzského 9 a do némeckého i francouzského jazyku chodi 8
studentll. VSechny tfi jazyky se u¢i soucasné 5 studentl. Kolik studentll je ve tfidé? Poté
urcete pravdépodobnost, ze:

a) ndhod¢ vybrany student se uci anglicky,

b) ndhod¢ vybrany student se uc¢i pouze anglicky,

¢) ndhod¢ vybrany student se uci anglicky a némecky,

d) ndhod¢ vybrany student se uci pouze anglicky a némecky.

Regeni:
Oznacme si jev A, Ze student navsStévuje anglicky jazyk, jev N, Ze student navstévuje
némecky jazyk, a jev F, Ze student navs$tévuje francouzsky jazyk. Také si oznaéme jev P,

pocet studentti chodicich do tfidy. Nejprve si zaddni miizeme graficky znazornit:

A N

NN

Vime, ze vSechny tii jazyky se uci soucasné 5 studentd, to znamena, ze e = 5.

Do anglického i némeckého jazyku chodi 12 studenttl, tedy b + e = 12, aproto b = 7.
Do anglického i francouzského jazyku chodi 9 studentt, tedy d + e = 9, a proto d = 4.
Do némeckého i francouzského jazyku chodi 8 studentt, tedy e + f = 8, a proto f = 3.
Anglicky jazyk navstévuje 18 studentd, tedy A =a+ b +d + e = 18,aproto a = 2.
Némecky jazyk navstévuje 19 studentl, tedy N = b +c +e + f = 19, a proto ¢ = 4.
Francouzsky jazyk navstévuje 16 studentl, tedy F =d +e + f + g = 16, aproto g = 4.
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Pocet studentt chodicich do tfidy vypocitame takto:

P=a+b+c+d+e+f+g=2+7+4+4+5+3+4=29

Nebotaké P=(AUNUF)—(ANN)—(ANF)—(NNF)+(ANNNF) =
=(18+19+16)—(b+e)—(d+e)—(e+f)+e=53—-12—-9-8+5 = 29.

Do tiidy chodi 29 studentt.

a)

b)

nahodé vybrany student se uci anglicky
Oznaéme si B nahodny jev, ze vybrany student se uc¢i anglicky. Vime, ze anglicky se
u¢i 18 studenti ze vSech 29. Pouzijeme klasickou pravdépodobnost, kde m bude

pocet studentti ucicich se anglicky a n bude pocet vSech studentti chodicich do tiidy.

18
=—= 10,6207

P(B) = —
n 29

Pravdépodobnost, ze ndhodé€ vybrany student se uci anglicky, se rovna 0,6207.

nahod¢ vybrany student se uci pouze anglicky
Ozna¢me si C nahodny jev, ze vybrany student se uc¢i pouze anglicky. Pouze anglicky
se u¢i a = 2 studentl. Pouzijeme klasickou pravdépodobnost, kde m bude pocet

studentli ucicich se pouze anglicky a n bude pocet vSech studentii chodicich do ttidy.
P(C)—m— 2 = 0,069
n 29 7
Pravdépodobnost, ze ndhodé¢ vybrany student se uc¢i pouze anglicky, se rovna 0,069.

nahod¢ vybrany student se uci anglicky a némecky

Ozna¢me si D ndhodny jev, ze vybrany student se uci anglicky a némecky. Anglicky a
némecky se u¢i a+b+c+d+e+f =25 studentd. PouzZijeme klasickou
pravdépodobnost, kde m bude pocet studenti ucicich se anglicky a némecky a n bude

pocet vSech studentli chodicich do tiidy.
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d)

P(D) = m_. 0,8621
n 29 7
Pravdépodobnost, Ze ndhod¢ vybrany student se uci anglicky a némecky, se rovna

0,8621.

nahod¢ vybrany student se uci pouze anglicky a némecky

Oznacme si E nahodny jev, ze vybrany student se uci pouze anglicky a némecky.
Pouze anglicky a némecky se u¢i a + b + ¢ = 13 studentd. Pouzijeme klasickou
pravdépodobnost, kde m bude pocet studentti uéicich se pouze anglicky a némecky a

n bude pocet vSech studentli chodicich do tridy.

13
= —=0,4483

m
P(E)_Z 29

Pravdépodobnost, Ze ndhod¢ vybrany student se u¢i pouze anglicky a némecky, se

rovna 0,4483.
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Priklad 7.7: Na osmi stejnych karti¢kach jsou napsana po fad¢ ¢isla 2, 4, 6, 7, 8, 11, 12 a 13.
Nahodné vezmeme dvé karticky. Urcete pravdépodobnost, ze zlomek utvoieny z téchto dvou

Cisel lze kratit.

Reseni:

Oznaéme si A ndhodny jev, Ze zlomek vytvoteny ze dvou nahodné vytazenych Cisel 1ze kratit.
Mame zadano 8 ¢isel, z toho je 5 ¢isel, ktera jdou mezi sebou kratit, a to 2, 4, 6, 8, 12. Kdyby
se totiz kdekoliv ve zlomku objevily ¢isla 7, 11, 13, nemiZeme je s ni¢im kratit. VyuZzijeme
zde klasickou pravdépodobnost P(A) = %, kde m je pocet variaci vytazeni 2 Cisel z 5, které

jdou mezi sebou kratit, tedy V(2,5), a n je pocet vSech variaci vytazeni 2 Cisel ze vSech 8
Cisel, tedy V(2,8). Variace zde pouzivame proto, ze nam zalezi na poradi. Je totiz rozdil mezi

w 24 L v e . .
zlomkem napitiklad ; @3- Nyni uz mizeme dosadit do vzorce a pocitat.

51
V(25 =20 5
PA) = ng 8§ =& 8!2)| =1 = 03571
N T

Pravdépodobnost, ze zlomek utvofeny z téchto dvou ¢isel 1ze kratit, se rovna 0,3571.
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Ptiklad 7.8: Z deseti vyrobkil jsou dva vadné. Nahodné vybereme dva vyrobky. Jaka je

pravdépodobnost, Ze mezi vybranymi vyrobky je vadny zadny, jeden, dva?

Reseni:
Ze zadani vime, ze mame 10 vyrobki, z toho 2 vadné a 8 bez vady. Vyuzijeme zde klasickou

pravdépodobnost a kombinacni ¢islo.

a) zadny vadny
Oznaéme si A nahodny jev, Ze vybrany vyrobek neni vadny. Znamena to tedy, Ze jsme
museli ndhodné vybrat 0 vyrobkd ze 2 vadnych a soucasné 2 vyrobky z 8 bez vady.
Vyjéadieno kombina¢nim cislem (g) a soucasné (g) To je pro nas také m. Pocet vSech
moznych zplsobll ndhodného vytaZeni 2 vyrobkil ze vSech 10 vyrobki je pro nas n,

tedy (120). Nyni mizeme dosadit do vzorce a vypocitat.

S I - S |
(o)*(z)_ 21%(8—2)! 1%l 28
o 10! - T100 45
2 2% (10 —2)! 278!

P(A) = 0,62

Pravd&podobnost, Ze mezi vybranymi vyrobky neni zadny vadny, se rovna 0,62.

b) jeden vadny
Ozna¢me si B ndhodny jev, Ze jeden vybrany vyrobek je vadny a druhy vadny neni.
Museli jsme nahodné vybrat 1 vyrobek ze 2 vadnych a soucasné 1 vyrobek z 8 bez
vady. Vyjadfeno kombinacnim cislem (i) a soucasn¢ (f) a to je pro nas m. Pocet
vSech moznych zplsobl nahodného vytazeni 2 vyrobkll ze vSech 10 vyrobkl si

vr 10 ’ 7 s
oznacime n, tedy ( ) ) Nyni dosadime do vzorce a vypocitame.

2! % 8!

%)« (8 16 _

P(B) = (1)(10)(1) _ 170!! _ s =035
2 21 % gl

Pravdépodobnost, Ze mezi vybranymi vyrobky je jeden vadny, se rovna 0,35.
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c) dvavadné
Ozna¢me si C ndhodny jev, Ze oba vybrané vyrobky jsou vadné. Museli jsme nahodné
vybrat 2 vyrobky ze 2 vadnych a souCasné 0 vyrobkl z 8 bez vady. Vyjadieno
kombinacnim ¢islem (;) a soucasné (g) a to je pro nas m. Pocet vSech moznych
zpusobti ndhodného vytazeni 2 vyrobku ze vSech 10 vyrobku je n, tedy (120). Opét uz

jen dosadime do vzorce a pocitame.

H@ 11 1
P(C) = (10) = —o1 =E=O'02
2 21 % 8l

Pravdépodobnost, Ze mezi vybranymi vyrobky jsou dva vadné, se rovna 0,02,
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Ptiklad 7.9: V zasilce je 250 vyrobkd, mezi kterymi je 30 vadnych. Vytdhneme 15 vyrobkd,
pficemz vybrané vyrobky nevracime zpét. Uréete pravdépodobnost, ze mezi 15 vybranymi

vyrobky bude 10 dobrych. Jak se zméni tato pravdépodobnost, jestlize vyrobky vracime zpét?

Reseni:

Vime, ze ze vSech 250 vyrobkt je 30 vadnych, takze 220 vyrobku je dobrych. Nahodnym
jevem A si oznalime jev, ze mezi 15 vybranymi vyrobky je 10 dobrych. Mame urcit
pravdépodobnost, Zze mezi 15 ndhodné vybranymi vyrobky z 250 bude pravé 10 dobrych,
takZze musime vybrat z 220 dobrych vyrobkl 10 a soucasné¢ z 30 vadnych vyrobkii 5. Pro

vypocet pouzijeme klasickou pravdépodobnost P(A4) = E , kde m bude vybér 10 vyrobki z
220 dobrych a soucasné¢ vybér 5 vadnych vyrobku z 30, tedy (220) (30) Pocet vSech

moznych vybéri 15 vyrobki ze vSech 250 bude n, tedy (250) Nyni uz je dosadime do vzorce

a vypocitame.

e 120 220! . 30
(50) * (¥) _ Tor+(220 —10)! “ 5T+ (30 — 5)!
(250 250!
157 (250 — 15)!

P(4) = =~ 0,0183

Pravdépodobnost, ze mezi 15 vybranymi vyrobky bude 10 dobrych, je rovna 0,0183.

Pokud budeme vyrobky vracet zpét, musime pracovat s kombinaci s opakovanim. Tedy m

bude K'(10,220) = (220+10 1) (229) a soucasné K'(5,30) = (3O+5 1) (34) a n bude

K'(15,250) = (250+15 1) (264) Ozna¢me si B ndhodny jev, Ze mezi 15 vybranymi

vyrobky je 10 dobrych, pficemz vyrobky vracime zpét. Pravdépodobnost ndhodného jevu B
se pak vypocita jako klasickd pravdépodobnost. Tedy:

229! 34!
(220 (&ﬂ 107+ (229 — 10)! “ 5T« (34 — 5)!
= 2641
157 % (264 — 15)]

P(B) =

= 0,0232

Pravdépodobnost, Zze mezi 15 vybranymi vyrobky bude 10 dobrych, pfi¢emz vyrobky

vracime zpét, je rovna 0,0232. Pravdépodobnost se nam tedy zvysi.
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Ptiklad 7.10: Ve dvou urnach jsou koule, které se od sebe lisi pouze barvou. V prvni urné je 5
bilych kouli, 11 ¢ernych a 8 zelenych. V druhé urné je 10 bilych, 8 Cernych a 6 zelenych
kouli. Z obou uren se ndhodn¢ tdhne po jedné kouli. Jaka je pravdépodobnost, ze ob¢ koule

jsou stejné barvy?

ReSeni:
Oznacme si A ndhodny jev, Ze ob¢é ndhodné vytazené koule budou stejné barvy. Nejprve si

zadani nazorn€ zobrazime.

bilé cerné | zelené
1. urna 5 11 8 dohromady 24 kouli
2. urna 10 8 6 dohromady 24 kouli

Koule maji byt stejné barvy, takze bud’ mohou byt obé vytazené koule bilé, ¢erné, anebo
zelené. Celkova pravdépodobnost tedy bude souc¢tem pravdépodobnosti téchto variant. Pro
vypocet pouzijeme klasickou pravdépodobnost. Pocitame pravdépodobnost, ze z 1. i 2. urny
jsme vytahli pouze bilou kouli nebo pouze ¢ernou nebo pouze zelenou. Pro bilou kouli to
bude u 1. urny vytazeni 1 bilé¢ z 5, 0 ¢ernych z 11 a 0 zelenych z 8. Vybirali jsme 1 kouli ze
vSech 24. Soucasné u 2. urny jsme museli vytahnout také 1 bilou z 10, 0 ¢ernych z8 a 0
zelenych z 6. Opét jsme vybirali 1 kouli ze vSech 24. Pro kazdou barvu bude postup stejny a

vypocet bude vypadat nasledovné:

()G E)*G+Q), D)), ()@=,

P(A) = 24 24 24 24

) ) ) )

@)@ (@)= 5 10 11 8 8 6 _
ey T ey Taatntm s

Pravdépodobnost, ze ob¢ koule jsou stejné barvy, je rovna 0,3229.
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Priklad 7.11: Mé&me pét vstupenek po jedné koruné, tii vstupenky po tfech korunach, dvé

vstupenky po péeti korunach a pét vstupenek po deseti korunach. Vyberme nahodné Ctyfi

vstupenky. Urcete pravdépodobnost, Ze:

a) aspon tii z téchto vstupenek maji stejnou hodnotu,

b) prave tfi z téchto vstupenek maji stejnou hodnotu,

¢) vSechny Ctyii vstupenky stoji dohromady patnéct korun.

Resent:

Vyuzijeme zde klasickou pravdépodobnost. Nejprve si vSak zadani graficky zndzornime:

cena | 1K¢ | 3KE | 5Ke¢ | I0KE
pocet 5 3 2 5 celkem 15
a) aspon tfi z téchto vstupenek maji stejnou hodnotu

Oznaéme si A nédhodny jev, Ze aspon 3 vstupenky maji stejnou hodnotu.
Pravdépodobnost vypocitdme tak, Ze spocitdme pravdépodobnost vSech mozZnosti,

které mohou nastat, a secteme je.

cena pocet vstupenek = 4
IK¢-5ks | 3 3 3 4 1 0 0 1 0 0 0
3K¢-3ks | 1 0 0 0 3 3 3 0 1 0 0
5K¢-2ks | O 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0
10K¢-5ks | O 0 1 0 0 0 1 3 3 3 4

Vypocet vypada nasledovné:

00 .00, 0. O . 00 . 00,00

GGG RGN GHE
(6 O0 O O
TeT®e O T

30+20+50+5+54+2+5+50+30+20+5 222

= 1365 = 1365 = 01626

P(4) =

Pravdépodobnost, ze aspon tii z téchto vstupenek maji stejnou hodnotu, je 0,1626.
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b)

prave tfi z téchto vstupenek maji stejnou hodnotu

OznaCme si B nahodny jev, Ze prave tii z téchto vstupenek maji stejnou hodnotu. Uz
vime, jaké je pravdépodobnost, ze aspon tfi z téchto vstupenek maji stejnou hodnotu.
Nyni ndm staci od této pravdépodobnosti odecist pravdépodobnosti, kdy vSechny ¢tyti
vstupenky maji stejnou hodnotu (to je v ptipad¢, kdy vSechny Ctyfi vstupenky stoji
bud’ 1 K¢, nebo 10 K¢). Zustane nam tak pravdépodobnost, kterou hledame. Tedy:

(3) 222 2x5 212
(15) 1365 1365 1365

P(B) =P(A) — 2« ~ 0,1553

Pravdépodobnost, Ze pravé tii z téchto vstupenek maji stejnou hodnotu, je 0,1553.

vSechny Ctyfi vstupenky stoji dohromady patnact korun
Oznaéme si C ndhodny jev, Ze vSechny 4 vstupenky stoji dohromady 15 K¢. Nejprve
si zndzornime do tabulky vSechny moznosti pro libovolny pocet vstupenek, které

budou stat dohromady 15 K¢. Ty jsou nésledujici:

cena pocet vstupenek
1K¢ - 5ks 0 2 5 4 1 2 5
3K¢ - 3ks 0 1 0 2 3 1 0
5K¢ - 2ks 1 0 0 1 1 2 2
10K¢-5ks | 1 1 1 0 0 0 0
pocet ks 2 4 6 7 5 5 7

Z tabulky vidime, Ze situace, kdy budou vSechny 4 vstupenky stat dohromady 15 K¢,
je jen v jednom ptipad¢ a to, kdyz vybereme 2 vstupenky po 1 K¢ z 5, 1 vstupenku po
3 K¢ ze 3, 1 vstupenku po 10 K¢ z 5 a soucasné zadnou vstupenku po 5 K¢ ze 2.

Celkem vybirame 4 vstupenky z 15. Vyuzijeme klasické pravdépodobnosti a

vypocitame.
S 3\ 2\ (5 5., 3L 4,5
Y Irxa1 5
P(C) = ()~ (1)(1*0)(0) *(3) _ 2031 11 *120!! 1T+ 41 = 2207143
* 4T+ 6!

Pravdépodobnost, ze vSechny tii vstupenky stoji dohromady sedm korun, je 0,7143.
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Ptiklad 7.12: Mame 4 krabice. V prvni jsou 3 bilé a 2 ¢erné koule, ve druhé jsou 2 bilé a 2
cerné koule, ve tfeti je 1 bild a 4 Cerné koule, ve ¢tvrté¢ 5 bilych a 1 ¢erna koule. Nahodné

vybereme jednu krabici a vytdhneme 1 kuli¢ku. Jaka je pravdépodobnost, ze kulicka je bila?

Resent:

Oznacme si A ndhodny jev, ze vybrana kulicka je bilad. Nejprve si zadani nazorn€ zobrazime

do tabulky:
koule 1. krabice | 2. krabice | 3. krabice | 4. krabice
bilé 3 2 1 5
cerné 2 2 4 1
celkem 5 4 5 6

Pravdépodobnost ndhodného vybéru krabice je p = i, protoZe jsou 4 krabice a nijak se nelisi.
Vyuzijeme klasickou pravdépodobnost. Z kazdé krabice budeme vybirat jen jednu kouli a to
bilou. Pravdépodobnost vybéru bilé koule z 1. krabice je zlomek, kde v ¢itateli je (i) * ((2)) a
ve jmenovateli (51;), protoze vybirame 1 bilou ze 3 a soucasné zadnou ¢ernou ze 2. Celkem
pak vybirame 1 kouli z5. Obdobné¢ budeme pokracovat i u dalSich krabic. Soucet
pravdépodobnosti téchto vybérii vyndsobeny p = i bude hledana pravdépodobnost a vypocita
se nasledovné:

Q) O, O-Q,DG_1,

P(A 3
W=7 25

©) () ) ©® 17+

2 +]—053
4 6

Pravd&podobnost, Ze z ndhodné vybrané krabice vytdhneme 1 bilou kuli¢ku, je rovna 0,53.
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Ptiklad 7.13: Do vytahu v sedmipodlaznim domé¢ nastoupili v 1. podlazi tfi lidé. Kazdy z nich

se stejnou pravdépodobnosti mize vystoupit v libovolném podlazi po¢inaje druhym. Najdéte

pravdépodobnost nasledujicich jevi:

a) A - vSichni cestujici vystoupi ve ¢tvrtém podlazi,

b) B - vSichni cestujici vystoupi soucasné,

c) C - aspon dva cestujici vystoupi v riznych podlazich.

Resent:

Nejdtive si graficky zndzornime zadani:

podlazi 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7.

v

a)

b)

nahodny jev A - vSichni cestujici vystoupi ve ctvrtém podlazi

Nezalezi, jestli by museli vystoupit ve ¢tvrtém, druhém nebo patém podlazi, ale
podstatné je to, ze vSichni musi vystoupit soucasné¢ v jednom konkrétnim podlazi ze
vSech Sesti moznych podlazi. Tedy p; Si 0znacime pravdépodobnost, Ze prvni cestujici
vystoupi ve Ctvrtém podlazi, a je rovna %. Obdobné p, = % aps = %. Pravdépodobnost

P(A) se pak vypocita jako soucin téchto pravdépodobnosti, protoze cestujici musi

vystoupit soucasné. Tedy:

1 1 1 1
P(A) =pyxpy p3 = gxpxe=52=00046

Pravdépodobnost, Ze vSichni cestujici vystoupi ve Etvrtém podlazi, je rovna 0,0046.

nahodny jev B - vSichni cestujici vystoupi soucasné
VSsichni cestujici musi vystoupit soucasn¢, ale mohou to udélat v kterémkoliv ze Sesti
moznych podlazi. Sta¢i nam, kdyz ptedchozi pravdépodobnost vynasobime 6, protoze

to zna¢i 6 moznych pater vystupu. Takze:

*

|
|
|

P(B) = 6 %

Pravd&podobnost, Ze vsichni cestujici vystoupi soucasng, je rovna 0,027.
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€) nahodny jev C - aspon dva cestujici vystoupi v riznych podlazich
Abychom nemuseli pocitat vSechny mozné varianty, vyuzijeme vlastnosti
pravdépodobnosti a P(C) vypocitame jako P(C) =1 — P(C¢), kde P(C€) bude
pravdépodobnost, ze vSichni vystoupi soucasné v kterémkoliv podlazi (tedy vlastné

P(C°) = P(B)).

1 35 —
J— —_ c — J— el —_—— O —
P(C)=1-P(C)=1-P(B)=1 36 36 0,972

Pravdépodobnost, Ze aspont dva cestujici vystoupi v riznych podlazich, je rovna

0,972.
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Ptiklad 7.14: Tti stielci stiili na terc. Ter¢ zasdhnou s pravdépodobnosti: 0,2; 0,4; 0,5. Jaka je

pravdépodobnost, Ze ter¢ zasdhnou:

a) vSichni,

b) pravée dva,

¢) nejvyse jeden,

d) aspon jeden.

Resent:

Nejprve si ur¢ime a oznac¢ime ndhodné jevy. Nahodnymi jevy v tomto ptikladu pro nés budou

zasahy terce stielci. Tedy ndhodny jev A bude, Ze ter¢ zasahne prvni stielec, nahodny jev B

bude, Ze ter¢ zasdhne druhy stielec, a ndhodny jev C bude, Ze ter¢ zasahne tieti stielec. Prvni

stfelec zasahne ter¢ s pravdépodobnosti 0,2, tedy P(A4) = 0,2, druhy s pravdépodobnosti 0,4,
tedy P(B) = 0,4, a tfeti s pravdépodobnosti 0,5, tedy P(C) = 0,5.

a)

b)

vSichni stfelci musi zasadhnout terc¢
Oznaéme si D nédhodny jev, Ze vSichni stfelci zasdhnou ter¢. Takova pravdépodobnost
se vypocitd jako soucin pravdépodobnosti zdsahu terée vSemi stielci, protoze stielci

musi zasahnout ter¢ soucasn¢. Tedy:

P(D) = P(A) * P(B) * P(C) = 0,2+ 0,4+ 0,5 = 0,04

Pravdépodobnost, Ze ter¢ zasahnou vSichni stielci, je 0,04.

praveé dva

Oznac¢me si E ndhodny jev, ze pravé dva stielci zasahnou ter¢. Uvédomme si, Ze ter¢
musi zasahnout dva stielci, ale nezélezi, kteti to budou. Tedy bud’ stielci A, B se trefi a
stielec C se netrefi, nebo A, C se trefi a B se netrefi, nebo B, C se trefi a A se netrefi.
To, ze se stielec netrefi, je vlastné jevem opacnym (doplitkem) k jevu, ze se trefi.
Znali se A¢ a jeho pravdépodobnost se vypoéita P(A°) =1 — P(A). Potom bude
P(A°) =0,8, P(B°)=0,6 a P(C°) =0,5. Celkova pravdépodobnost je souctem

pravdépodobnosti vSech moznych variant zasahu terce stielci, ktera vyhovuji zadani.

-53-



d)

P(E) = P(A) x P(B) * P(C°) + P(A) x P(B€) * P(C) + P(A°) x P(B) * P(C) =
=02%04%05+02+06%05+08%04%*05=0,26

Pravdépodobnost, Ze ter¢ zasahnou dva stielci, je 0,26.

nejvyse jeden

Ozna¢me si F ndhodny jev, ze nejvyse jeden stielec zasahne terc. Bud’ se trefi pouze
prvni, druhy nebo tfeti stielec, anebo ani jeden. Opét se takova pravdépodobnost
vypocitd jako soucet pravdépodobnosti vSech moznych variant zasahu terce stielci,

kterd vyhovuji zadani. Tedy:

P(F) = P(A) * P(B®) * P(C°) + P(A°) * P(B) » P(C°) + P(A°) * P(B°) * P(C) +
+P(A€) * P(B) * P(C°) =
=02%06%x05+08+04+05+08%06+*05+08+0,6+05=0,7

Pravdépodobnost, Ze ter¢ zasdhne nejvyse jeden stielec, je 0,7.

aspon jeden

Oznacme si G nahodny jev, Ze asponi jeden stielec zasahne terc. Ter¢ tedy trefi bud’
prvni, druhy nebo tieti stielec, nebo libovolni dva stielci, anebo vSichni tfi. Takovou
pravdépodobnost mizeme vypocitat analogicky jako doposud, takze jako soucet
pravdépodobnosti vSech mozZnosti, kterd vyhovuji zadani. Nebo si uvédomime, Ze tato
pravdépodobnost se vypocita vlastné jako soucet pravdépodobnosti vS§ech moznych
variant zésahu terce stfelci kromé& varianty, Ze se ani jeden stielec netrefi. Takovato
Uvaha ndm umozni vypocitat nasi pravdépodobnost jako rozdil pravdépodobnosti
jistého jevu (jedna se totiz o pravdépodobnost vSech variant zdsahu terce stfelci) a

pravé zminéné varianty, kdy se ani jeden stielec netrefi do terce. Tedy:

P(G)=1—-P(A°)*P(B°)*P(C°)=1-08%0,6%05=0,76

Pravdépodobnost, Ze ter¢ zasdhne aspon jeden stielec, je 0,76.
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Ptiklad 7.15: V urné jsou dvé koule, bila a ¢erna. Provadi se vybér po jedné kouli do té doby,
nez se vytdhne Cerna koule, pfi¢emz kdykoliv se vytdhne bila koule, vrati se a do urny se
pridaji jest¢ dvé bilé koule. Uréete pravdépodobnost, ze se pii prvnich padesati tazich cerna

koule nevytahne.

Reseni:
Oznacme si A nadhodny jev, ze v prvnich padesati tazich jsme ani jednou nevybrali cernou
kouli. Vybéry budeme v prvnich padesati tazich provadét vlastné tak, ze v kazdém tahu

vzdycky vybereme pouze jednu kouli ze vSech bilych. Tedy:

0 Q. O O OK, Q@ @ _
© D ) ) o ) (')

9 97 99

10" 98" 100

P(A) =

1 3 5 7
= —k— % —k — %
2 4 6 8

Kazdy ¢len pravdépodobnosti si mizeme oznalit jako p,, kde k =1,2,3,4,5, ...,49,50.
Vidime, Ze kazdy nadchazejici €len py, 4 se zméni oproti predchdzejicimu ¢lenu pj, tak, ze se
hodnota v Citateli i jmenovateli zvys$i o 2. Pfi zamysleni se nad touto fadou si mizeme

vyjadfit vzorec pro vypocet libovolného ¢lenu py, jako p;, = % Po dosazeni k = 1,2, ...,50

do jmenovatele 2k — 1 dostaneme posloupnost lichych ¢isel a do Citatele 2k dostaneme
posloupnost sudych ¢isel. Pravdépodobnost P(A) si pak muzeme vyjadfit a vypocitat

nasledovné:

50 50
2k —1
P(A) = npk - H —— = 0,079
k=1 k=1

Doporucuji pocitat v Microsoft Office Excel nebo néjakém matematickém programu.

Pravdépodobnost, ze se pii1 prvnich padesati tazich ¢erna koule nevytdhne, se rovna 0,0796.
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Priklad 7.16: Na zastavku mistni dopravy pfijizdi kazdych 7 minut n&jaky autobus a zdrzi se

0,5 minuty. Jaka je pravdépodobnost, ze ptijdeme a zastihneme autobus na zastavce?

Resent:

Nejprve si zadani graficky znazornime:

ONCUNONG N NN NG N

0,5 0,5 0,5

7 minut 7 minut 7 minut

Sipky znazoriiuji naSe nahodné piichody na zastivku, na autobus ne¢ekame. 0,5 je doba

¢ekéni autobusu a kazdych 7 minut ptijizdi na zastavku autobus. Z grafu je patrné, Ze se jedna

o geometrickou pravdépodobnost P(A4) = %, kde u je doba. Nahodnym jevem A si

ozna¢ime zastihnuti autobusu na zastavce. Protoze autobus na zastdvce muzeme zastihnout
jen béhem jeho 0,5 minutového Cekani, je u(A) = 0,5. Q je potom doba, po kterou mohu
kdykoliv na zastavku pfijit a to je 7 minut, protoze po 7 minutach se situace opakuje. Proto

u(Q) = 7. Nyni uz jen dosadime do vzorce a vypocitame.

_ KA _05
P(4) oA 0,0714

Pravdépodobnost, Ze piijdeme a zastihneme autobus na zastavce, je rovna 0,0714.
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Priklad 7.17: Tyc¢ délky 10 m je ndhodné€ rozlomena na 2 ¢asti. Jaka je pravdépodobnost, Ze

mensi ¢ast bude delsi nez 4 m?

Resent:

Nejprve si zadani graficky znazornime:

4 metry 2 metry 4 metry
zde lamu
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Z obrazku vidime, Ze se bude jednat o geometrickou pravdépodobnost P(A) = %, kde u je

délka. A si ozna¢ime ndhodny jev, ze mensi ¢ast je delsi nez 4 metry. Vidime, Ze ty¢ miize byt
jak zprava, tak zleva dlouhd pfes 4 metry. Zlomit ji tedy mizeme jen v rozmezi 2 metrQ
uprostied. Proto u(A) = 2. Délka tyCe bude Q, protoze ji muzeme rozlomit kdekoliv v jeji

délce. Takze u(Q) = 10. Ted uz nam jen sta¢i dosadit do vzorce a vypocitat.

_w@@ 2 1
P(A)—m—l—O—S—O,Z

Pravdépodobnost, Ze mensi ¢ast bude delsi nez 4 m, se rovna 0,2.
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Priklad 7.18: Pacient se 1é¢i doma a od 7 do 20 hodiny je mozné jej kontrolovat. Vychazky
ma od 13 do 15 hodin. Jaka je pravdépodobnost, ze mezi 7. a 20. hodinou bude doma

k zastizeni?

Resent:

Nejprve si zadani graficky znazornime:

vychazky

2 hodiny

7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Z obrazku je patrné, ze se bude jednat o geometrickou pravdépodobnost P(A4) = %, kde u

je doba. A si ozna¢ime nahodny jev, Ze pacient je doma k zastizeni. Doma k zastizeni musi
byt od 7 do 13 a od 15 do 20 hodin, protoze od 13 do 15 hodin ma vychazky. Dohromady
tedy musi byt k zastizeni 11 hodin. Proto u(A) = 11. Kontrolovat ho vSak mizeme od 7 do

20 hodin, coz pro nas bude Q. Proto u(2) = 13. Nyni jen dosadime do vzorce a vypocitame.

CuA 11
P(4) = OREE 0,8462

Pravdépodobnost, ze mezi 7. a 20. hodinou bude pacient doma k zastizeni, se rovna 0,8462.
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Priklad 7.19: Hodiny, které nebyly ve stanovenou dobu natazeny, se po ur¢itém Case zastavi.
Jaka je pravdépodobnost, ze se velka rucicka zastavi mezi 6. a 9. hodinou? Jak se zméni tato

pravdépodobnost, kdyz se velka rucicka zastavi mezi 35. a 45. minutou?

Reseni:
Nejprve si zadani graficky znazornime:
HODINY MINUTY

6 35

Z obrazka vidime, Ze se bude jednat o geometrickou pravdépodobnost P(A4) = %, kde u

bude délka, protoze velka rucicka obihd po obvodu a ma se zastavit v urcitém délkovém

rozmezi. Velka rucicka se miize zastavit kdekoliv na ciferniku, proto bude pro nas cifernik Q.

V prvnim piipadé se ma velka rucicka zastavit mezi 6. a 9. hodinou, proto nam staci rozdélit
si cifernik na hodiny. Na ciferniku je samoziejmé 12 hodin, proto u() = 12. A si ozna¢ime
nahodny jev, Ze se velka ruci¢ka zastavi mezi 6. a 9. hodinou, takze u(A) = 3. Nyni uZ jen

dosadime do vzorce a vypocitame.

_p@ 3
P(A)—m—E—O,ZS

Pravdépodobnost, Ze se velka ru¢icka zastavi mezi 6. a 9. hodinou, je rovna 0,25.

Ve druhém piipadé se ma velkd rucicka zastavit mezi 35. a 45. minutou, proto si musime
rozdélit cifernik na minuty. Na ciferniku je samoziejmé 60 minut, proto u(Q2) = 60. B si
ozna¢ime nahodny jev, Ze se velka ruci¢ka zastavi mezi 35. a 45. minutou, takze u(B) = 10.

Nyni uZ jen dosadime do vzorce a vypocitame.

B 10 1 _
P(B) = ? =016

Pravdépodobnost, Ze se velké ru¢icka zastavi mezi 35. a 45. minutou, je rovna 0,16.
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Ptiklad 7.20: Autobus pfijizdi na zastdvku kazdé 4 minuty, tramvaj kazdych 6 minut. Urcete
pravdépodobnost, Ze se cestujici docka:
a) autobusu pted tramvaji,

b) autobusu nebo tramvaje v pribéhu 2 minut.

Reseni:
Oznaéme si A ndhodny jev, ze se cestujici docka autobusu pied tramvaji, a B ndhodny jev, ze
se cestujici docka autobusu nebo tramvaje v prub&hu 2 minut. Q si ozna¢ime dobu, po kterou

cestujici miiZze ¢ekat na dopravni prosttedky. Ted’ si zadani ptehledné graficky vyjadiime:

12 minut u(Q)
2 minuty | 2minuty | 2 minuty | 2 minuty | 2 minuty | 2 minuty
zde zde zde A
zde zde zde zde B
AT A T A AT piijezdy
4 minuty 4 minuty 4 minuty ptijezdy autobusu
6 minut 6 minut ptijezdy tramvaje

Z tabulky vidime, Ze pfijezdy autobusu i tramvaje se opakuji po 12 minutach, proto bude
u(Q) = 12. Je patrné, ze se bude opét jednat o geometrickou pravdépodobnost, kde u je doba.
Také v tabulce vidime, ze se cestujici mize dockat autobusu pted tramvaji béhem 6 minut,
proto u(A) =6, a autobusu nebo tramvaje v pribéhu 2 minut béhem 8 minut, proto

zase (B) = 8. Nyni uz mizeme dosadit do vzorce a vypocitat hledanou pravdépodobnost.

a) prijezd autobusu pied tramvaji

_u)_6 1
P(A)—m—E—Z—O,S

Pravdépodobnost, Ze se cestujici docka autobusu pied tramvaji, je rovna 0,5.

b) piijezd autobusu nebo tramvaje v prub¢hu 2 minut

_u(B) 8 _z_ _
P(B)—m—ﬁ—3—0,6

Pravdépodobnost, Ze se cestujici docka autobusu nebo tramvaje v prubéhu 2 minut, je

rovna 0, 6.
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Ptiklad 7.21: Dva lidé se dohodli, ze se setkaji na stanoveném misté¢ mezi 18:00 a 19:00.
Prvni ¢eka 20 minut a druhy ¢eka 10 minut. Uréete pravdépodobnost toho, Ze se setkaji, je-li

prichod obou kdykoliv ve stanoveném case stejné mozny.

Resent:

Zadani si muzeme takto graficky znazornit:

60 40 1. ¢ekd 20 min
2. ceka
10 min
50
50
2. ¢eka
10 min
0 1. ¢ekéd 20 min 40 60
Z tabulky vidime, ze se bude jednat o geometrickou pravdépodobnost P(A4) = %, kde u je

obsah plochy. A si tedy ozna¢ime nahodny jev, Ze se dva lidé ve stanoveném Case setkaji.
Mohou se setkat pouze ve vySrafované ploSe, proto pro nas bude tato plocha u(A4) a
vypocitame ji jako u(4) = 60% — 50 = 40. Q je doba, po kterou mohou oba piichazet na
misto setkani, a proto u(Q) = 602, jelikoz kazdy z nich ma 60 minut. Nyni uZ jen dosadime

do vzorce a vypocitame.

u(4) _602—50*40_0 Z
u(Q) 602 -

P(4) =

Pravd&podobnost, Ze se dva lidé setkaji na stanoveném misté mezi 18:00 a 19:00, je 0, 4.
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Priklad 7.22: V zasilce je 90 % standardnich vyrobkl, mezi nimiz je 60 % vyrobku
mimotadné kvality. Vypocitejte, jakd je pravdépodobnost, ze nahodné vybrany vyrobek z celé

zasilky je mimoradné kvalitni.

Reseni:

Mame 90 % standardnich vyrobkli, mezi nimiz je 60 % vyrobkii mimofadné kvality.
Oznaéme si S ndhodny jev, ze vybrany vyrobek je standardni, a M nahodny jev, ze vybrany
vyrobek je mimotadné kvality. Pravdépodobnost, Ze ndhodné¢ vybrany vyrobek bude
standardni, je pak P(S) = 0,9 a pravdépodobnost, ze vybrany standardni vyrobek bude
mimofadné kvality, je P(M|S) = 0,6. Pouzijeme vétu o nasobeni pravdépodobnosti, protoze
nahodné vybrany vyrobek musi byt mimotadné kvality a to je jen tehdy, pokud je i zaroven

standardni. Tedy:

P(MNS)=P(S)*P(MI|S)=09%0,6 =0,54

Pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany vyrobek z celé zasilky je mimotadné kvality, je 0,54.
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Ptiklad 7.23: Z celkové produkce zavodu jsou 4 % zmetki a z dobrych je 75 % standardnich.
Urcete pravdépodobnost, ze ndhodné¢ vybrany vyrobek je standardni. Jaka bude
pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany vyrobek je 1. jakosti, kdyz vime, Ze ze standardnich je

1. jakosti 40 % a 2. jakosti 60 %?

Reseni:

Mame 4 % zmetkd, a tedy 96 % dobrych, z dobrych je 75 % standardnich. Ozna¢me si D
nahodny jev, Ze vybrany vyrobek je dobry, a S ndhodny jev, ze vybrany vyrobek je
standardni. Pravdépodobnost, ze nahodné vybrany vyrobek bude dobry, je P(D) = 0,96 a
pravdépodobnost, ze vybrany vyrobek z dobrych bude standardni, je P(S|D) = 0,75.
Pouzijeme vétu o nasobeni pravdépodobnosti, protoze nahodn¢ vybrany vyrobek musi byt

standardni a to je jen tehdy, kdyz je i zaroven dobry. Vypocet vypada nasledovné:
P(SNnD)=P(D)*P(S|D) =0,96 0,75 = 0,72

Pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany vyrobek je standardni, se rovnd 0,72.

Nyni zjistime pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany vyrobek je 1. jakosti. Oznac¢me si J
nahodny jev, Ze vybrany vyrobek je 1. jakosti. Vime, Ze ze standardnich je 1. jakosti 40 %.
Pravdépodobnost, Ze vybrany vyrobek ze standardnich je 1. jakosti, je P(] |(S N D)) =0,4.
Pouzijeme vétu o nasobeni pravdépodobnosti, protoZe ndhodné vybrany vyrobek musi byt 1.
jakosti a to je jen tehdy, kdyz je 1 zadroven standardni. Vypocet vypada nasledovné:

P(JNn(SNnD))=P(SnD)*P(J|(SND))=0,72+0,4=0,288

Pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany vyrobek je 1. jakosti, se rovna 0,288.
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Ptiklad 7.24: Tti zdvody vyrabi zarovky. Prvni 45 % celkové produkce, druhy 40 % a treti
15 %. Z produkce prvniho zavodu je standardnich 70 %, druhého 80 % a tfetiho 81 %.

Urcete pravdépodobnost, Ze si zékaznik koupi standardni Zarovku.

Reseni:

Ozna¢me si A nahodny jev, ze zarovka je z 1. zavodu, B z 2. zavodu a C z 3. zavodu a S je
nahodny jev, ze koupena zarovka je standardni.

Prvni zévod vyrédbi 45 % celkové produkce a z toho je standardnich 70 % zarovek.
Pravdépodobnost, Ze si zakaznik koupi zarovku z 1. zavodu, jeP(A) =0,45 a
pravdépodobnost, ze koupena Zzarovka bude standardni, je P(S|A) = 0,70.

Druhy zévod vyrabi 40 % celkové produkce a z toho je standardnich 80 % Zarovek.
Pravdépodobnost, ze si zakaznik koupi Zzarovku z2. zavodu, jeP(B) =0,40 a
pravdépodobnost, ze koupena zarovka bude standardni, je P(S|B) = 0,80.

Treti zavod vyrabi 15 % celkové produkce a z toho je standardnich 81 % Zzarovek.
Pravdépodobnost, ze si zakaznik koupi zarovku z3. zavodu, jeP(C)=0,15 a
pravdépodobnost, ze koupena zarovka bude standardni, je P(S|C) = 0,81.

PouZijeme vétu o uplné pravdépodobnosti, protoze nas zajima pravdépodobnost koupeni

standardni Zarovky od jakéhokoliv zavodu. Vypocet pak vypada nasledovné:

P(S) = P(A) x P(S|A) + P(B) * P(S|B) + P(C) * P(S|C) =
=0,45%0,70 + 0,40 » 0,80 + 0,15 * 0,81 = 0,7565

Pravdépodobnost, Ze si zakaznik koupi standardni zarovku, je rovna 0,7565.
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Ptiklad 7.25: Méli jsme zakdzku u dvou vyrobcl na stejné misky zabalené do krabicek.
Dodavatel A nam zaslal 200 krabicek, pfi¢emz v 10 jsou rozbité misky, a dodavatel B nam
zaslal 150 krabicek, pficemz ve 20 jsou rozbité misky.

a) Urcete pravdépodobnost, ze v ndhodné vybrané krabi¢ce ze vSech zaslanych krabicek je
rozbitd miska.

b) Jakd bude tato pravdépodobnost, pokud nejprve uréime ndhodné zasilku a az poté z ni

vytahneme nahodné krabic¢ku s rozbitou miskou?

Reseni:

Dodavatel A nam zaslal 200 krabic¢ek a dodavatel B 150 krabicek, takze dohromady méame
350 krabicek. Oznaéme si A ndhodny jev, Ze vybrana krabicka pochazi od dodavatele A, a B
nahodny jev, Ze vybrana krabicka pochazi od dodavatele B. Také si ozna¢ime R ndhodny jev,

ze v krabiCce je rozbitd miska.
200

Pravdépodobnost, Ze nahodné vybrana krabicka je od dodavatele A, je potom P(A) = 350 @
pravdépodobnost, Ze je miska v krabi¢ce rozbita a je od dodavatele A, je P(R|A) = %,
protoze z 200 zaslanych krabicek jsou pravé v 10 rozbité misky.

Pravdépodobnost, Ze nahodné vybrana krabic¢ka je od dodavatele B, je potom P(B) = % a

pravdépodobnost, ze je miska v krabicce rozbita a je od dodavatele B, je P(R|B) = %,

protoze ze 150 zaslanych krabicek jsou pravé ve 20 rozbité misky.

a) Urcete pravdépodobnost, Ze v ndhodné vybrané krabic¢ce ze vSech zaslanych krabi¢ek
je rozbitd miska.
Pouzijeme vétu o Gplné pravdépodobnosti, protoze chceme znat pravdépodobnost, Ze

v nahodné vybrané krabicce ze vSech zaslanych krabicek je rozbita miska. Tedy:

P(R) = P(4) = P(R|A) + P(B) = P(R|B) 200 10 150 20 00857
= * * = * * =
350 200 350 150 ’

Pravdépodobnost, ze v nahodné¢ vybrané krabi¢ce ze vSech zaslanych krabicek je

rozbita miska, se rovna 0,0857.

- 65 -



b)

Nebo si muzeme uvédomit, ze ze vSech 350 krabicek je jen 30 s rozbitou miskou, a
protoze nam nezalezi, od koho krabicka s rozbitou miskou pochéazi, mizeme potom

pravdépodobnost, ze v ndhodné vybrané krabicce ze vSech zaslanych krabicek je

rozbitd miska, vypocitat jako P(R) = % = 0,0857.

Jaka bude tato pravdépodobnost, pokud nejprve uré¢ime ndhodné zasilku a az poté z ni
vytahneme nahodné krabic¢ku s rozbitou miskou?

Oznaéme si V jev ndhodného vybéru zasilky, a protoze madme dva dodavatele,
pravdépodobnost ndhodného vybéru zasilky od dodavatele A je stejnd jako

pravdépodobnost ndhodného vybéru zasilky od dodavatele B, takze to zapiSeme jako
P(Vy) =PWVg) = % Zajima nas pouze pravdépodobnost vytazeni rozbité misky od

obou dodavatell, proto pouzijeme vétu o Uplné pravdépodobnosti takto:

1 20 _
> * = 0,0916

1 10
P(R) = P(V,) = P(RIA) + P(V3) x P(R|B) = 150

2*200

Pravdépodobnost, kdy nejprve ur¢ime nahodné zésilku a az poté z ni vytahneme

nahodné krabic¢ku s rozbitou miskou, se rovna 0,0916.
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Ptiklad 7.26: V distribuci maji elektronky vyrobené ve dvou zdvodech. 60 je z prvniho a 40 z
druhého zavodu. Z kazdych 100 elektronek vyrobenych 1. zdvodem je 90 odpovidajicich
norm¢, ze 100 -elektronek vyrobenych 2. ziavodem odpovidda norm¢ 80. Urcete

pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrana elektronka bude odpovidat norm¢.

Reseni:

Pouzijeme zde vétu o uplné pravdépodobnosti, protoze nas =zajimd, jakd bude
pravdépodobnost, ze ndhodné vybrana elektronka ze vSech elektronek bude odpovidat normé.
Vime, ze v distribuci je 60 elektronek z 1. a 40 z 2. zavodu, takze dohromady jich je 100.
Ozna¢me si A ndhodny jev, ze vybrana elektronka pochazi z 1. zavodu, a B ndhodny jev, ze
vybrana elektronka pochazi z 2. zavodu. Potom pravdépodobnost, Ze nahodné vybrana

elektronka, at’ uz odpovidd normé nebo ne, ze vsech elektronek bude z 1. zavodu, se rovna

P(4)=—-==

50 = 1o Pravdépodobnost, ze ndhodné vybrana elektronka ze vSech elektronek bude

, , 40 4
z 2. zavodu, se rovna P(B) = — = —

00 = 1o Néhodny jev, Ze elektronka odpovidd normé, si

ozna¢ime N. Vime, Zze 1. zavod vyrabi ze 100 elektronek 90, které odpovidaji normé, takze

90 9
100 10

pravdépodobnost, Ze elektronka z 1. zavodu odpovida normé, se rovna P(N|A) =

Obdobn¢ 2. zavod vyrabi ze 100 elektronek 80, které odpovidaji normé, takze

o y , (s o . 80 _ 8
pravdépodobnost, ze elektronka z 2. zavodu odpovida normé, se rovna P(N|B) = o0 = 1o

Nyni uz jen dosadime do vzorce pro Uplnou pravdépodobnost a vypocitame.

6 9 4 8
P(N) = P(A) x P(N|A) + P(B) * P(N|B) = E*E+E*E_ 0,86

Pravdépodobnost, ze nahodné vybrana elektronka bude odpovidat normé, se rovna 0,86.
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Ptiklad 7.27: Spojovacim kandlem A (resp. B) je prenédsen signal s pravdépodobnosti 0,84

(resp. 0,16). Vzhledem k porucham pienosu se 1/6 signali A detekuje jako B. Obdobn¢ se

1/8 signalt B detekuje jako A. Urcete pravdépodobnost, ze:

a) signal bude na vystupu detekovan jako A,

b) signal, ktery byl na vystupu detekovan jako A, byl skutecné odeslan jako A.

Resent:

Ozna¢me si A nahodny jev, Ze signal je pfenasen kanalem A, a vime, Zze P(A) = 0,84. Také si

ozna¢ime B nahodny jev, Ze signal je pfenasen kanalem B, a vime, Ze P(B) = 0,16. Dale

vime, ze 1/6 signali A se detekuje Spatné jako B, tudiz 5/6 signalii A se detekuje spravné

jako A. Obdobné 1/8 signalli B se detekuje Spatné jako A, tudiz 7/8 signali B se detekuje

spravné jako B.

a)

b)

signdl bude na vystupu detekovan jako A

Ozna¢me si D, nahodny jev, Ze signal je na vystupu detekovan jako A. Je nam jedno,
jestli byl signal detekovan spravné nebo Spatné, hlavné, ze byl detekovan jako A.
Proto zde vyuzijeme vétu o TUplné pravdépodobnosti, protoze nas zajima
pravdépodobnost piijeti signdlu A z obou kanali. Vzorec pro vypocet a samotny

vypocet pak bude vypadat nasledovné:
5 1
P(Da) = P(A) * P(Da]A) + P(B) » P(D4|B) = 0,84 x =+ 0,16 + £ = 0,72

Pravdépodobnost, Ze signal bude na vystupu detekovan jako A, se rovna 0,72.

signdl, ktery byl na vystupu detekovan jako A, byl skutecné odeslan jako A

Nyni nds zajima pravdépodobnost jen spravné piijatého signalu A vyslaného z kanalu
A ze vSech pfijatych signalli A (tedy 1 Spatn¢ detekovanych signalti B jako A). Proto
zde vyuzijeme Bayesovu vétu, kde v Citateli budeme mit pravdépodobnost jen spravné
pfijatého signdl A vyslaného zkandlu A a ve jmenovateli budeme mit

pravdépodobnost vSech pfijatych signali A z obou kanalti. Tedy:
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P(A) * P(Dal4) _ P(A) * P(DalA)

(41D4) P(D,) P(A) * P(D4|A) + P(B) * P(D4|B)
0,84 *% B
= E 1 = 0,972
0,84 * g + 0,16 * 3

Pravdépodobnost, Ze signal, ktery byl na vystupu detekovan jako A, byl skute¢né

odeslan jako A, se rovna 0,972.
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Ptiklad 7.28: Prodejce banant zasobuji tii péstitelé. Péstitel A dodava prodejci 50 % zbozi,
pricemz ze 100 bananti je 85 prvni jakosti. Péstitel B dodava prodejci 30 % zbozi, pticemz ze
100 bananti je 65 prvni jakosti. Péstitel C dodava prodejci 20 % zbozi, pficemz ze 100
banant je 40 prvni jakosti.

a) Urcete pravdépodobnost, Zze nahodné vybrany banan je prvni jakosti.

b) Urcete pravdépodobnost, ze nahodné vybrany banan prvni jakosti je od péstitele A.

¢) Urcete pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany banan prvni jakosti je od péstitele B.

Reseni:

Ozname si A ndhodny jev, ze vybrany bandn pochazi od péstitele A, B nahodny jev, ze
vybrany banan pochazi od péstitele B, a C ndhodny jev, Zze vybrany banan pochdzi od péstitele
C. Oznaéme si také | ndhodny jev, ze banan je prvni jakosti.

Péstitel A dodava prodejci 50 % zbozi, takze pravdépodobnost, Zze ndhodné vybrany banan je

od néj, se rovnad P(A) = 0,5 a pravdépodobnost, Ze nahodn¢ vybrany banan od néj je prvni
jakosti, se rovna P(J|A) = 18750, protoze ze 100 jeho bananu je 85 prvni jakosti.

Pé&stitel B dodava prodejci 30 % zboZi, takZe pravdépodobnost, Ze nahodné vybrany banan je

od ngj, se rovna P(B) = 0,3 a pravdépodobnost, ze nahodné vybrany banan od néj je prvni

jakosti, se rovna P(J|B) = %, protoze ze 100 jeho banant je 65 prvni jakosti.
Péstitel C dodava prodejci 20 % zbozi, takze pravdépodobnost, Zze ndhodné vybrany banan je

od néj, se rovnd P(C) = 0,2 a pravdépodobnost, Ze nahodné vybrany banan od néj je prvni

jakosti, se rovna P(J|C) = fToo’ protoze ze 100 jeho bananu je 40 prvni jakosti.

a) Urcete pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany banan je prvni jakosti.
Pouzijeme vétu o Uplné pravdépodobnosti, protoze nas zajima, jaka bude
pravdépodobnost, ze ndhodné vytaZzeny banan ze vSech bandnl od vSech prodejci je

prvni jakosti. Tedy:

P(J) = P(A) « P(JIA) + P(B) * P(J|B) + P(C) * P(JIC) =

85 65 40
+0,3x——+ 0,2 *

=0,5* — =
100 100 100

0,7

Pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany banan je prvni jakosti, se rovna 0,7.

-70 -



b) Urcete pravdépodobnost, ze nahodn¢ vybrany banan prvni jakosti je od péstitele A.
Pouzijeme zde Bayesovu vétu, protoze jsme nahodné vybrali banan prvni jakosti a
zajima nas, jaka je pravdépodobnost, ze je zrovna od péstitele A (neni od péstitele B
ani C). V ¢itateli tedy budeme mit pravdépodobnost vytazeni bananu prvni jakosti od
péstitele A a ve jmenovateli budeme mit pravdépodobnost vytazeni bananu prvni

jakosti od vSech péstiteld. Vypocet pravdépodobnosti pak vypada nasledovné:

PAL) = P(A) = P(J|4) B
)= P(A) * P(J|A) + P(B) = P(JIB) + P(C) = P(J|C)
0,5 * 18050
= = (0,6071
85 65 40
0,5* 190+ 0.3 * 190 + 02 * 1pg

Pravdépodobnost, ze nahodné vybrany banan prvni jakosti je od pé&stitele A, je
0,6071.

c) Urcete pravdépodobnost, Ze nahodné vybrany banan prvni jakosti je od péstitele B.
Postupujeme tplné stejné jako u b) pouze s tim rozdilem, Ze nas ted’ zajima péstitel B.

Protoze postupujeme analogicky, uvedeme si uz ptimo vypocet. Tedy:

PBIJ) = P(B) * P(J|B) B
/)= P(A) * P(J|A) + P(B) x P(JIB) + P(C) = P(JIC)
0,3 *%50
= = (,2786
85 65 40
0,5* 150+ 0.3 * 190 + 02 * 1pg

Pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany banan prvni jakosti je od péstitele B, se rovna

0,2786.
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Ptiklad 7.29: Tti radioamatéfi si postavili vysilace jednoduchého signdlu a maji jeden
spole¢ny pfijima¢. Pravdépodobnosti vyslani jednoduchého signalu z vysilaci jednotlivych
radioamatérti jsou 0,9; 0,5; 0,3. Pfijima¢ pipl pouze dvakrat. Jaka je pravdépodobnost, ze

signaly vysly z vysilace prvniho a tietiho radioamatéra?

Reseni:

Oznaéme si A ndhodny jev, ze signal vySel z vysilace od prvniho radioamatéra, B od druhého
a C od tretiho. Vime, ze signal vyjde z vysilace od prvniho radioamatéra s pravdépodobnosti
0,9, tedy P(A) = 0,9. Obdobné od druhého s pravdépodobnosti 0,5, tedy P(B) = 0,5, a od
tietiho s pravdépodobnosti 0,3, tedy P(C) = 0,3. Ozna¢me si D nahodny jev, ze piijaté
signaly byly vyslany zvysilace od prvniho a tiettho radioamatéra. Chceme znat
pravdépodobnost pfijeti signalu vyslaného z vysilace od prvniho a tietiho radioamatéra, kdyz
vime, Ze byly piijaty praveé dva signaly. Pficemz signal mél byt vysldn vSemi tfemi vysilaci.
Proto zde pouzijeme Bayesuv vzorec, kde v Citateli budeme mit pravdépodobnost, Ze signal
vyslal pouze prvni a tieti vysila¢, a ve jmenovateli budeme mit pravdépodobnost, ze signal
vzdy nevyslal jen jeden z vysilacl, protoze vime, ze do pfijimace piiSly pravé dva signaly.

Tuto pravdépodobnost zapiSeme a vypocitdme nasledovné:

P(A) = P(B€) = P(C)

P(A) « P(B¢) « P(C) + P(A¢) * P(B) * P(C) + P(A) = P(B) = P(C®) =
09%05%0,3

- 09+05%x03+01%05%x03+09%05x%0,7

P(D) =

= 0,2903

Pravdépodobnost, ze pfijaté signaly vysly z vysilace od prvniho a tfetiho radioamatéra, je

rovna 0,2903.
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Ptiklad 7.30: V diln¢ pracuje 10 dé€lnikl, ktefi za sménu vyrobi stejny pocet vyrobkd.
Skupina A péti délnikd vyrobi 96 % standardnich vyrobkd, skupina B tii délniki 90 % a
skupina C dvou délnika jen 85 % standardnich vyrobkl. Vsechny vyrobky jsou ulozené ve
skladu. Nahodn¢ jsme vybrali jeden vyrobek a zjistili, ze je standardni. Jaka je

pravdépodobnost, Ze ho vyrobila skupina A péti délnika?

Reseni:

Oznaéme si A ndhodny jev, Ze vybrany vyrobek vyrobila skupina A 5 d€lnikli, B ndhodny jev,
ze vybrany vyrobek vyrobila skupina B 3 dé€lnikli, a C ndhodny jev, Ze vybrany vyrobek
vyrobila skupina C 2 dé€lnikt. Celkem v dilné¢ pracuje tedy 10 délniki. Ozna¢me si také S
nahodny jev, ze vybrany vyrobek je standardni.

Pravdépodobnost, Ze vybrany vyrobek vyrobila skupina A, je P(A) = 110' Tato skupina vyrobi
96 % standardnich vyrobk, takze pravdépodobnost, Ze vybrany standardni vyrobek je od této
skupiny, se rovna P(S|A) = 0,96.

Pravdépodobnost, Ze vybrany vyrobek vyrobila skupina B, je P(B) = %. Tato skupina vyrobi
90 % standardnich vyrobk, takze pravdépodobnost, Ze vybrany standardni vyrobek je od této
skupiny, se rovna P(S|B) = 0,9.

Pravdépodobnost, Ze vybrany vyrobek vyrobila skupina C, je P(C) = 110. Tato skupina vyrobi

85 % standardnich vyrobku, takze pravdépodobnost, Ze vybrany standardni vyrobek je od této
skupiny, se rovna P(S|C) = 0,85.

Pouzijeme zde Bayesovu vétu, protoze jsme ndhodné vybrali jeden vyrobek a zajima nas, jaka
je pravdépodobnost, Ze je zrovna od skupiny A, pfi¢emZ ho mohla vyrobit kterakoliv skupina.
V (itateli tedy mame pravdépodobnost, Ze vybrany vyrobek vyrobila skupina A, a ve

jmenovateli mame soucet pravdépodobnosti, ze vybrany vyrobek vyrobila kterdkoliv skupina.

P(4) * P(S]4) B
P(A) * P(S|A) + P(B)  P(S|B) + P(C) * P(S|C)

%*0,96
_i=i<096+i>k09+i>k085:O'5217
10 ™ 10 ™ 10 ™

P(AlS) =

Pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany vyrobek vyrobila skupina A péti délnikd, je 0,5217.
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Priklad 7.31: Ve tfid¢ je 37 % chlapcti a 63 % divek. Nadvahu ma 6 % chlapcti a 2 % divek.

Nahodné vybrany zak mé nadvahu. Jaka je pravdépodobnost, Ze je to divka?

Reseni:

Oznacme si C ndhodny jev, Ze vybrany zak je chlapec, D ndhodny jev, ze vybrany zak je
divka, a N nahodny jev, ze vybrany zak mé nadvahu.

Ve tiid¢ je 37 % chlapcti a nadvéhu ma 6 % z nich. Pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany
zak je chlapec, je P(C) = 0,37 a pravdépodobnost, Ze vybrany chlapec ma nadvahu, je
P(N|C) = 0,06.

Ve tfidé¢ je 63 % divek a nadvahu ma 2 % z nich. Pravdépodobnost, Ze nahodné vybrany zak
je divka, je P(D) = 0,63 a pravdépodobnost, Zze vybrana divka ma nadvahu, potom je
P(N|D) = 0,02.

Uzijeme Bayesovu vétu, protoze chceme znét pravdépodobnost vybéru divky s nadvahou,
pricemz vybirame z chlapcti i divek. V Citateli pak budeme mit pravdépodobnost, Zze vybrany
zdk je divka s nadvdhou a ve jmenovateli ndm k této pravdépodobnosti piibude

pravdépodobnost, ze to mohl byt i chlapec s nadvahou. Tedy:

P(D) x P(N|D) 0,63 * 0,02

P(DIN) = =
(DIN) P(D) * P(N|D) + P(C)  P(N|C) 0,63%0,02+ 0,37 % 0,06

= 0,3621

Pravdépodobnost, Ze nahodné vybrany zak s nadvéhou je divka, se rovna 0,3621.
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Ptiklad 7.32: Podil padélanych obrazi ve sbirce je 20 %. Nahodn¢ vybereme ze sbirky jeden
obraz. Jestlize je obraz falesny, znalec to pozna s pravdépodobnosti 70 %. Je-li obraz original,
znalec ho myln¢€ posoudi s pravdépodobnosti 10 %. Urcete:

a) pravdépodobnost, ze vybrany obraz je original, kdyz byl znalcem oznacen za original,

b) pravdépodobnost, ze vybrany obraz je original, kdyz byl znalcem oznacen za pad¢lek,

¢) pravdépodobnost, ze vybrany obraz je padélek, kdyz byl znalcem oznacen za original,

d) pravdépodobnost, Ze vybrany obraz je padélany, kdyz byl znalcem oznacen za padélek.

Reseni:

nam nestane, ze nepozornosti nékde zaménime oznaceni nebo prohodime ¢isla. Ozna¢me si O
nahodny jev, Ze vybrany obraz je original (resp. pad€lek O€), Z nahodny jev, Ze znalec
posoudi obraz jako origindl, a S ndhodny jev, Ze znalec posoudi obraz jako pad¢lek.
Padélanych obrazii je ve sbirce 20 %, proto pravdépodobnost, Ze obraz je padé¢lek, je
P(0¢) = 0,2, resp. originalnich obrazi je ve sbirce 80 %, a proto P(0) = 0,8.

Falesny obraz pozna znalec s pravdépodobnosti 70 %, takze P(S|0€) = 0,7, resp. znalec
falesny obraz nepozna s pravdépodobnosti 30 %, proto P(Z|0¢) = 0,3.

Original znalec mylné posoudi s pravdépodobnosti 10 % a tedy P(S|0) = 0,1, resp. original
znalec spravné posoudi s pravdépodobnosti 90 %, takze P(Z]|0) = 0,9.

Ve vsech fesenich budeme pouzivat Bayesovu vétu.

a) pravdépodobnost, Ze vybrany obraz je original, kdyZ byl znalcem oznacen za original
V ¢citateli bude P(0) a P(Z|0) podle otazky a ve jmenovateli k tomu do souctu

ptibude P(0€) a P(Z|0¢), protoze znalec mohl oznacit padélek za original.

P(0) = P(Z]0) 0,8%0,9

012) P(0) = P(Z]|0) + P(0°) = P(Z|0°) _ 0,8+0,9 + 0,2 % 0,3

= 0,9231

Pravdépodobnost, Ze vybrany obraz je origindl, jestlize byl znalcem oznacCen za

original, je rovna 0,9231.
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b)

d)

pravdépodobnost, Ze vybrany obraz je original, kdyz byl znalcem oznacen za padélek
V ¢citateli bude P(0) a P(S|0) podle otizky a ve jmenovateli k tomu do souctu
ptibude P(0€) a P(S|0°€), protoze znalec mohl oznacit padélek spravné.

P(0) = P(S|0) B 0,8+%0,1 _0.3€
P(0) * P(S|0) + P(0¢) = P(S|0¢) 0,8%0,14+02%0,7 '

P(015) =

Pravdépodobnost, Ze vybrany obraz je origindl, jestlize byl znalcem oznacCen za

padélek, je rovna 0, 36.

pravdépodobnost, Ze vybrany obraz je padélek, kdyz byl znalcem oznacen za original
V ¢citateli bude P(0€) a P(Z|0€) podle otazky a ve jmenovateli k tomu do souctu

ptibude P(0) a P(Z|0), protoze znalec mohl oznacit original spravné.

P(0°) * P(Z]0°) _ 0,203
P(0¢) * P(Z|0¢) + P(0) * P(Z|0)  0,2%0,3+0,8%0,9

P(0°|Z) = =~ 0,0769

Pravdépodobnost, Ze vybrany obraz je pad¢lek, jestlize byl znalcem oznacen za

original, je rovna 0,0769.

pravdépodobnost, Ze vybrany obraz je padélany, kdyz byl znalcem oznaen za padélek
V ¢ditateli bude P(0€) a P(S|0°€) podle otazky a ve jmenovateli k tomu do souctu

ptibude P(0) a P(S|0), protoze znalec mohl oznacit original za padélek.

P(0°) * P(5]|0°) B 0,2 0,7 s
P(0°) = P(S|0€) + P(0) * P(§|0)  0,2%0,7+0,8%01

P(0°|S) =

Pravdépodobnost, Ze vybrany obraz je padé€lany, jestlize byl znalcem oznafen za

padglek, je rovna 0, 63.
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Priklad 7.33: Kolik je nutno vzit ¢isel z mnoziny pfirozenych cisel (Eisla se mohou opakovat),
abychom s pravdépodobnosti alespoit 0,9 mohli tvrdit, ze je mezi nimi alespon jedno sudé

¢islo?

Reseni:

Oznaéme si A nahodny jev, ze mezi vybranymi Cisly je alespon jedno sudé ¢islo, a B ndhodny
jev, ze mezi vybranymi ¢isly jsou vSechna licha. Oznacme si pravdépodobnost, se kterou
chceme tvrdit, ze jsme vytahli aspon jedno sud¢ Cislo, jako p; = 0,9. V mnoziné pfirozenych
Cisel je stejné mnozstvi sudych i lichych ¢isel a navic je vytahujeme nahodné, takze
pravdépodobnost vytazeni sudého cisla je 0,5. Oznacime si ji jako p, = 0,5. Potebny pocet
vytazenych ¢isel si oznacime n. Pfi vypoctu vychazime z tivahy, ze pravdépodobnost vytazeni
asponl jednoho sudého ¢isla je rovna rozdilu jistého jevu a pravdépodobnosti vytaZeni jen

lichych ¢isel, pticemz tento rozdil musi byt vétsi nebo roven 0,9. A nyni uz mizeme pocitat.

P(A)=1-P(B) =09

1-05">09

0,1 > 0,5" rovnici zlogaritmujeme, abychom mohli pouzit vlastnosti logaritmi
In0,1>1In05"

n0,1=nx*Iln05

n0,1
n0,5

n = 3,3219 =4

n=

Abychom s pravdépodobnosti alesponi 0,9 mohli tvrdit, Ze mezi vytazenymi Cisli je alespon

jedno sudé ¢islo, musime vytahnout 4 Cisla.
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Ptiklad 7.34: V rodin¢ je n déti. Pravdépodobnost narozeni chlapce je 0,515. Urcete pocet

déti tak, aby mezi nimi byl aspoii jeden chlapec s pravdépodobnosti alesponi 0,99.

Reseni:

Ozna¢me si A ndhodny jev, ze mezi vybranymi détmi je alesponl jeden chlapec, a B nahodny
jev, ze mezi vybranymi détmi jsou vSechny divky. Ozna¢me si pravdépodobnost, se kterou
chceme tvrdit, Ze v rodiné je aspoii jeden chlapec, jako p; = 0,99. Pravdépodobnost narozeni
chlapce si oznaCime jako p, = 0,515. Potiebny pocet déti si oznacime n. Pfi vypoctu
vychazime z uvahy, Ze pravdépodobnost vyskytu aspoit jednoho chlapce v rodin€ je rovna
rozdilu jistého jevu a pravdépodobnosti vyskytu jen dévcat, pfiCemzZ tento rozdil musi byt

veétsi nebo roven 0,99. A nyni uz mizeme pocitat.

P(A)=1-P(B) =099

1-(1-0,515)" = 0,99

1-0,485" > 0,99

0,01 > 0,485" rovnici zlogaritmujeme kvuli pouziti vlastnosti logaritmi
n0,01 >In0,485"

n0,01 >n=+In0,485

In0,01
nz-————
In 0,485

n=63642=7

Aby mezi détmi v rodiné byl aspon jeden chlapec s pravdépodobnosti alespont 0,99, musi byt

v rodiné 7 déti.
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Ptiklad 7.35: Vyrobni linka je slozena ze 100 stejnych ¢asti, které na sob¢ nezavisle pracuji.
Kazda tato ¢ast se mize porouchat s pravdépodobnosti 0,025. Jaké je pravdépodobnost, Ze se

vyrobni linka poroucha kvuli aspoii jedné porouchané casti?

Reseni:

Oznaéme si A ndhodny jev, zZe se vyrobni linka porouché kviili aspon jedné porouchané ¢asti.
Ze zadani vime, ze jednotlivé Casti pracuji nezéavisle na sobé. Miizeme zde proto vyuzit
Bernoulliovo schéma, kde se pravdépodobnost k uspéchit v n pokusech vypocita jako
P(A) = (2) * pk « g Kkde p je pravdépodobnost Gispéchu a q pravdépodobnost netspéchu.
Misto toho, abychom pocitali pravdépodobnost pro kazdy mozny pocet poruch (museli
bychom pocitat pravdépodobnosti pro ptipad jedné poruchy az vSech sto poruch), vyuzijeme
vlastnosti pravdépodobnosti P(A) = 1 — P(A¢), kde P(A) bude pravdépodobnost, Ze se
vyrobni linka poroucha kvuli aspon jedné porouchané ¢asti, a P(A€) bude pravdépodobnost,
ze se ani jedna ¢ast neporouchd. Timto si vypocet velmi zjednodusSime. Takze v nasem
ptipadé buden = 100, protoze mame 100 casti, a k = 0, protoze se ani jedna Cast
neporouchd. Pravdépodobnost, Ze se libovolnd ¢&ast porouchd je p = 0,025, a ze se

neporouchd je g = 1 — p = 0,975. VSe jiZ zname a miZeme dosadit do vzorce.
100
P(A)=1-PA°) =1- ( 0 ) * 0,025° * 0,975190-0 = 0,9205

Pravdépodobnost, Ze se vyrobni linka poroucha kviili aspoii jedné porouchané casti, je

0,9205.
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Priklad 7.36: V populaci se vyskytuji 4 % homosexudln¢ zamétenych jedinct. Jaka je
pravdépodobnost, ze ve studijni skupin€, ve které je 20 clenti, bude alespon jeden takto

zaméieny jedinec?

Reseni:

Nahodnym jevem A si oznacime to, ze ve studijni skupin¢€ 20 ¢lenti bude alespon jeden takto
zaméteny jedinec. Jelikoz jsou ve skupiné ¢lenové nezédvisle na sobé, miizeme zde vyuzit opét
Bernoulliovo schéma. A zase misto toho, abychom pocitali pravdépodobnosti, Ze ve skupiné
je 1 nebo 2 nebo az vSech 20 takto zamétenych jedinct (vyslednou pravdépodobnost bychom
dostali souctem vSech téchto pravdépodobnosti), vyuZijeme vlastnosti pravdépodobnosti
P(A) =1 — P(A°), kde P(A®) bude pravdépodobnost, ze ve studijni skupiné¢ 20 ¢lent ani
jeden takto zaméfeny jedinec neni. Timto si vypocet velmi zjednoduSime. V nasem piipadé
bude n = 20, protoze mame 20 ¢lend, a k = 0, protoze se ani jeden homosexual ve skupiné
nevyskytuje. Pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany jedinec je homosexual, je p = 0,04, a ze

neni homosexudl, je g = 1 — p = 0,96. Nyni uZ miizeme dosadit do vzorce a pocitat.
20
P(A)=1-PA) =1~ ( 0 ) % 0,04° % 0,962070 = 0,558

Pravdépodobnost, ze ve studijni skupiné, ve které je 20 clend, bude alesponn jeden

homosexualné zaméteny jedinec, se rovna 0,558.
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Ptiklad 7.37: Sérii 100 ks vyrobku je tfeba zkontrolovat ndhodnym vybérem. Celd je
povazovana za Spatnou, je-li aspon jeden z péti vybranych vyrobkd vadny. Vypoctéte

pravdépodobnost, Ze série je Spatnd, vime-li, ze obsahuje 5 % vadnych vyrobk.

Reseni:

Ozname si A ndhodny jev, ze série je Spatnd. Vime, ze v sérii 100 ks vyrobkd je 5 %
vadnych a pravdépodobnost vybéru vadného vyrobku je p = 0,05. Jelikoz vybirdme vyrobky
nezédvisle na sobé¢, mizeme zde vyuzit také Bernoulliovo schéma. Abychom si vypocet
usnadnili, spocitame pravdépodobnost opa¢ného jevu A€, ze jsme nevybrali ani jeden vadny
vyrobek. V naSem piikladu tudiz bude n = 5, protoze vybirame 5 vyrobki, a k = 0, protoze
ani jeden nesmi byt vadny. Pravdépodobnost vybéru vyrobku bez vady je potom g =1 —p =

0,95. Ted’ uz jen dosadime do vzorce a vypocitame.
n 5
P(A)=1-P(A)=1- (k) xpkxgtkF=1- (0) % 0,05°  0,95°70 = 0,2262

Pravdépodobnost, ze série je Spatnd, se rovna 0,2262.
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Ptiklad 7.38: Sportovni stielec zasdhne cil pfi kazdém vystielu s pravdépodobnosti 0,8.
Vypoctéte pravdépodobnost, ze pti 5 vystielech budou v cili:

a) prave 2 zasahy,

b) nejvyse 1 zasah,

c) alesponi 2 zasahy.

Reseni:

Protoze sttelec zasahuje cil nezavisle na kazdém vystrelu, miizeme zde vyuzit Bernoulliovo
schéma, kde se pravdépodobnost k Gspéchit v n pokusech vypocitd pomoci tohoto vzorce
(2) *pkx g™k kde p je pravdépodobnost uspéchu a g pravdépodobnost netspéchu.
V nasem ptipadé bude k pocet zdsahti vcili a n bude pocet vystiell, tedyn = 5.
Pravdépodobnost zasahu cile je p = 0,8 a pravdépodobnost minuti cile jeq =1 —p = 0,2.

Nyni mizeme piejit K samotnym vypoctim jednotlivych otazek.
a) praveé 2 zasahy

Ozna¢me si A ndhodny jev, Ze stfelec zasahne cil pravé 2 zédsahy, takze k = 2. Nyni

uz muzeme dosadit a vypocitat.
5
P(4) = (2> +0,8% % 0,272 = 0,0512

Pravdépodobnost, Ze pii 5 vystielech budou v cili pravé 2 zasahy, je rovna 0,0512.

b) nejvyse 1 zasah
Ozna¢me si B nahodny jev, Ze stielec zasahne cil nejvyse jednou, takze k = 1, nebo

ani jednou, tedy k = 0. Dosadime a vypocitame.
5 5
P(B) = (1) x0,8' +0,2571 + (0) % 0,8% % 0,2570 = 0,00672

Pravdépodobnost, Ze pii 5 vystielech bude v cili nejvyse jeden zasah, je 0,00672.
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c) alespon 2 zasahy
Oznaéme si C ndhodny jev, ze stielec zasdhne cil alespon 2 zasahy. Ted’ bud’ miizeme
spocitat soucet pro dva nebo tfi nebo Ctyfi nebo pét zasahu cile podobné jako u b),
anebo muzeme spocitat pravdépodobnost opaéného jevu, Ze zasahneme cil nejvyse

jednou (jednou nebo ani jednou jako je to u b), takze vlastné P(C¢) = P(B)).

P(C)=1-P(C°)=1-P(B)=1-10,00672 = 0,99328

Pravdépodobnost, ze pii 5 vystielech budou v cili asponi 2 zasahy, je rovna 0,99328.
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Ptiklad 7.39: Pisemna zkouska z matematiky obsahuje 5 ptikladd. Pravdépodobnost spocitani
jednoho ptikladu je 0,8. Urcete, jaka je pravdépodobnost, ze student uspéje, staci-li, aby

spocital aspon 3 priklady.

Reseni:

Oznacme si A nahodny jev, ze student spocita aspon 3 piiklady. Ze zadani je ziejmé, ze
student pocitd piiklady nezévisle na sobé. Miizeme zde proto vyuzit Bernoulliovo schéma,
kde se pravdépodobnost k spoctenych prikladi z n ptikladi vypocita jako P(A) = (Z) * pk «
q" %, kde p je pravdépodobnost spoéitani jednoho piikladu a q pravdépodobnost jeho
nespocitani. Tedy aby student uspél, musi spocitat tii, k = 3, nebo Ctyfi, k = 4, nebo pét,
k =5, ptikladi. Zkouska obsahuje 5 piikladl, proto bude n = 5. Pravdépodobnost spocitani
jednoho ptikladu je p = 0,8 a pravdépodobnost jeho nespocitini jeq = 1 — p = 0,2. Nyni

muzeme dosadit do vzorce a vypocitat.
5 _ 5 _ 5 B
P(4) = (3) * 0,83 0,257% + <4) x0,8% % 0,257* + <5> % 0,8% % 0,2°7% = 0,94208

Pravdépodobnost, ze student uspé&je u pisemné zkousky z matematiky, je rovna 0,94208.
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Z7.avér

Pti vypracovavani této bakalafské prace jsem se snazil probirané téma co nejvice
vysvétlit a popsat tak, aby byl text srozumitelny Sirokému okruhu c¢tendit, ktefi nemaji
piedchozi zkuSenosti a znalosti s timto tématem. Proto jsem také uvadél za novymi terminy a

pojmy konkrétni ptiklady, aby bylo patrné, co se pod nimi skryva.

Priklady v teoretické Casti jsem se snazil volit jednoduché, zékladni az trivialni, aby
¢tenati bylo na prvni pohled jasné, o co se jednd a jak a k ¢emu se co pouziva. V praktické
zabér vyuziti nové nabitych teoretickych poznatki. Vzdy jsem se vSak snazil uvadét takoveé

ptiklady, aby si je ¢tenai mohl dat do souvislosti s praktickym vyuzitim v bézném zivote.

Mym cilem totiz bylo osvétlit zakladni znalosti ndhodného jevu a s tim souvisejicich
pravdépodobnosti a ukazat nasledné jednoduché vyuziti v bézném zivoté. Podle mého nazoru
by to totiz mohlo podnitit zajem nejen o dané téma, ale i témata navazujici na tyto zaklady.
Z bézného Zivota si miZzeme uvést napiiklad Sportku, poker nebo jinou hazardni hru, kde by
¢lovéka uz jen z podstaty problému zajimala pravdépodobnost vyhry a tim 1 jeho Gspéchu, ale
bez predchozich poznatki by si jen tak rady nevéd€l. A i pravdépodobnost vybrani vadného
vyrobku ze série vyrobkl nebo pravdépodobnost vybrani vyrobku s urcitou vlastnosti od
urc¢itého vyrobce ze vSech vyrobkl od vSech vyrobci se pro néj jevi zajimava, rad by si ji
vypocital, zjistil, ale nevi jak. Proto jsem se snazil ¢tenafi touto praci poskytnout navod jak

postupovat, pracovat a dopatrat se vysledku.

Doufam, ze se mi mijj cil podafil, ¢tenafi bude mé prace napomocna a poskytne mu
veskeré informace, postupy a rady, které bude potfebovat k cesté za spravnym vysledkem a

odpovéd’'mi na jeho otazky.

Zavérem bych chtél fici, Ze preklepy, a to zejména v kalkulacce, se n¢kdy d¢laji, ani
nevime jak, a tak nez zacnete véSet hlavu a zoufat, rad¢ji si nejprve jeste jednou vse
zkontrolujte a prepocitejte. Pokud postupujete spravné, tak i spravny vysledek ptece musi

nckde byt. Hodné Stésti a presné pocty.
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