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ABSTRAKT

Tato diserta¢ni prace se zaméruje na integraci simulaci ndhodnych
mnozin do vyuky pravdépodobnosti a statistiky na gymnaziich
s vyuzitim badatelského pristupu. Cilem je zjistit, zda takové zaclenéni
muze prispét ke zméné vnimani téchto pfedmeétt mezi gymnazidlnimi
studenty. Vyzkumnda otazka zni: ,Jak vyuziti simulaci nahodnych
mnoZzin v badatelsky orientované vyuce ovliviiuje vhimdani a postoje
studentt gymnazia k pfedmétim pravdépodobnost a statistika?”

Studie zahrnovala analyzu odpovédi 52 respondentt z kontrolni a
experimentalni skupiny, ktefi vyplnili dotazniky sémantického
diferencialu. Ze 110 provedenych t-testd vyplynulo, ze existuji
statisticky vyznamné rozdily vodpovédich obou skupin. Zaci
experimentdlni skupiny vnimali ve svém sémantickém prostoru
pravdépodobnost jako rychlejsi a pestrejsi a statistiku jako uzite¢néjsi.

V ramci didaktické rekonstrukce obsahu pro stredoskolskou troven
byly stanoveny vyukové cile vtrech urovnich propracovanosti.
Vysledky ukazaly, Ze vice nez polovina zaku gymndzia byla schopna
vytvorit simulace ndhodnych mnozin se shluky nebo pravidelné
mnoziny a odhalit a odstranit nejc¢astéjsi chyby.

Vyzkum poukazuje na to, Ze za¢lenéni simulaci nahodnych mnozin
do vyuky muze byt efektivhim ndastrojem pro zlepseni porozuméni a
zvySeni zdjmu o pravdépodobnost a statistiku. Tato metoda navic
podporuje rozvoj digitdlnich kompetenci a programovacich dovednosti,
také ukazuje, ze simulace ndhodnych mnozin mohou napomoci
studentim gymnazia klepSimu porozuméni zakladnich konceptu
statistiky a pravdépodobnosti, coz je dulezité v kontextu jejich
rostouciho vyznamu v modernim svété.

Kli¢ova slova:
badatelsky orientovana vyuka, simulace bodovych procesti, MCMC,
sémanticky diferencidl, statistické mysleni






ABSTRACT

This dissertation focuses on the integration of random set simulations
into the teaching of probability and statistics in high schools using an
inquiry-based approach. The aim is to determine whether such
integration can contribute to changing the perception of these subjects
among high school students. The research question is: "How does the
use of random set simulations in research-oriented teaching affect the
perceptions and attitudes of grammar school students towards the
subjects of probability and statistics?”

The study involved an analysis of the responses of 52 respondents from
the control and experimental groups who completed semantic
differential questionnaires. The 110 t-tests conducted showed that
there were statistically significant differences in the responses of the
two groups in the perceptions within the semantic space of students
for probability as faster and more varied and for statistics as more
useful.

In the didactic reconstruction of the content for the secondary level,
learning objectives were set at three levels of sophistication. The
results showed that more than half of the high school students were
able to create simulations of random sets with clusters or regular sets
and to detect and eliminate the most common errors.

Research suggests that incorporating random set simulations into the
classroom can be an effective tool for improving understanding and
increasing interest in probability and statistics. Moreover, this method
supports the development of digital competences and programming
skills, which are increasingly important in today's educational
environment. The work also shows that random set simulations can
help high school students to better understand the basic concepts of
statistics and probability, which is important in the context of their
growing importance in the modern world.

Keywords:
inquiry-based science education, point process simulation, MCMC,
semantic differential, statistical thinking
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1.UvoD

Pravdépodobnost a statistika je pro mnohé pomérné nedostiZznym
a abstraktnim oborem. Jelikoz jsem ho vnimal do momentu setkani se
s tématem simulaci ndhodnych mnozin podobné, vyvstala otazka,
kterd je hlavni motivaci této prace, zda by mohly néjak pomoci
pozitivné zménit vinimani predmétt pravdépodobnost a statistika take
u nékoho jiného. Pri hledani cest jak toho dosahnout se badatelsky
orientovana vyuka ukazala jako jedna z ovérenych aktivizujicich metod
vyucovani, kterd rozviji rozmanité kompetence zakt a umoznuje nasta-
vovat individualni obtiznost. Pravé proto bude vysledny konstrukt
uplatnovat jeji prvky pfi propojovani zkoumaného s redlnym svétem.

Vzhledem k aktudalné nabihajici revizi RVP mohou simulace ndhod-
nych mnozZin na gymnaziu nabizet variantu k zuzitkovani a rozvoji
digitalnich kompetenci v matematice a dovednosti nabytych v novém
predmétu Informatika, ktery na druhém stupni zakladni Skoly jiz
zahrnuje z velké ¢asti pravé programovani v blokovych prostredich.

Didaktickou rekonstrukci simulaci ndhodnych mnozin pro zaky
gymnazia volim ve své préaci i proto, Ze se snazi oprostit vyuku od
formalismu ve smyslu pouhého ,vybéru spravného vzorce” a nasled-
ného mechanického reSeni problému.

Budu hledat odpovéd na otazku, jak ovliviiuje vyuziti simulaci
nahodnych mnozin v badatelsky orientované vyuce vnimdani a postoje
gymnazisti k pfedmétu pravdépodobnost a statistika. Abych ji mohl
zodpoveédét, pokusim se didakticky rekonstruovat vzdélavaci obsah
tradi¢né urceny jen pro uzky okruh obort vysokych skol do vyuky pro
uroven stiedni Skoly a formuluji konkrétni cile ve vzdélavacim obsahu
simulaci ndhodnych mnozin.

Struktura prace

Prace je logicky rozdélena na dveé casti teoretickou a empirickou.
Teoreticka c¢ast zahrnuje ¢tyri kapitoly, které po radé vymezuji teore-
ticky rAmec pro pouzité pojmy badatelsky orientované vyuky, statistic-
kého mysleni a vyuziti technologii ve vyucovani, které jsou postupné
zasazeny do spole¢ného kontextu vyuky matematiky na rdznych
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stupnich sSkol. BOV poskytuje teoreticky ramec pro pedagogicky
vyzkum, ktery se snazi pochopit, jak se studenti u¢i matematické
pojmy prostfednictvim feSeni problémi, kritického mysleni a jak jejich
uceni smysluplné a poutavé podporovat. Vybér vhodného obsahu do
badatelské vyuky v matematice pro vyssi stupné, kde matematika neni
pouze nastrojem jiného oboru, ale cilem nového poznani, je dlouhodo-
bym prfedmétem vyzkumu. Podobnost popsanych modelt statistického
mySleni a procest badatelského vyucovani naznacuje potencidl
stochastiky pro didaktické ztvarnéni kurikula vduchu BOV.

Empirickd c¢ast popisuje vyzkum, jehoz cilem je poskytnout
komplexni pohled na to, jak za¢lenéni simulaci nahodnych mnozin do
vyuky na gymnadziu ovliviluje vnimani a postoj studentt k pravdépo-
dobnosti a statistice. Tento cil ssebou nese problém didakticke
rekonstrukce tématu simulace bodovych procestl a jeho zarazeni do
vyuky na uroven stfedni Skoly. Zvoleny konstrukéni vyzkum se opira
zejména o provedeny polostrukturovany rozhovor se zakem 9. tridy, a
dva dil¢i pokusy o zasazeni téma simulace ndhodnych mnozin na
gymnaziu. v prvnim pripadé jsou po provedeni analyzy Zzakovskych
praci a poznatkl ze zucastnéného pozorovani navrzeny konkrétni
vyukové bloky prezentované zjednodusenou formou, kterd strucné
vyjadiuje utridénou strukturu zakladni ¢asti zkoumaného vzdélavaciho
obsahu vyuzitelnou pfimo ve vyuce. Tento odvozeny konstrukt slouzi
jako podklad druhého experimentu, ktery se snazi zjistit mozné dopady
na postoje zaka k pfedmétim pravdépodobnost a statistika metodou
sémantického diferencialu.
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2.BADATELSKY ORIENTOVANA VYUKA

Badatelsky orientovana vyuka (BOV) je vyuka inspirovand bdddnim
(anglicky inquiry) a badatelskymi postupy. Odkazuje na riizné zptisoby,
kterymi védci zkoumaji okolni svét a navrhuji vysvétleni na zakladé
fakti odvozenych ze své prace. Podporuje konstruktivisticky styl
vyuky, nuti Zaky pokladat otazky, vyhledavat a tridit informace, formu-
lovat hypotézy, planovat postup jejich ovéreni, vyhodnocovat vysledky
a formulovat zavéry.

Vyvoj pojmu bdddni v pedagogické a psychologické literature lze
shrnout do tri hlavnich oblasti. Prvni oblast se tyka historie pojmu a
jeho vyvoje. Kli¢ovou roli v rozvoji pojmu "inquiry” (badani) v pedago-
gicko-psychologickém kontextu hralo nékolik vyznamnych osobnosti.
Znacny vliv na vyvoj BOV méla uz prace Johna Dewey, jeho myslenky o
experimentdlnim ucdeni a vzdélavani zalozeném na zkoumani a
otazkach, byly zakladem pro dalsi rozvoj této pedagogické metody.
k dalsimu rozvoji pojmu ve védé prispély i vyznamné osobnosti Jean
Piaget, Lev Vygotsky, a Jerome Bruner. Jejich pojeti konstruktivismu
mélo zna¢ny dopad na zpusoby, jakymi bylo BOV aplikovano v praxi.
Prestoze se vSichni tito velci myslitelé zabyvali procesy badani, nevyu-
Zivali tento termin programové. Vyjimkou je Matthew Lipman, ktery
hovori o baddni jako o dulezité kolektivni ¢innosti zaku a uditeld, kteri
spole¢né badaji a hledaji pravdu, scilem rozvijet kritické mysSleni
(Lipman 1976).

Druha oblast se soustredi na rozvoj pojmu inquiry v anglicky psané
literatufe od 60. let 20. stoleti. Za prukopnika tohoto terminu
v pedagogickém kontextu je ¢asto povazovan Joseph Schwab (Schwab
a Brandwein 1962; Schwab 1969). Schwab volal po rozdéleni badani do
tfi rozdilnych Urovni a jeho vymezeni bdddni zahrnuje procesy jako
formulace problému, experimentovani, posuzovani alternativ a formo-
vani argumentu, coz odrazi definice pozdé¢jsich autoru.

Treti oblast se zaméruje na aplikaci a vyznam bdddni ve vzdélavani,
zejména v prirodnich védach. Tento pristup je oznacovan jako ,Inquiry-
Based Science Education". Podrobné ve své praci tento koncept
zkoumali Edelson et al. (1999). Tito autofi zdiraznuji pfinosy BOV,
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vCetné rozvoje schopnosti hledat a objevovat, specidlnich dovednosti
pro zkoumani a lepsiho porozuméni védeckym konceptiim. Na druhé
strané upozornuji na obtiZe spojené s implementaci BOV, jako jsou
motivace studentt a jejich dovednosti. Vyznam bdddni byl také zdtraz-
nén v narodnich standardech (National Research Council (U.S.) 1996)
i vystupech evropskych vzdélavacich instituci (Osborne a Dillon 2008).

V ¢eském prostiedi se termin zpocatku neujal. Jeden z prvnich
vyskytu prekladu terminu ,inquiry teaching” se objevuje v preklado-
vém anglicko-¢eském pedagogickém slovniku (Mares a Gavora 1999)
jako ,vyucovani badanim, objevovanim®. NeZz se termin badatelsky
orientovand vyuka uchytil i v ceské literature, pouzivaly se spise
terminy c¢aste¢né zachycujici to, co se odehrava pri badani. Jejich
prehled nabizi Samkova et al. (2015): ,uceni reSenim uloh a problému,
teorie didaktickych situaci, realistické matematické vzdélavani,
matematické modelovani, uchopovani situaci, tvoreni uloh (problem
posing), projektové metody, podnétna vyukova prostredi a budovani
schématu a konstruktivistické pristupy k vyucovani”.

Samotné uceni objevovanim je tedy zdkladem mnoha pedagogic-
kych smért a nevylucuje zaddné metody. Dostal (2015) se je snazi rozde¢-
lit do dvou skupin anachdazi dvé roviny: tzv. aktivizujici metody
(heuristické metody, rfeSeni problému) a komplexni vyukové metody
(kritické mysleni, projektova vyuka, uceni v zivotnich situacich atd.).

Vymezeni pojmu bdddni neni jednoduché a v literature lze najit
mnohem vice ¢i méné odliSnych definic. BAdani ve smyslu BOV je
proces, ktery zahrnuje mnohostranné ¢innosti zakt, jez rozviji jejich
znalosti, dovednosti i dalsi klicové kompetence a pochopeni toho, jak
védci studuji prirodu a okolni svét. BAdani je zaroven vyucovaci strate-
gii i modelem pro pedagogické postupy (Bybee 2004). Pro Deweyho je
badani zakladem pro objevovani nového a uceni objeveného. Vycet
¢innosti zakl, které badani zahrnuje, lze najit napr. v narodnich
standardech Spojenych statd pro prirodovédné vzdélavani (National
science education standards) z roku 1996 (National Research Council
1996): pozorovani; kladeni otazek; zkoumani kniZnich pramenu
idalSich zdroju ke zjisténi, co je jiz zndmo; planovani vyzkumu,
srovndani vysledktd experimentu se zjisténymi fakty, pouzivani nastroju
pro sbér, analyzu a interpretaci dat; navrhovani odpovédi, vysvétleni
a predpovédi; sdélovani zavéru.
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Z téchto standarda vychazely mezinarodni projekty, prostrednic-
tvim, kterych se tento pedagogicky smér objevil i v Evropé, potazmo
v Ceském prostredi. Novéjsi verze National science education
standards (National Research Council 2000) rozliSuje badani podle miry
zapojeni Zakll na plné a ¢aste¢né. Dalsi studie si vSimaji, Ze nékteré
aspekty badani jsou pro zaky snadnéjsi nez jiné, a snazi se popsat vice
riznych trovni badani. Definovat tyto tirovné se pokousi napt. Edelson
et al. (1999), Colburn (2000), Martin-Hansen (2002), Buck et al. (2008)
i dalsi autori vice ¢i méné rozmanitym zptisobem.

Asi nejcastéji uzivané rozdéleni, které uvadi Banchi a Bell (2008),
vymezuje ¢tyfi urovné badani podle rozloZeni badatelskych aktivit mezi
zaky auditele na potvrzujici, strukturované, smérované a oteviené
badani (Votapkova et al. 2013). Potvrzujici badani je na nejnizsi z téchto
¢tyt trovni a je nejjednodussi. Zaci dostanou vétsinu informaci od
ucitele ajejich ukolem je pouze ovérit predem dané zavéry. I tato
uroven ale muze dobfe rozvijet pozorovaci, experimentalni a analyticke
dovednosti potiebné pro dalsi badatelské tlohy podobné jako struktu-
rované badani, pti kterém se zaci navic podle daného postupu snazi
ziskat vlastni vysledky. Pri tzv. nasmérovaném badani ucitel stale jesté
poklada vyzkumnou otazku a predava dulezité informace, ale jeho role
se vice upozaduje, stava se vice pouhym privodcem a radcem.

Na nejvys$si urovni je oteviené badani. Je nejnaro¢néjsi z kognitiv-
niho hlediska a od zaku vyzaduje dostatek zkusenosti stejné jako od
ucitele. Vyzkumnou otdzku formuluji sami zaci, stanovuji hypotézy,
navrhuji postup a metodiku, realizuji experiment a formuluji zavéry.
Prfehledné znazornéni vSech ¢tyr urovni podle miry zapojeni Zakt
a ulitele v badatelském procesu reprezentuje obrazek 1.
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Cinnost

Ruzné arovné badatelského uéeni:

organizované Zakem

provazené u€itelem

organizované ucitelem

motivace 74k

vybér tématu

stanoveni vyzkumné otézky
a hypotézy

vybér postupu a pomiicek

analyza, interpretace, sdflenf

vyvozeni zavéru

Ginnosti Fizené zakem

ginnosti Fizefné ucitelem

oteviené
badani
Zaci si sami formuluji
problém, promyglejf
postup, provadgjf
Setfeni a formuluji

nasmeérované
badani
Ucitel poklada

vyzkumnou otézku,

Zéci navrhujf
metodicky postup

strukturované
badani

Otédzku a moZny
postup ugitel Zdkam
sdéluje, a ti na zakla-
d& téchto informaci

potvrzujici
badani

Problém i postup
jsou Zakiim poskyt-
nuty, vysledky jsou
znémy. Z&ci danym

a nasledné ho
realizuji.

vysledky. postup krok po kroku
opakuji, dochazeji

k vlastnim vysledkim
a formuluji vysvétleni

a zavéry.

postupem vysledky

pouze ovéfuji.

Obrazek 1: Znazornéni ¢tyr trovni badani v zavislosti na fizeni ¢innosti
zdkem a ucitelem (Votapkova et al. 2013).

Vyhodnocenim a propojenim modelit svych predchidct rozvinuli
Priestley et al. (1998) matici s Sesti iurovnémi (pivodni osmiuroviova
se ukazala neprakticka). z jejich matice vychazi Fradd et al. (2001)
a modifikuje ji do podoby, kterd zretelnéji nastinuje hranice pii
pfesunu smérem k otevienému badani na $kale od nuly do péti. Cesky
preklad zminéné tabulky nabizi Samkova et al. (2015, str. 98).

Skalu, kterou uvadi ve své matici Fradd et al. (2001), se snazi
graficky znazornit obrazek 2. Skore na Skale roste s tim, jak ucitel
prenasi kroky badatelského vyzkumu na Zdka. Hranice ve skutec¢nosti
nejsou pevné vytycCeny, jednotlivé ¢asti se prolinaji, mohou se liSit
v pofadi a d4 se prihlédnout k mife dopomoci uditele nutné pro dosa-
Zeni cile.

Dostdl (2015) nachdzi v literature dva odliSné pohledy na BOV. Prvni
smér podle néj ,inklinuje k vyjadfovani podstaty badatelsky oriento-
vané vyuky vreSeni problémt a kjejimu vyraznéjSimu prekryvu
s problémovou vyukou“. Sem zahrnuje napi. publikace Petr (2010),
Papacek (2010) a Votapkova et al. (2013). Druhym smérem je skupina

autort, kteri nahlizi na BOV nejen jako na pouhé feSeni problému
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(tzn. analyza problému, vyhleddvani informaci, formulace hypotéz,
jejich testovani a nasledné potvrzeni nebo vyvraceni), ale jako na kom-
plexni pojeti vyuky piesahujici tento rdmec. Sem radi napft. prace
Artigue a Blomhej (2013), Spronken-Smith et al. (2007), Samkova
(2011), National Research Council (2000) a Nezvalova (2010).

V tom hlavnim se prekryvaji:

,Bdddni je cilevédomy proces formulovdni problémt,
kritického experimentovdni, posuzovdni alternativ,
pldanovani, zkoumdni a ovérovani, vyvozovdni zavérd,
vyhleddvani informaci, vytvdreni modeltl studovanych
déjii, rozpravy s ostatnimi a formovdni koherentnich
argumentu”.

(Linn et al. 2004, str. 15).

Prestoze badatelsky pristup ma radu potencialnich vyhod, vcetné
rozvoje kritického mysleni, reSeni problémi a spoluprace, existuje také
radarizik BOV, které je dulezité zvazit. Nejcastéji je kritizovana za svou
narocnost na ¢as a zdroje, coz klade velké naroky na ucitele (Hattie
2008), ktefi musi byt dobre prepraveni profesné a navic vybaveni
potrfebnymi znalostmi a dovednostmi. v oblasti vyzkumu. Ucitelé uvadi
nedostatek pripravenych zdroju pripravenosti a podpory, ktera by jim
umoznila efektivné implementovat badatelské metody ve tiidé pro
ucitele (Bilek a Krali¢ek 2007). Skoda a Doulik (2009) upozoriiuji na
nutnost snizit rozsah u¢ebniho obsahu v prirodovédnych predmétech
vyssich stupnich, kterou sebou nese ¢asova naro¢nost nejen badatel-
ského pristupu.

Dal$im kritickym bodem je fakt, ze BOV nemusi byt vhodnda pro
vSechny Zaky, zejména pro ty, ktefi maji potize se samostatnym
ucenim, s feSenim problému nebo s porozuménim abstraktnim koncep-
tdm (Black a Wiliam 1998). Vyznamné korelace mezi rozdilnymi typy
vnitini motivace studentu a projevy BOV byly pozorovany i v ¢eském
prostiedi (Skoda et al. 2015). Komplikaci pro uditele ale i p¥i méfeni
efektivity BOV mohou byt obtiZe spojené s objektivhim hodnocenim
uspéchu zaku pii tomto vzdélavacim pristupu (Bransford et al. 2000).
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Mezi limity pri zavadéni BOV do Skol zarazuje Stuchlikova (2010)
mimo pozadavky na préaci uditele a vyuku schopnosti zakt: stanovovat
priority, vlastni formulace pfi vytvareni hypotéz a zavért na zakladé
dtkazt, vysledktt méreni a dal$ich zjisténi. Vyuka klade pozadavky na
sytém i organizaci, které ucitel vytvari, komunikuje, ridi, moderuje. Pti
reSeni idalSich dil¢ich problémt zaroven ovéruje spravnost zaky
formulovanych vysvétleni. Abell et al. (2006) oznacuje za krucidlni
moment funkéniho zavadéni BOV praveé proces prizptasobovani uditele
tématu, situaci a tridé.

,Proces baddni se vyviji jako souhra zndmého
a nezndmého v situacich, kdy se jednotlivec nebo
skupina jednotlivcu potykaji s néjakou vyzvou.”

(Samkova et al. 2015, str. 101)

Teoreticky ramec pro termin BOV v kontextu evropském respektive
c¢eském tak, jak jej chape tato prace a jak byl popsan vyse, v nékterych
ohledech dale vymezuji Samkova et al. (2015) a Artigue a Blomhoj
(2013). Anglicka terminologie neni vzdy shodnd s ¢eskou. Dokonce ani
terminologie BOVM neni vzdy shodnd s terminologii BOV v jinych
pfedmétech. v této praci se objevuji terminy ve shodé s uvedenym
vymezenim podle Samkova et al. (2015). Jejich teoreticky model
badatelskych aktivit je na obrazku 3. Cary predstavuji cesty vedouci od
vstupni situace k vystupni, fialové body krizovatky, na kterych se zak
rozhoduje o pokracovani cesty. Pokud se setka na kfiZzovatce s nezna-
mymi nebo pro néj prilis obtiznymi vécmi, musi se vratit a jit jinou
cestou. Pokud existuje ve schématu cesta od vstupu k vystupu, ktera
jde pouze pres zelené krizovatky, ma zak sanci dobrat se reSeni. Schéma
slabého zdka (uprostred) obsahuje také izolované zelené body, které
sice zak zna, ale nepouZije je pri feSeni. Schéma zobrazuje celkem
vystizné pohled na BOV jako na komplexni situaci s mnoha promén-
nymi faktory.
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Obrazek 2: Zak béhem BOV postupné prebira aktivitu a zodpovédnost
za dulezita rozhodnuti v procesu badani. Vlastni znazornéni Skaly
presunu smérem k otevienému badani podle Fradd (et al. 2001).

2.1. Badatelsky orientovana vyuka matematiky

Prestoze BOV a teoretické ramce korespondujici s BOVM maji v Evropé
i unas dlouhou tradici, ¢eskd pedagogika a didaktika zacina poznavat
pojem BOVM a definovat az v poslednich deseti letech. v zahranic¢ich
publikacich byly uz dfive nékteré matematické ulohy a souvisejici
specifické metody v duchu BOV zpracovavany v rdmci skupiny ptirodo-
védnych predméta (inquiry based science education - IBSE). Prvni
C¢eské publikace souvisejici s BOV vyclenujici z této skupiny samo-
statné pravé matematiku byly aplika¢ni vystupy z preshrani¢nich
projekta. AZ poté se ovyjasnéni pojmu BOVM zaslouZily predevSim
prace Samkova (2011), Artigue a Baptist (2012), Artigue a Blomhoj
(2013), Dorier a Maass (2014), Samkova (2014), Roubicek (2014), Ticha
a HoSpesova (2014) a zejména Samkova et al. (2015).

Kromé zakladnich mys$lenek BOV zminénych vySe jsou charakteris-
tiky BOVM v posledni zminiované praci spojovany zejména s metodami
ucenim uloh a problémi, vyznacujicimi se otevienymi tlohami; teorii
didaktickych situaci, jez predpokladaji vytvareni vlastnich strategii
zakuy; realistickym matematickym vzdélavanim, které se snazi o samo-
statné objevovani matematiky a pochopeni jejiho vyznamu
v kazdodennim Zivoté; matematickym modelovanim, které se zaméruje
na konceptualizaci poznatkli béhem bdadani; projektovou vyukou;
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tvorenim uloh (problém posing) a konstruktivistickymi pristupy véetné
tzv. Hejného matematiky.

Podstatnou myslenkou z vychoziho teoretického ramce pro uplat-
néni BOVM na vys$$ich stupnich skol pti pouZiti informacnich techno-
logii je, Ze zdkladem pro objevovani nového je badani. Toto badani je
vyuzito pro uceni objeveného, nejlépe opét badanim. v praxi to
znamena, Zze muzZeme pii uvadéni novych matematickych koncept ve
vyuce nejdriv vyuzit pocita¢ k objevovani rtznych variaci modelu,
jejich vlastnosti, pozorovani pfi zméné parametrtt apod. Béhem badani
si muzou zaci vytvorit spontanné vlastni slovnik a rozeznat a pojmeno-
vat vztahy, které jsou pro né dilezité pro zasazeni novych informaci do
stavajici struktury védéni AZ potom muze prijit na radu potrebna teorie
a presna terminologie.

Vstupnineurcita Vstupnineurcita
situace situace

)
Vystupni ur¢ita situace Vystupni urcita situace Vystupni urcitd situace

Obrazek 3: Teoreticky model procesu badani — obecny nakres (vlevo),
slaby zak (uprostied), talentovany zak (vpravo). (Samkova et al. 2015)

P1i vybéru témat pro badani v oblasti statistiky a pravdépodobnosti
je, stejné jako v didaktice statistiky obecné, potieba se snazit o to, aby
zaci pracovali se skute¢nymi daty. Idedlné takovymi, ktera se jich tykaji
ajsou jim blizka. Kvaszova (2011) uvadi mezi priklady pro projekty
nebo seminarni prace napf. témata z oblasti kultury, osobni data, spor-
tovni zajmy, pouzivani technologii, kapesné a jeho vyuziti, praizkumy
v niz8ich tridach. Priklady problému z béZného svéta se snazi vybirat
iinternetovy projekt Triaktovd matematika Dana Meyerse (Meyer
2022), ktery muze slouzit jako jednoduchy volné dostupny zdroj aktivit
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charakteristickych pro BOVM. Je to sbirka aktualné citajici vice nez 80
materiala pripravenych do vyuky, které lze snadnou formou pouzit ve
tfech krocich podle jednotného schématu. v prvnim kroku je navozen
s vyuzitim kratkého videa nebo obrazka problém, ktery vyzyva ke
kladeni otazek. Ve druhém kroku je prostor pro jejich feSeni a jsou
poskytnuty pripadné doplnujici potfebné informace a na konec je odha-
len vysledek a spravné reseni. Forma vyuky tak prfimo odpovida modelu
E-U-R konstruktivistického pristupu k uceni.

Vétsi motivaci pro zpracovani prinasi téz data, kterd zaci sami

nasbiraji. Nemusi se pritom jednat jen o tradi¢ni statistiky. Zajimavym
prikladem jsou tfeba data z néjakeé hry, ktera mohou pomoci pri tvorbé
vitézné strategie. Napr. lze nechat zaky zahrat ve dvojicich klasickou
hru lodé a potom pomoci elektronického dotazniku sebrat dohromady
od vSech zaka souradnice vsSech plicek, na kterd lodé umistovali.
z Cetnosti jednotlivych pozic mohou v dalSim kole zvySit pravdépodob-
nost zasahu, pokud souper stejnou statistiku nemd, nebo v opa¢ném
pripadé vytvaret nové hypotézy, jak asi souper se znalosti téchto dat
nalozi.
Badatelsky orientované vyucovani je smérem, ktery podporuje kritické
mysSleni, kreativitu a schopnost Zakt resSit problémy. Jeho metody jsou
v raznych aktivizujicich formach ¢aste¢né uzivany i bez oznaceni BOV.
Presto povédomi ceskych uditelt o ném v poslednich letech pomalu
roste i snadéji zvysSit zdjem o prirodovédné obory. Koncept BOV je
teoreticky jednoduchy, ale jeho implementace v praxi je velkou vyzvou
prinasejici radu naro¢nych problémt pro zkusSené zaky i ucditele,
obzvlasté pak v matematice. Badani ale umozinuje zaktm aktivné se
zabyvat matematickymi pojmy a principy zplisobem, ktery je pro né
smysluplny arelevantni k jejich zkuSenostem, coz vede k hlubSimu
pochopeni a uceni, potazmo jejich radosti z predmétu.
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3.SIMULACE NAHODNYCH MNOZIN

Simulace a analyza ndhodnych mnozin je komplexni a interdiscipli-
narni pole, které se opird o pokrocilé matematické modelovani, statis-
tiku a pocitacoveé simulace k pochopeni a predpovidani chovani ndhod-
nych systému v raznych oblastech. Ve své praci (Kopecky a Mrkvicka
2016) jsem se zaméril na studium tohoto moderniho oboru statistiky
a pravdépodobnosti, kterym je analyza a simulace bodovych procest.
Tento obor zaznamenal diky dostupnosti vypocetni techniky v posled-
nich desetiletich velky rozvoj (Illian et al. 2008). Mimo matematiky
nachazi uplatnéni voblastech biologie a mediciny, meteorologie,
geografie, astronomie, lesnictvi a dalsich.

Statistika bodovych procesu se snazi analyzovat geometrické struk-
tury mnozin, které byly vytvoreny objekty nahodné rozmisténymi
v jedno-, dvou- ¢i trojrozmérném prostoru. Napiiklad pozice stromu
v lese, vodomérek na hladiné rybnika nebo galaxii ve vesmiru. Tyto
objekty pfirozenym zplisobem reprezentuje pomoci boda a pripadné
i kot. Body popisuji umisténi objekta a koty poskytuji pridavné infor-
mace jako velikost, typ, tvar apod.

Vizudlni prozkoumani mnohdy nabizi rychlou kvalitativni charak-
terizaci typu mnoziny a mizZe naznacovat i korelace spole¢né s kétami
nebo vlivy raznych struktur mezi sebou. Obrazek 4 ukazuje priklady tri
mnoZin, u kterych 1ze celkem intuitivné odhadnout, o jaky typ se jedna.
Pro presnéjsi kvantifikaci, standardizaci a jemnéjsi rozliSeni mezi typy
prostorového chovani je pozdéji potfeba sdhnout po vhodnych
metodach statistiky, které poskytuji mnohem podrobnéjsi informace
o danych strukturach, nez lze rozeznat pouhym okem.

Statistika nahodnych mnozin celi riznym typam korelaci ve zkou-
mané mnoziné bodu. Relativni vzdalenosti mezi body koreluji stejné
dobre jako pocty bodu v prilehlych oblastech. k tomu mohou byt
charakteristiky objektu (reprezentovanych body) dale prostorové
vazany. Proto se statisticka analyza velmi snazi o odhaleni a popis
téchto korelaci. Pouzitim prislusnych statistickych metod muZeme
nahodné mnoziny popsat z riznych aspektti. Nejjednodussim z nich je
intenzita, tj. stfedni pocet objektl na jednotku obsahu ¢i objemu.
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Muzeme si vSimnout podobnosti s vybérovym primérem x z klasické
procest popisuji korelace mezi body vzhledem k jejich vzdalenostem.
Napft. vzdalenosti nejbliZ§ich bodl nebo pocet sousednich bodu do
urcité vzdalenosti.

Obrazek 4: Tii rdzné mnoziny bodd - vlevo ndhodnd, uprostied
pravidelnd, vpravo se shluky.

Analyza ndhodnych mnozin tedy poskytuje informace o procesech,
které stoji za jejich vyslednou podobou, stejné jako o geometrickych
vlastnostech struktury reprezentované pomoci bodu. Statistika bodo-
vych procesti ndm pomdahd pii modelovani téchto struktur a nalezeni
odpovidajicich parametri téchto modelt, které mohou byt pouzity pri
klasifikaci a urceni strukturdlnich zmén v mnozinach zavisle na case
nebo fyzikalnich vlastnostech.

Bodovy proces je stochasticky model nesoumérnych mnozin bodu.
MnozZina bodi v néjaké oblasti predstavuje konkrétni vzorek nebo
realizaci bodového procesu. v textu jsou nékdy v podobném smyslu
uzivany podle kontextu terminy ,mnozina“, ,konfigurace”, ,realizace”
nebo ,model”. Simulace ndhodnych mnoZin bodta je v praci chapana
jako vytvareni algoritmt, které budou produkovat mnoziny bodl
popsané danym procesem. Nékdy pro tuto simulaci mnozin uzivam i
vyraz simulace procesu. Zejména pri zobrazeni (tzn. v popisech
obrazku) takto vzniklych mnozin budu pro zjednodusSeni uzivat slova
simulace pro dany konkrétni vysledek celého procesu simulace.
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Bodovy proces ozna¢ime N. Budeme tim myslet ndhodnou mnozinu

bodu, tj. mnozinu vSech bodu x;, x,, ... procesu. Jinymi slovy
N = {x;} nebo N = {x4,%, ... };

x € N znamena, Ze bod x patfi do mnoziny N. Mnozina N muze byt
konec¢nd, nebo nekonec¢na. Pokud je kone¢na, celkovy pocet bodti muze
byt deterministicky, nebo ndhodny. Dale ozna¢me N(B) celkovy pocet
bodt ndhodné veli¢iny procesu N pro omezenou mnozinu B.
procesem je homogenni Poissonuv proces. Tvori zakladni kamen pro
vystavbu mnoha komplikované¢jsich modelu.

3.1. Binomicky bodovy proces

Binomicky proces muzeme povazovat za specidlni pripad Poissonova
procesu a je nejjednodussim prikladem prostorového bodového
procesu. Binomicky proces se sklada z n bodu, které jsou ndhodné roz-
ptyleny v mnoziné W. Vyraz ,ndhodné” zde znamena, ze body x_1, ..., x,,
jsou rovnomeérné a nezavisle rozmistény ve W. Predpokladejme, Ze
mnozina W je omezena. Jeji obsah budeme znacit v(IW), kde neutralni
symbol vmutze znamenat také objem v kontextu trojrozmérnych
prostorovych modelut.

Predstavme si nejdifive jeden jediny bod ndhodné umistény
v prostoru. To je velmi jednoduchy priklad trivialni jednobodové
mnoziny, kterd nema praktické vyuziti. Spojenim nékolika takovych
bodl vznikne binomicky bodovy proces. Jeho intenzitu muzeme

odhadnout jako
n

A= )

Dillezitou metodou statistiky bodovych procest je simulace. Casto je
nezbytna pro dospéni kurcitym zavéram. Simulace binomického
procesu je nenaro¢nym priikladem a uvodem k obecnym principtm.
JednoduSe jde o nezavislé umisténi ndhodnych bodd v pozadované
oblasti.

Simulace jednoho ndhodného bodu srovnomérnym rozdélenim
v jednotkovém okné neni komplikovana. Pokud {u,} je posloupnost
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nezavislych ndhodnych ¢isel s rovnomérnym rozdélenim na (0,1), pak
body
xX;i = (Ugi—1, Uy) PO i =1,2,...
tvori posloupnost nezavislych ndhodnych bodli srovhnomérnym
rozdélenim v jednotkovém okné. Obecné feceno, jestlize uvazujeme
d-dimenzionalni prostor, generuje se posloupnost ndhodnych bodu
srovnomérnym rozdélenim v d-dimenzionalni krychli(0,1)4stejnym
mechanismem, tedy
Xi = (Ugi—1)d+1 - Wig) PO =1,2, ...

Obrazek 5: Simulace 50 bodi nahodné rozmisténych v jednotkovém
okné.

3.2. Hard-core procesy

Hard-core bodové procesy vytvareji specifické pravidelné mnoZiny, ve
kterych se nevyskytuji zaddné dva body vzdalené od sebe dale, nez je
dand minimalni vzdalenost r,. Popisuji modely reprezentujici umisténi
stfedli neprekryvajicich se objektd, obvykle kruznic nebo kouli
s polomérem R < %" Dvéma hlavnimi typy hard-core procest jsou

procesy vytvorené operaci fedéni a procesy vytvorené interakci
pevnych objektu.

V procesech vytvorenych operaci fedéni mohou byt odstranény
body, které jsou piiliS blizko k ostatnim, nebo eliminovat body
v clusterech tak, ze vznikne samostatny model izolovanych bodu.
Modely vytvorené interakci pevnych objekti reprezentuji objekty,
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které jsou pevné a nemuzou se vzajemn¢ prolinat. TakZe pokud jsou
nahodné rozmistény v prostoru, nemohou byt k sobé bliz, nez ptipousti
jejich velikost. Takové objekty se mohou vyskytovat bud soucasné od
samého zacatku nebo se objevovat v pribéhu casu.

Hard-core procesy jsou definovany omezenim blizkosti a interakci,
coz vede kvytvareni jedine¢nych strukturalnich vzort v riznych
fyzikalnich, biologickych a socialnich systémech. Napriklad, v ekologii
muze byt rozloZeni rostlin v urcitych ekosystémech ovlivnéno hard-
core procesy, kde rostliny jsou rozmistény tak, aby minimalizovaly
konkurenci o zdroje, jako je svétlo a ziviny. v socidlnich védach lze
podobné procesy pozorovat v urcitych vzorcich lidského osidleni, kde
lidé mohou preferovat urcitou miru soukromi a prostor, coz vede
k vytvareni rozptylenych komunit svétsSimi vzdalenostmi mezi
domovy.

Zajimavym prikladem hard-core procesu v biologickych systémech
muze byt rozmisténi amakrinnich bunék potkana na obrazku 6.
Amakrinni buniky v sitnici potkana, stejné¢ jako u ostatnich savct, hraji
zdsadni roli v zpracovani vizudlnich informaci. Tyto buriky se nachazeji
vsitnici a jsou soucasti vnitifniho zpracovavaciho obvodu, ktery
moduluje signadly mezi fotoreceptory, bipolarnimi bunkami a
gangliovymi bunkami.
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Obréazek 6: Udaje amakrinnich bunék (neurony nachazejici se na sitnici
oka) potkana (Diggle et al. 2006). 152 aktivovanych bunék (e) a 142
v klidu (o).
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3.3. Cluster procesy

Cluster procesy se vyznacuji vyraznym shlukovanim bodd namisto
toho, aby byly rozmistény rovhomérné v prostoru. Rozlozeni a velikost
shlukt v cluster procesech se mitiZe vyrazné liSit. Nékteré procesy
mohou generovat malé shluky s nékolika malo objekty, zatimco jiné
mohou vytvaret velké a husté shluky. Tato rozmanitost je zptisobena
jak vnitinimi dynamikami procesu, tak vnéjSimi vlivy. Kromé toho jsou
dilezitymi charakteristikami pro analyzu a modelovani téchto procest,
tvar a intenzita shlukt, kterd je dana jejich hustotou a rozloZzenim
v prostoru. Intenzita A v cilové distribuci zakladniho cluster procesu je
urcena nékolika faktory:

e Zakladni intenzita materskych bodu: v mnoha cluster procesech,
jako je napriklad Poissontv cluster proces, se jednotlivé clustery
tvori kolem ndhodné rozmisténych materskych bodt. Zakladni
intenzita A matetskych boda pak urcuje, jak ¢asto se v dané oblasti
objevuji tyto centralni body.

e Primérny pocet bodl v clusterech: Vedle zadkladni intenzity
matefskych bodl je dilezitym faktorem také primérny pocet
bodl v kazdém clusteru. Tento pocet muze byt konstantni nebo
promeénny a je zavisly na specifickém charakteru cluster procesu.

e Rozlozeni bodl uvnitf clustert: Charakteristika rozlozeni bodi
uvnitt jednotlivych clusterti také ovliviiuje celkovou intenzitu.
Toto rozlozeni muze byt uniformni, nebo mutze vykazovat rizné
stupné koncentrace bod blize k materskému bodu.

e Rozsah a hustota clusteringu: Rozsah, ve kterém se body
v clusterech rozprostiraji, a celkova hustota bodd v téchto
clusterech rovnéz prispivaji k celkové intenzité A cluster procesu.

Podobné jako u jinych typu ndhodnych mnozin mohou intenzitu
ovlivnit i specifické vlastnosti prostoru, ve kterém se cluster proces
odehrava. Napriklad v nehomogennich prostredich muze intenzita A
kolisat v zavislosti na riznych lokalnich charakteristikach. Kombinaci
téchto faktoru a je klicova pro pochopeni a modelovani prostorové
struktury bodového procesu.

Cluster procesy maji Siroké spektrum aplikaci. Priklada se nachazi
napr. ve vesmiru, kde galaxie tvoii skupiny nebo shluky. Tyto galaxie
jsou gravita¢né vazany a pohybuji se spole¢né skrz vesmir. Viditelné
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struktury lze vidét napf. na snimcich vesmiru z Evropské jizni
observatore na obrazku 7. DalSim prikladem cluster procest v naSem
kazdodennim Zivoté je chovani hejna ptakl. Ptaci ve hejnu se pohybuji
soucasné, pricemz kazdy jednotlivec sleduje pohyby svych sousedi,
aby udrzZel soudrZznost a synchronizaci celého hejna.

V socidlnich védach lze pozorovat clusterovani v chovani lidi.
Napriklad lidé se ¢asto shlukuji do komunit nebo skupin s podobnymi
zajmy, nazory nebo chovanim. Tento typ socialniho clusterovani
ovliviiuje rizné aspekty lidského zivota, vCetné politiky, kultury a
ekonomiky. v oblasti technologie muZeme pozorovat clusterovani
v pocitacovych sitich, kde servery pracuji spole¢né¢, aby poskytly vyssi
vykon, lepsi dostupnost a odolnost proti chybam.

Redshift g6 oms 1O 108

0.75

1900 2000 —__ 5
Comoving distance [Mpc/h] 2200 2309 2400

Obrazek 7: Mapa vyseku vesmiru ukazuje polohy mnoha tisic galaxii,
které byly zméreny v ramci priizkumu VIPERS pomoci Velmi velkého
dalekohledu Evropsé jizni observatofe. Pozorovatel na Zemi je vlevo a
galaxie smérem doprava jsou zobrazeny v dfivéjSich obdobich historie
vesmiru. Zretelné je vidét slozita struktura velkorozmeérové sité
vesmiru (ESO 2013).

Simulace ndhodnych mnozin a jejich ndslednd analyza nabizi jiny uhel
pohledu nez tradi¢ni pristup vyuky pravdépodobnosti a statistiky.
Ukazalo se, Ze v individualnich pripadech muizZe slouzit jako predmét
studia s vysokou mirou vnitini motivace.

Diky grafické reprezentaci a intuitivnimu vyuziti rdznych typa
rozdéleni pravdépodobnosti (rovhomérné, binomické, normalni
a Poissonovo) matematického softwaru si student uz v poc¢ate¢ni fazi
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buduje vlastni pristup k uchopeni téchto pojmu a diky modelovani
abstrahuje souvislosti tohoto aparatu do redlného svéta, pritom bez
zdlouhavého pocitani.

Problematika bodovych procest neni v pedagogickych studijnich
programech vysokych Skol bézné obsaZena. s ohledem na jeji kratkou
historii oproti klasickym oborim matematiky se ji zatim vénuje ve
svété pouze omezeny okruh védct, prevazné aplikovanych véd. Reseni
zdkladnich problémul analyzy a simulace nahodnych procest pfitom
dokaze nékteré zaky velmi zaujmout ana jinych typech ceskych
vysokych skol jsou metody MCMC soucasti studijniho programu (napt.
Drimal et al. 2006 nebo Krejsa 2012). Moznost matematizace a auto-
matizace jednoduchych principa pozorovatelnych v okolnim svété
pomaha zvysovat vnitini motivaci a hravou formou muze velmi rychle
prohloubit porozuméni statistickym a pravdépodobnostnim koncep-
tam.
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4.STATISTICKE MYSLENTI

Termin statistické mysSleni je chdpan apouzivan jako zkratka pro
pravdépodobnostni a matematicko-statistické mysleni. Objasnit pro-
cesy, které se podileji na jeho fungovani ajsou snim spojené, se
v uplynulych letech snazilo mnoho autort. Statistické mysleni je
obecné chapano jako soubor myslenkovych aktivit, které zpracovavaji
informace v nedeterministickém prostredi, tzn., Ze ne vSechny jevy
maji svou pricinu a nékteré z nich lze prisuzovat nahodé.

Ve schématu na obrazku 8 je statistické mysleni podle Box et al.
(1978) znazornéno jako zpétnovazebni smycka, ve které se od zpraco-
vanych dat ke konkrétnimu reSeni prechdazi stridanim induktivniho
a deduktivniho postupu. Pokud neni vychozi hypotéza béhem cyklu
plné potvrzena, dojde k jeji upravé a smycka se opakuje.

Na schéma by se dalo divat ijinak. z pohledu BOVM mtiZzeme
v tomto modelu totiz identifikovat jednotlivé faze procesu badani.
Jednotlivé kroky vyjadrené Sipkami mohou odpovidat hranam mezi
jednotlivymi uzly grafti, které vytvorily (Samkova et al. 2015) na
obrazku 3. Jejich model obsahuje podobné zpétnovazebni smycky
ruznych typt, napt. vraceni se v pripadé priliS obtiZné situace nebo
naopak hledani riznych cest ke stejnému vysledku.

Data (fakta, jevy)

oee Dedukce Indukce Dedukce Indukce (XX

Myslenka (model, hypotéza, teorie, domnénka)

Obrazek 8: Proces statistického uceni (Box et al. 1978).

Podle Moorea (1990) vychazi statistické mySleni zuvédoméni si
variability déju jako zakladni vlastnosti, které ma byt zpracovani dat
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podrizeno tak, aby se mohla co nejvyraznéji projevit. Podobné vnima
zdsadni roli variability Snee (1990) a rozdéluje statistické mysleni do
trech urovni - strategicka, ridici a provozni. Pricemz podstatou strate-
gické urovné, ktera by méla pri u¢eni dominovat, jsou tyto tii zdkladni
principy: 1) variabilita je obsaZzena ve vSech procesech 2) kazda prace je
retézcem vzdjemné propojenych procesu 3) sniZzovani variability zvy-
suje kvalitu.

S nastupem pocitacl a jejich rozsifrenim do béZzné praxe se zacaly
objevovat také nové moznosti jejich vyuziti. Biehler (1993) analyzoval
v té dobé revolucni softwarové nastroje pouzitelné pro vyuku statistiky
od 2. stupné ZS ailustroval jejich integraci do vyucovaciho procesu.
Velky vliv vypocetni techniky, kterda muze oproti tradi¢nim metodam
v u¢ebnim procesu nabidnout riznorodéjsi zkusSenosti s manipulaci dat
a jejich reprezentaci, znazornil do jednoduchého schématu na
obrazku 9:

Statisticka teorie
a znalosti

Statisticky software
a nastroje

Statisticka zkusSenost

Obrazek 9: Sféry statistiky podle Biehlera (1993).

Schéma se sklada ze tri sfér statistiky, které se vzajemné ovliviuji.
Naznacuje, Ze didaktickd rekonstrukce matematické teorie muze diky
technologiim vést ke komplexnéjsimu chapani. v dalsi ¢asti se zamérim
na dva hlavni proudy, které maji obecnou platnost a jsou podrobeny
nejvétsimu vyzkumu. Oba modely se v nékterych zakladnich prvcich
prekryvaji, avsak lisi se v pristupu popisu.

Statistické mysleni v technologickém prostredi skrze videona-
hravky analyzovali Ben-Zvi a Friedlander (1997), rozhovory se studenty
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a ucliteli, pozorovani a dotaznikové Setfeni. Béhem triletého experi-
mentu implementace noveho kurikula zahrnujiciho rizné formy aktivit
a projektt. Jejich model statistického mysleni sestava ze ¢tyr stupnt
(fazi), kterymi ¢lovék béhem ucebniho procesu prochazi:

Faze 0: nekritické mysleni

Studenti jsou zaujati technickymi moznostmi a nekriticky je zkouseji.
U pripravenych nastroju k pracovnim listim maji tendence posuzovat
data spise na zakladé povrchnich vlastnosti (tvar, barva, symetri¢nost
atd.) nez na jejich statistickém vyznamu. Nekriticky prijimaji poc¢atecni
nastaveni softwaru a nejsou schopni vyhodnotit dilezité informace.

Faze 1: smysluplné uziti reprezentace

V prvni fazi jsou zaci schopni pouzivat statistické metody se spravnym
odtvodnénim. Umi vybrat vhodnou grafickou reprezentaci, modifiko-
vat ji a transformovat (zménou méritka, poradi apod.). Propojeni mezi
analyzou dat s jejich ziskavanim a interpretaci vSak neni dostate¢né
rozvinuto a numerické metody mohou byt ignorovany.

Faze 2: smysluplnd prace sruznou reprezentaci: rozvoj
metakognitivnich schopnosti

Zaci jsou nuceni hloubéji patrat po vyznamu a interpretaci pouziva-
nych metod k uspéSnym vysledkiim. Rozhoduji o vhodné reprezentaci
dat, navrhuji vyzkumné otazky, jsou schopni data organizovat a reor-
ganizovat (ménit pocet kategorii, navrhovat frekven¢ni tabulky, sesku-
povat data, analyzovat dil¢i data), se zduvodnénim pouzivaji ruazné
grafické a numerické metody.

Faze 3: kreativni mysleni

Nékteri studenti jsou schopni k vyjadieni svych mysSlenek navrhovat
netradi¢ni metody ¢i inovativni grafické reprezentace s vyuzitim poci-
tacCe ¢i bez néj. Tento typ chovani nebyl béhem vyzkumu zcela obvykly.
Autori jej popisuji na konkrétnim prikladu badatelsky orientovaného
projektu zalozeného na realnych datech s lokalnim vyznamem, nabize-
jicich pro Zaky fadu otevienych vyzkumnych otazek.
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Wild a Pfannkuch (1999) se pokusili popsat procesy v mysleni spojené
s vyfeSenim statistickych problémua v SirSim kontextu od definice
problému az po jeho zavér. Jejich prace vychazi z tradi¢ni literatury
zabyvajici se feSenim problémt (Pélya a Conway 1957; Schoenfeld
1992) abadaciho cyklu PPDAC - Problem, Plan, Data, Analysis,
Conclusion - problém, zamér, data, analyza, zavér (MacKay a Oldford
1994). Podobny vyzkumny cyklus uplatnuji také Artigue et al. (2012) piti
popisu badatelsky orientované vyuky.

Rozvinutim zminénych obecnéjSich rdmct mysSleni a schémat
reSeni problému dospéli (Wild a Pfannkuch 1999) ke ¢tyfdimenzional-
nimu modelu statistického mySleni. Na rozdil od schéma Ben Zvi
a Friedlande (1997) jejich model predpokladd, Ze vSechny ¢tyti kompo-
nenty probihaji zaroven, naopak ale neobsahuje kreativitu. Dvé
zdimenzi tohoto ramce nazyvaji vyzkumny (investigativni) cyklus
a tazaci (interogativni) cyklus. Schéma obou cykli s vlastnim prekla-
dem zndzornuje obrazek 10. Lze v ném identifikovat jednotlivé faze
badani z pedagogického pohledu. Ty casti, které jsou zde nad ramec
obvyklych definic BOVM, lze tedy zaradit k sytému badatelsky oriento-
vané vyuky pravdépodobnosti a statistiky a je dobré se na né pfi vyuce
zameérit. Zdaraznéme, Ze se dimenze prolinaji v ¢ase, takZe tazaci
cyklus mutze probihat na nékolika urovnich vyzkumného cyklu najed-
nou. Stejné tak jsou navzdjem propojeny s dalSimi dvéma dimenzemi,
které Wild a Pfannkuch (1999) nazyvaji: typy statistického mysSleni
a dispozice.

V dimenzi typua statistického mysleni vymezuji kromé obecnych
typt mysSleni pravé typy nezbytné pro statistické mysSleni. Mezi obecné
typy mysleni fadi strategické mysSleni (planovani, pfedjimani
problému, uvédoméni si existujicich omezeni), hledani vysvétleni
a modelovani (konstrukce a jeji nasledna aplikace), uziti dostupnych
technik (obdobné pripady z minulosti, rozeznani a uziti archetypu,
uziti nastroji pouzivanych k feSeni). Jako typy mysleni nezbytné pro
statistické mysSleni uvadi rozpoznani potreby dat, transnumerace
(zména reprezentace ke snazsimu uchopeni (nalezeni ,miry” redlného
systému, nalezeni reprezentace dat, propojeni dat), uvazovani ve
statistickych modelech, uvazovani o variabilité (vSimavost a pfisuzo-
vani, meéfeni amodelovani pro potfeby predvidani, vysvétleni,
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kontroly, vyjadrovani, investigativni strategie) a integrace statistic-
kych informaci, znalosti a predstav do kontextu.

Vyzkumny cyklus
: Iznétsg:;etace Zavéry Problém
« Nové myslenky * Pochopeni dynamiky systému
« Komuniace * Definice problému
Analyza PlAn
» Zkoumani dat . Plénqvéni o
*Planované analyzy * Systém méfeni
+Nepldnované analyzy Data * Design sbéru dat
*Navrzeni hypotéz * Organizace dat
* Sbér dat * Ovéreni a analyza
*Uprava dat
* Cisténi dat
Tazaci cyklus
Rozhodnuti: Posouzeni NAavrh  Ppredstavy moznosti:
+ éemu vérit «zplsobu uchopeni
+ v {em pokracovat = vysvétleni
+ co zahodit « potfebnych informaci
Kritika Hledani
Posouzeni konzistence:
* vnitini Info!‘nja‘ce a napady:
* vnéjsi * vnitfni
Interpretace s Vnéjsi
« ¢teni dat
« pfeklad
ssumarizace
*srovnani
* propojeni

Obrazek 10: Dvé ze ¢tyf-dimenzi modelu statistického myS$leni podle
Wilda a Pfannkuchové (1999). Tazaci a vyzkumny cyklus, oba probihaji
najednou i na nékolika urovnich.

Posledni dimenzi, ktera vstupuje do modelu statistického myslenti, jsou
zakovy dispozice - skepticismus, imaginace, vSimavost a zvidavost,
otevrenost, tendence k hledani hlubsiho vyznamu, logické ptisuzovani,
angazovanost avytrvalost. Stejné jako tyto dispozice ovliviiuji cely

37



VeV

i samy ovliviiovany. Vzhledem k tvarné povaze inteligence tedy mohou
byt uvedené dispozice posilovany vhodnymi procesy zahrnujici ostatni
dimenze, a je proto dobré se zamérit pri badatelsky orientované vyuky
pravdépodobnosti a statistiky na statistické ¢asti vSech dimenzi.

V tomto modelu mize hrat pocita¢ na mnoha trovnich. Vyznamnou
roli miaze hrat béhem vyzkumného cyklu témér ve fazich, nejcastéji
pochopeni dynamiky systému a definice problému, planovani, sbéru
dat, jejich organizaci, upravé dat a jejich c¢isténi, zkoumani a analyze
i interpretace. Stejné jako je prolinaji dimenze modelu, objevuje se
pocita¢ na nékolika urovnich najednou azalezi na uciteli ajeho
digitdlni gramotnosti.

Jednotlivé faze jsou vuvedeném clanku podrobnéji popsany,
soucasti je i popis prikladi dobré praxe, vyuzivanych technik a otazek
podporujicich a podnécujicich statistické mysleni. Prace Wilda
a Pfannkuchové je tak prinosnou empirickou studii. AvSak zcela
opomiji roli pocitace, ktery statistické mysleni dnes$nich studentt
i profesionalu ovliviiuje ve zna¢né mire (Chance et al., 2007; Snee, 1999;
Ben-Zvi a Friedlande, 1997).

Za zminku stoji také fakt, Ze se ukazuje jako vyhodné, pokud se
studenti zacinaji s ur¢itymi formami prupravy ke statistice setkavat co
nejdrive (Wild et al. 2011). VedlejSim prinosem takové vyuky jsou

------

problémy realného svéta.
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5.TECHNOLOGIE VE VYUCOVANT

Era 21. stoleti je ¢asto povazovéana za éru technologii. Technologie se
staly nedilnou soucasti nasich zZivota - vyrazné ndm usnadnuji praci,
snizuji jeji ¢asovou naro¢nost a ptinaseji diive nepredstavitelné moz-
nosti. Vliv technologii 1ze pocitit ve vSech moznych oblastech, z nichz
jednou je i vzdélavani. Podle poznatkill u néas i ve svété mohou techno-
logie podporovat uceni, zejména Zakovu aktivitu. Vyuka se pro néj
stavad interaktivnéjsi a diky technice prinadsi noveé zajimavé oblasti,
které byly drive jen tézko uchopitelné.

Tato kapitola vybira a shrnuje poznatky z dostupné literatury, které
definuji teoreticky ramec zkoumané oblasti. Jde postupné do hloubky
od obecného vyuziti technologii ve vyuce bez ohledu na vyucovany
predmét, pres vyuziti v matematice az ke konkrétnim aplikacim
v pravdépodobnosti a statistice.

Prvni podkapitola popisujici vyuziti technologii ve Skole bez ohledu
na vyucovany predmeét je navic obohacena o ¢asti obsahujici vlastni
pozorovani nékterych chyb kolegl ivlastnich atipy, jak se snimi
vyrovnat. Samostatna cast je pak vénovana kratké pripadové studii
gymnazia, jez patfilo mezi prvni $koly v Ceské republice, které zacalo
hromadné pouzivat tablety ve vyuce s predstavou, ze tyto v budoucnu
nahradi papirové sesity a ucebnice.

Dalsi podkapitoly zuzuji zkoumany prostor na pouziti techniky
v matematice, ve které nachazi své vyjimec¢né uplatnéni diky specific-
nosti tohoto predmétu. Pocita¢ nabizi Zakim bezpecny prostor pro
uceni a badani a prinasi zcela nové typy ukolt. Navic s vybavenosti
zakl mobilnimi telefony a rozvojem aplikaci na né se rozrista pole
moznosti jak technologii vyuzit. Aplikace typu PhotoMath prindasi
zaklim revolu¢ni moznosti jako pomucka pii samostudiu a pohodlna
kalkulacka zapsanych rovnic, kterd dovoluje soustredit se na vyssi cile
slovnich uloh.

Posledni ¢ast se zaméruje pfimo na pravdépodobnost a statistiku.
Konkrétné pak na pocitacové simulace, které v téchto oblastech dovo-
luji reSit ojedinélé typy prikladu a skytaji mimorddné moznosti.
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5.1. Vyuziti pocitact bez ohledu na predmeét

Funkce technologii v oblasti vzdélavani je nékolikanasobna: jsou
zahrnuty jako soucast ucdebnich osnov, jako vyukové systémy
zprostredkujici informace a instrukce, jako prostfedek pro pomoc pri
vyuce a také jako nastroj pro zlepSeni celého procesu uceni. Systémy
s vyuzitim analyzy uceni a prediktivnhiho modelovani dokdZou samy
monitorovat ucebni proces studentd, inteligentné mu prizpusobovat
vzdélavaci prostredi, identifikovat studenty srizikem selhani nebo
vysokou mirou opusténi kurzu a poskytovat jim specialni podporu.
Technologie mohou sehrat klicovou roli pii zméné vzdélavani
z pasivniho areaktivniho na interaktivni a proaktivni (Cheung et al.
2021).

Predavani znalosti je diky nim snadnéjsi, pohodlnéjsi, nadzornéjsi
a efektivnéjsi. NaSe mysl, podporovana modernimi technologiemi, ma
nyni tendenci pracovat rychleji, at uz se jedna o jakoukoli ¢ast zZivota
vCetné vzdélavani. UZ vSechny stupné Skol se do jisté miry musi
spoléhat na inovace, které zjednodusuji a usnadnuji zivot, a nevyhnu-
telné jsou na nich zavislé. Pandemicka situace navic tuto transformaci
velmi urychlila. Mezi nejcastéjsi prostiedky ovliviiujici, jak jsou
technologie ve vzdé€lavani vyuzivany uvadi Hamidi et al. (2011), Raja
a Nagasubramani (2018) pripojeni k internetu a nepretrzité pripojeni,
pouzivani projektoru a vizualizaci a digitdlni vyukova prostredi.

V pribéhu desetileti vyznam internetu mnohonasobné vzrostl
a také jeho role v modernim vzdélavani je nezpochybnitelna. Internet
je dnes pritomny téméf ve vSem, co pouzivame. Od televize pres herni
konzole aZ po naSe telefony - internet je doslova vSude. I pfes moznost
podvoda a nevyhod pomaha studentim pri uceni a uspéchu ve studiu.
Pouzivani internetu umozZnuje zdkim pristupovat k Siroké Skale
informaci, vyuzivat pohodlné nastroje a zdroje, spolupracovat,
komunikovat a studovat vlastnim tempem.

Podobné vizualni obrazy pritdhnou ve srovnani se slovy vzdy veétsi
pozornost. Pouzivani projektorti a vizualnich materiald pri uceni je
u nas jiz béznou formou pouziti techniky. Na pouzivani prezentaci
a projekci spoléhaji instituce po celém svété ve snaze, aby byla vyuka
interaktivni a zajimava nebo pfinejmens$im efektivni. VyuZiti projek-
tortl a interaktivnich tabuli ve Skolach, stejn¢ jako pouhé prevedeni
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informaci na displeje vlastnich telefonu, muze zvysit uroven interakce
zaku a zvysit jejich motivaci. Jak si vsima Papacek (2010), generace z je
vazana na digitalni prostfedi vice neZz generace Y a preferuje i pfi
vzdélavani pocitac pired knihami. Nadlehc¢ené to ztvarnuje obrazek 11.
k pridani interaktivnich prvka, typu otazek s automatickym vyhodno-
cenim apod., lze vyuzit mnoho ruznych efektivnich ndastroja. Jako
priklad 1ze zminit tfeba jednoduchou aplikaci Cube Nets na obrazku 12,
ve které ma zak v jednotlivych pripadech podle obrazku rozhodnout,
zda se jedna o krychlovou sit ¢i nikoliv. Jeho odpovéd je automaticky
vyhodnocena a potvrzeni nebo vyvraceni je podporeno uhlednou
animaci, pri které se dana sit slozi. v podstaté se jednd o obycejny kviz
typu ano/ne, takze kdyzZ si ho spusti kazdy na svém zarizeni, jednd se
o efektivni zplsob, jak donutit vSechny zaky premyslet nad tvarem
krychlovych siti. Svou hravou formou a grafickym zpracovanim
skute¢né dokaze zaky zaujmout a osvédc¢ené nachazi uplatnéni pri
vyuce na vsech stupnich.

Obrazek 11: Anekdota kolujici po internetu. Puivodni zdroj se
nepodarilo dohledat.

41



Digitalni technologie pronikaji do vzdélavaciho sektoru vsak stale vice
avice. Vysledkem tohoto prolinani je v nékterych pripadech dokonce
nepretrzité spojeni se studenty, rizna foéra, kterd jsou k dispozici pro
razné druhy ukoldl nebo pomoci a pribyva aplikaci, které si kladou za
cil pomdahat studentiim vrozvoji aucleni. Souclasné roste nabidka
online kurza sebevzdélavani a certifikace. Online programy s vyuzitim
ruznych aplikaci a internetu nabizeji i Spickové instituce univerzity
ajiné instituce. Tento koncept se bude pravdépodobné inadale
rozsirovat, protoze se mu dostava vétsi podpory a SirSiho povédomi.
Online studium je vyhleddvanou formou studia po celém svété
obzvlasté mezi studenty, kteri pracuji ahledaji flexibilni studijni
programy.
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Obrazek 12: Cube Nets (NCTM, 2020), hra rozvijejici prostorovou
predstavivost s animacemi skladani krychloveé sité.

Mezi hlavni faktory ovliviiujici integraci technologii ve vzdélavani
zahrnuji Sak et al. (2007), Walterova et al. (2004) a Neumajer (2007):

e informacni politiku statu ve skolstvi,

e zaclenéni technologii v rdmci kurikula,

e pocitacovou vybavenost kol a jejich internetové pripojeni,

e digitalni kompetence ucditelq,

e jejich postoje k poc¢itacovym technologiim,

e dostupnost kvalitniho softwaru pouzitelného ve vyuce.
O obrovské vyzvé, které celi ucitelé v dnesni spole¢nosti v diasledku
rychlého rozvoje znalosti, hovori Matthews (2009). Moderni technolo-
gie kladou na ucitele naroky, aby se je naucili vyuzivat ve své vyuce.
z toho plyne, ze tyto nové technologie zvysuji potieby ucitelti v oblasti
jejich odborné pripravy.
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Loyd a Gressard (1986), Tondeur et al. (2012) a Muilenburg a Berge
(2001) tvrdi, Ze klicovym faktorem uspésného zavadéni ICT do vyuky
jsou postoje uciteld k poc¢ita¢im. Poukazuji na skutecnost, Ze ucitelé
nemaji vzdy pozitivni postoj k pocita¢iim a jejich Spatny postoj muze
vest k neuspéchu projektid zaloZenych na praci s pocitacem. Dalsi
nejcastéji uvadéné prekazky jsou:

e nedostatek Casu,

e nedostatecny pristup,

e nedostatek zdroju,

e nedostatek odbornych znalosti a

e nedostatek podpory.
Nezanedbatelnou komplikaci je spolehlivost techniky (Butler a Sellbom
2002; Chizmar a Williams 2001). Do spolehlivosti zahrnuji poruchy
hardwaru, nekompatibilni software mezi domovem a Skolou, Spatné
nebo pomalé pripojeni kinternetu a zastaraly software, ktery je
k dispozici vétSinou ve Skole, zatimco studenti a ucitelé maji doma
aktualnéjsi software.

Technologie vSak maji v kontextu vzdélavani jasny potencial zvysit
pristup ke vzdélavani a zlepsit jeho relevanci a uroven. Dori a Belcher
(2005) popisuji dopad technologii na vzdélavani a porozumeéni uditelt
istudentt jako vyznamny, je-li podporen pristupy aktivniho,
kolaborativniho, kooperativniho a tvorivého uceni a formativnim
hodnocenim.

Pii aktivnim uceni ndastroje ICT pomadahaji pri vypoctu a analyze
informaci ziskanych pii Setfenich, digitalizaci vysledki a vystupt
zakovskych praci a jejich snadné sdileni. Na rozdil od uceni zalozeného
na memorovani nebo uceni nazpamét podporuji technologie zapojeni
zak1, protoze zaci si sami vybiraji, co se budou ucit, a svym tempem
pracuji na problémech realnych zivotnich situaci.

Podobné pri kolaborativnim a kooperativnim uceni podporuji
interakci a spolupraci mezi zaky a uditeli bez ohledu na vzdalenost,
ktera je mezi nimi. Poskytuje také studentim moznost pracovat s lidmi
z ruznych kultur a spolupracovat ve skupinach, ¢imz pomaha zlepsit
jejich komunika¢ni dovednosti irozsirovat jejich globalni povédomi.
Vyzkumnici zjistili, Ze pouzivani informacnich a komunikacnich
technologii obvykle vede k vét$i spolupraci mezi zaky v ramci Skoly
i mimo ni a existuje interaktivné;jsi vztah mezi Zaky a uciteli (Grégoire
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et al. 1996). Podle Panitze (1996) je spoluprace filozofii interakce
a osobniho zivotniho stylu, kdy jsou jednotlivci zodpovédni za své ¢iny,
vCetné uceni, a respektuji schopnosti a prinos svych vrstevniku.

Vramci tvofivého uleni nachazi technika vyuziti zejména pfi
manipulaci s existujicimi informacemi a vytvareni vlastnich znalosti za
ucelem vytvoreni hmatatelného produktu nebo daného ucelu vyuky.
Responzivni vyuka, resp. Formativni pristup, je pristup k uceni
zaméreny na studenty, ktery sbira iposkytuje uzite¢nou zpétnou
vazbu(William a Leahyova 2016), coz lze snadno realizovat prostfednic-
tvim ruznych interaktivnich prvka. Technologie obecné umoznuji
studentiim objevovat a uclit se prostrednictvim novych zpasobt vyuky
a uceni, které jsou podporovany konstruktivistickymi teoriemi uceni,
misto toho, aby si studenti pouze délali poznamky a memorovali fakta.

Prinosy technologii lze tedy pozorovat na mnoha urovnich
vyukového procesu a jejich potencial na zlepSeni vyuky a uceni je
nezpochybnitelny. Technologicky pokrok, prinasejici digitalni kamery,
projektory, software pro trénovani mysli, pocitace, prezentace,
nastroje pro 3D vizualizaci, konferen¢ni hovory apod. zménil skolu
astal se pro uditele skvélym zdrojem, ktery pomdaha studentim
snadnéji chapat dany koncept. Nemélo by vsak jit o pouhé
zatraktivnéni vyuky vizualnimi efekty. Hodiny lze snadno udélat
interaktivnéjsi a prindset nové ukoly a zajimavé oblasti.

V globalizovaném svété se studenti mohou virtualné potkavat se
svymi protéjsky prostrednictvim videokonference, aniZz by museli
opustit tfidu. Nékteré platformy, jako napriklad eTwinning, slouzi
k tomu, aby se studenti mohli ucit cizi jazyky i odborné predméty
propojenim se tfidami z jiné zemé spolupraci na projektech a sdilenim
napadu. Soucasné se dnes stalo velmi dilezitou soucasti vzdélavaciho
systému online distanc¢ni vzdélavani. Nékolik zahrani¢nich univerzit
dokonce zahjjilo studijni kurzy, do kterych se miiZze student prihlasit,
zcela online(Garcia-Morales et al. 2021).

Mezi negativnimi dopady byva nejcastéji uvadéna zhorsujici se
dovednost psani, stale ¢astéjsi pripady podvadeéni a nezadouci vlivy na
soustredéni zaku (Strom 2021). Digitalni komunikace je méné¢ zavisla
na pokrocilych dovednostech v psané komunikaci, jejichz rozvoj muze
byt, v disledku nadmérného pouZzivani online chatovani a zkratek,
omezen. Digitalni technologie méni zptsob, jakym Zijeme a
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komunikujeme, pamatujeme si a socializujeme se. Mohou vést k mensi
hloubce zpracovani informaci a podporovat jen povrchni porozumeéni
(Carr 2011).

Technologické vymozZenosti, jako jsou grafické kalkulacky,
Spi¢ckové hodinky, minikamery a podobna zatizeni, se navic staly
skvélym zdrojem podvadéni pii zkouskach. Pro studenty je snazsi
zadavat vzorce a poznamky na grafickych kalkulac¢kach, pricemz je
mensi pravdépodobnost, Ze budou pristiZzeni. Pomoci aplikace
v telefonu sta¢i namirit objektiv fotoaparatu na zadany priklad
a okamzité se objevi jeho krokované reseni.

Komunikace prostrednictvim textovych zprav se stala zcela béZnou.
Pro mnohé se stala akceptovanou normou i béhem dalSich ¢innosti.
Studenti si hraji se svym mobilnim telefonem ve dne v noci. Neustalé
pripojeni k online svétu ma za nasledek nesoustredénost a nedostatek
koncentrace pii studiu ado jisté miry ipri sportu a mimoskolnich
aktivitach.

Vliv technologii na vzdélavani ma pozitivni i negativni dopady
zaroven. Prinasi zcela nové moZnosti, mohou byt prostredkem
motivace, pomdahat efektivné vyuzivat drahocenny cas, rozvijet
digitalni kompetence zaku, které mohou wuplatnit v budoucich
zameéstnanich, a vneposledni radé treba Setfit papir pro tisk
a kopirovani. Stejné technologie vSak mohou negativné ovliviiovat
pozornost a schopnost myslet (Spitzer 2014; Ra et al. 2018) nebo
prinaset pocit osamélosti (OECD 2015) a horsi znamky (Carter et al.
2017). Pro ulitele muze byt zvladnuti prace s technikou velmi naro¢né
z pohledu dovednosti icasové. Porizeni ainstalace jsou vétsinou
finan¢né ndkladné, vyzaduji odbornou instalaci a pfi nadmérném
pouzivani s sebou muizZe nést iriziko zdravotnich problému. Zalezi
hlavné na uditeli, ale i na samotnych zacich, do jaké miry dokazi vytézit
kladné stranky moderni techniky v dobrém svétle a vyvarovat se jejim
nastraham.

Praktické poznatky k pouziti pocitacti bez ohledu na predmét vyuky

V této podkapitole jsou popsany nékteré v praxi pozorované fenomény,
které mohou potkat ucitele adaptujiciho pocitace, tablety a mobily do
své vyuky. Pozornost je vénovana studenttum, ktefi jsou s praci rychle
hotovi, problémim sjazykovymi mutacemi a vysvétleni pojmu
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gamifikace. Na zavér jsou zminény dvé jednoduché metody, jedna feSici
problém s nedostatkem pocitacti a druhda pro prechod mezi aktivitami,
napf. od cviceni (kvizu, hry...) na mobilu k papiru a tuzce.

Z pozorovani kolegti, ktefi se pokouSeli vyuzit ve vyucovani
vypocetni techniku s vétsim ¢i mensim uspéchem, se jako ¢asta chyba
jevi nedostatek zajimavé prace pro rychlejsi studenty. Zaci jsou totiz
obvykle na rtizné urovni nejen z odborného hlediska probirané latky
a schopnosti reSit dany problém, ale lisi se také jejich klicové
kompetence tykajici se prace s pocitacem.

To mutze snadno zptsobit neobvykly nartist ¢asu navic potfebného
k dokonceni ukolu, se kterym je potreba pocitat. Pokud je zak hotov,
pocita¢ mu nabizi mnoho ldkadel, kam uprit svou pozornost - dnes
nejcastéji socialni sité, sledovani videi ¢i hrani nezadoucich her. Takové
chovani nejen nevyuzivad jeho potencial, ale zarovenn muze rusSit
a svadét k nec¢innosti i spoluzaky, kteri jesté pracuji.

Zahrnuti ukolt pro tyto ,rychliky” do materidlu pripravy na hodinu
je zakladni metodou, kterd pomdaha udrzet aktivitu tridy zZadanym
smérem po celou dobu. I to je jednim z diivodu, proc je tézké vytvorit
soubor kvalitnich materiald, které by fungovaly pro ostatni ucitele jako
kompletni kostra pro sestaveni ajako stru¢nd piiprava vyucovacich
hodin, které trvaji 45 min a maji charakter individualni prace.

Takové pripravy hodin totiz vedle vlastniho obsahu musi obsahovat
také ukoly navic, které nejsou pouze vySSi obtiZznosti stejného
problému, ale videalnim pripadé prinasi uplné nové téma a drive
nabyté kompetence jsou jen propustkou k novému badani.

Jednodus$si variantou je moZnost néjaké hry vybrané ucitelem. Na
internetu 1ze snadno vyhledat mnoho her, které lze spustit v prohlizeci.
Mohou to byt velmi propracované vyukové hry, kvizy, logicke
hlavolamy, aplety, trenazéry, hry pro vice hra¢t a mnoho dalsich.
I vybér, resp. hledani, vhodnych her muze byt vSak pri pripravé ¢asové
pomérné naro¢nd zalezitost. Zdiraznéme, Ze pii pouziti vyhledavace je
nezbytné vyhledavat klicova slova také v angli¢tiné, protoze nabidka
aplikaci lokalizovanych do ¢eského prostredi je velmi omezena.

Za zminku stoji tfeba univerzalni zavody motorek nebo zadvody na
konich, kde pri kliknuti na sprdvnou odpovéd z nabizenych mozZnosti
pridate plyn, atak ziskavate naskok pred soupefi, ktefi mohou byt
virtudlni nebo redlni. Lze si vybrat zvariant her sjednoduchymi
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priklady od sc¢itani a od¢itani, pies porovnavani ¢isel, odhady, zlomky,
procenta, desetinna cisla, mocniny, urovani prameéru, soustavy
souradnic, dosazovani do vzorce, jednoduché rovnice az po
logaritmické rovnice a mnoho dalSich.

Pokracovat lze aZ ke hram, ve kterych hra¢ tankové bitvy musi
vypocitat hodnotu urc¢itého integralu k zasahu soupere. Prestoze se
jednd v podstaté o drilovaci zalezitosti, zaky tato forma vétSinou bavi
a dava vétsi smysl nez zminéné typy prokrastinace.

S angli¢tinou ve hrach akvizech zaci obvykle nemaji problém
a mohou to vnimat jako pozitivni pridanou hodnotu hodiny. Stejné tak
pouzivani programi a aplikaci CAS aDGS vangli¢tiné je zaky
povétsinou vniméano pozitivné nebo neutralné (Binterova a Sulista
2013). Zadani ukolu v angli¢tiné je zdroven zdkladni a nejjednodussi
zpusob integrace vyuky predmétu a vyuky ciziho jazyka (CLIL). Ukazuje
se, Ze pri téchto metodach se zZaci nau¢i mnoho zajimavych slovicek
a frazi, které nesouvisi pfimo s matematikou (Beritova et al. 2012).
Navic mohou vzdy vyuZivat internetové slovniky a prekladace. Je
vhodné si vSak vSimat, pokud nékdo vyuziva primo pireklad stranek,
ktery neni vétSinou vubec vhodny. Snadno muze dojit ke ztraceni
smyslu v prekladu, které ale jeho pouzivanim pri pohybu po webu,
ukolech, cvi¢enich nebo hrach mize vést do slepé ulice.

Dalsi smér, ve kterém pocita¢ pomdaha s aktivizaci Zakua ve vyuce pri
individudlni i skupinové praci a ktery je u nas ve vzdélavani stale jesté
v pocdatcich, je gamifikace. Gamifikace je zptasob ozvlastnéni uceni
(obecné pokus o vylepsSeni systémit, sluzeb, organizaci a ¢innosti)
s cilem vytvorit podobné zazitky, jaké zazividme pii hrani her,
a motivovat a zaujmout tak uzivatele (Hamari 2007). Toho se obvykle
dosahuje aplikaci prvkd herniho designu a hernich principt (dynamiky
a mechaniky) vnehernim kontextu. Mezi nejcastéji zkoumané
elementy patfi body, levely/urovné, odznaky, zZebricky, odmény,
ukazatele priibéhu, pribéhové linie a zpétnda vazba. Benefity gamifikace
ve vyuce a piehled literatury nabizi napt. (Kiesler et al. 2011) nebo Nah
et al. (2014). Virtualni prostredi je pro zaky pfirozené a dovoluje mnoha
zpusoby prohlubovat zazitky spojené s vyukou.

Osatuyi et al. (2018) vytvorili taxonomii vzdélavacich hernich prvka
zaloZzenou na osmi Sirokych kategoriich a 26 jedine¢nych hernich
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prvcich. Autori spojili jednotlivé herni prvky s pozitivhimi a negativ-
nimi vzdélavacimi vysledky. Gamifikace pfitahuje pozornost
v kontextu vzdélavani a odborné pripravy i mimo S$kolni prostiedi,
protoZe nabizi fadu vyhod spojenych s vysledky uceni. Napf. spole¢nost
Microsoft vydala hru Ribbon Hero 2 jako doplnék ke svému kancelar-
skému baliku Office, ktery ma pomoci naucit lidi efektivné jej pouzivat.
Tento projekt byl spole¢nosti Microsoft oznacen za jeden z nejoblibe-
néjsSich projektn, které kdy jeji divize Office Labs vydala. Newyorsky
odbor Skolstvi s finan¢ni podporou MacArthurovy nadace a Nadace
Billa a Melindy Gatesovych zridil Skolu s ndzvem Quest to Learn Center
RD zaloZzenou na uceni hrou, kterd se snazi udinit vzdélavani pro
moderni déti poutavéjsi arelevantnéjsi. Piikladem vyuziti technik
gamifikace v online vzdélavani muze byt také Khan Academy, na které
zaci ziskavaji dovednostni body a mnoho druht odznakt. Pro nékteré
zaky muze slouzit jako motivace k plnéni dalSich cviceni i to, ze si
mohou za ziskané body a odznaky vylepSovat svého avatara.

Vsechny skoly nejsou stejné technicky vybaveny. Uvedme tedy jesté
tip pro ucitele, pokud nema k dispozici pocita¢ pro kazdého zaka, ale
jen pro polovinu. Rallye dvojic je jednoducha metoda pro praci dvou
74kt ujednoho pocitate. Zaci maji rozdéleny role na Fidice
a navigatora. Ridi¢ ma na starosti ovladani mysi a klavesnice, zatimco
navigdtor mu dava pokyny. Je mozné tyto role vystridat v ptlce nebo
i vicekrat vzdy po vyprseni ¢asového limitu. k tomu lze vybrat napr.
nékterou z nastavitelnych ¢asomir, které mohou byt celkem zabavnou
formou odpocitavani ¢asu pri skupinové praci.

Obzvlasté zacinajicim uclitelim mohou nékdy cinit problémy
prechody mezi rdznymi aktivitami zaka. Pfi zméné ¢innosti, napt. od
individudlni ke skupinové praci nebo ukonceni prace s telefony
a spole¢ny zacatek prace s knihou, dochazi k ¢asovym prodlevam,
nerizenému chaosu a namahavému a zbyte¢nému opakovani instrukci.
Ptfitom pfesun mezi aktivitami, stejné jako ostatni opakujici se ¢innosti
béhem vyuky, jejichZ organizace zvySuje efektivitu, se da s Zaky
uspésné cvicdit. Linsin (2015) nabizi pét jednoduchych kroku, jak takové
situaci predchdazet. Zde je ukazka jeho metody ve trfidé na prikladu
ukonceni aktivity s mobilnim zarizenim a za¢atkem nové ¢innosti:
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1. Datsigndl, Ze budu mluvit (zvonek nebo cokoliv jiného).
Priklad: ,MtzZete mi vénovat pozornost?”

2. Pouzit ,Za chvili”.
Priklad: Za chvili se presuneme zpét do seSitu.

3. Rict pokyny, co nejjednoduseji a stru¢né, v jakém poradi a co
udélat k pripraveé na dalsi aktivitu.
Priklad: ,AZ feknu ,deme na to,  vypnete mobilni telefon a ddte ho do
tasky. Pak si vezmete tuzku a sesit. Vymyslete a napiSte priklady...
Je to jasné?”
Poznamka: misto ,deme na to” lze pouzit jiné signaly: ,Go", zvonek,
,az tlesknu” atd.

4. Pouzit signal ,Deme na to".
5. Pozorovat.

Na zavér vsak pro jistotu poznamenejme, ze neni cilem, aby technolo-
gie byly nasazeny vkazdé hodiné. Tradi¢ni metody, které hraji
v dneSnim Skolstvi nezastupitelnou a neotresitelnou roli, s tim nepoci-
taji. Stejné neproziravé by také bylo vnimat technologie jen jako
oziveni vyuky nebo jeji zpestreni. Takové cile maji jen kratkodoby efekt
na nejnizsich urovnich. Mnohem vétsi potencial skyta pocita¢ napft.
jako prostredek a nastroj pro badani.

Tablety a mobilni zafizeni misto pocitace - kratka pripadova studie

Ve shodé s vétSinou studii zabyvajicich se uzitim technologii ve vyuce
Suleymanova (2021) potvrzuje, ze postoj ucitelu se jevi jako jeden
upozornuje na fakt, ze v pribéhu skolniho roku sledovaném v jeji studii
dochazelo k poklesu pozitivnich postojii u¢iteltt k novym tabletiim nebo
dokonce uplné stagnaci k negativnim. Vyvoj modelu adaptace tablett
mél na zacdtku podobny charakter a dnes tablety nevyuzivd témér
nikdo z uditeld. Vyuzivani vlastnich mobilnich zafizeni, tzv. bring your
own device/technology (BYOD/BYOT), se zlepSilo od navratu po prvnich
covidovych opatrenich. Na Gymnaziu Jifiho Ortena v Kutné Hofe byly
nasazeny tablety do vyuky v jedné celé tiidé od zari 2012. Za finan¢niho
prispéni sponzora dostal kazdy ze 30 zaka primy od Skoly na celé své
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studium k uzivani svij iPad, ktery si mohli nosit mezi nosit svobodné
dom (GJO 2013). Jedna se o prestizni Skolu Stfedoceského kraje, ktera
dlouhodobé vynika vysokou vybavenosti vypocletni techniky a ma
i ucitele, ktefi chtéji techniku vyuZzivat a neboji se novych vyzev, které
s sebou prinasi. Prestoze se nékteri ucitelé usilovné snazili hledat
vyuziti tablett ve svych hodinach, velmi brzy se ukazalo, Ze neni mozné
efektivné s nim pracovat tak ¢asto, aby mélo pro zaky smysl tablet do
skoly nosit kazdy den, ani kdyby se podobné snazili vSichni kolegové.
Takze z mySlenky, Ze misto ucebnic budou zaci do sSkoly nosit pouze
jeden tablet, vznikla situace, kdy Zaci nosili do skoly vSechny ucebnice,
a jeSté k tomu tablet v pouzdre, které mu na vaze neubira. Elektronicke
ucebnice se neosvédcily.

Tablety méli zaci u sebe ido dalSich let. Druhy rok bylo novym
primantm sponzorsky prispéno na nakup iPadu ptlka ¢astky. Treti rok
si mohli novi zaci viceletého gymnazia vybrat, zda si na vlastni ndklady
pofidi iPad nebo libovolny tablet s opera¢nim systémem Android ¢i
Windows vybaveny wi-fi (nékolika zaktim bylo sponzorsky prispéno).
Po tfech letech experiment skoncil a dal$i ro¢niky uz nebyly tablety
Skoly vybaveni chytrym telefonem. Pridand hodnota tabletu vzhledem
k jeho velikosti a vaze neni v této situaci zapotrebi. I této ve Skole se
tedy uchytil princip BYOD (bring your own device). z tohoto faktu a
skutec¢nosti, Zze webové standardy jako jedna z mdala dostupnych cest
zarucuji zpétnou kompatibilitu, vyplyva z autorovych zkuSenosti na
noveé zavadéné interaktivni materidly pro zaky tak, aby bylo
dlouhodobé snizeno riziko technickych problémt na minimum, velmi
jednoduché pozadavek: aplikace musi fungovat i v prohlize¢i na
chytrém telefonu. To je jedind podminka, kterou vétSinou neni tézké
splnit. Samoziejmé pokud wucitel zna Ilépe vybaveni ve tridé
a spolupracuje dlouhodobé¢, muze zkouset i rizné nativni aplikace, zde
vSak musi mit variantu pro operac¢ni systémy iOS i Android.

Protoze zaci znaji prostredi svého telefonu (cesty k nastrojim a
nastavenim, pristup k vytvarenym souborim a jejich sdileni, umi
vkladat specidlni znaky, maji uloZzeny pfistupové udaje k pouzivanym
aplikacim apod.) a mohou si tam ukladat informace i dlouhodobé, miize
byt BYOD efektivnim didaktickym nastrojem, zdrojem informaci nebo
formativni zpétné vazby (Siani 2018). Naopak na mnoho c¢innosti je
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praktictéjsi pouzivat papir a tuzku. Takze si z4ci ve vétSiné predméta
dal vedou tradi¢ni seSit a pouzivaji provérené ucebnice. I pomérné
kratké trvani pilotniho projektu na popisované Skole ptineslo mnoho
uzite¢nych zkuSenosti. Ucitelé, kteti byli diky témto tabletovym tfidam
motivovani do vyuZivani aplikaci na tabletech, byli seznameni
s prostfedimi typu Socrative, Padlet, Nearpod, Mentimeter, Khan
Academy apod., ktera prenesli i do modelu BYOD. Navic snadnéjsi byla
i jejich pozdéjsi adaptace na nové vznikla prostredi i zavedeni Skolniho
systému Moodle.

Je velmi dalezité mit plan pro pripad, kdy nékdo z zakt zafizeni mit
nebude nebo treba svybitou baterii. Sta¢i treba ijedno nebo dvé
inventarni zarizeni k zaptjc¢eni napf. primo ve tridé, v sekretariatu
Skoly ¢i u spravce sité. v pripadé, Ze nema, nebo u sebe nesmi mit,
vlastni zarizeni vice zakh, mohou byt vhodnou variantou tabletové
skifiné nebo kufrfiky. To znamena, Ze je tablety vybavenad néktera
z uCeben Skoly. Ve specialni skfini (nebo mobilnim kufru) je nabijeci
stanice pro potfebny pocet zZaka (pfipadné jeho polovina). Na pokyn
muze ucitel nechat zZakim tablety rozdat a vratit podle potieby.
Vyhodou takové ucebny muze byt i moznost pofizeni ajednodussi
spravy placenych aplikaci.

Priklady dobré praxe stakovou tabletovou ucebnou, pro jejiz
financovani musela vynalozit mnoho vlastniho usili, ob¢as systému
navzdory, nabizi Dolezalova (2019) nejen pri vyuce finan¢ni gramot-
nosti. Tablety hojné vyuziva k individualizaci vyuky, motivaci zakt
a propojeni vyuky srealnym Zivotem. Vyzdvihuje mozZznost skute¢né
interaktivni tabule, kterou mutze ze svého zafizeni upravit kdokoliv,
usnadnéni sebehodnoceni 7Zakl a zprehlednéni jejich domaci prace.
Stejné tak jejim zakuam stacdi i vlastni mobilni telefon nebo tablet. Ve
vyuce vyuziva rozmanity digitadlni obsah od mobilnich matematickych
her, pres digitalni nasténky, které tvori sami zaci, systémy DGS a CAS,
finan¢ni webové kalkula¢ky a mnoho dalSiho az k tvofivym ukolim
jako vyfotit néjaky objekt a vyznacit jeho osu nebo osy.

5.2. Technologie ve vyuce matematiky

Ohlédnuti do historie i soucasnosti teorie vzdélavani v matematice
s diirazem na empirické vyzkumy nabizi napt. Vondrova et al. (2015).
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v souvislosti s uzitim technologii autorky uvadéji nékolik moznych
tridéni vyzkum v této oblasti:

e podle typu pouzité technologie:

e programy (dynamicka geometrie, CAS)

e média (pc, notebooky, tablety, interaktivni tabule, ...)

e internet

e kalkulacky

e podle ucelu:

e rozvoj matematickych poznatku

e sumativni ¢i formativni hodnoceni zaka

e zmeéna kurikula

e vzdeélavani uditelu

e podle obsahu:

e matematické modelovani

e dukazy a argumentace

e algebra a zobecnovani

e statistické uvazovani

e adalsi
Souc¢asné upozornuji na fakt, jak se znalost mozZnosti, vyhod
ucitelovych kompetenci.

Podrobn¢jsi historické informace z domaciho prostredi 1ze nalézt
tfeba u Mikulc¢aka (2007). Ten naptiklad uz v souvislosti se zavadénim
transparentt a filmovych smycek do vyuky matematiky v 60. letech
20. stoleti zduraznuje, zZe o zefektivnéni vyuky matematiky nerozho-
duje kvantita a kvalita pouzivanych pomiicek, ale ucelnost a uc¢innost
jejich vyuziti metodickou praci ucitele.

Vycerpavajici explorativni vyzkum o vlivu technologii ve vyucovani
matematice unas provedla Robova (2012). Stejné jako dalsi autofi,
napt. Clark-Wilson et al. (2014), dospéla k zavéru, Ze zaleZi predevSim
na zpusobu pouziti technologii nez na jejich konkrétnim typu a ze
hlavni roli pii jejich integraci do hodin matematiky hraje ucitel, jeho
didaktické schopnosti a ICT kompetence. Priznivé spojeni téchto
faktortt dokaze vyuku zefektivnit méritelnym zplisobem a pozitivné
ovlivnit cely jeji pribéh. Vyhod technologii si Robova mimo jiné v§ima
pri nasazeni konstruktivistickych metod, jez byvaji ¢asové naro¢né. To
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znamend, Ze pomahaji resit problém, ktery je badatelsky orientované
vyuce tak ¢asto vytykan.

Jednim z nejpouzivanéjSich matematickych programi je GeoGebra.
Bezplatny matematicky softwarovy systém s otevienym zdrojovym
kédem, ktery pouzivaji vyzkumni pracovnici, pedagogové a studenti po
celém svété. Pouzivd se predevSim kvytvareni geometrickych
diagram® a manipulaci s nimi a k feSeni matematickych uloh. Je to
vykonny nastroj pro vizualizaci a zkoumani matematickych koncepta
a lze jej pouzit v Siroke skale oboru, véetné geometrie, algebry, kalkulu
a fyziky. Vyzkumni pracovnici v matematice, vzdélavani a dalSich
oborech mohou GeoGebru pouzivat k vytvareni a analyze diagramd,
modelovani a feSeni matematickych problému a k vyvoji vzdélavacich
zdroji pro studenty. Mezi konkrétni priklady vyuziti GeoGebry pri
badatelské ¢innosti uvadi Pech et al. (2015) napt. zkoumani cykloidy,
praniku roviny s kuzeloseCckou nebo mnoziny bodud, kterou tvori
pruseciky vysek trojuhelnika pfi pohybu jednoho vrcholu po ptimce
rovnobézné s protéjsi stranou a vyslednou mnozinou je parabola.

Podobnou bezplatnou online grafickou kalkulackou, kterou hojné
vyuzivaji studenti, pedagogové a vyzkumnici, je Desmos. Tato
kalkulacka uzite¢nad zejména pro vykreslovani graft funkci a rovnic
a pro vypocty zahrnujici algebraické vyrazy. M4 uzivatelsky privétive
rozhrani afadu funkci, které usnadnuji jeho pouzivani a zkoumani
matematickych pojmu, aproto muZze byt ve zminénych pripadech
nékdy lepsi volbou. Karkova a Kopecky (2016) pouzili tuto platformu
pro prezentaci reSeni zakt ulohy z kombinatoriky. MoZnost vyjadrit se
elektronickou formou je pro zaky pristupnym zdrojem aktivity, nékdy
muze byt sama motivaci, pfitom jednoduchym zplisobem
zpracovatelnd pro uditele skrze mnoho aplikaci véetné vétSiny téch,
které se naudili pouzivat od zacatku pandemie. Takto posbirané
materidly pak mohou poslouzit napt. jako podklad ke zduvodnéni
matematického postupu a k obhajobé vlastniho postupu pred tiidou.
Formulace strategii ahypotéz umozZznuje aktivni ovladnuti
matematickych nastroju a prispiva ke zdokonaleni grafického projevu
a k prfesnému vyjadfovani. Navic prezentace postupu, které dosly
k vysledku raznymi zptisoby, dava ostatnim prostor pro vyhodnocovani
spravnosti vysledktd, jejich ovéfovani a vyvracovani hypotéz.
Zajimavym momentem uprvniho pouziti grafickych prostredi
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poskytujicich volnou plochu je unékterych zakd faze ¢marani, se
kterou je dobré pocitat a nechat ji dvé tfi minuty volny pribéh. Zaci se
pak snadno uklidni ajsou schopni pracovat. Podobny efekt byl
pozorovan ve vicero tfidach pii prvnim pouziti tzv. semaforu (metoda,
pii které ma kazdy Zak k vyjadieni zpétné vazby tii kelimky - zeleny,
oranzovy a ¢erveny) béhem zavadéni formativniho hodnoceni do vyuky
na gymnaziu, kdy Zaci z kelimkt zacaly stavét kominky, délat ¢epicky
ausi nebo koS na trefovani pingpongovym mickem (Kapitanova a
Kopecky 2021).

Béhem coronavirového wuzavieni Skol se zlepsila digitalni
gramotnost zakl i uditeld a vyuziti naslo mnoho aplikaci. Mezi dalsi
aplikace unas bézné pouzivané v matematice na druhém stupni
a stredni skole v dobé odevzdani prace lze zaradit napr. Khan Academy,
umimematiku.cz, Realisticky.cz, opicimatika.cz, TechAmbition.cz
nebo také YouTube a Moodle. Zvlastni postaveni vSak zaujima aplikace
PhotoMath, kterd prinasi do vyuky matematiky nastroj, jenz muize
zdsadnim zpusobem ovlivnit jeji dosavadni pojeti (Zain et al. 2023;
Webel a Otten 2015). Je to mobilni aplikace pro studenty zdarma na
vSech platformach. Stac¢i zamifit vyrez fotoaparatu telefonu na
libovolné zadany priklad (rovnici, vyraz, vzorec, vypocet...), aplikace ho
okamzité, spravné vyre$si a ke kazdému kroku vypoctu prida
vysvétlujici komentar. Tato schopnost vyrazné usnadniuje zakim
proces uceni se matematice a poskytuje jim oporu pfi feSeni obtiznych
matematickych ukolu a dokaze zvysSit angazovanost zaka (Igcasama et
al. 2020; Zain et al. 2023).

V soucasné dobé¢ patri aplikace PhotoMath mezi nejpouZzivanéjsi
nastroje pro studium matematiky mezi ¢eskymi zaky a studenty od
druhého stupné zdkladni Skoly (Valek et al. 2023; Hruska 2023). Jeho
popularita se vyrazné zvysSila béhem pandemie Covid-19, kdy mnoho
zakl vyuzivalo pohodlného reSeni matematickych ukold béhem
distan¢ni vyuky. Tento narast popularity vSak zptsobil také zvySeny
tlak na ucitele. v mnoha pripadech se totiz ukazalo, Ze vyucujici o
existenci aplikace budto nevédéli, nebo byli konfrontovani
s neprijemnym rozc¢arovanim, kdyz se dozvédéli, ze nékteri jejich zaci
vyuzivali aplikaci k neoprdvnénému zjednodusSeni svych S$kolnich
povinnosti. Aplikace PhotoMath se tak casto stala né¢im, co ucitelé
vnimali s obavami, nebo dokonce s pocitem zloby. Na nékterych

>4



skolach dokonce doslo k tomu, Ze je aplikace PhotoMath zakazana
(Hruska 2023).

Pro uditele matematiky to predstavuje vyzvu i prilezitost. Misto
toho, aby se pokouseli branit pouzivani aplikace, mohou ji vyuZit jako
nastroj pro podporu vyuky. Mohou ukazat svym Zakiim vSechny
vyhody, které jim PhotoMath pfinasi, a zdiraznit smysluplnost
matematickych dovednosti, které se jim snazi predat. U autora této
prace vedl tento pristup k pomérné zasadnimu prehodnoceni vlastni
pedagogické filozofie ucitele matematiky, cild uceni a smyslu uciva,
potazmo jeho obsahu. Ucitel mtze napt. zacit pfemysSlet o vyraznéjSim
posunu od c¢istého reseni rovnic k feSeni slovnich uloh, které vyzaduji
jejich formulaci. Misto traveni ¢asu upravami ruznych specialnich
pripadt rovnic muaze vice klast vétsi duraz na dovednost porozumeéni
textu a matematizace problému do podoby rovnice, kterou pak muze
snadno vyfesit pomoci rychlé fotografie. PhotoMath mize byt cennym
nastrojem pro rychlé vyreSeni rovnic, ale stdle ztstdvd na Zzakovi
schopnost interpretovat a aplikovat vysledky na ptivodni zadani.

Kromé toho se aplikace PhotoMath osvédcila jako uzite¢ny zdroj
pro samostudium a feSeni matematickych obtizi. Zaci ji mohou vyuzit
k pfekonani problému, se kterymi se setkavaji pri domacim studiu nebo
ve Skole, kdyZ se ocitnou ve slepé uli¢ce. Pomdaha jim ziskavat jistotu a
sebedtivéru pri feSeni matematickych problému, coz muize pozitivné
ovlivnit jejich celkovy pristup k matematice. Celkové lze tedy fici, Ze
aplikace PhotoMath ma vyznamny vliv na vyuku matematiky a mtze
podnitit zmény v pedagogickych pristupech uditela. Jeji schopnost
zobrazit a vysvétlit kroky k feSeni matematickych uloh, stejné jako
podpora samostudia, ji ¢ini mnohem vice nez pouhym nastrojem pro
opisovani. Hledani zptsobu, jak mohou byt podobné aplikace efektivné
vyuzivany ve vyuce matematiky nebo jak mohou pomdéhat zakam pri
samostatném uceni matematiky, aby jim usnadnily reSeni obtiznych
uloh, by mohlo byt ndmétem k dalSimu badani.

Pifimo v matematice zatim neni vétSinou vyuzivan Scratch, ale se
zménou RVP na tzv. novou informatiku by to mélo byt pro ucitele
matematiky jednodussi. Programovani pfinasi do matematiky nové
problémy, nékteré ukazuje napr. Vanicek (2013). Dal$i mozné vyuZziti se
nabizi ve vyuZiti simulaci, jako priklad na obrazku 13, na kterém je ve
Scratch zpracované reSeni ulohy pro vypocet pi. Pokud ucditel Zaky
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s metodou odhadu pomoci simulace viibec seznamuje, vétSinou nabizi
jen hotové fesSeni, protoze bézné uzivanymi systémy DGS a CAS neni
jednoduse fteSitelné. Klicovy zdrojovy kod tohoto piikladu ukazuje
obrazek 17. Re$eni stejného problému zpracované v Excelu jde vidét
pro porovnani na obrazku 16. Uloha neni v GeoGebie nebo Excelu pro
zaky reSitelna tak jednoduse a usporné jako ve Scratchi.

square
circle

thrown

702 ve ¢tverci
Z toho v kKruhu 553

Obrazek 13: Odhad ¢isla w hazenim Sipek na ter¢ ve Scratch.

5.3. Technologie ve vyucovani pravdépodobnosti
a statistiky

Rozvoj informacnich technologii znamenal zasadni zlom v celém oboru
statistiky a pravdépodobnosti. v kazdodennim Zivoté jsme obklopeni
jejich aplikacemi. Skolstvi vSak dokaze na tuto situaci jen velmi pomalu
reagovat. Stale jsou nékde studentiim doporucovany ucebnice, které
predkladaji ¢tenari slozité abstraktni modely a vzorce, ale soucasné
opomijeji moznosti vyuziti pocitace k rutinnim ¢innostem potfebnym
pro jejich pochopeni. v extrémnich pripadech takové u¢ebnice nezridka
doporucuji hledani hodnot rozdéleni pravdépodobnosti ve statistickych
tabulkach a tvorbu grafti a histogramli pomoci tuzky a pravitka.
Pfitom moznosti vyuziti vypocetni techniky ve vyucovani
pravdépodobnosti a statistiky jsou velmi rozsahlé. U nés se jim vénuje
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napf. Rezankova (1998). Jmenuje tii oblasti, jez ovliviiuji vyuku
statistiky prostfednictvim internetu, kterymi jsou:

e informacni a vypocetni zdroje,

e rozvoj novych vyukovych metod,

e prostredky na podporu vyzkumu.

S rozvojem a Sirsi dostupnosti technologii stale pribyva moznych rolj,
které mohou technologie ve vyucovani pravdépodobnosti a statistiky
zastavat. Komplexnéjsi prehled pro uditele strednich a vysokych skol
téchto roli provedli Chance et al. (2007). Typy nastroji, které poméahaji
zkvalitnit vyuku statistiky, rozdéluji do nasledujicich kategorii:

e baliky statistického software

vyukovy software
pracovni listy
aplety a jednoucelové aplikace
grafické kalkulatory
multimedialni materialy
archivy dat.
Samotny vybér aplett a software pri jejich nasazeni do vyuky je jednim
z nejdulezitéjSich a nejtézsich rozhodnuti ucitele. Mezi kritéria vybéru
vétSinou patii jejich dostupnost, primérenost, intuitivnost, ucelnost
a bezproblémovy chod (DePaolo 2010). Co znamena pojem interaktivni
grafika ve statistice, jeji vyvoj a posuzovani se snazil usporadat (Theus
2009). Upozornuje na rozdil mezi interaktivni a dynamickou grafikou.
Interaktivni grafika se podle néj vyznacuje prfimou manipulaci s daty
(vybér podmnozin, podminény vybér, modifikace parametri grafi),
vybérem dat, podporou zvyraznovani a razeni. Pouha dynamicka
zména parametru grafu (animace) je podle néj uz zastarala. Take
upozornuje u interaktivnich prvki na formalizmus, ktery hrozi s jejich
pouzivanim stejné jako s pouZivanim vzorcu.

Ve vyuce statistiky a pravdépodobnosti jsou nejcastéji vyuzivany
tabulkové procesory (MS Excel apod.), specialni statisticky software
(RStudio, SAS, JASP), vSemozné webové kalkulacky, simulatory (hody
minci a kostkami) nebo obecnéji pouzitelné programy pocitacove
algebry (Matlab, Mathematica). Jednim z dostupnych formata, ktery
podporuje tvorbu interaktivni grafiky v duchu uvedené definice je
i Computable Document Format (Kopecky, 2014). Tato platforma
vyuziva silné nastroje software Wolfram Mathematica k publikaci
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ucebnich materiald, které lze precist volné Sifitelnym software CDF
Player (http://www.wolfram.com/cdf-player). Nicméné je nutné pro
jeho fungovani nainstalovat do pocitace softwarové doplinky. Praxe
ukazuje, Ze zvolené prostiedi musi byt nejen co nejjednodussi,
intuitivni a pokud mozno znamé. Nemélo by ani vyzadovat instalaci
specidlniho software, ani formou doplnka, drive tak hojné
pouzivanych, avSak mdlo z nich dnes podporovanych. Minimalizovat
riziko, technickych problému pri vyuziti ICT ve vyuce muze ucitel tim,
kdyz bude vyuzivat pouze aplikace fungujici v libovolném prohlizeci na
mobilnim telefonu. Jinak mohou ucitele snadno zaskocit technické
problémy, jako se o né napr. podélila ve své praci Jahodova Berkova
(2017) pri zkousSeni nové platformy Maple T.A., coZ je LMS systém pro
procvic¢ovani, zkouSeni a hodnoceni studenti. Béhem experimentu
toho zdkim ale mnoho nefungovalo. Mé¢li kupi. problémy se
zobrazovanim odpovédi, pokud pouzili editor rovnic. Takze pii
testovani pocditacového systému nakonec paralelné zapisovali vysledky
i na papir. Navic méli problémy s ¢eskymi znaky a chybéjici podporou
a dokumentaci. z vlastnich zkuSenosti a mapovani omezeného okoli
zdroju, avsak bez podepreni daty, se ukazuje, ze drtiva vétsina studentt
prichazejicich na vysoké sSkoly nema znizSich stupna zkuSenost
samostatné prace se systémy dynamické geometrie nebo pocitacove
algebry, smysluplné pouzivani funkci v Excelu patii spise
k nadstandartnim dovednostem ¢eskych maturanti.

5.4. Pocitacové simulace

S rozvojem a dostupnosti techniky se vyznamné méni icharakter
amoznosti statistiky jako oboru. k maximalnimu vyuziti jeho
potencialu je vSak zapotifebi ménit ikurikulum statistiky jako
vyucovaciho predmétu. Chance et al. (2007) upozornuji na zmény ve
vyuc¢ovaném obsahu iformdatu vyuky jako takové a zminuji priklady
efektivniho vyuziti ICT ndstroji jako automatizace vypoc¢tl, diiraz na
analyzu dat, vizualizaci abstraktnich konceptu, feSeni problému
realného svéta a jejich simulace.

Tak jako otevrely dvere novym metodam statistiky pravé pocitacové
simulace, osvédcuji se i ve vyuce. Presnéji se jejich prinos snazili ovérit
Jaakkola a Nurmi (2008). Rozdélili 66 zaku zadkladni Skoly podle
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vysledku v pre-testu do tfi rovhocennych skupin, u kterych byla poté
¢ast vyuky fyziky vedena tfemi riznymi pristupy: pocitacové simulace,
laboratorni cvi¢eni a kombinace simulace-laborator. Jejich vysledky
ukazuji, Ze kombinace vyucovani simulacemi a pomoci laboratornich
cviceni dosahovala statisticky vyznamnych rozdild pii plnéni cila
vyuky nez oba pristupy samostatné a také nejefektivnéji podporuje
konceptualni porozuméni. Zatimco mezi simulacemi samotnymi
a laboratornim cvi¢enim nebyly zjiStény zadné statistické rozdily.

Priklad uspésné integrace simulaci do kurzu uvodu do statistiky
nabizi Chance a Rossman (2006). Autori pouZzivaji k pribliZeni teorie
pravdépodobnosti, pochopeni pojmu rozdéleni pravdépodobnosti
a srovnavacich testt kombinaci maker statistického software MiniTab
a specialné navrzenych apletti s odkazy na né. Mezi doporuceni pro
jejich implementaci radi také diraz na propojeni hmatatelnych
simulaci s témi pocitacovymi, aby nevznikal pro studenty dojem “Cerné
skrinky”. Takové riziko hrozi praveé pii vyuzivani apleta a pracovnich
listd, ve kterych jsou simulace predem pfipraveny a zakam
neservirovany po stisku tlacitka.

Vyukou stochastiky na ZS se zabyvala Hajkova (2015). V souvislosti
s badatelskym pristupem uvadi dobré zkusSenosti se zasazenim
pocitacovych simulaci do vyuky matematiky na ZS a na nasledujicim
obrazku (ktery byl pouzit sjejim laskavym svolenim) demonstruje
vyuziti programu GeoGebra jako simulatoru hodu dvéma kostkami.

0 sy (Shift + tahnout)

Obrazek 4: Ukazka simulace hodu dvéma kostkami v GeoGebre
(Hajkova, 2015).
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V tomto jednoduchém prikladu zaci do tabulkového procesoru nechaji
pocita¢ vygenerovat radové tisice pseudonahodnych C(cisel, ktera
simuluji vysledky nahodného jevu hodu dvéma kostkami. Hodnoty lze
také sc¢itat a dale s nimi pracovat.

V odbornych publikacich lze najit nespocet dalSich prikladd, kdy si
autofi pochvaluji vyuziti simula¢nich metod ve vyuce (Jamie 2002;
Chaput et al. 2011). VétSinou se vSak jednd o nasazeni vramci
vysokoskolskych kurzl, které studentim predkladaji bud predem
pripravené aplety, nebo vyzaduji znalosti matematického software
a pokrocilé programovaci dovednosti (Chance a Rossman, 2006).

Mezi zdsadni kompetence pri vyuce pravdépodobnosti patii mimo
jiné zkuSenost zakl s pozorovanim nahodnych jevi a spravna interpre-
tace vyplyvajicich zavéru. Pro tyto ucely se ve Skolské matematice
nejcastéji pouzivaji experimenty, které souvisi s jednoduchymi pripady
hazardnich her, vybér prvka a jeho redlného Zivota.

Nékteré z nich 1ze ve Skole realizovat snadno, nejcastéji jsou to
hody minci nebo kostkou. Na nékteré problémy takového vyucovani
pravdépodobnosti a nedostatky, které mohou vzniknout $patnym po-
chopenim pojmu, upozortiuje naptiklad Stépankova (2012).

Realné experimenty mohou zaky aktivizovat, ale ¢asto probihaji
s malym poctem opakovani, coz muze mit za nasledek vyrazné od-
chylky od teoretickych vlastnosti nahodnych jevi. Tento problém
odpada pri vyuziti vypocetni techniky, kterd nam umoznuje vykonavat
radoveé miliony opakovani, a tim lépe demonstrovat dany nahodny jev.

Vyznam poctu opakovani pri urceni relativnich ¢etnosti zasazuje do
vyuky Fehér (2015) s vyuzitim simulaci hodd minci a kostek vytvore-
nych v GeoGebre. Poukazuje na problémy se Spatnym pochopenim
vlastnosti ndhodnych jevi kvili odchylkam pri nedostate¢ném poctu
opakovani a vypocitava zavislost pravdépodobnosti relativni odchylky
na poctu opakovani. Tak napt. k urceni pravdépodobnosti p = 0,5
padnuti hlavy na minci s relativni odchylkou mens$i nez 1 % a urcitosti
95 % je zapotiebi aspont 9604 hodu.

Jako priklady nabadajici k prozkoumavani relativnich cdetnosti
téchto ndhodnych jeva na pocitaci nabizi pravé mince a kostky. Vyzdvi-
huje vyhody pocitacovych simulaci pri pozorovani rozdéleni pravdépo-
dobnosti, i kdyZ je prfimy vypocet narocny, ¢asové piilis zdlouhavy,
nebo od zakt vyzaduje nezndmé teoretické védomosti. Nicméné Zaci se
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nachazi pouze v roli pasivniho pozorovatele ve vétsiné fazi badani podle
Linn et al. (2004) uvedenych ve druhé kapitole. Nepifedpoklada se jejich
dovednost samostatné vytvorit tyto simulatory, neni na to v ¢asové
dotaci prostor. Zaci jsou tedy omezeni na hodnoty vybrané ucitelem,
chybi jim ptimy prozitek z vlastni simulace a nemohou prozkoumavat
charakteristiky jevi, které je zaujmou a sami si je vyberou.

5.5. Metoda Monte Carlo

Monte Carlo je trida algoritmu reSicich matematické ulohy pomoci
modelovani ndhodnych veli¢in, simulace velkého mnozstvi
experimentti zaloZzenych na téchto modelech aodhadu jejich
charakteristik statistickymi metodami. Na pocitaci l1ze snadno vytvaret
algoritmy pouzivajici generdtory pseudondhodnych cisel k simulaci
systémi a zkoumani jejich vlastnosti. Tyto postupy nachazi Siroké
uplatnéni v mnoha stochastickych metoddch a pouziti v oblastech
fyziky, chemii, vypocetni technice, mediciné a dalSich.

Moznou podtridu Monte Carlo algoritmu tvori tzv. Markovovy
retézce. Markov Chain Monte Carlo (MCMC) jsou procesy, jejichz
stacionarni rozdéleni se rovna cilovému rozdéleni. Zretézenim
jednotlivych krok, které berou v uvahu ,zpétnou vazbu”, lze simulovat
pravdépodobnostni rozdéleni, ktera nejde snadno generovat. Pro
potreby této prace neni rozliSovani obou terminu zasadni.

Za predchtdce metody je nékdy povazovana tzv. Buffonova jehla,
uloha zroku 1777, kterou vymyslel francouzsky matematik Georges
Louis Lecrerc de Buffon. Pri této uloze 1ze pomoci experimentu, ktery
spoc¢iva vopakovaném hazeni jehly na kus papiru srovnobéznymi
linkami urcit pfibliZnou hodnotu m z pravdépodobnosti, Ze jehla
dopadne na nékterou z linek.

Prvni skutec¢né vyuziti metody Monte Carlo je pripisovano Johnu
von Neumannovi a Stanislavu Ulamovi, ktefi pfi vyvoji atomové bomby
zkoumali chovani neutront pfi prichodu latkami. Kdyz potrebovali
urcit procento neutronu, kterym se podafilo uniknout z nadrze vody,
simulovali srdZky neutronu s atomy vodiku pomoci rulety rozdélené na
sto poli¢ek (odtud ndzev podle mésta v Monaku, zndmého jako centrum
hazardnich her). Von Neumann a Ulam védéli, Ze k pohlceni neutronu
dochdzi primérné vjednom ze sta pripadi. Jediné ze vSech policek
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jejich rulety tedy predstavovalo srazku, pri které doslo k pohlceni
neutronu, v ostatnich pripadech neutron pokracoval ve svém pohybu.

Pomalu, ale stale a postupné roste pocet obort vysokych skol, které
do svych studijnich plant zarazuji i pouziti metod Monte Carlo. Jsou to
témer vSechno skoly technického zaméreni (Drimal et al. 2006; Virius
2010; Krejsa 2012 adalsi) atéma nejcastéji vede kreSeni
vicerozmérnych urcitych integralti. Zastoupeni na pedagogickych
oborech a potazmo zasazeni do vyuky pravdépodobnosti na nizsich
stupnich je pouze okrajové a spise vyjimecné.

Pro potieby pedagogického vyzkumu lze pii vyuziti metody Monte
Carlo rozliSit faze, které takovy postup obvykle zahrnuje, jak je
navrhuje Plocki (2007) alze vnich opét identifikovat faze procesu
badani béhem BOV:

e konstrukce teoretického simula¢niho modelu
e urcCeni zpusobu, kterym bude tento model pomoci generatoru
pseudondhodnych cisel realizovan
e identifikace parametru (charakteristiky), ktery chceme
odhadnout
e sbér a zpracovani statistickych tdaji vhodnymi nastroji
e urcCeni hodnot parametru (charakteristiky) ze ziskanych udaja
e interpretacni faze
O vyuziti metody Monte Carlo se studenty pedagogické fakulty a zaku
gymnazia pri vyucovani pravdépodobnosti se pokusila napr. Pécsova
(2014). Poukazuje na problémy zakt ve fazi realizace vypocta
a dedukce, presto popisuje pri zarazeni danych probléma rozvoj
stochastickych kompetenci, jako jsou schopnost prekladat prakticke
problémy do jazyka matematiky, navrhovani simulaci, sbér
a organizace statistickych udaja a formulace usudkt typickych pro
stochastiku.

VyuZziti programovani pii vyuce pravdépodobnosti pomoci simulace
metodou Monte Carlo na stfedni $kole uvadi Stépankova (2012). Vy-
brané priklady zvysledkti simulaci porovnavaji pravdépodobnosti
prvni nenulové cifry ndhodnych ¢isel na intervalu (0, 1) s prvni nenulo-
vou cifrou podilu dvou takto vybranych ¢isel. Simulace v této studii
jsou zaky vytvareny v prostiedi Blue] (jazyk Java). Podle zkuSenosti
autora této disertacni prace ale nejsou obdobnd profesionalni
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programovaci prostfedi primeérnymi zaky dostatecné pristupna
a akceptovatelna.

Reseni problémt metodou Monte Carlo v tabulkovém kalkulatoru MS
Excel u studentti vysokych Skol zkoumal Gubo (2015). Jako priklady
uvadi testovani generatoru pseudondhodnych disel funkce ,Nahcislo”
(angl. Rand) v Excelu, pomér poctu padnuti jedné strany mince k poctu
vSech hodu (viz obrazek 14), Browntv pohyb, odhad Ludolfova ¢isla
aodhad jednorozmérného a dvojrozmérného wurcitého integralu.
VSechny pouzité obrazky v této praci jsou vlastni reprodukci problémfi,
neni-li uvedeno jinak.

Princip metod MCMC pri praci v tabulkovém procesoru spociva v gene-
rovani ndhodnych ¢isel do jedno-¢i vicerozmérné tabulky. Cisla na
kazdém radku tabulky vétSinou predstavuji zménu stavu modelu
v daném kroku Markovova retézce. z tabulky se potom dopocitavaji
konkrétni hodnoty stavi. Na rozdil od prostiedi s programatorskym
pristupem, které vyuzivaji rizné druhy opakovani (cykly) a proménné.
Vysledek 1ze i snaze krokovat a animovat.
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Obrazek 14: Pravdépodobnostni modely nahodnych veli¢in mohou
dosahnout svého ekvilibria az po mnoha tisicich krocich. Hodnoty po
prvnich stovkach opakovani jsou nezridka velmi zkreslené jako pri této
sérii hodu minci v MS Excel.

Simulace Brownova pohybu neni ulohou na odhad néjaké hodnoty, ale
muze slouzit klepSimu pfiblizeni principu tohoto fyzikalniho déje
a jeho vizualizaci. Obrazek 15 predstavuje reSeni ve Scratchi inspiro-
vané ulohou ze zminéného prispévku (Gubo 2015). Na rozdil od modelu
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v tabulkovém procesoru je mnohem snazsi pridavat nebo ubirat pocet
¢astic a ménit ladici parametry modelu. Praci ve Scratchi toto velmi
usnadnuje koncept klonovdni. Sta¢i nadefinovat vlastnosti jednoho ob-
jektu aten lze spustit v mnoha klonech (instance daného objektu),
které se chovaji autonomné.

V tabulkovém procesoru neni pro zaky jednoduché vytvofrit napr. sto
tisic radkl pro néjaky odhad nebo provadét opakované prepocet listu
avysledky automaticky ukladat. Presto ma napr. i uloha na odhad
Ludolfova cisla reSena v Excelu na obrazku 16 své opodstatnéni.
Ukazuje zaktm jiny zpusob vyuziti pocitace, zajimavou aplikaci
matematickych dovednosti a ma cenu jim ji predlozit.

Ke generovani pseudonahodnych cisel v Excelu lze vyuzit pfimo

k tomu urceny ndastroj, ktery lze najit v nabidce postupné programu na
karté: Data > Analyza > Analyza dat > Generator pseudonahodnych
¢isel. vném lze vytvaret sady nahodnych c¢isel s vybranym rozdélenim
(vnabidce je rovnomérné, normdlni, Bernoulliho, binomické
Poissonovo, diskrétni) a ménit jeho parametry. Nastroj pak do vybrané
oblasti vlozi hodnoty az na 32 tisic radku.
Pii reSeni v tabulkovém procesoru je undhodnych souradnic bodua
vyhodnéjsi zlistat na intervalu (0;1). stim souvisi trochu odlisny
pristup k uloze, nez pri zpracovani ve Scratchi (viz obrazek 13), kde je
kruh cely, a ne jeho ¢tvrtina. Na obrazku 13 je navic vidét pristup, kdy
pozorovaci okno simulace presahuje hranice zkoumané oblasti, a data
z tohoto presahu jsou zahozena.

To je jedna ze zadkladnich technik zlepSeni nezavislosti modela
(Illian et al. 2008). Simulované modely totiz mohou velmi c¢asto trpét
raznymi okrajovymi efekty, pri kterych je hustota bodt pri okrajich
okna nepatrné vyssi nebo nizsi nez v jeho vnittku. Obecné vhodny je
tento pristup i k odstranénim problému s krajnimi hodnotami genera-
tora a s limitnimi pfechody. Realizace tohoto pristupu v tabulkovém
prostiedi vyZzaduje komplikovanéjsi vypocty a miZe byt nabidnuta
spiSe jako roz$irujici varianta pro rychlejsi zaky.
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Obrazek 15: Simulace Brownova pohybu ve Scratchi. Deset castic
a jejich padesat ndhodnych kroku.

Vyuzitim Scratch se oteviraji zajimavé aplikace matematiky pro badani
mnohem mladsSim zakim nez doposud. Obrazek 17 ukazuje klicova
mista v programu ve Scratchi, ktery resi ulohu odhadu hodnoty =
metodou MCMC. Diky blokim pro vnimdni (,dotykas se...”), které
prostfedi Scratch obsahuje, zde odpada matematika analyticke
geometrie a simulace je mozna i na druhém stupni zakladni Skoly.

A B C D E F G H J K L M
X ¥ vzdalenost v kruhu
0,30563 0,62462 0,69538 v kruhu 796
0,64579  0,6096 0,88806 celkem 1001
0,19904 0,37676 0,4261
0,56662 0,13785 0,58315 odhad Pi 3,18082

0,99642 0,03206 0,99693
0,94703 0,24025 0,97703
0,83088 0,01386 0,83099
9 0,65366 0,42347 0,77885
10 0,63054 0,67626 0,92462
11 0,96217 0,90149 1,31851
12 0,65081 0,20618 0,68269
13 0,23576 0,93097 0,96036
14 0,31719 0,44591 0,54722
15 0,37896 0,92822 1,0026
16 0,94198 0,81234 1,24388
17 0,71086 0,94815 1,18503
18 0,37606 0,82024 0,90234
19 0,73962 0,24781 0,78003
20 0,34118 0,71637 0,79347
21 0,60083 0,06728 0,60458

odchylka -0,03923
relativni odct  0,01249

® N B W=

e i = R = = N e i = N e e R e A i e i i

Obrazek 16: Odhad cisla 7 v Excelu metodou MCMC ,hazenim na terc”.
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nastavxna nahodné Cislo od @ do @
nastavyna nahodné Eislo od @ do @
zméi thrown »+ o °

kdyz dolykaSse circ» ? _fiak

zmén circle v o o

nastav Piestimation+ na cdrcle / square

mBi square v © o nastav Piestimation v na Pi estimation o

jinak bublina | Pi estimation

kdy7 dotykaSse sq -« ? _fak

ZMEn square + O o

Obrazek 17: Fragmenty zdrojového koédu ve Scratchi pii odhadu
hodnoty m pomoci simulace. Vlevo virtualni hod Sipkou, ktery lze
snadno opakovat. Na velikosti ¢tverce nezalezi. Vpravo aproximace ze
ziskanych hodnot.

66



6.CIL VYZKUMU, VYZKUMNA OTAZKA

6.1. Cil prace

Hlavnim cilem prace je prozkoumat, zda by zaclenéni simulaci
nahodnych mnozin do vyuky badatelskym pristupem mohlo néjakym
zpusobem prispét ke zméné vnimani predmétu pravdépodobnost a
statistika u zaka gymnazia.

6.2. Vyzkumna otazka

e Jak ovliviiuje vyuziti simulaci nahodnych mnozin v badatelsky
orientované vyuce vnimani a postoje gymnazistd k predmétu
pravdépodobnost a statistika?

Jelikoz se jednd o vzdélavaci obsah tradi¢né urceny jen pro uzky okruh
obort vysokych Skol, je nezbytnou soucasti vyzkumu problém
didaktické rekonstrukce tématu simulace bodovych procest a jeho
zasazeni do vyuky pro uroven stiedni Skoly. Tento problém generuje
sekundarni vyzkumnou otazku:

e Jaké konkrétni cile maji byt stanoveny ve vzdélavacim obsahu
simulaci nahodnych mnozin uzptiisobeném pro gymnazium?
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/. METODOLOGIE

Vzhledem k povaze cile a vyzkumnym otdzkdm byl vyzkum veden
smiSenym pristupem a probihal v nékolika fazich. Kvantitativnimu
hodnoceni vlivu simulaci ndhodnych mnozin na vhimani a postoje zaka
gymnazia k predmétu pravdépodobnost a statistika musela pfedchazet
kvalitativni didakticka rekonstrukce daného vzdélavaciho obsahu.

7.1. Design vyzkumu

JelikoZ vyzkum a jeho produkty maji byt zaroven prakticky aplikovany
ve vyuce, byl za hlavni vyzkumnou metodu zvolen konstruk¢ni vyzkum
(Reeves 2006; Trna 2011), angl. design-based research, design research
nebo educational design research. Konstrukéni pristup zaujima
v modernim didaktickém vyzkumu svou vyznamnou roli pfedevsim
tehdy, pokud je cilem vyzkumu nejen objevovani novych poznatku, ale
i vyvoj novych konkrétnich postupt nebo nastroju pouzitelnych v praxi
prirodovédného vzdélavani (Trna 2011; Ellederova 2017). Trna a Trnova
(2014) oveérili vpraxi efektivitu modelu konstrukéniho vyzkumu
upravenou pro komponenty BOVM. Vychazeji pfitom z teoretického
modelu (Reeves 2006), ktery tuto vyzkumnou metodu charakterizuje
jako cyklus ¢tyr fazi - analyza praktickych problémt vyzkumniky
a praktiky, vyvoj feseni s teoretickym rdmcem, hodnoceni a testovani
reSeni vpraxi adokumentace areflexe k produkci konstrukénich
principtl. v souladu s Reevsovym schématem jsou etapy konstrukéniho
vyzkumu této prace uvedeny niZze. Dodejme jeSté, Ze existuje vice
moznosti ¢eského prekladu terminu design-based research, ekvivalent
konstrukéni vyzkum a nazvy pojmenovani jednotlivych etap tato prace
prebird podle Trny (2011):

Etapa 1: Analyza praktickych problému vyzkumniky a praktiky

Cilem vyzkumu je najit mozné vlivy simulaci ndhodnych mnoZin
pristupem BOV na postoje zdki gymndazia k predmétu
pravdépodobnost a statistika. Problémem na poc¢atku vyzkumu ale byla
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uplna absence samotnych materialt a cilti vzdélavaciho obsahu tématu
simulace ndhodnych mnozin pro Zaky na stfedni Skole. Proto byla jako
prvni fazi vyzkumu zvolen jako dil¢i cil didaktické rekonstrukce
vhodnych konceptt vzdélavaciho obsahu oboru simulace a analyzy
nadhodnych mnozin pro troven stfedni §koly. Re$eni by mélo zahrnovat:

e Stanoveni cili, metod a formulace nosnych myslenek pro pripravu
BOV transformovaného kurikula.

e Didaktickd redukce vhodnych vzdélavacich obsahu a jejich
didakticka transformace s ohledem na moznosti a potieby zaki,
pozadavky definované v kurikuldrnich dokumentech a ostatni
Cinitele ovliviiujici vzdélavaci proces.

Uvedeny cil ssebou nese podotazky, na které se prace pokousi
odpovédét:

e Do jaké trovné jsou zaci gymnazia schopni vytvaret jednoduché
modely prostorovych bodovych procest? Jakych vysledkt
dosahnou béhem tri vyucovacich hodin?

e Jaké dovednosti a znalosti zaka jsou nutné pro zasazeni tématu
simulace ndhodnych mnozin nezbytné a které z nich budou zaci
schopni spontanné aplikovat?

e Jaké strategie feSeni problémut se mohou v pribéhu vyuky objevit?

e Jaké nové role mohou hrat informacni technologie v badatelsky
orientované vyuce pravdépodobnosti a statistiky?

e Jakych chyb se zaci budou dopoustét?

e Které ¢asti vybraného modelu statistického mysSleni takova vyuka
ovliviiuje? Jak je rozviji? Které jsou zcela opomijeny? Ve kterych se
prolina s klasickym pristupem?

Etapa 2: Vyvoj feSeni s teoretickym ramcem

Teoreticky rdmec feSeni problému tvori didakticka rekonstrukce
(Knecht 2007). Pristup k rekonstrukci vychazi z poznatka o badatelsky
orientované vyuce, vyuziti technologii ve vyuce matematiky a
statistickém myS$leni. Didaktickd rekonstrukce vzdélavaciho obsahu
simulaci ndhodnych mnozin probéhla v nékolika zpétnovazebnich
smyckach a pti samotném vyvoji feSeni problémi bylo vyuZito nékolika
metod. Mezi né patii didaktickda analyza materiald a poznatka
ziskanych pri studiu ndhodnych mnozin (Kopecky 2012) a odhadu
parametra cluster procestt Bayesovou metodou (Kopecky a Mrkvicka
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2016), vymysSleni interaktivnich pomiuicek (Kopecky 2014), uloh
a jednoduchych postupti. Dals§i postupy zahrnovaly opakované
modelovani rozli¢nych ndhodnych mnoZin v riznych prostiedich DGS,
CAS a programovacich jazycich a diskuze s experty na nahodné procesy
o vhodnych poznatcich a modelech pouzitelnych ve vyuce.
Predvyzkum zahrnoval zejména strukturovany rozhovor se zdkem
devaté tridy, zucastnéné pozorovani v hodindch informatiky Zzakt
2. ro¢nikt gymnazia a analyzu jejich praci. Vyvoj reSeni je detailnéji
popsan v nasledujici samostatné podkapitole. Re$eni by mélo
zahrnovat konkrétni cile zjednoduSeného vzdélavaciho obsahu. Pro
jejich prezentaci je vyuzita klicova struktura vyukové metody
Ambiciézni zaci (Ginnis 2017). Ta byla vybrana, protoZze umoziuje
sdilet v prehledné formé vyukové cile diferenciované podle
individualnich schopnosti Zakt a pfitom jim poskytuje moznost volby.

Etapa 3: Hodnoceni a testovani feSeni v praxi

Hlavnim nastrojem pro meéreni vlivu navrzeného vzdélavaciho obsahu
byla zvolena metoda sémantického diferencidlu. Ten zahrnuje
dotaznik, jehoz kazda otazka obsahuje hodnoceni na stupnici pro razné
pary slov, napriklad "Priroda: uzite¢ny - zbyte¢ny", "Priroda: pomaly -
rychly” atd. Ke zjisténi, zda existuji statisticky vyznamné rozdily mezi
odpovédmi kontrolni a testované skupiny pro nékteré kombinace slov,
bude provedena statistickd analyza odpovédi Zakti obou skupin formou
dvouvybérového t-testu pro nezavislé vzorky, ktery je vhodny pro
porovnani dvou skupin. Pro kazdou kombinaci slov bude tedy proveden
t-test s vyhodnocenim, zda jsou rozdily mezi skupinami statisticky
vyznamneé.

Vyzkum byl realizovan ve dvou specifickych tfidach: v prvnim
ro¢niku ctyrletého gymnazia a v kvinté osmiletého gymnazia Jifiho
Ortena v Kutné Hofe, a to v prubéhu roku 202. Vybér vyzkumného
vzorku byl ovlivnén moji roli ucitele informatiky a zahrnoval ty tfidy,
kde jsem vyucoval. Kazda trida byla rozdélena na dvé skupiny -
kontrolni a experimentdlni - pricemz kazda skupina byla vedena
raznym vyucujicim.

V experimentdlni skupiné studenti absolvovali zakladni kurz
programovani v jazyce Scratch, po némz nasledovaly dva specidlné
navrzené vyukové bloky zamérené na simulaci ndhodnych mnozin.
Tento obsah byl vyvinut na zdkladé predeslych vyzkumnych zjisténi.
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Vhodnost a efektivita daného kurikula byla prabézné ovérovana riznou
formou. Mezi hlavni prostfedky patifi zminény strukturovany rozhovor
s Zakem devaté tridy a analyzu produktt zakt vytvorenych v hodinach
vénovanych tématu ndhodnych mnozZin na stejné Skole ve druhé fazi.
Jednotlivé metody, prostrfedky a konkrétni ukazky prace Zakl jsou
uvedeny dale.

Po ukonceni vyukovych blokd obé skupiny studentd - jak
experimentalni, tak kontrolni - vyplnily dotaznik sémantického
diferencialu. Cilem bylo zhodnotit a porovnat jejich postoje a vhimani
pravdépodobnosti a statistiky v kontextu zavedeného vyukového
programu. Zavérecny dotaznik byl pripraven prostrednictvim modulu
Dotazovdni LMS Moodle prislusného kurzu. Ten dovoluje odpovédi
respondentt snadno sbirat a exportovat pro prevod do trojrozmérné
matice odpovédi, ve které je skore hodnoceni pro vSech jedenact dvojic
slov u vSech deseti slov pro kazdého zaka. Vysledky jsou zpracovany
v software Wolfram Mathematica, nékteré z grafickych vystupt jsou
upraveny v MS Excel.

Vypoctené hodnoty nelze brat dogmaticky a prisuzovat jim
pfehnany vyznam, muZeme je vSak chapat jako zpusob méreni
vzdalenosti na mapé sémantického prostoru a s témito cisly dal
nakladat. Tato metodika umoziuje pfimé porovnani vlivu vyukovych
pristupt na vnimani a postoj studentu k predmétu, zatimco kontrolni
skupina poskytuje referen¢ni ramec pro hodnoceni efektivnosti
zavedenych metod. VSichni ucastnici byli svyzkumem dopredu
seznadmeni a s ucasti souhlasili.

Etapa 4. Dokumentace a reflexe k produkci ,konstrukénich
principu”

Posledni faze konstrukéniho vyzkumu se vraci kpavodnimu
vyzkumnému problému a snazi se zjistit, jaky vliv miiZe mit simulace
ndhodnych mnozin svyuzitim navrZzeného vyukového obsahu na
vnimani pravdépodobnosti a statistiky. Zdkladem pro reflexi jsou data
ziskana ve treti etapé a jejich uvedeni do souvislosti. z dat ziskanych
sémantickym diferencidlem jsou pro kontrolni i testovanou skupinu
vypocitdny praméry vSech hodnot na Skale vzdalenosti pojma pro
vSechny trojice slov (pojem a dvojice adjektiv). Rozdil hodnot obou
skupin je poté urcen jako index zmény. k porovnani, zda se vysledky
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meéfeni kontrolni skupiny néjak statisticky vyznamné 1isi od vysledku
meéfeni testované skupiny, je na data z odpovédi zaka pro kazdou
kombinaci slov pouzit dvouvybérovy t-test.

Diskutovany budou téZ poznatky z pozorovani a analyzy vyslednych
praci Zaku je ve finalni ¢asti této kapitoly téZ provéreno naplnéni vsech
¢tyt stupniti u¢ebniho procesu podle modelu statistického mysleni Ben-
Zvi a Friedlander (1997) azobecnéni vysledkll vyvijenych postupt
a nastroju.

7.2. Didakticka rekonstrukce

Poznatky o badatelsky orientované vyuce, vyuziti technologii ve vyuce
a statistickém mysleni uvedené v této praci poskytuji teoreticky ramec
pro samotnou didaktickou transformaci. Didakticka rekonstrukce je
termin oznacujici teoreticky pristup k problematice didaktického
zprostfedkovani ucdiva zaktim, ktery odkazuje na spolecné prvky
konceptti didaktického didaktické analyzy azjednoduSeni (Hering
1958), didaktické redukce (Hauptmeier et al. 1975), didaktické transfor-
mace (Mohlenbrock 1982) nebo didaktické rekonstrukce (Kattmann et
al. 1997; Jelemenska et al. 2003). Didaktickou rekonstrukci lze chapat
v SirSim vyznamu nejen jako model didaktického zprostredkovani
vzdélavacich obsahti, ktery do procesu jejich zjednoduSeni zapojuje
nejen zkracovani odbornych poznatkt, ale také moznosti a potieby
zaku, pozadavky kurikularnich dokumentt (Knecht 2007). z jednotli-
vych definic navrhuje model zprostfedkovani vzdélavacich obsaht,
ktery je zalozen postupné na didaktické analyze, redukci, transformaci
a rekonstrukci. Zaroven vSak jednotlivé faze probihaji v cyklech, navza-
jem se ovliviiuji a nelze je vzdy striktné oddélovat. Proménnymi
v tomto modelu jsou védecké poznatky, vzdélavaci obsahy, kurikulum
a samotné ucivo, které mohou byt na danych vrstvach ovliviiovany
védci, didaktiky, uciteli i zaky. Tento model je vychodiskem pro proces
didaktickeé rekonstrukce v tomto vyzkumu.

Ve fazi didaktické analyzy a didaktické redukce tématu simulace
ndhodnych mnozin dochazi k vybéru uciva teorie nahodnych mnozin
a jeho zjednoduseni s ohledem na cilovou skupinu zaku stifednich skol.
Jde predevsim o vybér samotného vzdélavaciho obsahu, odivodnéni
jeho vyznamu pro soucasnost ibudoucnost zakd, jeho vSeobecné
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platnosti a vécnych souvislosti s vyuc¢ovanym predmétem. Hlavnim
cilem vzdélavaciho obsahu vytvareného kurikula je modelovani situaci
redlného svéta (simulace nahodnych mnozin). zpohledu uciva
a kompetenci vzdélavacich programt by mél vybrany vzdélavaci obsah
na zakladé prace s daty vraznych interpretacich a vjejich analyze
zakim nabidnout prostor probadat vlastnim zptsobem koncept
pruméru, rozdéleni pravdépodobnosti, algoritmicky pristupovat
k tabulce ¢etnosti a vypoctu z danych hodnot, vytvaret vlastni definice
téchto pojmu a uvadét jejich mozné vlastnosti.

Ambicidézni Zaci

Ambiciézni Zdci je nazev metody, kterou uvadi Ginnis (2017). Tuto
metodu jsem zvolil na zakladé dvou hlavnich dtvoda. Prvnim divodem
je, ze metoda se mi osvédcila v podpofe zaku ve snaze o zlepSeni a
postupném zvysSovani urovné dosazenych vysledku. Tato podpora je
realizovana prostrednictvim diferenciace a adaptace vyuky k riznym
stylim uceni. Druhym dtvodem je, ze metoda nabizi pevnou strukturu,
diky které bude vysledny konstrukt dobre ilustrovdn a prezentovan
srozumitelné a prehledné. Zaméruje se na stanoveni tii urovni cila
uceni, pricemz minimalni cil je nutny pro zakladni prvky pfedmétu a je
ocekavano, Ze ho dosdhnou vsichni zaci. Dalsi dvé trovné jsou navrzeny
tak, aby zaky vyzvaly k dosazZeni vyssich vysledku. Ucitel pak nabizi
zaklim ruzné ucebni, diikazni a smyckové aktivity pro kazdou z téchto
tri urovni, aby mohli dosahnout co nejvyssi urovné uspéchu.

Tento pristup vyZaduje, aby ucitel poskytl podporu zakam, kteri
potrebuji pomoc, a zajistil, Ze ma dostatek informaci o tom, co zaci umi
a co potrebuji zlepsit. Od zakl oc¢ekava, ze budou pracovat nezavisle na
uciteli. Pomoci jim k tomu m4d jasné danda struktura, ktera mize mit
podobu tabulky, mysSlenkové mapy, viceuroviiového seznamu apod.
shrnuti uvedenych informaci v prehledné podobé. Uvedené tabulky lze
tedy bez dalSich uprav vyuzit prfimo ve vyuce, kdy zakum poskytuji
utridény obraz jejich cesty dvéma vyukovymi bloky a mohou slouzit
jako zdroj informaci a rozcestnik odkazl. Zaroven zkracené sumarizuji
navrhované kurikulum a pojmenovavaji konkreétni cile, mozné aktivity
vedouci k nim a zpuasoby, jak ovérit dany stupen porozuméni. Tento
pristup podporuje Zaky, aby se zlepSovali stoupanim po Zebricku

74



dosazenych vysledkd, pomaha v kladeni vysSich cili a umoznuje jim
dosdahnout osobniho maxima.

7.3. Metoda sémantického diferencialu

Je pomérné znamo (Hewstone a Stroebe 2006), Ze pokud jeden predmét
nebo pojem hodnoti vice jedinct, kazdy z nich ho vnima trochu (nékdy
i velmi) jinak. Kromé spole¢ného kulturniho vyznamu (denotace) ma
kazdy pojem dalsi, vedlejsi vyznamy (konotace), které charakterizuji
jednotlivé hodnotitele. Sémanticky diferencial (SD) je typ hodnotici
Skaly urcené k méfeni konotativhiho vyznamu predmeétd, udalosti
a pojmu. z konotaci se odvozuje postoj k danému objektu, udalosti
nebo pojmu.

Teorie sémantického diferencidlu Charlese E. Osgooda byla aplikaci
jeho obecnéjsiho pokusu o méreni sémantiky neboli vyznamu slov,
zejména pridavnych jmen, a jejich referenc¢nich pojmua (Osgood et al.
1975; 1957). Respondent je pozadan, aby na Skale mezi dvéma
polarnimi pfidavnymi jmény (napriklad: ,pfiméreny - nepriméfeny”,
.dobry - zly" nebo ,vzdcny - bezcenny”) zvolil, v jakém postaveni se
nachazi. Sémantické diferencialy lze pouzit k méreni nazoru, postoju
a hodnot na psychometricky kontrolované skale.

Metoda sémantického diferencidlu se jako jedna z mala psycho-
sémantickych metod (slovni asociace, testy nedokonc¢enych vét apod.)
pouzivanych v psychologii ¢astéji objevuje i v pedagogickém vyzkumu
(Chraska 1995; Sery a Binterova 2012; Klement et al. 2015). Ukazala se
jako dostate¢né spolehlivy nastroj pro rizné ucely vyzkumu s validnimi
vysledky. Je lehce adaptovatelnd ainformacni technologie nabizi
rychly a nenaroc¢ny zpusob, jak ji realizovat.

Vlastni sémanticky diferencial se sklada z urc¢itého poctu skal, které
maji obvykle sedm bodu. Kazda skala se svym vyznamem vztahuje
k jednomu z faktort. Koncové body $§kaly oznacuji vzdy jeden pol
daného faktoru (napif. pro hodnoceni pifijemné - neprijemné, pro
potence snadné - obtizné a pro aktivitu rychlé - pomalé). Respondenti
maji na Skale urcit, jak to vnimaji. Ukazka takového dotazniku
pouzitého v tomto vyzkumu pro jeden vybrany pojem je na obrazku 18.

Sémanticky diferencial méri kognitivni a emociondlni slozku
postoji (Vyrost a Slaménik 1997), zejména faktor hodnoceni.
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Reliabilita sémantického diferencidlu je vysoka (0,87 - 0,91), validita je
rovnéz vysoka (0,87 - 0,91) (Svoboda 2010).

Nejprve je nutné vybrat pojmy, které chceme hodnotit. Kromé
klicovych pojml pravdépodobnost a statistika byla zvolena také
souvisejici hesla sSkola, algoritmus, internet a budoucnost. k vybéru
byly pridany také referen¢ni pojmy pfiroda, jd, Zivot a ldska. Dal$im
krokem je pak vybér vhodnych bipolarnich pridavnych jmen a volba
poctu bodl stupnice mezi nimi. Zakladnimi dimenzemi sémantického
obvykle hodnocen s ohledem na tyto tii faktory:

1. Faktor hodnoceni

2. Faktor potence

3. Faktor aktivity
V piivodnim sémantickém diferencidlu podle Osgooda zastupuje kazdy
faktor stejny pocet adjektiv. Podle jinych autort vSak neni vzdy nutné
vybirat vSechny tfi faktory. Nékdy staci pouzit jeden nebo dva
v zavislosti na hodnoceném pojmu. Vybér pridavnych jmen by mél
podle Ferjencika (2010) splnovat pozadavky na reprezentativnost
arelevanci. Reprezentativnosti se rozumi skutecnost, ze vybrané
adjektivum relativné jasné reprezentuje pouze jeden z dimenzi séman-
tického prostoru. Relevance znamenda, Ze pridavné jméno by meélo
souviset s hodnocenym pojmem ve smyslu hlediska obsahu. Osgood
vSak naznacuje, Zze mohou byt pouzita irelativné vzdalend piidavna
jména vzhledem ktomu, Ze se jednd o projektivni metodu.
v provedeném experimentu byly zvoleny takové dvojice adjektiv, které
jsou v pedagogicko-psychologickém vyzkumu bézné vyuzivany. Pro
moznost srovnavani jsou u vsech pojmu pouZity stejné dvojice slov.
Tabulka 1 uvadi jejich prehled i s rozdélenim podle tri faktora danych
sémantickym diferencidlem.

Tabulka 1: Dvojice pouzitych adjektiv v dotazniku seménatického
diferencialu rozdélené podle tii zakladnich faktort této metody.

hodnoceni potence aktivita
zbytedny uzitecny slaby silny pomaly rychly
osklivy krasny zastaraly moderni jednotvarny pestry
povrchni hluboky vzdaleny blizky tuhy pruzny
slozity jednoduchy uzky Siroky
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Pro vybér hodnoty mezi bipolarnimi prfidavnymi jmény byla zvolena
zuZzena Cctyrbodova stupnice. Aby se snizilo riziko stereotypniho
hodnoceni, byly nékteré skaly prezentovany tak, aby nebyly vSechny
pozitivni charakteristiky na jednom konci stupnice a vSechny negativni
vlastnosti na druhém konci. Toto obracené potadi u nékterych dvojic je
vzato vuvahu pifi zpracovani vysledk, kde jsou hodnoty pak

prevraceny okolo stiedu.

Priroda

uzitecny
pomaly
silny
jednotvarny
moderni
Jjednoduchy
vzdaleny
krasny
hluboky
pruzny

uzky

O0O00O0OO0O0O0O0OO0OO0
O0O®@®@O0|0|0O|® 0@~

Ol® O0O00O|0O|0 |0 @ |0~

@ O0O0O® 0@ 00|00~

O00|0O0O|®O|® OO |0O|*

zbytecny
rychly
slaby
perstry
zastaraly
slozity
blizky
osklivy
povrchni
tuhy

siroky

Obrazek 18: Ukazka formulare s polozkami semantického diferencialu
pouzitého béhem vyzkumu k vyhodnoceni postoju pro pojem Priroda.
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8.VYSLEDKY

V této casti diserta¢ni prace jsou prezentovany vysledky vyzkumu
v chronologickém sledu, jak jednotlivé faze postupovaly. Inicidlné se
vyzkum zaméfil na didaktickou redukci tématu simulaci ndhodnych
mnozin na uroven vhodnou pro stredoskolské studenty. Proces didak-
tické transformace byl nasledné rozvinut prostrednictvim polostruktu-
rovaného rozhovoru a zuc¢astnéného pozorovani, doplnéného analyzou
praci zaktd. Teprve po téchto krocich bylo mozné kvantitativné vyhod-
notit metodou sémantického diferencialu, jak mtze zaclenéni simulaci
nahodnych mnozin do vyuky s badatelskym pfistupem ovlivnit
vnimani predmeéti pravdépodobnost a statistika.

8.1. Pilotni analyza a didakticka redukce

Simulace bodovych procesti pomaha lépe porozumét slozitym
systémum a procestum, které muze byt obtizné analyzovat jinymi
metodami. Stavaji se stale vice dilezitymi v mnoha oborech vcetné
biologie, telekomunikaci, finan¢niho trhu, meteorologie a dalSich.
Chapat, jak se nahodné procesy mohou vyvijeji v ¢ase a jaké jsou jejich
vlastnosti, maze byt uzite¢né pro budoucnost, kdy budou Zaci celit
problémuim, jez vyzaduji schopnost simulovat a modelovat ndhodné
procesy. Takovym problémum celi v sou¢asnosti i oblasti umélé inteli-
gence a strojového ucdeni. Znalost simulace bodovych procest tedy
muze pomoci zZakiim lépe porozumét tomuto rostoucimu oboru
a pripravit se na budouci prilezitosti v této oblasti.

Z mozného vzdélavaciho obsahu byla pro ucely vyzkumu vybrana
intenzita procesu, simulace homogenniho binomického procesu,
zjednoduSené verze pravidelnych mnozin a mnozin se shluky.
Generator pseudonahodnych <cisel sbinomickym rozdélenim
pravdépodobnosti je pro svou jednoduchou implementaci ve Scratch
pouzity i jako aproximace normalniho rozdéleni, coz 1ze pro dostate¢né
velky pocet nezavislych pokusti podle Moivreovy-Laplaceovy véty. Jak
dale uvadi Knecht (2007), pro naplnéni vzdélavacich cild je nezbytné
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vynechani veSkerych detaila, které jsou podiazené vzdélavacimu
obsahu. Je potieba vybrat pripady, fenomény a situace, které by mély
ucinit zdktim daného stupné strukturu obsahu zajimavou a piistupnou.
Zaroven je zadouci stanovit ,nutné minimum védéni”, ma-li byt
vybrany koncept osvojen. Proto byl ve fazi didaktické redukce pro
podrobnéjsi stanoveni ocekavanych vystupt, jednotlivych metod
vyucovani a uciva pro dil¢i jednotky badatelské vyuky po prvni fazi
vyvoje realizovan jednoduchy predvyzkum formou
polostrukturovaného rozhovoru se zdkem 9. ro¢niku ZS.

Béhem tohoto interview obdrzel zak, budu mu rikat Zdenék,
postupné dva ukoly, které se oba skladaly ze série pripravenych otazek
a poduloh, zamérné pokryvajici SirSi spektrum vytipovanych oblasti
tématu, mezi nimi zejména intenzitu procesu, rozliSovani tri
zdkladnich typu procest, algoritmy simulujici tfi zakladni typy
procesu, absolutni a relativni c¢etnost a pouziti histogramu. Soucasti
byly dva pripravené aplety ve formdatu cdf, opakované generujici razné
realizace vybranych nahodnych mnozin, které byly predmétem
nékterych otazek. Odpovédi byly tazatelem viditelné a doslova
prepisovany do formulare s predepsanymi otazkami tak, aby
respondent mohl pripadné zdznam zpresnit. Zdenék byl zcela primérny
zak, kterému se kratce po problematickém rozvodu rodi¢a zjevné
zhorsil Skolni prospéch. To byl dtvod, pro¢ mé kontaktoval s zadosti
o doucovani matematiky a o pripravu na prijimaci zkousky na stredni
Skolu. M¢li jsme dobry vztah, tak mél motivaci vyhovét mi
srozumitelné odpovidat a snazivé reSit zadané ulohy ipres znacné
mnoZzstvi a naro¢nost otdzek. Nejprve uvedme obé tulohy vcéetné vSech
dopliiujicich otazek:

Uloha 1

Biologové monitoruji rozlehly smrkovy les napadeny Sktidcem. Protoze
neniv jejich sildch zmapovat napadené stromy v celém lese, rozhodli se
v ném nahodné vybrat mensi plochy - pozorovaci ¢tverce o strané 20
metrd - a zpoctu napadanych stromt vnich odhadnout mnozstvi
dreva, které by Slo vytézit, v celém lese. Nasledujici aplet na obrazku 19
zobrazuje pozice zaznamenanych stromil v pozorovacich c¢tvercich.
Prohlédnéte si nékolik vzorku a pokuste se odpovédét na otazky nize.
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dalii vzorek

PoZet bodd 11

SR OO @D S

12345678 910111HI151617181920

Zapisovat podty bodi do grafu &

Obrazek 19: Generator nahodnych mnozin s variabilnim poc¢tem bodi.

e Jakym zptsobem chtéji biologové vypocitat mnozstvi napadeného
dreva vcelém lese? Jaké jsou vyhody anevyhody takového
postupu.

e Jakou metodu byste pouzili vy?

e Jaky je primérny pocet napadenych stromu v pozorovacim okné?

e Jaka je pravdépodobnost, ze bude v dalSim vzorku pravé sedm
napadenych stromui?

e Zatrhnéte checkbox "zapisovat pocty bodd do grafu" (umistén
v apletu pod prohliZenymi vzorky) a nechte si zobrazit alespon 40
dalSich vzorka. Co presné se déje pri zapisovani do grafu?
Pojmenujte osy grafu.

e Zhodnot uvedenych vgrafu vypocitejte pramérny pocet
napadenych stromd v pozorovacim okné. MiuiZete vyuzit
i kalkula¢ku nebo tabulkovy procesor.

e C(Co dalsiho lze z grafu vycist?

e Vypodlitejte relativni cetnosti jednotlivych hodnot. Jaka je
pravdépodobnost, Ze bude vdalSim vzorku pravé sedm
napadenych stromu?

e Zkuste vymyslet a popsat algoritmus, ktery by simuloval
(modeloval) podobné vzorky.
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Uloha 2
Na védecké pracovisté chodi velké mnozstvi vzorkl, které se
zpracovavaji jako bodové procesy. Mezi vSemi se daji vypozorovat jejich
tri zakladni typy. Sledujte vybrané vzorky bodovych procesti v apletu
(obrazek 20 a 21).
e Rozdélte je do tii skupin, pojmenujte a definujte tyto skupiny na
zakladé typickych vlastnosti mnozin.

e Skupina A
e Skupina B
e Skupina C

e Pokuste se vymyslet apopsat algoritmy, kterymi by se daly
jednotlivé typy procesti simulovat pro dalsi védecké badani.

e Navrhnéte metody, které pomoci automatickych vypocta
pomuzou pii klasifikaci jednotlivych vzorki, jestliZze budete znat
konkrétni pozice bodl a vzdalenosti mezi nimi.

V uloze 1 mél nejprve na prikladu stromu smrkového lesa napadenych
skudcem vymyslet a objevovat statistické charakteristiky bodového
procesu v pozorovacim okné a dobrat se svymi slovy k definici hustoty
bodového procesu vjednoduchém apletu, ktery po stisknuti tlacitka
generuje realizace ndhodnych mnozin s danou hustotou 4 = 10 (stfedni
hodnota poc¢tu bodu v pozorovacim okné).

Obrazek 20: Generator ndhodnych mnozin tii zakladnich typu.

Tuto hodnotu napriklad Zdenék spravné odhadl jako ,prumérny pocet

napadenych stromu v pozorovacim okné” aintuitivné si zavedl
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statistiku pro pocet bodu generovanych vzorka. Na otazku ,jaka je
pravdépodobnost, Ze v dalS$im vzorku bude pravé sedm napadenych
stromu?” nejdiiv nedokazal odpovédét, az po predvedeni principu na
prikladu hodu minci a kostky uvedl sviij odhad pomérem ,3 ze 33".
v dalsi fazi vedl rozhovor mimo jiné k seznameni se s histogramem,
k jeho jednoduché manipulaci pomoci apletu a k vlastni interpretaci.

Posledni dotaz znél, aby zkusil vymyslet a popsat algoritmus, ktery
by simuloval podobné vzorky. Protoze Zdenék ve skole neabsolvoval
zadny kurz programovani, podle pifedpokladu nedokazal odpovédét a
zeptal se, co je to algoritmus. Ani po stru¢ném pribliZeni problému a
osvétleni otazky aterminu algoritmus vSak nebyl schopen ulohu
vyresit.

V uloze 2 podobny aplet generoval ndhodné jeden ze tri zakladnich
typi nahodnych mnozin (ndhodn4, pravidelna, se shluky) a Zden¢k mél
za ukol rozlisit tyto tri skupiny a pojmenovat jejich typické vlastnosti.
Nazval je v tomto poradi skupinky (se shluky), rozprostreni (pravidelna
mnozina) anepravidelny proces (ndhodna mnoZina). Roztridéni
a pojmenovani kategorii nepredstavovalo zadny problém, zato ani
v tomto ukolu nebyl Zdenék schopen vymyslet zddnou odpovéd, jak
simulovat tyto procesy na pocita¢i pomoci algoritmu. Nicméné se
zvidavé zajimal o takové feSeni a hlavni principy algoritmt (ndhodna
volba souradnic x ay, materské a dcefiné body clusteru, minimalni
vzdalenost od vSech bodt, aby mohl byt bod prijat apod.) se mu jevily
srozumitelné.
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Obrazek 21: Sekvence mnozin vygenerovanych apletem v tloze 2.

Predvyzkum ukazal, Ze zdkladni mysSlenky simulace nahodnych mnozin
jsou jednoduché a diky konkrétnim realizacim velmi snadno pochopi-
telné i pro Zdka devateé tridy. Coz miiZe podpofrit motivaci, vydat se na
cestu badani ondhodnych mnozinach. Zaroven se potvrdilo, ze
moznost a schopnost si ndhodné mnoziny naprogramovat bude pii
badani zcela zdsadni. Jak je zminéno v uvodni casti kapitoly, tento
piedpoklad lze naplnit uz na zakladni $kole. Zakdm druhého stupné
nedéla problémy vjednoduchém prostiedi pochopit a pouzivat
potiebné zakladni struktury, kterymi jsou cykly, podminky a proménné
(Blaho a Salanci 2011). z moznych prostredi matematickych aplikaci
a programu se jako nejsnazsi pro néjakou implementaci ndhodnych
mnozin (ataké jako nejzabavnéjsi) osvédcil Scratch, vyznacujici se
svym privétivym uzivatelskym rozhranim, ve kterém muze nékomu
skladani bloku pri tvorbé procedur pripominat stavéni z kosticek. Proto
byl zvolen jako vychozi prostiedi. Pro ucelenost dodejme, Ze pii vytva-
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feni kurikula bylo experimentovano i s modelovdnim mnoZin v pro-
gramu GeoGebra, jenz kromé nakresny a algebraického okna nabizi
i tabulkovy procesor a pravdépodobnostni kalkulacku s vybranymi roz-
délenimi pravdépodobnosti. Simulace procestt vném vSak nelze
jednoduse automatizovat, a proto je v ném Zaci nevytvareli. Samotnym
hodindm pozorovanym béhem vyzkumu musi predchazet nékolik hodin
programovani v ramci informatiky.

Za jeden z hlavnich vyukovych cilii rozpracovaného kurikula po
didaktické analyze aredukci vzdélavacich obsaht avédeckych
poznatku v oblasti simulaci bodovych procest je, aby kazdy Zak navrh-
nul avytvoril vlastni sadu algoritmt. Ucebni proces by mél rozvijet
klicové kompetence vzdélavaci oblasti matematika podle RVP pro
gymnazialni vzdélavani - zejména analyzovani problému a vytvareni
planu reSeni, tvorba algoritmu, volba spravného postupu feSeni
problémi ajejich vyhodnoceni vzhledem kzadanym podminkam,
rozvijeni zkuSenosti s matematickym modelovanim a praci s modely,
matematicky model, rozvijeni dovednosti pracovat s riznymi reprezen-
tacemi, rozvijeni geometrického vidéni a prostorové predstavivosti a
v neposledni fadé osvojovani zdkladnich pojmu statistiky a pravdépo-
dobnosti. Badatelské pojeti pomdaha rozvijet dlouhodobé a nadoborové
cile (napft. péstovani kompetence k feSeni problémti, komunikativni,
pracovni kompetence smérujici k posilovani odpovédnosti za vlastni
praci atd.).

S ohledem kuvedenym poznatkiim byl vybran pro dalsi fazi
vyzkumu nasledujici obsah sledovanych hodin. Po kratkém seznameni
s pojmem ndhodnd mnoZina a motiva¢nim obrazkem oznacenych
stromu napadenych vlese, bude ukolem Zzaku jednoducha simulace
ndhodné mnoziny patnacti bodd do ¢tvercového okna, ve které staci pro
body volit ndhodna ¢isla x a y pro jejich soutadnice. Ve spole¢né diskusi
by bylo dale vhodné rozvinout myslenky pro ptidani ndhodného poctu
bodd, predevSim pak sjinym neZ rovhnomérnym rozdélenim
pravdépodobnosti andasledné svij algoritmus patficné upravit.
Druhym sledovanym ukolem ve vyzkumu bude simulace ndhodné
mnoziny bodd se shluky. Vysledky zakovskych feSeni budou
shromazdény k analyze a nasledné didaktickou rekonstrukci rozvinuty
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do vysledné formy vybraného vzdélavaciho obsahu simulaci ndhodnych
mnozin a prezentovany prehlednou formou.

8.2. Prvni studie

Dalsi faze vyzkumu probihala ve druhych ro¢nicich gymnazia (dvé tridy
Ctyrletého gymndazia a jedna tfida osmiletého) v ramci tfi vyucovacich
hodin ve druhém pololeti Skolniho roku v roce 2016, ve kterych jsem
udil informatiku cely rok. Casova dotace predmétu na dané $kole jsou
dvé hodiny tydné. Pozorovanych hodin se zucastnilo celkem 38 zaku,
témto hodindm predchdazelo v ramci bézného rozvrhu Sest vyucovacich
hodin zdkladi programovani v prostredi Scratch. Cilem pripravného
kurzu bylo ziskdni nutnych technickych dovednosti a pouzivani
zdkladnich typa prikaza. Konkrétné byli zaci vedeni Kk orientaci
v prostredi Scratch ajeho souradnicového systému, popisu presnych
postupt libovolnych <¢innosti (vytvareni algoritmt), pouzivani
podminek a cykld, pochopeni a pouziti proménnych, klonovani objektt
a praci s generatorem pseudonahodnych ¢isel. Koncept vyuky vychazel
z vybranych pracovnich listi podle Krejsa (2014).

Po osvojeni zminénych dovednosti bylo stru¢né uvedeno téma
ndhodnych mnozin. Motivaci problému bylo rozmisténi stromu
napadenych kiirovcem na obrazku 22 a simulace takové mnoziny.
Prvnim ukolem bylo sestavit algoritmus pro opakované nahodné
rozmisténi a zakresleni 15 bodu (pocet bodl ve sledovaném okné
muzeme oznacit jako hustotu) do scény prostredi Scratch. Zadani
nedélalo zakam zZadné problémy. VSichni byli schopni prijit na pfirazeni
nahodnych c¢isel x-ové a y-ové souradnice bodu. Po vzneseni dotazu
v nasledné diskusi nad reSenim na konstantni pocet bodl v kazdém
pozorovacim okné Zaci dosli k zavéru, Ze takova situace by ziejmé
neodpovidala skute¢nosti amohli bychom vychazet zrozpéti
pozorovanych hustot a jejich priméru. Byli proto vyzvani k upraveni
svého algoritmu priddnim ndhodného poctu bodud a navodnymi
otdzkami v prabéhu prace byli nuceni uvazovati nad pravdépodobnosti
moznych poctd bodu.
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Obrazek 22: Demonstrace ziskani souradnic sledovanych stromu
v pozorovacim okné z mapovych podkladt mapy.cz.

Vétsina zaku (32 ucastnikt ze 38) se nedopracovala k riznym pravdé-
podobnostem krajnich hodnot a primérného poctu bodl. v kazdé
skupiné se vSak nasli jeden az tfi jednotlivci, kteri do algoritmu
implementovali vice ¢i méné uspésné pokusy tuto pravdépodobnost
ovlivnit. Ukazku zakovského reSeni s vyuzitim vétveni lze vidét na
obrazku 23. Konkrétni reSeni neni prilis idealni, protoze v poloviné
pripadu zvoli prave ¢islo 15 a v druhé poloviné vybird z hodnot od 10 do
20 (mimo 15) opét s rovhomérnym rozdélenim pravdépodobnosti.

P1i vyhodnocovani algoritmt ucitel promital na platno histogramy
ze sta ,losovani” podle danych reSeni. v této fazi se projevila absence
pouzivani seznamu, ktery je ve Scratch k dispozici. v pripadé jeho
znalosti by mohli Zaci provést dany pocet ,losovani” sami a nechat si
vytvorit histogram z exportovaného seznamu napr. na webu pomoci
WolframAlpha. Zaci byli schopni na zakladé vyslednych histogrami
vyhodnotit vhodnost svého reSeni. v diskusi ucitel uzival pojem rozdé-
leni pravdépodobnosti, aniZz by na to kladl dtaraz. Podle odpovédi na
pokladané otazky Zaci chapali jeho vyznam, sami tento termin ale ani
jednou nepouZzili.

P1i zavére¢né diskuzi nad reSenim ukolu byl zdkim predstaven
jednoduchy algoritmus pro generovani ¢isel s binomickym rozdélenim
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pravdépodobnosti, ktery vyuziva soucet nahodnych hodnot ¢isel O nebo
1 jako pri hodu minci. Jeho implementaci se stfedni hodnotou v ¢isle 25
l1ze vidét na obrazku 24 pro proménnou hustota. Ukazalo se, Ze samo-
statna tvorba tohoto algoritmu, a predevSim analyza jeho vysledku
v pfedchozich hodinach, by byla pfinosnou pripravou. Algoritmus je
trividlni a neni slozité ho naprogramovat, ale Zaci by se pri jeho analyze
sezndmili s vhodnym pouzitim azpracovanim struktury seznamu,
a predevsim by své vysledky mohli porovnat s teoretickymi hodnotami
binomického rozdéleni a piesvédcit se tak o jeho pouZitelnosti.

when Stage dicked

nastav losovani na nahodné Gislo od ndoa

kdy# losovani > tak

(3

nastav losovani tH 15

kdyz losovani = tak

nastav losovani na nahodné disle od do

jinak

nastav losovani na nahodné &islo od do m

rozesli vSem vytvor

Obrazek 23: Zakovské feSeni generatoru niahodného poctu bodt
v rozmezi od 10 do 20 se zvySenou pravdépodobnosti smérem ke stredu
intervalu.

Poslednim ukolem béhem sledovanych hodin byla simulace nahodné
mnoziny bodi se shluky (clustery), ktera by mohla predstavovat
rozmisténi stromu urcitého druhu. Pro motivaci bylo mimo ukazkové
reSeni zaktim predlozeno nékolik obrazktt mnozin bod se shluky jako
napt. pozice galaxii na prafrezu ¢asti vesmiru z teleskopu Evropské jizni
observatore, mapa kriminality v CR, pozice ryb v piehradni nadrzi
zaznamenané lodnim sonarem nebo vyskyt lipy srd¢ité v inventarizac-
nim c¢tverci. v po4dminkach zadani byl dan primérny pocet clustert,
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prumeérny pocet bodu v kazdém clusteru, nezavislost pozic jednotlivych
shluk a jejich maximalni rozmeéry.

po kliknuti na
skryj se zm x o | nahodné ¢islo nddo

zmén y o [ nahodné ¢islo od do

pero doll

pero naho

Obrazek 24: Zakovské feSeni algoritmu spliiujici podminky modelu
rozeseti semen okolo rostlin naprogramované v prostiredi Scratch.

Béhem vlastniho navrhu algoritmu Zaci vytvorené procedury opako-
vané spoustéli a pozorovali své vysledky, coZz je nezbytna soucast
hledani chyb ajejich ladéni. Béhem kratké casové prodlevy prisli
neékteri zaci na princip postupovat jako v pripadé stromu, kde jsou
semena novych rostlin rozeseta kolem matefského stromu. Nékdo
z nich byl pak povéren vysvétlit koncept svymi slovy pred tfidou, aby se
i slabsi studenti méli od ¢eho odrazit sprdvnym smérem. Nakonec se
ukol podarilo uspésné splnit 12 zakum zcela samostatné a dalSim 17
s nadpoveédou, aby vyuzili klonovdni objektd ve Scratch k vytvoreni
dcefinych bodd. Zbylych 9 Zakl potifebovalo vyraznou individualni
dopomoc uditele nebo nékoho ze spoluzdkt. Ukazku vybraného
vysledku lze vidét na obrazku 25. Programy jednotlivych zakt se rtizné
lisily podle jejich schopnosti. Ve 25 pripadech z 29 funk¢nich feSeni
simulujici néjaky typ shlukt volili autori pro pfechod od matefskych
rostlin k dcefinym piikazy pro klonovani objektt jako na obrazku 24,
jen ¢tyti Zaci ukladali pozice rodi¢t do noveé definovanych proménnych
x ay. Celkem ve 13 z 29 funkc¢nich reSeni se jevilo na prvni pohled
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spravné, jako na obrazku 25, jehoz nedostatek vyjde zfetelné najevo pri
extrémneé vysSSim nastaveni parametra jako na obrazku 26.
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Obrazek 25: Realizace ndhodné mnoziny bodl se shluky (Zakovské
reSeni).

Tuto nejcastéjsi chybu zptisobuje postupné posouvani soutfadnic bodu
od predchoziho bodu v clusteru, misto od bodu rodic¢ovského. Pri
nizsim poctu bodu v clusteru se chyba projevuje jeho ¢astéjsim prota-
zenim do tvaru hada. ZvySeni poctu boda v clusteru zretelnéji
odhali rozpor s ocekdvanym chovanim modelu zrostlinné fiSe. Pri
stovkach bodt vznikne z kazdého shluku jasné rozpoznatelny nekon-
vexni utvary jako na obrazku 26. Jedna se vlastné o pfipad ndhodné
prochazky, aitakové nahodné mnoziny muze byt zajimavé dale
zkoumat a hledat jejich podobnost s jevy v redlném svété.
I feSeni, kde jsou soutadnice dcefinych boddi rozmistény ndhodné okolo
materského bodu horizontalné ivertikdlné na danych intervalech
s rovhomeérnym rozdélenim, se ale pfi vyrazném navysSeni poc¢tu bodu
v clusteru za¢ne chovat jinak, nez zaci oc¢ekavaji. Ze shluka vzniknou
vyplnéné ctverce viditelné na obrazku 27. Tento model je vSak
dostate¢ny predpokladanym dovednostem na této urovni a otevira
cestu k poZadovanému cili.

V dalsi fazi navrhlo dohromady osm Zaka upravit algoritmus
generujici shluky tak, aby se body v clusteru rozmistily kolem stiedu
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v kruhu. Nejjednodussi reseni s uhlem otoceni a nahodnou vzdalenosti
krat$i nez zvoleny polomér vsak kromé zmény tvaru na kruhovy
prinesou jen podobné nepftirozené okrajové efekty. z ¢asovych davoda
ale nebylo ve tfidach téma nahodnych mnozZin jiZz dale rozvijeno. Pred
dalS$im krokem by v tomto misté by vyzkum, resp. ucitelovu snahu
nahlédnou do hlavy 74k, obohatila dokumentace toho, jestli a do jaké
miry Zaci podvédomé tusi charakteristiky variability kyZeného procesu,
jak by je pojmenovali, jak by popsali rozdily ve vyslednych mnozinach
oproti dosavadnim simulacim apod. Cvi¢eni zarovenn pomuze vytvorit
vlastni slovnik a utridit si myslenky.

Upravou modelu se ¢tvercovymi shluky pouhym nahrazenim
nahodného ¢isla vychoziho nastroje za hodnoty z generatoru zaloze-
ného na opakovanych hodech minci nebo souctt na kostkach 1ze docilit
rozptyleni clustert. Pri pokusu o jejich zvétSeni ale dcefiné body utikaji
od materského bodu ve sméru kladnych poloos, takze je potreba jejich
soufadnice posunout o stfedni hodnotu vybraného rozdéleni.

Obrazek 26: Model pri zvySeni parametrii nevyhovuje myslence semen
rozesetych okolo matetskych rostlin.

S vyuzitim stejného generatoru jako u ndhodnych mnozin v prvni tloze
s binomickym procesem lze pro vys$si hodnoty parametri ovliviiujici
rozméry shlukd apocet bodu vnich generovat mnoZiny jako na
obrazku 28. Vysledek dvojitého vyuziti generatoru ndhodnych cisel
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s binomickym rozdélenim pravdépodobnosti se piiblizuje Coxovu
procesu. k interaktivni manipulaci tvaru pravdépodobnostnich funkci
rozdéleni pro porovnavani hodnot a seznameni s jejich dal$imi typy lze
vyuzivat napt. pravdépodobnostni kalkulacku v programu GeoGebra.
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Obrazek 27: Zvyseni poc¢tu bodu v clusteru ukaze chovani modelu
vrozporu s oc¢ekdvaym vysledkem. Tvorba modelu najednou prinasi
problém, ktery vede kpotfebé dalSich typt  rozdéleni
pravdépodobnosti.

Béhem tii pozorovanych hodin bylo vSech 38 zaka z vyzkumného
vzorku 7aka gymndazia schopna vytvaret aupravovat jednoduché
modely bodovych procest v prostiedi Scratch s rovhomérnym rozdéle-
nim pravdépodobnosti poc¢tu bodl v pozorovacim okné nadhodné
mnoziny, které podléha jejich vlastnimu navrhu. Pouze pét zaku
dokazalo do programu spravné implementovat generdtor pseudona-
hodnych ¢isel s binomickym rozdélenim pravdépodobnosti zalozeny na
opakovaném hodu minci a zobrazit data z opakovanych situaci v histo-
gramu. Algoritmus pro generovani néjakého typu nahodnych mnozin
se shluky samostatné navrhlo 76 % Zzaka. Polovina znich pak
obsahovala jednu ze dvou oc¢ekavanych vlastnosti, kterd se pfi zvySeni
hodnot parametra procesu projevi vrozporu se zadanim. Po cesté
pritom musi pracovat s frekvencni tabulkou poc¢tu generovanych boda
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na urovni strojového zpracovani a vnimaji vliv vlastnich uprav algo-
ritmu simulace bodového procesu na vysledny tvar histogramu
sledované veliciny.

Obrazek 28: Cluster proces ve Scratch svelkymi clustery a vysokym
poctem dcefinnych bodt s vyuZzitim generatoru pseudonahodnych cisel
s binomickym rozdélenim pravdépodobnosti.

Navrhovana rekonstrukce vzdélavaciho obsahu simulace ndhodnych
mnozin vychazi ztéchtouvedenych uloh v kombinaci s vybranymi
otazkami k diskusi uvedenymi v tlohach 1 a 2 v kapitole 8.1. Konkrétni
detaily jsou uvedeny v dalSim textu v ramci zpétné inovace i s navrho-
vanymi zmeénami, které mohou rozvinout vybrané postupy a koncepty.
Text se zaroven snazi o syntézu poznatktt BOV na konkrétnich prikla-
dech vybraného vzdélavaciho obsahu. Vysledny konstrukt je navic pro
prehlednost ilustrovan do dvou tabulek (tabulky 4 a5). Ty se snazi
o znazornéni kurikula dvou wucebnich blokti dané strukturou
vyuzivanou pii metodé Ambiciozni Zdci (Ginnis 2017). Ta nabizi tfi
urovné dovednostnich cild umoznujici diferenciaci vyuky podle
moznosti zaku.

Vyhodou jednoduchych simulaci bodovych procesia vobou
pripadech je pro zaky v prostredi Scratch pfrirozeny pristup k chovani
algoritmu a okamzita vizualni odezva uz pri prvnich kraé¢cich badani
nad problémem. Pomaha jim prekonavat nutné vydavané usili a vytrvat
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v feSeni. To nasledné vyzaduje zuzitkovat drive nabyté schopnosti
z programovani - prace s promeénou, seznamem, cykly a podminkami -
pro ziskani dat, ktera je nutné dale statisticky zpracovat a analyzovat.

Vzniklé chyby v aktudlnim algoritmu pomaha v praci Zaka odhalo-
vat ménici se vzhled vysledného obrazu nebo tfeba doba realizace nové
mnoziny, kterd zavisi na efektivité pouzitého postupu. Vyzkum proka-
zal, Ze Zaci gymnazia jsou schopni zuzitkovat schopnost programovani
v jednoduchém prostiedi k navrhu matematickych algoritmu a simu-
laci ndhodnych mnozin. Transformace generatoru pseudondhodnych
¢isel s rovnomérnym rozdélenim na jiné typy rozdéleni je nuti uvazovat
o zakladnich principech pravdépodobnosti aintuitivné pouzivat
metody statistiky. Studentim nejsou predkladany zadné vzorce -
zatimco jim pocita¢ poskytuje okamzitou zpétnou vazbu. Na druhou
stranu to od nich vyzaduje abstraktni mysleni a tvirci ¢innost a pro
mnohé to mtze byt velmi ndroc¢né.

Ve snaze priblizit se z pohledu BOV co nejbliZze otevienému badani
je tfeba vénovat pozornost vSsem kroktim badatelského cyklu, tzn. sta-
noveni vyzkumnych otazek, postupu prace, sbéru dat, analyze vysledkl
a formulaci zavéru. PrestoZze v prvnich dvou fazich hraje vtomto
pripadé urcujici roli uditel, je vhodné, aby vSechny ndpady na otazky
stimulujici Zakovské badani a hypotézy mohly zaznit alespon pii
skupinové praci nebo brainstormingu. Tvorbu vlastni terminologie,
formulaci otdzek a hypotéz podpoii moznost opétovné generovat
nadhodné realizace jednotlivych prikladi a opakované porovnavani
jejich vlastnosti. Proto je vrekonstruovaném vzdélavacim obsahu
zafazena analyza ndhodnych mnozin. Vyzkum ukazal, Ze rozliSit tri
skupiny ndhodnych mnozin je s dostatecnym mnozstvim piiklada
generovanych interaktivnim apletem pomérné snadno uchopitelny
ukol.

Kladeni otazek iformulovani hypotézy vyZzaduje velmi zkuSené
zaky a uditele, ktery je k tomu vede. Problém aplikovatelnosti vytvore-
nych modelt na jevy readlného svéta ijejich omezeni muze byt sam
motivaci kreSeni, obzvlasté v prvnim pripadé vsak vybér tématu
a postupu patii spiSe mezi ¢innosti rfizené ucitelem, konkrétné smeéro-
vané k vyuziti generatoru s opakovanymi hody minci s binomickym
rozdélenim pravdépodobnosti.
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Tabulka 2: Priklad ucebniho bloku, ktery uvadi do simulaci ndhodnych
mnozin a jejich statistické analyzy.

Vsichni musi
zvladnout

VSichni by méli
zvladnout

Vsichni by mohli
zvladnout

e Roztridit ndhodné
bodové procesy
podle hustoty
a typu.

e Vytvorit simulaci
jednoduché

nahodné mnoziny.

e Rozsirit program,
aby ukladal pocty
bodu
v opakovanych
realizacich a urcil
prumeér.

e Zulozenych
hodnot vytvorit
histogram.

e Simulovat
nahodné mnoziny
s Cetnostmi
hustoty
odpovidajici
Gaussové krivce.

Ucebni aktivita:

Ucebni aktivita:

Ucebni aktivita:

Hra na detektiva:
RozliSovani mnozin
z generatoru podle
hustoty

Uprava algoritmu.
Testovani a ladéni.
Prace s nastrojem

histogramu

Implementace
generatoru

s binomickym
rozdélenim

s vhodnymi
parametry

Dukaz o uéeni:

Dukaz o uéeni:

Dukaz o uceni:

Simulace ndhodné
mnoziny

v jednotkovém okné
s prameérnou
hustotou libovolné
zadané hodnoty

Histogram poctu
bodl v opakovanych
simulacich

Histogram poctu
bodt v opakovanych
simulacich
zvonovitého tvaru

Leseni:

Vyuzit scénar
kouzelné hulky

a hodu minci

z predchozich hodin
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Tabulka 3: Pifiklad druhého vyukoveho bloku svymyslenim algoritmu
nahodnych cluster procesti nebo pravidelnych bodovych procesti. Zaci si uz na
prvni urovni voli jeden z obou typ1, ktery budou simulovat.

VSichni musi
zvladnout

VSichni by méli
zvladnout

VSichni by mohli
zvladnout

e Roztridit ndhodné
bodové procesy
podle typu.

e Vytvorit simulaci
ndhodné mnoziny
se shluky nebo
pravidelné
mnoziny.

e Otestovat
spravnost
a pouzitelnost
svého reSeni.

e Odstranit popsané
chyby.

e Simulovat vybrané
mnoziny
s prirozenym
okrajem za vyuziti
generatoru
s binomickym
rozdélenim
pravdépodobnosti.

Ucebni aktivita:

Ucebni aktivita:

Ucebni aktivita:

RozliSovani mnozZin
z generatoru podle
typu

Testovani
extrémnich hodnot
a debugging

Implementace
generatoru

s binomickym
rozdélenim

s vhodnymi
parametry

Dukaz o uéeni:

Dukaz o uéeni:

Dukaz o uceni:

Simulace ndhodné
mnoziny se shluky
nebo pravidelné
mnoziny zadanych
¢iselnych parametra

Program bez
nejcastéjsich
znamych chyb

Simulace

s o¢ekavanymi
vlastnostmi i pti
extrémnich
hodnotach
parametra

Leseni:

Vyuzit scénar
kouzelné hulky

a hodu minci

z predchozich hodin
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Podobné jako pifi formulovani otazek a hypotéz, znichZz vychazi
zakovské badani, také planovani postupu, vyhodnoceni vysledku
a zavéru by mélo byt néjakym zptsobem jednozna¢né formulovano,
aby je zaci mohli vyuzit pti reflexi. Zavére¢na prezentace vyzkumu pred
ostatnimi, dalezité vyvrcholeni badatelské hodiny, mtiZe snadno zabrat
velké mnozstvi ¢asu. Potfebny Cas se da zredukovat dobre nastavenymi
kritérii hodnoceni a praci ve skupinach podle vybranych problému,
prip. jejich feSeni. v kazdém pripadé je potreba vyhradit si ¢as na zaveér
a zorganizovat prezentaci vysledku tak, aby kazdy zak mohl rict
alespon dvé az pét vét, které si sdm pripravi, pokud ma mit moznost
rozvijet maximum svych dovednosti.

Dulezitym rozsSifrenim badatelského pristupu, ktery zde vstupuje do
hry, je propojeni s jinymi pfedmeéty, napt. biologii nebo zemeépisem, ve
kterych mohou Zaci v ramci projektu sbirat prostorova data k analyze,
charakterizaci andasledné simulaci mnozin pomoci nabytych
dovednosti. Badatelské pojeti vyuky vybizi vyuzit praci v tymech
a podporit metody vzdjemného vrstevnického ucdeni a nevyuziti
didaktickych metod pro skupinovou praci lze povazovat za slabinu
pozorované vyuky. Vybér tématu zdkem je jednim z esencidlnich prvka
uceni nejen badatelskym pristupem, z tohoto ohledu lze navrzené
kurikulum alespon trochu podpofit pfidanim volby mnoziny v druhém
kroku, tedy moznost vybrat si, zda bude zak (nebo dvojice) simulovat
pravidelnou ndhodnou mnozinu nebo tu se shluky, ktera byla soucasti
prave pri tomto vyzkumu.

Pii sestavovani algoritmu simulujicich ndhodné mnoziny hraje
vyznamnou roli pouziti generdtoru s binomickym rozdélenim. Jeho
vytvofeni aprobaddni s nastrojem produkujicim histogramy
v pfedchozich hodindch je predpokladem kjejich snadnému
znovupouziti béhem reSeni. Driive vytvorené algoritmy lze mezi
projekty ve Scratch snadno kopirovat skrze nastroj Batoh. Ocividny
zpusob zpétné vazby, ktery se da dobre vyuzit v analytickych fazich
badani izavérecné reflexi, predstavuje histogram hodnot
z opakovanych simulaci na obrazku 29.

Jeho opakované vyuzivani ve vicero hodindch zné&j délad rychly
a uzite¢ny statisticky nastroj. Algoritmus vypoctu ¢etnosti ze seznamu
hodnot ale miiZe byt zajimavou vyzvou pro rychlejsi ¢i zdatnéjsi zaky,
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ktera vyZaduje vysokou uroven abstraktniho mys$leni a programova-
cich dovednosti. Pfi reorganizaci dat musi chdpat vyznam jednotlivych
reprezentaci a metod. Tyto ¢innosti pfi nadvrhu programu tvoriciho
frekven¢ni tabulky ze seznamu libovolné délky zapojuji jednoznacné
¢asti modelu statistického mysSleni (Ben-Zvi a Friedlander 1997)
popisované ve druhé treti kapitole.
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Obrazek 29: Histogram ve Scratch snadno pouzitelny ve vlastnich
projektech. Na obrazku jsou pocty bodd v tisici simulacich, které
vyuzivaji hod minci jako generator nadhodnych cisel.

Navrzené dva vyukové bloky predstavuji jen prozkoumanou
a popsanou cast potencidlu daného kurikula. Mezi dal$i moZnosti,
kterymi muze pokracovat zapocaté badani, ale které jiz nebyly
realizovany, patri uprava klicovych funkci algoritmi pro odpuzovani
bod u pravidelnych mnozin nebo pro rozmisténi okolo centra clusteru
danych pomoci rtznych typt rozdéleni pravdépodobnosti. Druhou
moznosti je smérovat ke zkoumani vSech vzajemnych vzdalenosti mezi
body, jejich ¢etnosti a vyplyvajicich charakteristik variability. Takové
zpracovani dat a statistickd analyza pomoci téchto charakteristik skyta
mnoho piilezitosti k rozvoji statistického mysleni avzniku novych
konceptu.

Pro uplnost pfipomenime, Ze navrhované zprostredkovani vzdél-
avacich obsaht predpoklada vysoké naroky na zaky nejen v oblasti
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kompetenci spojenych s badatelskym pristupem, ale také dovednosti
digitdlni gramotnosti a programovani ve Scratch na mirné pokrocilé
urovni. Nainovovany seznam dovednosti, které je vhodné, aby zaci méli
jesté pred zahdjenim samotné vyukové jednotky, patii:

e Pouzivat cykly, podminky, proménné, generator pseudonahod-

nych ¢isel a matematické operatory.

e Vytvorit seznam (pole), zapisovat a mazat hodnoty v ném.

e Udélat soucet hodnot v seznamu a zjistit jeho délku.

e Vytvorit novy seznam a zapisovat do néj tyto délky.

e Vytvorit histogram
VSech uvedenych cili lze ve Scratch snadno dosahnout. Prostredi navic
dovoluje seznamy velmi snadno exportovat do formatu prostého textu.
Pro tvorbu histogramu se da vyuzit projekt pfipraveny primo ve Scratch
(Kopecky 2022), kam staci data nahrat nebo dokonce zkopirovat nastroj
do svého projektu nastrojem Batoh a odstranit rutinni manudalni
mezikrok. Ke zpracovani dat lze samozrejmé pouzit jiny libovolny
software, ktery muiZze nabizet idalSi statistické charakteristiky.
Uzite¢nym prapravnym cvic¢enim muZze byt vytvorit simulator hodu
minci s ukladanim hodnot a jejich exportu. Stejné tak pro soucet ok pri
hodu dvéma kostkami. z uloZzenych dat lze velmi jednoduSe ziskat
tabulku cetnosti ahistogram svyuzitim zminéného projektu
pripraveného ve Scratch.

Moznost na vlastni oc¢i vidét aovliviiovat, jak rozdéleni
pravdépodobnosti definované grafem funkce, ktery odpovida tvaru
histogramu poctu bodd vriznych simulacich stejného bodového
procesu alze ho pozorovat ve vlivu na vzdalenost bodu od stfedu
clusteru nebo minimalni vzdalenost od ostatnich bodt v pripadé
pravidelnych mnozin, je jednou nosnych mysSlenek vybrané casti
kurikula. Mezi dal$i mozné aplikace 1ze zaradit tfeba simulace, které
vznikaji pohybem ainterakci jednotlivych bodu. Napriklad
odpuzovanim bodt vznikaji pravidelné mnoziny nebo lze vyzkouset lze
razné varianty algoritmu typu preddtor a korist, Game of life a dalsi.
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8.3. Druhd studie

Na vysledky didaktické rekonstrukce tématu simulace ndhodnych
mnoZin mohla navazat realizace hlavni kvantitativni ¢asti vyzkumu.
v rdmci predchozi faze byly navrzeny konkrétni vyukové bloky, shrnuté
do materidlu pripraveného k pouziti ve vyuce. Identifikovany v ném
byly také kli¢ové programovaci dovednosti potfebné k tomu, aby byli
zaci schopni nahodné mnoziny efektivné simulovat a analyzovat.
Nicméné, puvodni studie se jen castec¢né dotkla otazky praktické
aplikace téchto didaktickych ndastroju v redlném vyukovém prostredi,
coz zanechalo prostor pro dalsi zkoumani.

Vyzkumna studie byla realizovana v roce 2023 ve dvou vybranych
tridach, konkrétné v prvnim roc¢niku ctyrletého gymnazia a v kvinté
osmiletého gymnazia. v kazdé tridé byly vytvoreny dvé patnactic¢lenné
skupiny - kontrolni a testovand, dané rozvrhem a vedené rtznymi
vyucujicimi. Vyuka probihala formou dvouhodinovych blokl jednou
tydné. vramci testované skupiny byl realizovan zakladni kurz
programovani ve Scratch, ndasledovany dvéma vyukovymi bloky
zamérenymi na simulaci ndhodnych mnozin, vyvinutymi v predchozi
fazi vyzkumu. Po absolvovani vyuky byl obéma skupinam piedloZen
dotaznik sémantického diferencialu s cilem porovnat vysledky.

V testované skupiné bylo nejprve odudeno Sest bloku (tydnu)
zameérenych na programovani ve Scratch tak, aby byly naplnény
kompetence identifikované v predchozi fazi vyzkumu. Pocatecnich
dovednosti a zkuSenosti s programovanim se mezi zaky znacné liSily.
Ve tridé prvniho ro¢niku ctyrletého gymnazia z celkového poctu 15
zaku pouze tri uvadéli predchozi zkusenosti s praci ve Scratch. v kvinté
osmiletého gymndazia byly rozdily stejné markantni. Na nizs$im
gymnaziu méli zaci spole¢nou ¢ast informatiky jen dvé hodiny v primé,
zbyvajici roky mohli zasadné ovlivnit svou volbou. v sekundé méli
moznost zvolit si vramci informatiky zaméreni bud na programovani
nebo na grafiku a v tercii a kvarté neméli néktefi informatiku vtbec,
protoze si mohl misto ni zvolit vybérovy predmét dramaticka vychova.
v testované skupiné aktuadlniho vyzkumu, kterd bylo tedy osm zaku,
kteri prosli rozsahlym kurzem programovani ve Scratch, zatimco
zbylych sedm meélo stimto programovacim prostiedim pouze
minimdalni zkusSenosti. Tyto zkuSenosti byly nabyvany prevazné
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prostiednictvim tloh z bobtika informatiky, hodin kédu a podobnych
aktivit. Tato variabilita v pocate¢nich dovednostech a znalostech
programovani meéla vyznamny dopad na prabéh a vysledky vyzkumu.

Zvlastni pozornost si zasluhuje pripad jednoho vyjime¢ného Zaka,
ktery projevoval excelentni schopnosti v programovani ve Scratch jiz
od primy, diky svému predchozimu zapojeni do tvorby vlastnich
projekta. Dalsi Zak, rovnéz svynikajicimi programovacimi
dovednostmi, rozvijel vyjimec¢né projekty ve svém volném case, ¢asto
vyuzivaje generator pseudonahodnych cdisel dostupny ve Scratch.
Nicméné tento zak nebyl soucasti vyzkumného béhem dotaznikového
sbéru dat sémantického diferencialu. Oba zminéni studenti se ucastnili
skupiny zameérené na programovani v sekundé.

Po pripravném bloku programovani probéhla hodina zamérena na
simulaci ndhodné mnoziny, béhem které se zaci snazili ovlivnit
rozdéleni pravdépodobnosti poc¢tu bodl v pozorovacim okné. Vysledky
a feSeni prezentovand Zaky byla srovnatelna s témi predchozi fazemi
vyzkumu a nebudou opakovany.

Dalsi lekce byla vénovana simulaci ndhodnych mnozin se shluky a
pravidelnych mnoZin. v planu vyuky nebyla z c¢asovych duavodu
zahrnuta aktivita zamérend na rozliSovani tfi typtt nahodnych mnozin
a jejich pojmenovani, jak bylo plivodné zamysleno. Misto toho byli Zaci
rovnou seznameni s témito typy na obrazku 4, motivovaném dale
obrazky s vyrezem obrazu shluku galaxii z radioteleskopu Evropské
jizni observatore na obrazku 7 a srozmisténim amakrinnich buné¢k
v oku potkana, viz obrazek 6, predstavujicich pravidelny typ ndhodné
mnoziny. Nasledné byli vyzvani k vybéru mezi ndhodnou mnozinou se
shluky a pravidelnou ndhodnou mnozinou a pokusili se tyto mnoziny
simulovat. Na zavér druhé lekce byl Zakim rozdadn dotaznik
sémantickeho diferencialu.

8.3.1.  Analyza zakovskych feSeni

Soucasti vyzkumu byla analyza zdkovskych praci, ktera se snazi
prohloubit pochopeni toho, jak Zaci témata zpracovavaji a jaké metody
pii reSeni uplatnuji. Ve zkoumané skupiné byl nejdrive realizovan
zakladni kurz programovani v prostredi Scratch, jehoz cile byly dany
pozadavky formulovanymi po prvnim testovani simulaci v praxi. Uvod
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do programovani nasledovaly dva specificky navrzené vyukové bloky
zameérené na simulaci nahodnych mnozin uvedené v tabulkach Tabulka
2 a Tabulka 3. v ramci prvniho bloku a simulaci ndhodnych mnoZin se
shluky z druhého bloku byla feSeni zakt srovnatelna s predchozim
vyzkumem a shodné vysledky proto zde nejsou podrobnéji rozvadény.

Zasadnim rozdilem bylo, Ze Zaci méli moZnost volby mezi simulaci
mnozin se shluky a pravidelnych mnozin. z celkového poctu 25 zaku si
20 zvolilo simulaci mnozZin se shluky, zatimco pét se rozhodlo pro
pravidelnou mnozinu. Algoritmus simulujici ndhodné mnoziny
splnujici predstavu vybraného bodového procesu se podafrilo sestavit
12 zaktim s cluster procesy a ¢tyrem, kteri si vybrali simulaci hard-core
procesu. Vysledky jsou znazornény na obrazku 30.

cluster hard-core

14
12
10

= O @

N

mUspéch mnetspéch

Obrazek 30: Srovnani poctu zaku, kteri si vybrali ve druhém bloku
simulaci cluster procesu a hard-core procesu a uspésnost jejich reseni.

Pii reSeni cluster procestt se objevovaly metody podobné tém
z predchozich fazi vyzkumu. Nejcastéjsim pristupem bylo vytvareni
klontt matefského bodu v centru clusteru, jak je demonstrovano na
obrazku 24, kde je zobrazeno typické reseni algoritmu odpovidajici
modelu rozeseti semen. Patnact zakd uplatnilo tuto metodu s vyuzitim
klont, tri zvolili pfistup s proménnymi jako na obrazku 31, které
doprovazi stejny efekt ¢tvercu pri zvySeni poc¢tu bodu v clusteru. U dvou
s nefunkc¢nich feSeni nebylo mozné identifikovat metodu presny
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problém. U Sesti Zaka se objevila chyba vedouci k vytvareni tahlych
mnozin v podobé "hada", ktera byla také popsana drive. U péti zaku se
objevilo reSeni svyuZzitim rotace postavy a nahodného poloméru
vzdalenosti od centra clusteru jako na obrazku 31, které produkuje
mnoZziny bliZ8i predstavé cluster procesu.

nastav x = na nmﬁalnmdn@

nastav y * na nmﬁslnmdnm

skoGnax: x = nmfnslnmlmdno vy = ndméﬁnu:lmdnm
Vd pero zapni

V4 pero vypni

skoGnax:  x ¥y ¥

-

=4

-~
T

Obrazek 31: Zakovské feSeni vedouci také na c¢tverce svyuZitim
promeénné pro souradnice stfedu clusteru, misto vytvareni klont.

Vyznamnym novym prvkem byla simulace pravidelnych mnozin,
kterou si vybralo pouze pét zakt. Metody simulace pravidelnych
mnozin ve Scratch se liSily. Dva zaci aplikovali postup s vyuzitim bloku
"kdyz dotykas se barvy", coz ukol zna¢né zjednodusilo. Tento pristup
spociva v tom, Ze jedna postava skace na ndhodnd mista na platné a
vytvofi tec¢ku jen tehdy, pokud neni splnéna podminka tohoto bloku,
jak je vidét na obrazku 33. Druhy pristup zahrnoval ukladani soutadnic
x a ydo dvou oddélenych seznamti a kontrolu dodrZzeni minimalni
vzdalenosti pro nové body vzhledem ke vSem jiz existujicim bodim
pred jejich vytvorenim. Tento postup nejlépe odpovida markovskym
retézclim, které jsou bézné vyuzivany pti simulaci hardcore procesu.

103



Kliknuti
LI kdyZ startuje mij klon

skryj se
= nastav sm&  nahodné Cislo od o do @

4 e dopiedu ¢ nahodné Cislo od o do @ kroki

y nastav tloustku pera na o S pewo zapni

nastav prumer *+ na e s e vypni

opakuj prumer krat -
zrus tento klon

skoCna nahodna pozice w

Obrazek 32: Zakovské feseni cluster procesu s vyuzitim rotace postavy.
Program a vysledek realizace.
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Priklad takovéto prace je mozné vidét na obrazku 34. Tato metoda
vyzaduje sofistikovanéjsi praci sproménnymi a veétsSi uroven
abstrak¢niho mys$leni, avSsak nabizi vyhodu v tom, Ze neni omezena
poctem klont. Graficky vystup je sice vizualné identicky, ale pristup
k feSeni se lis$i. Namisto vytvateni "kulatého" jadra hardcore procesu,
tato metoda generuje ¢tvercovy tvar, protoze pracuje s porovnavanim
jednotlivych souradnic x a y, na rozdil od vypoctu vzdalenosti mezi
body, ktery by byl moZzny pomoci Pythagorovy véty.

Z vysledka vyzkumu vyplyva, Ze vyuka svyuzitim simulaci
nahodnych mnozin a badatelskym pristupem podporuje u zakua
kreativni mysleni a umoziuje jim hloubéji porozumét konceptiim
pravdépodobnosti a statistiky. Tato metodika navic umozZnuje
studentim aplikovat teoretické znalosti na praktické priklady, coz
zvysSuje jejich motivaci a zdjem o pfedmét. Analyza Zakovskych praci
tak nabizi cenny vhled do procesu uc¢eni a umoznuje lepsi porozuméni
tomu, jaké strategie a pristupy jsou pro zaky nejefektivnéjsi.
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po kliknuti na

/7

’

skof na ndhodna pozice =

pero zapni

pero vypni

s

Obrazek 33: Zakovské fe$eni pravidelné mnoziny s ponechanou
zobrazenou postavou programu, jejiz kostym urcuje polomér. Oproti
jinym programovacim jazykuam je to toto reseni ve Scratch trivialni.
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po kliknuti na scéndf pro  Prijmout

smaz
/ pfide] =~ novex k xw

smaz vsechnoz x w» L
piidej  novey k y =
smazZ véechnoz y * i . .
sko€ nax: | novex y:  novey

opakuj dokud nenastane délka x = = ranum o T
V. pero zapni

scéndf pro  Place

nastar novex * na nahodné Gislo od do @
nastav novey * na ndhodné Eislo od do @
nastar i+ na o

opakuj délka xw krat

zméi iw o o

kdyZ abs v nove-x - prek i < 2 abs v nove-y - prek
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Obrazek 34: Zakovské feSeni pravidelné mnoziny pies seznamy x a y
pro uchovani soutadnic vSech pftijatych bodu.
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8.3.2. Meéereni vlivu metodou sémantického
diferencialu

Z 60 zakt obou trid bylo v den dotazniku pfitomno v danych hodinach
28 74kl kontrolni skupiny a 25 zaku testované skupiny. z vysledkt
meéfeni sémantickym diferencialem byly odstranény odpovédi jednoho
respondenta z kontrolni skupiny, ktery zvolil u vSech kombinaci
stejnou hodnotu na okraji Skaly. vdatech se objevily rozdily mezi
odpovédmi obou skupin na nékolika mistech, které budou podrobeny
dalSimu badani. Nejvyraznéjsi rozdily lze pozorovat mezi spojenimi se
slovy statistika, pravdépodobnost a ja. Odchylky u mensiho poctu bipo-
larnich adjektiv jsou také u slov algoritmus a Zivot.

Dvojice slov vnékterych sloupcich byly nejdfive prohozeny
a vysledné hodnoty prevraceny tak, aby vyssi hodnota na zvolené stup-
nici znamenala ve vSech pripadech pozitivnéjsi vhimani postoje u dané
dvojice slov. Kompletni vysledky primérnych hodnot obou skupin pro
vSechny kombinace slov jsou uvedeny v prilohach 1 a 2. Rozdily téchto
hodnot jsou uvedeny v tabulce 4. Je zfejmé, Ze vnimani toho, zda ma
nekteré slovo z kazdé dvojice pozitivnéjsi zabarveni, je z mnoha sméru
relativni. Pro vyslednou statistiku to vSak nehraje zasadni roli. Pro
rychlé vizualni srovnani odpovédi u vybranych slov jsou zvoleny pre-
kryvajici se spojnicové grafy praimérnych hodnot pro vSechny dvojice
slov v obou skupinach.

Nejmensi rozdily mezi hodnotami kontrolni a testované skupiny
byly nameéteny u slov internet a skola. Pro vétsSinu dvojic adjektiv jsou
rozdily u téchto slov jen v fadu setin, a proto se u nich grafy obou sku-
pin prakticky prekryvaji, jak lze pozorovat na obrazku 35. To bylo proti
ocekavani, protoze jako referen¢ni slova byla zvolena pfiroda, jd, Zivot
a ldska. Pritom slova jd a Zivot pattila spiSe k tém s opa¢nymi vysledky.
Toto zjisténi by mohlo byt podrobeno dalSimu zkoumani.

Mezi slova s nejvétsimi odchylkami hodnot rozdila patii pravdépo-
dobnost. kvyraznym posunim dochazi na Skale od pomalého
k rychlému, od jednotvarného k pestrému a od povrchniho k hlubo-
kému. Tento nalez mutze odrazet zvySeny zdjem a angazovanost
studentt v této oblasti, coz je klicové pro efektivni vzdélavani
v matematice a prirodnich védach. Nejvyznamnéjsi posuny u slova
statistika jsou od zbyte¢ného k uzite¢ném, od tuhého k pruznému a od
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vzdaleného k blizkému. Graficka zndzornéni hodnot obou kategorii je
vidét na obrazku 36.

Podobné velké rozdily, jsou patrné i u slova algoritmus. v sémantic-
kém prostoru zakl testované skupiny se algoritmy jevi jako uzite¢néjsi,
silnéjsi a modernéjsi. Tento vysledek mtiZe naznacovat, Ze studenti
vnimali algoritmy jako modernéjsi a relevantnéjsi pro soucasny svét,
coz je dulezité pro rozvoj dalSich dovednosti v oblasti. Pro kategorii
Zivot byl identifikovan vyrazny posun u dvojice slov slaby - silny, ale
také zdaleka nejvétsi negativni rozdil od rychlého smérem k poma-
lému.

Zajimavé je, Ze u ne¢kolika slov, jako jsou pfiroda, ldska, a statistika,
byl nejvétsi posun zaznamendn u dvojice slov tuhy a pruzny. Tento
nalez maze odrazet obecnou zménu v tom, jak studenti vhimaji flexibi-
litu a adaptabilitu v raznych kontextech, coz mtize mit dalezité vliv na
jejich vzdélavaci strategie a rozvoj kritického mysleni. Podobné jedno-
znacny posun témeér u vsech slov 1ze pozorovat na fezu dvojici adjektiv
jednotvarny - pestry. k pozitivhimu posunu ve vnimani od jednotvar-
ného k pestrejSimu doslo u vsech slov kromé internet a Skola. Tento
nalez je vyznamny, protoZe ukazuje na obecny trend zvySené rozmani-
tosti a pestrosti ve vnimani rtznych aspektt zZivota a studia mezi
studenty testované skupiny. Tato zména ve vnimani miiZe podporovat
kreativni mysSleni, ochotu udit se novym vécem a otevienost k novym
zkuSenostem, coZz jsou klicové dovednosti pro uspésné pusobeni
v dnesnim rychle se ménicim svété.

K porovnani, zda se vysledky mérfeni na testované skupiné statis-
ticky vyznamné liSi od vysledkt méreni na kontrolni skupiné byl pouzit
pro vSechny kombinace slov dvouvybérovy t-test. Pfedpoklady testu
jsou splnény a vzhledem k mnozstvi dat neni test normality nutny.
Ovéreni shody rozptylu bylo proveden F-testem pro vSechny vzorky.
Prehled vypoctenych p-hodnot pro vSechny kombinace slov uvadi
tabulka 5.
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Tabulka 4: Rozdily primérnych hodnot testované skupiny od hodnot
kontrolni skupiny vypoctené pro vSechny kombinace slov.
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Na zakladé vysledkti lze zprovedenych 110 t-testit na hladiné
vyznamnosti ¢ = 0,05 nulovou hypotézu zamitnout u tfech kombinaci
slov: pravdépodobnost ve spojeni sdvojici pomaly - rychly a
jednotvarny - pestry, a slova statistika ve spojeni zbyte¢ny — uzite¢ny.
Dostate¢né nizkd p-hodnota vychazi také u kombinace slov jd a
jednotvarny - pestry, avSak data nesplnuji test shody rozptylu, ¢imz
muze byt vysledek t-testu ovlivnén.

Jinymi slovy vysledky experimentu naznacuji, Ze za¢lenéni simulaci
nahodnych mnozin meélo vliv na vnimani pravdépodobnosti jako
rychlejsi a pestrejsi. Tento nadlez mizZe odrazet zvySenou efektivitu a
zajimavost vyuky pravdépodobnosti, coz muze veést klepSimu
pochopeni a zdjmu o tento predmét. Statisticky vyznamna je take
kombinace slov "zbyte¢ny — uzite¢ny" u slova statistika. Tento vysledek
naznacuje, Ze studenti vnimaji statistiku jako uzite¢néjsi po zaclenéni
simulaci badatelskym pristupem. Toto muze signalizovat, ze studenti
1épe chapou praktickou aplikaci statistiky a jeji vyznam pro razné
oblasti.
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9.ZAVER

Z analyzy dotazniklli sémantického diferencidlu, které vyplnilo 52
respondentu rozdélenych do kontrolni a experimentalni skupiny, a ze
110 provedenych t-testh vyplynulo, Ze existuji statisticky vyznamné
rozdily vodpovédich mezi obéma skupinami. Tyto rozdily byly
zaznamenany u tri konkrétnich kombinaci slov:

e pravdépodobnost s dvojici slov pomaly - rychly

e pravdépodobnost s dvojici slov jednotvarny - pestry,

e statistika s dvojici slov zbytecny - uzitecny.

Vysledky experimentu metodou sémantického diferencialu naznacuji,
ze zacClenéni simulaci ndhodnych mnozin do badatelsky orientované
vyuky mélo vliv na vhimdani pravdépodobnosti jako rychlejsi a pestrejsi.
Tento nalez muze odrazet zvySenou efektivitu a zajimavost vyuky
pravdépodobnosti, coz mtze vést k lepSimu pochopeni a zajmu o tento
predmeét.

Zména v hodnoceni statistiky ze strany studenti od zbytecné
k uzitetné naznacuje, Ze studenti po zaclenéni simulaci vnimaji

vvvvvv

praktickému vyuziti statistiky a jeji dilezitosti v riiznych oblastech.

Ve vzdélavacim obsahu simulaci ndhodnych mnoZin uzptisobeném pro
zaky gymnazia byly stanoveny nasleduji vyukové cile ve tfech urovnich
propracovanosti:
e VSichni musi zvladnout (Roztridit nahodné bodové procesy podle
hustoty a typu. Vytvorit simulaci jednoduché nadhodné mnoziny.)
e Vsichni by méli zvladnout (Otestovat spravnost a pouzitelnost
svého feSeni. Odstranit popsané chyby.)
e VSichni by mohli zvladnout (Simulovat vybrané mnoziny
s pfirozenym okrajem za vyuziti generatoru s binomickym
rozdélenim pravdépodobnosti.)
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Vzhledem k aktualné nabihajici revizi RVP mohou pravé simulace
ndhodnych mnozZzin na gymnaziu nabizet variantu k zuzitkovani
a rozvoji digitalnich kompetenci v matematice a dovednosti nabytych
v novém predmétu Informatika, ktery na druhém stupni zakladni $koly
nyni zahrnuje zvelké ¢asti pravé programovani v blokovych
prostredich.

A rovnéz proto, Ze pri reSeni uloh nuti zaky gymndazia uvaZovat
o zdkladnich pojmech statistiky a pravdépodobnosti, zatimco jejich
nastroje a terminy jsou uzivany mimodék. Tvorba algoritmu s jejich
okamzitou grafickou reprezentaci mize pomdahat budovat v mysleni
zaku aparat nutny k pochopeni nékterych principa téchto dvou obort
matematiky, jejichZ vyznam ve svété kolem nas neustale roste.
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10. SOUHRN

Ve své praci jsem se zabyval za¢lenénim simulaci ndhodnych mnozin
do vyuky badatelskym pristupem a tim, jak Zaci gymnazia diky tomu
vnimaji predmét pravdépodobnost a statistika. Na zdkladé vysledkl
dotaznikli sémantického diferencialu 52 respondentu rozdélenych na
kontrolni a testovanou skupinu a ze 110 provedenych t-testu se
potvrdil statisticky vyznamny rozdil stfednich hodnot odpovédi
testované skupiny od kontrolni u tfech kombinaci slov: pravdépodob-
nost ve spojeni s dvojici pomaly - rychly a jednotvarny - pestry, a slova
statistika ve spojeni zbytecny — uzitecny.

Ve vzdélavacim obsahu simulaci nahodnych mnozin uzptisobeném
pro zaky gymndzia byly stanoveny vyukové cile ve tfech urovnich
propracovanosti. Vice nez polovina zakti gymnazia se dopracovala az
k vytvoreni simulace ndhodné mnoZziny se shluky nebo pravidelné
mnoziny vcetné odhaleni a odstranéni nejcastéjSich chyb, které jsou
Vv praci popsany.
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Priloha 1:

PRILOHY

Tabulka prumérnych hodnot z dotaznikt sémantického diferencialu
v kontrolni skupiné.

. E L. | L
gg%z%%%zgégégggﬁégvg%z
SS|ES|RE|S2 a3 N SlcN|E&|E5|leB <o
RE|AE|ER|CRIREGEINE|EE|RE|EA|SE
Piiroda 3,81[2,22(3,33[3,63[2,56/1,63(3,11(3,81[3,56(2,70(3,44
Pravdépodobnost [2,96[2,44(2,74[2,19[2,96 2,07 |2,52(2,56 2,33 2,63 2,52
14 3,22(2,59(2,89[2,81[3,04]2,00(2,78/3,00(3,26(2,70(2,07
Laska 3,52(2,44[3,59[3,59[3,07[1,52/2,70(3,67[3,78(2,70(3,04
Internet 3,81[3,22(3,37[3,63[3,93[1,63/2,96/2,85[3,07(3,073,52
Statistika 3,26/2,37(2,78[2,70(2,89]2,042,11/2,48(2,70(2,332,89
Algoritmus 3,26/2,70(2,96 2,56 [3,04(1,78/2,37(2,48(2,89(2,63 3,00
Skola 3,41(2,19]2,67[2,44[2,44]1,74|2,56/2,44[2,59(2,19/2,89
Budoucnost 3,33(2,85(3,33[3,44[3,48[1,44(2,19(3,04[2,93(2,963,22
Zivot 3,07/3,26/2,85[3,04[2,85(1,48(2,96/3,07[3,22(3,04 3,22
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Priloha 2:

Tabulka priumérnych hodnot z dotaznikt sémantického diferencialu
v testované skupiné.

B -

. ~§ By § > -
vl A E R el RN - R
E A L R R I R A eI EE
53047 |LA|RE[GO|SE 8L |AS (2 A[SH
Ptiroda 3,80(2,24(3,48(3,84 2,28 1,44 (3,04 3,843,443,12[3,72
Pravdépodobnost [2,96[3,00(2,602,763,082,32(2,642,48[2,80(2,92[2,80
Ja 3,04(2,76(2,88(3,363,24[1,84[3,083,04|2,88(3,12[2,56
Laska 3,52|2,443,88(3,762,881,52(2,84(3,60(3,72(3,00[3,32
Internet 3,84(3,12(3,403,48[4,00[1,64(3,08|2,96[3,04 3,08 3,64
Statistika 3,64(2,48(3,082,96 3,16 [1,96|2,482,64[2,842,76[2,96
Algoritmus 3,68(3,00(3,242,72(3,481,52|2,04 |2,48(2,88 2,48 3,04
Skola 3,12{1,96(2,802,44[2,40(1,76|2,72(2,20(2,44 |2,24[2,80
Budoucnost 3,60(2,84(3,52[3,683,40(1,40(2,163,00(3,24 3,24 3,32
Zivot 3,40(2,76(3,32[3,323,08(1,363,28(3,20[3,32(3,36 3,20
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