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Abstrakt

Prace se zabyva optimalizaci (zavodni) jizdy vozu po draze. Je v ni vytvoren model
vozidla i drahy, po niz se vozidlo pohybuje. V prvni kapitole se formuluje uloha nejrychlejsiho
prajezdu, kterd optimalizuje jizdu zdvodniho vozidla tak, aby se ze startu do cile dostalo v co
nejkratim ¢ase. Uloha je formulovéna jako Uloha optimalniho fizeni. V druhé kapitole se
uloha nejrychlejsiho prlijezdu vhodné diskretizuje a transformuje na ulohu nelinearniho
programovani. StéZejni ¢ast prace tvori pravé transformace ulohy nejrychlejsiho prijezdu na
Ulohu nelinedrniho programovani a jeji detailni a nazorné odvozeni a nova formulace. V treti
kapitole je uloha nejrychlejsiho prlijezdu implementovana a feSena v prostfedi GAMS a
MATLAB. Tato prace navazuje na projekt specifického vyzkumu, do néhoz je autor zapojen.
Pfinos autora spocivd predevSim ve vlastni a origindlni formulaci ulohy nejrychlejsiho
prijezdu jakozto ulohy nelinearniho programovani a jeji implementaci a ndaslednému
vyfeSeni v programu GAMS.

Abstract

This thesis deals with optimization of a vehicle’s (racing) drive on a track. The model
of a vehicle and a track is built in this thesis. The first chapter is devoted to the fastest pass
problem formulation. The problem optimizes (in the least time) the vehicle’s drive from a
start line to a finish line. The problem is formulated as an optimal control theory problem. In
the second chapter the optimal control theory problem is suitably discretised and
transformed into a nonlinear programming problem. The transformation of the fastest pass
problem into nonlinear programming problem, its detailed and illustrative derivation and
reformulation form the main part of the thesis. Third chapter presents the implementation
and solution of the problem using GAMS and MATLAB. This thesis is a part of a specific
research project on which the author has participated. The main contribution of the author
is an original formulation of the fastest pass problem as a nonlinear programming problem
and its implementation and solving using GAMS.
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Uvod

Jiz od nepaméti se lidé snazi Zivot si pokud moZno zjednodusit a zpfijemnit a svou praci
zefektivnit tak, aby za cenu mensiho Usili dosahli lepsiho vysledku. Casto se lidé snaZi
vymyslet, jak postavit most s pouzitim co nejméné materialu, jak vhodné investovat penize,
aby zisk z nich byl maximalni, apod. Tyto a jim podobné ulohy se rlizné (nejen) technické
discipliny snazi matematicky formulovat, vyresit a vysledky pak efektivné aplikovat. Jako
vhodny matematicky aparat se v téchto ulohach pouziva teorie optimalniho fizeni [2] a
teorie matematického programovani [1]. Jednou z téchto uloh je uloha, jak se z bodu A
dostat do bodu B v co nejkratSim case. Tato uloha je pro mnoho fidicd automobill velice
dllezitad - zejména pro ucastniky automobilovych zavod(. Mezi fidi¢i se v kazdé dobé nasla
rada lidi, ktefi tuto ulohu brali a berou jako vdZnou vyzvu a snazi se v uméni ,dostat se
zbodu A do bodu B“ vyniknout. Lidska touha zvitézit, byt rychlejsi nez ti druzi je casto
hnacim motorem technického pokroku lidstva. Kdysi v této Uloze hrdlo dulezitou roli pravé
vozidlo. Jednotlivé automobilky se proto snazily vyvinout co nejsilnéjsi a nejrychlejsi viz.
V dnesdni dobé vladne automobilovym zdvodl soutéZ formule F1. OvSem vozy formule
rdznych staji jsou si svymi vlastnostmi velice podobné, parametry téchto formuli jsou totiz
pfesné vymezeny pravidly. Proto kvitézstvi vede zejména precizni a bezchybnd jizda
zavodnika po zavodni trati. K dosazeni vitézstvi se pouzivd mnoha metod a jednou z nich
muze byt matematické modelovani zdvodniho vozu a jizdniho stylu. Pomoci tohoto modelu
Ize zavodnikdm pomoci nalézt optimalni trajektorii, po jaké se maji s vozem pohybovat (jak si
do zatacky nadjet, kdy nejpozdéji zacit brzdit, a kdy uz Ize zrychlovat a jak optimalné projet
napfiklad ,esicko”).

Cilem této prace je vytvofit model trati, vozidla a zavodni jizdy. Pomoci tohoto modelu
pak matematicky formulovat ulohu nejrychlejsiho prijezdu Useku trati a tuto uUlohu se snazit
vyresit. ProtozZe autor této prace byl mimo jiné zapojen do projektu specifického vyzkumu
FSI-J-12-1803 s podobnym zaméfenim, budou vtéto praci uvedeny i autorem ziskané
vysledky a nastinéno, jak lze podobnou ulohu modelovat a fesit v prostfedi MATLAB. Tato
prace resi aktudlni Ulohy a principy metody pouZité v praci navazuji na [3]. Autor ve své praci
rovné? vyuZil poznatky ziskané b&hem odbornych konzultaci na Ustavu automobilniho a
dopravniho inZenyrstvi, FSI, VUT v Brné.

Ulohu nejprve vprvni kapitole zformulujeme jako ulohu optimalniho Fizeni a
prodiskutujeme jeji resitelnost. Zakladni pojmy uvedeme v kontextu resené ulohy. V druhé
kapitole se budeme vénovat transformaci této ulohy na ulohu nelinearniho programovani.
V treti posledni kapitole budeme tuto ulohu fesit jakoZto Ulohu nelinearniho programovani
pomoci softwaru GAMS a predvedeme dosazené vysledky.



1. Uloha nejrychlej$iho priijezdu jako uloha optimalniho Fizeni

Mnoho disciplin ve fyzice, mechanice nebo dynamice fesSi ulohy optimalniho fizeni.
V téchto ulohdch se nejcastéji setkavdme s objektem, ktery se pohybuje v prostoru. Timto
objektem muze byt napfiklad raketa, kterd ma pristat na mésici, stfela, kterd ma zasdhnout
cil nebo tfeba automobil, ktery se ma z mista A dostat do mista B. Pohyb takovychto soustav
je nejcastéji popsan soustavou diferencidlnich rovnic opatfenou pocatecnimi (ptipadné
okrajovymi) podminkami. Tato soustava diferencidlnich rovnic je odvozena z fyzikdlnich
zakonu, kterym kazdy objekt podléha. Mnoho aplikacnich uloh fesi pouze tyto pohybové
diferencidlni rovnice. Tim modeluje chovani objektu jednoznacné ur¢eného soustavou rovnic
a pocatec¢ni podminkou. Takovou ulohou muze byt napt. uloha o doletu rakety - do jakého
mista dopadne raketa, je-li vystfelena ze zadaného mista a je-li jeji pohyb dan soustavou
diferencialnich rovnic.

Ulohy optimalniho tizeni si kladou cil je$té sloZit&j$i. Predpokladaji totiz, ze pohyb
objektu se da néjakym zplsobem fidit, ovladat Ci regulovat. Raketa letici na mésic muze diky
raketovému motoru zrychlovat i brzdit, fizena vojenska stfela mlze korigovat svij smér a
automobil mize libovolné zatdcet a zrychlovat ¢i brzdit. Aby tento pohyb Slo matematicky
modelovat, zavadé&ji se specidlni funkce, tzv. regulace. Ulohy optimalniho Fizeni si pak kladou
za cil nalézt takové regulace, které zajisti, aby se objekt dostal z daného mista A na urcené
misto B regulovanym, tj. fizenym pohybem. Navic mezi témito regulacemi hledaji takovou,
ktera zaruci, aby pohyb objektu byl v jistém smyslu optimdlni — napf. aby raketa pfi cesté na
mésic spotrfebovala co nejméné paliva nebo aby se zavodni vozidlo dostalo do cile v co
nejkratSim Case.

V této kapitole si nejprve zavedeme zakladni pojmy z teorie optimdlniho fizeni. Poté
uvedeme motivacni Ulohu nejrychlejsiho prljezdu, ktera je zaroven hlavni Ulohou této prace
a zformulujeme ji jako ulohu optimalniho fizeni. V dalSim nastinime analytickou FeSitelnost
této ulohy a zminime jeji uskali. V zavéru této kapitoly zavedeme zakladni pojmy z teorie
optimalizace (konkrétné nelinedrniho programovani), protoZe pravé pomoci nelinedrniho
programovani budeme ulohu nejrychlejsiho prljezdu resit.

1.1 Zavedeni zakladnich pojmu teorie optimalniho fizeni

V nasi praci budeme vysetfovat, regulovat a optimalizovat pohyb vozidla. V dalSich
podkapitolach prace stanovime, co se mysli pod pojmem ,optimalizovat pohyb” (napf.
pohyb z bodu A do bodu B realizovat po co nejkratsi trajektorii nebo za co nejkratsi c¢as).
V této podkapitole definujeme, co mdme na mysli pod pojmem regulovany pohyb.

Okamzity stav vozidla se da popsat n redlnymi Cisly x; ...,x,, znacicimi napfiklad
polohu, rychlost vozidla, atd. Vektorovy prostor X vektorové proménné x = (x4, ..., Xx,)
nazyvame fazovym prostorem vozidla. ProtoZe vozidlo se v case t pohybuje, proménnd
x =(xq,..,x,) se vcase méni. Tuto skuteCnost vyjadiime zapisem x(t) =
(x1(t), ..., x,(t)). Déle uvazujeme, e se pohyb vozidla dé Fidit (v definici 1.1 zavedeme
presnéjsi pojem regulace). Toto fizeni (regulaci) popiseme m realnymi cisly uy, ..., u,,. Toto

-5.-



Fizeni (regulace) rovnéi zavisi na ¢ase, proto pideme u;(t), ..., u,, (t). Rizeni (regulace) mize
nabyvat libovolnych hodnot z dané mnoziny U € R™. Tuto mnoZinu nazveme oborem
regulace. Zde a dale uvedené zakladni pojmy jsme zpracovali podle [6].

Definice 1.1. Regulaci rozumime vektorovou proménnou u(t) = (u.(t), ..., U (t))
definovanou na néjakém intervalu (0, T'), jejiz hodnoty nalezi do oboru regulace U ¢ R™.

Poznamka 1.1. Regulaci mUZe byt naptiklad tazna sila nebo zrychleni vozidla, které je
tainé sile primo Umérné. Obor regulace U se stanovuje podle konkrétni ulohy. Ma-li regulace
u dimenzi m =2, tj. u = (uy(t),u,(t)), oborem regulace mlze byt napfiklad Ctverec
U c R? nebo néjaka jeho podmnoZina, napfiklad kruh:

U= {u,(t), uy ()| u 2(t) + u2(t) <r?3t €(0,T)}

Obor regulace mlze byt uréen i komplikovanéjsimi podminkami, jak tomu bude v Uloze
nejrychlejsiho prujezdu, viz podkapitola 1.3.

Definice 1.2. Ddle predpokladejme, Ze pohyb vozidla je dan soustavou diferencialnich
rovnic

5(:1 = fl(xll "-)xn; u]_, ...,um),
(1.1)

xn = fn(xb "-)xn; u]_, ...,um)_

Symbolem tecky nad proménnou rozumime v této praci derivaci proménné vyhradné podle
¢asu t. Predznamenavame, Ze pozdéji v praci budeme uvazovat i jiné derivace neZ podle
Casu, které znacenim odliSime. O funkcich fj, ..., f, budeme pfedpokladat, Ze jsou spojité
vzhledem k proménnym x,...,x, a regulacim u4,...,u,, a také spojité diferencovatelné
vzhledem k proménnym x4, ..., X,. Tento prfedpoklad je pro ndami feSenou ulohu logicky,
nebot proménné x,, ..., x,, popisujici stav vozidla (rychlost, poloha, atd.) jsou v ¢ase spojité
funkce. Uvedenou soustavu budeme nazyvat fizena soustava a oznacime ji zkracené

x = f(x,u). (1.2)
V definici 1.1 jsme uvedli, Ze regulace u mulZe nabyvat libovolnych hodnot z oboru
regulace U. Je ale vhodné zabyvat se jen nékterymi regulacemi. Proto zavadime nasledujici
definici.
Definice 1.3. K uvedené fizené soustavé (1.1) definujme jesté pocatecni podminky
xl(o) = al) ,xn(O) = an ’

které pomoci bodu fazového prostoru A = (ay, ..., a,) € X zkracené zapiseme:

x(0) = A.



Definice 1.4. Regulaci u(t),t € (0, T) nazveme pFipustnou regulaci, jestlize pro libovolny
bod A € X fazového prostoru vozidla existuje jediné feSeni x(t) fizené soustavy (1.2)
vyhovujici po¢atecni podmince x(0) = A.

Oznaceni. V praci se dale budeme zabyvat pouze pfipustnymi regulacemi, proto
pfipustné regulace budeme ddle nazyvat vétsSinou jen zkracené regulace.

V aplikaénich dlohach na pohyb vozidla klademe rGzné podminky. Jednou z nich je
podminka, aby se vozidlo dostalo z jistého bodu A do jiného daného bodu B. Pravé proto je
potfeba pohyb regulovat. V ndsledujicim odstavci definujeme regulaci, ktera prevadi vozidlo
z bodu A do bodu B.

Definice 1.5. Necht 4, B € X jsou dané body fazového prostoru vozidla. Rekneme, 7e
(pFipustnd) regulace u(t), t € (0, T) prevadi bod A do bodu B, jestlize odpovidajici feseni
x(t) fizené soustavy

x = f(x(t),u(®))
je definovano na celém intervalu (0, T') a vyhovuje jak pocate¢ni, tak koncové podmince:
x(0) = A,
x(T) = B.

Poznamka 1.2. Pocdatecni i koncovou podminku lze rozepsat po slozkach jako v definici
1.3.

V ulohach dale ¢asto klademe pozadavek, aby vozidlo nejen splnilo vSsechny podminky
(dostat se z jistého bodu A do jiného daného bodu B), ale aby podminky splnilo optimalné,
napr. aby se mezi body A, B pohybovalo co nejrychleji. V nasledujicim odstavci si uvedeme,
jak kritérium optimality vhodné definovat a jak formulovat Ulohu optimadlniho fizeni.

Definice 1.6. Kfizené soustavé x = f(x(t),u(t)) a pocateéni podmince x(0) = A

definujme G&elovou funkei fo(x(t), u(t)), ktera je spojita jak ve (vektorové) proménné x(t),
tak ve (vektorové) proménné u(t). K ni pak definujme ucelovy funkcional J nasledovné:

T
] = f fo(e(©), u()de.
0

Poznamka 1.3. Pokud polozime f,(x(t), u(t)) = 1, pak je ucelovy funkcional tvaru:

T
]:fldt:T.
0



Takto definovany ucelovy funkcional se obvykle minimalizuje a pouZiva se ve formulaci ulohy
nejrychlejsiho prljezdu, kterou uvedeme v podkapitole 1.3. Znaceni vtéto podkapitole
odpovida znaceni v [6].

Formulace zakladni ulohy optimalniho Fizeni. Necht A, B € X jsou dané body fazového
prostoru vozidla. Mezi vsemi (pfipustnymi) regulacemi u(t) pfevadéjicimi bod A do bodu B
hleddme takovou, pro niz Ucelovy funkcional

T
J = f fo(e(D), u(t))dt
0

nabyva nejmensi moiné hodnoty. Pfitom x(t) je feSenim fizené soustavy (1.2). Jestlize
takova regulace existuje, nazveme ji optimalni regulaci a oznac¢ime ji jako @(t). Reseni x(t)
pak nazveme odpovidajici (fazovou) trajektorii a oznacime jej X(t).

Y 4

1.2 Motivacni uloha

V této podkapitole vyuzijeme zakladnich pojm0 teorie optimalniho fizeni definovanych
v podkapitole 1.1. Cilem této podkapitoly neni ulohu nejrychlejsiho prijezdu vozidla z bodu
A do bodu B precizné zavést a zformulovat. V této podkapitole ulohu spiSe nastinime a
zamérime se predevsim na odvozeni diferencidlnich rovnic popisujicich pohyb vozidla a na
definovani oboru regulace U.

Uvazujme ndsledujici optimalizacni ulohu. Vozidlo se pohybuje po zavodni draze (v celé
praci uvazujeme pouze pfipad drahy dané v roviné a neuvazujeme prevyseni). M4 se dostat
zbodu A do bodu B za co nejmensi ¢as pomoci regulovaného pohybu. Regulovanym
pohybem mame na mysli pohyb, ktery je ovlivnén tzv. regulacemi (viz definice 1.1), které
v nasi praci modelujeme veli¢inami zavislymi na Case: a(t), p(t). Regulace a(t) je podéiné
(te¢né) zrychleni, které modeluje zrychlovani ¢i brzdéni vozidla v ¢ase t a regulace p(t) je
mira natoceni volantu v ¢ase t. Obor regulace pro tuto motivacni ulohu uvedeme na konci
této podkapitoly.

Dréhu uvazujme jako nasledujici mnoZinu bod( v roviné D c R?:
D={(x,y)ri<x®*+y*<r}}.

Jedna se tedy o mezikruzi (viz obrdzek 1.1), které si mUZeme predstavit jako jednoduchy
model zakladniho zavodniho okruhu (viz napf. Indianapolis). Po¢ate¢ni bod A € D volme

r + rz]

A =[x, =10,
[x0, Yol [ >

a koncovy bod B € D volme:

B = [xr,yr] = [rl;rrz»o]-
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Obr 1.1. Model zakladniho zavodniho okruhu.

Zavedme (dle obrazku 1.1) globalni soufadny systém (x,y) s pocatkem ve stfedu drahy,
tzn. ve stfedu mezikruzi D. Vozidlo uvazujme jako hmotny bod. Vozidlo ma v kaidém
okamziku jistou rychlost. Rychlost je v souradném systému uréena svoji velikosti a svym
smérem. Velikost rychlosti oznac¢ime symbolem v a v celé préci (pokud to bude v kontextu
zfejmé) budeme misto terminu velikost rychlosti pouzivat kratsi termin rychlost.

Ke globalnimu soufadnému systému (x,y) zavedme jesté lokdlni soufadny systém
(x¢, ¥¢) ndsledovné: osa x; lokdIniho souradného systému je rovnobéznd s rychlosti v. Osa y,
je vzhledem k ose x; pootocena o uhel m/2 proti sméru hodinovych rucicek (viz obrazek
ProtoZe vozidlo se v ¢ase pohybuje (vzhledem ke globdlnimu souradnému systému) rychlosti
v, téz lokdIni souradny systém se (spolec¢né s vozidlem) v zavislosti na Case pohybuje
rychlosti v vzhledem ke globdlnimu souradnému systému.

Vozidlo se tedy z pohledu globalni soufadné soustavy pohybuje rychlosti v ve sméru osy
X;. Primét této rychlosti do globalni souradné soustavy definuje rychlost vozidla ve sméru
osy x a y takto:

U, = VCosa,
(1.3)
vy = vsina,

kde a je uhel, o ktery je lokdIni soufadny systém (x;, y;) pootoCen vzhledem ke globaInimu
soufadnému systému (x,y). Kladny smér otoceni je proti sméru hodinovych rucicek.
V nasledujici ¢asti uvedeme Ctyfi diferencidlni rovnice popisujici pohyb vozidla.



Zavedeni prvni diferencidlni rovnice. Rychlost v je funkci Casu t. Tuto skutecnost
budeme vyjadfovat zdpisem v(t). Definujme pfirGstek rychlosti v(t) za jednotku ¢asu jako
tec¢né zrychleni a(t). Toto zrychleni a budeme v praci ¢asto zkracené nazyvat jen zrychleni.
Prvni diferencialni rovnice popisujici pohyb hmotného bodu je tedy dana nasledujici rovnici:

v(t) = a(t).

Odvozeni druhé diferencidlni rovnice. Vozidlo ma moZnost zatacet. Mira natoceni
volantu vozidla, kterou oznacime symbolem p, definuje kruznici o poloméru R, po které by
se vozidlo pohybovalo, kdyby mira natoéeni volantu byla konstantni. Definujme tedy miru
natoceni volantu p jako prfevracenou hodnotu poloméru R:

| =

p:

Poznamenejme, Ze takto nami definovand mira natoceni volantu p se v literature
vénované diferencialni geometrii (viz napft. [7]) ¢asto oznacuje jako kfivost kfivky v bodé.
Proto budeme miru natoceni volantu p v této praci nékdy nazyvat zkracené jen jako krivost.
Zdlraznéme, Ze p je funkci Casu, tedy piseme p(t).

Jestlize se vozidlo zaroven pohybuje rychlosti v(t) a zaroven zatacdi s kfivosti p(t), pak se
v Case t méni i uhel a, ktery svira lokdlni a globalni souradny systém. Vidime tedy, Ze i Uhel a
je funkci ¢asu t a piSeme a(t).

Nyni odvodime vztah mezi a(t) a p(t). Uvazujme kruZnici o poloméru R a obvodu
0 = 2mR. Pohybuje-li se po ni vozidlo rychlosti v, tak za pfirGstek ¢asu At urazi na kruznici
vzddalenost Ao = vAt. Smér rychlosti v se za tento ¢as At zméni o Uhel a takto:

Ag = 2 A0_2 vAt
a = no = nan.

Upravou a délenim této rovnice (nenulovym) éasem At dostadvame rovnici:

Aa v
At R’
. 1 , .
Jelikoz p = = upravime rovnici na tvar:
Aa
— = pv.
ac P

Protoze p, v, a jsou funkce Casu, pisSeme dale p(t), v(t), a(t). Tedy:

Aa(t)
A = POV,
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Vyraz na levé strané rovnice pro At — 0 prejde v derivaci podle ¢asu:

Aa(t)
At

a(t),
¢imzZ dostavame diferencialni rovnici popisujici vztah mezi a(t) a p(t) nasledovné:

a(t) = p(Ov(D).

Zavedeni treti a Ctvrté diferencialni rovnice. Posledni dvé rovnice popisuji vztah mezi
soufadnicemi (polohou) vozidla x,y a rychlosti v v ¢ase. Soufadnice x,y jsou funkci ¢asu,
piSeme tedy x(t),y(t). Jejich ¢asovd zména je definovdna jako rychlost v globdinim
souradném systému:

x(t) = v (1),
(1.4)
y(0) = vy (2).
Do vztah( (1.4) dosadime z rovnic (1.3). Rovnice pak maji tvar:
x(t) = v (t)cosa(t),

y() = v (t)sina(t).

Celkové jsme tak sestavili soustavu ¢tyf obycejnych diferencidlnich rovnic popisujici
pohyb vozidla:

v(t) = a(b),
a(t) = p(Dv(0),

x(t) = v (t)cosa(t),

(1.5)

y(t) = v (t)sin a(t).

Tato soustava tak tvofi fizenou soustavou (viz definice 1.2) nasi motivaéni Ulohy a a(t) a
p(t) vystupujici v soustavé jsou regulace.

K fizené soustavé diferenciadlnich rovnic (1.5) definujeme pocatecni podminky (viz
definice 1.3), charakterizujici stav vozidla v ¢ase t = 0, kdy se vozidlo nachazi v bodé A:

v(0) = o, a(0) = ao, x(0) = xo, y(0) = yo.

V poslednim odstavci této podkapitoly zavedeme podminky charakterizujici obor
regulace. Definovani oboru regulace je velice dilezité. Kdybychom regulace a(t), p(t)
v Uloze nevolili zoboru regulace, ale volili bychom je bez omezeni, feSeni Ulohy by
neodpovidalo fyzikalni realité (napf. vozidlo by mohlo projizdét zatacku rychleji, nez
umoznuje tfeni pneumatik o vozovku, atd.).
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Zavedeni oboru regulace. Regulace kromé uvedené soustavy Ctyf ODR1 podléhaji dalSim
fyzikdInim omezenim. Tato fyzikdlni omezeni vymezuji obor regulace (viz definice 1.1). Pro
jednoduchost modelu se omezime na nasledujici podminky.

1)

2)

3)

4)

Zatdceni vozidla je omezeno maximalnim natocenim volantu, coZ odpovida tomu, Ze
vozidlo se muUZe pohybovat po kfivce somezenou kfivosti. Tuto skutecnost
modelujeme podminkou:

—Pmax =P = Pmax - (1.6)

Podélné zrychleni (at uZ se jednd o zrychleni ¢i brzdéni) je omezeno pfilnavosti
pneumatik k vozovce. Tuto fyzikdlni podminku lze zjednoduSené zapsat pomoci
nerovnice:

—g¢ <a<g¢,

kde g je gravitacni zrychleni a ¢ je soucinitel smykového tfeni. Hodnota ¢ je zavisla na
mnoha faktorech (typ a teplota pneumatik, materidl a drsnost vozovky, mokrost
vozovky...) a stanovuje se experimentalné. Hodnoty ¢ se u zavodnich aut na okruhu
za dobrych podminek obvykle pohybuji v rozpéti & € (1,2) (nékteré hodnoty
soucinitele smykového treni lze nalézt napf. v [8]). Pro jednoduchost modelu
uvazujme ¢ =1. Nerovnice modelujici tuto skutecnost je pak tvaru:

—g<a<yg. (1.7)

Kombinace podélniho a odstfedivé zrychleni nesmi z fyzikdlniho hlediska prekrocit
maximalni mozné zrychleni dané pfilnavosti pneumatik k vozovce, plati omezeni:

ai, +a% < g%¢?,
kde dostredivé zrychleni je ddno vztahem:
ag, = V2p.
Dosazenim za dostfedivé zrychleni a volbou ¢ =1 dostdvame nasledujici omezeni:
v*p? +a? < g2 (1.8)

Aby pribéh regulaci byl dostatecné hladky, je vhodné pridat jesté podminky hladkosti
omezujici derivace regulaci:

1P| < pamax (1.9)
la(®)| < aamax (1.10)

kde pamax, Aamax jsou vhodné zvolené konstanty. Konstanta apysx modeluje
schopnost vozidla ménit intenzitu zrychlovani (brzdéni), konstanta payax modeluje
schopnost fidiée ménit smér vozidla.
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Nasim ukolem je nalézt takové regulace a(t), p(t),t € (0, T) vyhovujici jednak Fizené
soustavé ODR1 (1.5) a jednak uvedenym podminkdm oboru regulace (1.6) - (1.10) tak, aby
regulace zajistily, Ze se vozidlo dostane zbodu A do bodu B vco nejmensim case T.
V nasledujici podkapitole tuto motivacni Ulohu budeme formulovat presnéji.

1.3 Uloha nejrychlejsiho prajezdu jako uloha optimalniho Fizeni

Motivacni Ulohu minulé podkapitoly budeme dale nazyvat jako ulohu nejrychlejsiho
prajezdu. V této podkapitole motivacni Ulohu preznacime a preformulujeme ve shodé se
znacenim a pojmy uvedenymi v prvni podkapitole této prace. Nejprve preznacime regulace
a proménné — viz nasledujici tabulka 1.1.

Tab. 1.1. Pfeznaceni regulaci a proménnych.

S vyuZitim nového pfeznadeni uvazujme dale fazovy prostor proménnych X c R*, kde
prvek x € X je vektorova proménnd x = (x;, X5, X3, X4). Tato vektorovd proménna je
zavislad na case, znacime ji tedy x = x(t) a zachycuje rychlost, natoéeni a polohu vozidla
v zavislosti na ¢ase t. V naSem pripadé je fazovy prostor dan nerovnicemi omezujicimi
proménné x; v kazdém ¢asovém okamziku t € (0, T):

0< X1,
0<x,<2m,

2 < x3+x2 <7l

Dale predpokladejme, Ze pohyb vozidla Ize regulovat. To lze ve shodé s definici 1.1
zachytit regulaci u:

u=u(t) = (u(t), uy(t)) € U c R2,

Obor regulace U je v nasem pfipadé vymezen podminkami (1.6) - (1.10), které maji po
preznaceni tvar:

—Cc1 S Uy < ¢y, (1.11)
—C, S U S €y, (1.12)
xfu? +u3 < c?, (1.13)
o<y < e (1.14)
—C, S Uy < Cyy (1.15)
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kde ¢; = pmax, €2 = g, €3 = Pamax, €4 = Gamax JSOU konstanty.
Pohyb vozidla je dan dle definice 1.2 fizenou soustavou ODR1:

x = f(x,u),
ktera byla odvozena v minulé podkapitole a je v naSem pfipadé tvaru:
.7.(,'1 = uZ,
.7.(,'2 = x1 " ul,
(1.16)
X3 = X1 COS X5,
X4 = X4 Sinx,.

UvaZzujme ddle body fazového prostoru A,B € X. Ve shodé s definici 1.3 pridejme
k fizené soustavé jesté pocatecni podminku

x(0) = A. (1.17)

ProtoZe uloha nejrychlejsiho prljezdu je ulohou ¢asové optimalizace, zavedme k fizené
soustavé (1.16) ve shodé s definici 1.6 ucelovou funkci

fo(x(®),u(®) =1

a k ni definujme patficny ucelovy funkcional

1dt =T.

Il
o

T
J = f fo (x(0), u(®))de
0

Definujme jesté koncovou podminku:
x(T) =B (1.18)

Formulace ulohy nejrychlejSiho prijezdu: S vyuZitim definice 1.4 a definice 1.5 o
pfipustnych regulacich a regulacich prevadéjicich bod A do bodu B formulujme nyni tdlohu
nejrychlej$iho prijezdu takto: Mezi vSsemi regulacemiu(t) z oboru regulace U, daného
podminkami (1.11) — (1.15), prevadéjicimi bod A do bodu B, tj. existuje feSeni soustavy
(1.16) a plati soucasné (1.17) i (1.18), hledame takovou regulaci u(t), pro kterou ucelovy
funkcional ] = T nabyva nejmensi hodnoty.

Poznamka 1.4. Body A a B fazového prostoru X uvazujeme nasledovné:
A = (aq,a3,a3,a4) = (Vg, g, X0, Yo),

B = (by, by, b3, by) = (vr, ar, X1, yr)-
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Pismeny A, B jsme na obrazku 1.1 znacili body drahy D, zde stejnymi pismeny znadime
body fazového prostoru, ktery je jistym zobecnénim drahy D. Pfi zadani (pocatecni) rychlosti
Vg, pocdte¢niho natoeni a, vozidla vbodé [x,,y,] drahy (viz obrdzek 1.1) je bod
Alvg, ag, x9, Yol fazového prostoru pIné urcen. Pokud bychom ovsem koncovou rychlost vy
nebo koncové natoleni ag vozidla vbodé [xr,yr] drahy nezadali, bod Blvr, ar, xr, yr]
fazového prostoru uz by pIné uréen nebyl. Jednalo by se tak o tzv. uUlohu s pohyblivym
pravym koncem. Takovou Ulohu je pak tfeba opatfit podminkami transverzality, viz napft. [6].

1.4 Resitelnost Glohy optimalniho Fizeni

V této podkapitole nastinime problematiku analytické reSitelnosti ulohy optimalniho
Fizeni. Ustfedni vétou optimaélniho Fizeni je tzv. PontrjaginGv princip maxima, ktery, jak si
ukdZeme, za jistych podminek odpovi na otazku existence a jednoznacnosti reseni Ulohy.

Pontrjagin(iv princip maxima lze zavést jak pro obecnou ulohu (optimalniho fizeni), tak
specidlné pro ulohu ¢asové optimalizace. V nasi praci budeme uvaZovat pouze tuto specidlni
Ulohu, proto princip maxima v této praci uvedeme pouze pro Ulohu ¢asové optimalizace.

K fizené soustavée (1.1):

5(:1 - fl(xl, ey X, Uq, ...,um),
X = fn(X1y o) Xpp Ug, wony Upy).

zavedme soustavu pro pomocné promeénné @4, ..., @, tvaru:

n
. af;
P11 = _ZTk(x»u)‘Pk»

=9
Pp = _Zi(x:u)q)k-

Oznatme @ = (@1, ...,0n), f(x,u) = (fl(x,u),...,fn(x,u)) a zavedme Hamiltonovu
funkci nasledujicim zplsobem:

H=H(p,f(w) = ) g,
k=1

Ze zavedeni Hamiltonovy funkce vyplyvd, Ze fizenou soustavu (1.1) i uvedenou
soustavu pro pomocné proménné Ize napsat jednotné ve tvaru Hamiltonovy soustavy:

0H

g’
C_OH
@ = o’ i=1,..,n

,'J.(,'l i = 1,...,n,
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Véta (princip maxima pro ulohu ¢asové optimalizace). Ve fazovém prostoru X jsou
dany body a, b. Pfedpokladejme, 7e 7i(t), t € (0, T) je regulace pievadéjici vozidlo z bodu a
do bodu b v nejkrat$im case a £(t), t € (0,T) je odpovidajici (fazova) trajektorie. Pak na
(0, T) existuje spojité nenulové Feseni @ (t) = (¢1(t), ..., P, (t)) soustavy

0H

¢i=a—xi(<ﬂ,ﬂ?ﬁ), i=1..,n

takové, e Hamiltonova funkce H spliiuje pro viechna t € (0, T) podminku maxima
H(p(6), 2(8),8(D)) = max H(p(D),2(0), (),
kde U je obor regulace. Navic na (0, T) plati (c je konstanta)
H(p(t),x(t),a(t)) =c=0.

Poznamka 1.5. Dle uvedené véty dava princip maxima pro existenci optimalni
regulace 1l a odpovidajici trajektorie X podminku nutnou, nikoliv postacujici. V pfipadé, Zze by
fizena soustava f (x, u) byla linearni, tj. méla tvar:

X1 = Qq1X1 + A%+ - ApnXpy + b1l o, DU,
Xn : Ap1X1 + ApaXo+ - AunXn + bpity, ooy FbpmUm,
ktery zkracené zapiSeme pomoci matic A a B jejichz prvky jsou vySe uvedené koeficienty:
x = Ax + Bu,
by princip maxima byl podminkou nejen nutnou, ale i postacujici. Navic soustava

0H

¢ = a—xi(fp,ﬂ?ﬁ), i=1..,mn

by taktéz byla linedrni a nezdvisela ani na X ani na @i a mohli bychom ji zkracené vyjadrit ve
tvaru

¢ =—ATop.

Obsah poznamky 1.5 a dukaz principu maxima pro linearni ulohu c¢asové optimalizace Ize
nalézt v napft. v [6]. Vice se o Ulohach ¢asové optimalizace lze docist napf. v [13].

V uloze nejrychlejSiho prljezdu, jak jsme ji odvodili v minulé podkapitole, je fizend
soustava x = f(x,u) bohuZel nelinedrni. Podminka maxima tak neni pro existenci reseni
podminkou postacujici, ale jen podminkou nutnou. Dale bychom se pfi snaze najit optimalni
regulaci vyhovujici principu maxima museli vyporadat sfeSenim nelinedrni soustavy
diferencidlnich rovnic — nelinearita je jednak v fizené soustavé x = f(x, u), tak i v soustavé
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, OH PPN P v . IR C
Qi :E((p,x,u), kterd je soucdsti Hamiltonovy soustavy. ReSeni soustav nelinearnich
l

diferencidlnich rovnic vétSinou nelze nalézt analyticky. Proto se budeme snaZit ulohu
nejrychlejsiho prijezdu vhodnym zplsobem diskretizovat a prevést ji tak z tlohy optimalniho
fizeni na ulohu nelinedrniho programovani, kterou uz budeme moci vhodnym softwarem
numericky resit. V ndsledujici podkapitole uvedeme zakladni pojmy z teorie nelinedrniho
programovani.

1.5 Zavedeni zakladnich uloh nelinearniho programovani

V této podkapitole zminime zdakladni pojmy zteorie optimalizace, specidlné ulohu
nelinedrniho programovani. V literature vénované teorii optimalizace se Casto setkavame
s odliSnym znacenim proménnych a funkci neZ v literature optimadlniho fizeni. Zejména
vektorové proménné se v optimalizaci znaci tuéné a uvazuji se jako sloupcové vektory, proto
se u nich ¢asto vyskytuje symbol transpozice, napt. x = (x4, ..., x,,)7. KdeZto v optimélnim
fizeni se ¢asto setkdvame se znafenim jednodussim: x = (x4, ..., x,). Obdobné vektorovou
funkci vektorové proménné je voptimalizaci zvykem znacit symbolem f(x), kdeZito
v optimalnim fizeni zna¢ime jen f(x). Casto je z kontextu sice ziejmé, jestli se jedna o
promeénnou, (resp. funkci) vektorovou ¢i skaldrni, ale i presto nékdy znaceni v praci
okomentujeme. Kvlli prehlednosti budeme v préci uzivat jednotné znaceni - pfiklonime se
ke znaceni podle konvenci v teorii optimalniho fizeni.

Definice 1.7. Necht f: R™ — R je funkce vektorové proménné a S < R™. Pak ulohu:
min {f(x)|x € S}
X
nazveme Ulohou matematického programovani.

Poznamka 1.6. Uloha matematického programovéani mize mit réizné specidlni podoby.
Jedna z nich je uloha linedrniho programovani. Obecné se pak jedna o ulohu nelinedrniho
programovani. Tyto dvé ulohy jsou predmétem nasledujicich dvou definic.

Definice 1.8. Necht ¢ je realny (fadkovy) vektor dimenze n a b je redlny (sloupcovy)
vektor dimenze m Necht A je redlnd matice typu m X n. Symbolem 0 rozumime nulovy

(sloupcovy) vektor dimenze n. Pak ulohu:

min {cx|Ax = b, x > 0}
X

nazveme Ulohou linearniho programovani ve standardnim tvaru.

Definice 1.9. Necht f:R®" >R a g:R"™ - R™. Necht X c R". Oznatme dale
o€ {<, >, =}". Symbolem 0 rozumime nulovy vektor dimenze m. Pak tlohu:

min {f(x)|g(x) © 0,x € X}

nazveme Ulohou nelinearniho programovani.
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Poznamka 1.7. Pokud bychom ve formulaci ulohy matematického programovani
uvazovali mnozinu S = {x € X|g(x) o 0} jako konvexni a funkci f(x) téz konvexni, jednalo
by se tak o ulohu konvexniho programovani. Tato uloha tvori specidlni typ ulohy
nelinedrniho programovani. Podobnymi podminkami lze vymezit i jiné specialni tlohy (Ulohu
kvadratického programovani aj.). Pro rGzné typy téchto specidlnich uloh existuji r(izné
algoritmy, které je fesi.

Tato prace je zamérena aplikacné, proto jejim cilem je formulovat Ulohu nejrychlejSiho
prijezdu jako ulohu nelinedrniho programovani a nasledné tuto ulohu fresit v softwaru
GAMS, ve kterém jsou implementovdny mnohé numerické algoritmy uréené k rfeseni riznych
optimaliza¢nich uloh, mj. uloh nelinearniho programovani. V nasledujici kapitole se budeme
vénovat transformaci ulohy nejrychlejsiho prijezdu (formulované jako ulohu optimalniho
fizeni) na Ulohu nelinedrniho programovani.
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2. Transformace ulohy optimalniho fizeni na dlohu
nelinearniho programovani

Abychom mohli dlohu zpracovdvat na pocitaci, je potfeba data ulohy reprezentovat
koneénym pocétem Ccisel. Proto lze timto zplUsobem zpracovavat ulohu nelinearniho
programovani, jejimz feSenim je vektor Cisel (viz definice 1.9), ktery je konecné rozmérnym
objektem. Re$ime-li ulohu optimalniho Fizeni, napf. takovou, jakou jsme formulovali
v podkapitole 1.3, pak reSenim takové ulohy je regulace. Z tohoto dlvodu se v nasledujicim
textu této kapitoly budeme zabyvat otazkou, jak dlohu optimadlniho fizeni prevést na ulohu
nelinedrniho programovani.

Nejprve je tfeba ulohu a jeji data vhodné diskretizovat. V této praci budeme uvazovat
prostorovou diskretizaci inspirovanou [3], kterou si ukdZzeme na ilustrativnim prikladu (viz
obrazek 2.1). Prostorova diskretizace je vhodnéjsi nez ¢asova diskretizace, nebot data Ulohy i
jeji reSeni pak budou explicitné zavisla na prostoru, nikoli ¢ase (jisté je pro automobilového
zavodnika vhodnéjsi, aby mél k dispozici napf. informaci spiSe o tom, v jakém misté ma pred
danou zatdckou zacdit brzdit nez v jakém c¢ase ma brzdit). Dalsi mozZnosti diskretizace uloh
(nejen) optimalniho fizeni nabizi [2] nebo [5].

2.1 Zavedeni uvodnich pojmu

Fazové souradnice (velikost te¢né rychlosti v, Uhel natoceni a) a regulace (mira natoceni
volantu p a te¢né zrychleni a) budeme déle uvaZovat jako funkce prostoru, nikoli ¢asu. Levy
(z pohledu fidic¢e) okraj drahy pokryjeme n + 1 body, které oznacime Xy, X1, ..., Xy TOtO
pokryti nemusi byt ekvidistantni. Obdobné n + 1 body Xyp, Xip, ..., Xnp pokryjeme i pravy
okraj drahy (viz obrazek 2.1). Odpovidajici si body levého a pravého okraje drahy spojime
useckami, ¢imz drahu D rozdélime na n Usekd.

__XOL
XaL
A=Xg
Vi @ XaL
Ay Xl
— X
0=Xop X2 X3L
X1p
Xop

X3:B
X3p

Obr. 2.1. Prostorova diskretizace.
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Body drahy uvaZujeme jako prvky prostoru R?a znaéime je velkymi pismeny. Slozky
téchto bodd pak znacime malymi pismeny x a y, které opatfime odpovidajicimi indexy. Napf.
bod X, zapiSeme po slozkach nasledovné:

X, = [;C,g]

Poznamka 2.1. Intuitivni zavedeni drahy pomoci bodl na jejim pravém i levém okraji je
velice vyhodné, nebot tak umozZnuje definovat drahu, kterd ma napfr. nekonstantni Sirku
nebo nekonstantni kfivost, ktera navic nemusi byt ani vyjddfena pomoci jednoduchého
analytického predpisu, ale na zakladé empirickych nebo simulovanych dat. Definice déle
umoziuje snadno zavést ne-ekvidistantni diskretizaci drahy, tzn. Ize ,husté” diskretizovat
napr. oblast zatacky a ,fidce” diskretizovat prehledny Usek vozovky — napf. rovinku.

Pohyb vozidla po draze D definujeme jako posloupnost bodd Xy, X3, ..., X;,, kde kazdy
z bodl posloupnosti vyjadiime jako linedrni kombinaci pravého a levého bodu okraje
vozovky nasledujicim zptsobem:

Xi = XiP + ki(XiL - XiP)' i= 0,1, e, n, (21)
kde k; € (0,1).

Pocéatecni bod A ztotoznime s pocateénim bodem posloupnosti (A = X,,) a koncovy bod B
ztotoznime s poslednim bodem posloupnosti (B = X},).

Posloupnost bodl X, X4, ..., X;, tak definuje pohyb vozidla po draze D. Tuto posloupnost
budeme reprezentovat posloupnosti Ciselnych parametrl kg, k4, ..., k,,, které budeme ddle
nazyvat parametry polohy. Vozidlo se tak po draze pohybuje po trajektorii, kterou je lomena
¢ara. Pro popis této trajektorie zavedeme realny délkovy parametr s z intervalu s € (0, n).
Kazdy bod X této kfivky (lomené cary) pak vyjadiime pomoci parametru prostoru s takto:

X(s) = Xgmin + (s — s™™)(Xgmax — X gmin), s €(0,n),

kde s™™ je nejvétsi prirozené &islo (véetné nuly), pro které plati s™" < s a s™a%

prirozené Cislo, pro které plati s < s™%*,

je nejmensi

Pfiklad. Pro hodnotu parametru s = 2,3 je s™" =2 a s™* =3 a bod X(2,3) pak
vyjadiime jako X(2,3) = X, + 0,3(X5 — X,).

Poznamka 2.2. Zavedeni délkového parametru s je praktické pro to, abychom data
ulohy, jeji resSeni a také rovnice popisujici pohyb vozidla mohli vyjadrit nikoli v zavislosti na
Case t ale v zavislosti na parametru s.

Regulaci p definujeme jako posloupnost Cisel py, ..., pn. Obdobné definujeme i regulaci a

- jako posloupnost cCisel ag,a4, ..., a,. Regulace p a a uvazujeme jako funkce parametru s
(pisSeme p(s), a(s)), které jsou po castech konstantni. Obé regulace se mohou podél
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trajektorie skokové ménit pouze v bodech Xy, X3, ..., X, a mezi témito body neméni svou
hodnotu. Regulace p(s) a regulace a(s) definujeme nasledovné:

p(s) = psmax, s €(0,n),
a(s) = agmax, s €(0,n),

kde s™2* je nejmensi pfirozené Cislo s vlastnosti s < s™4%,

2.2. Prevedeni zavislosti rovnic z ¢asu na parametr prostoru

V této podkapitole se budeme zabyvat prevodem jiz odvozené (viz podkapitola 1.2
Motivacni uloha) soustavy diferencidlnich rovnic (1.5) popisujici stav (pohyb) vozidla
v zavislosti na Case t, na soustavu diferencidlnich rovnic popisujicich stav vozidla v zavislosti
na parametru s. Tyto diferencialni rovnice pak pfevedeme na rovnice diferenéni popisujici
stav vozidla pouze v bodech trajektorie X, Xy, ..., X;;, — tzn. misto parametru s budeme
v rovnicich pouzivat odpovidajici index X(0) = Xy, X(1) = X4, ..., X(n) = X,,.

Pfipomenme si soustavu diferencidlnich rovnic (1.5) popisujici stav (pohyb) vozidla
v zavislosti na ¢ase t:

B(t) = a(t)
a(t) = p(t)v(t)

() = v (t)cos a(t)
y(t) = v (t)sina(t)

Oznaceni. V této praci symbolem tecky nad proménnou (napf. v) zna¢ime vyhradné
derivace podle ¢asu t. Tuto oznaceni jsme zavedli jiz v definici 1.2. Derivaci podle parametru
s budeme v préci znadit vyhradné symbolem ¢&arky (tzn. v') a tim docilime kompaktnosti
zapisu, ktery nebude na ukor jeho srozumitelnosti.

Vozidlo ma v case t rychlost v(t). Vdaném case t se vozidlo vyskytuje v bodé
trajektorie X, kterému odpovida jista hodnota parametru s. Prvni rovnice vyjadfuje
skuteénost, Ze v jistém Case t ma vozidlo te¢né zrychleni a(t) rovné (¢asové) derivaci (te¢né)
rychlosti v(t). Tuto rovnici pfevedeme nyni na diferencidlni rovnici popisujici vztah te¢ného
zrychleni a(s) v bodé trajektorie X a derivace (podle parametru s) te¢né rychlosti v'(s)
pomoci nasledujicich dvah.

UvazZujeme-li a jako funkci parametru s, pak pravou stranu rovnice upravime snadno:

a(t) = a(s).

-21-



Levou stranu rovnice upravime ndsledovné:

dv(t) dv(s) dv(s) ds dv(s) ds
dd dt  dt ds ds dt

v(t) = =v'(s) - v(s).

SloZenim predchazejicich dvou Uprav dostavame diferencidlni rovnici:

v'(s) = % . (2.2)

Obdobnou uvahou upravime i druhou rovnici. Uvazujeme-li p i v jako funkce parametru s,
pak pravou stranu rovnice upravime opét snadno:

p(Ov(t) = p(s)v(s).
Levou stranu rovnice upravime ndsledovné:

da(t) da(s) da(s) % _da(s) . ds

a() = —g at T e LA ORI OF

Opét sloZzenim predchazejicich Uprav dostavame diferencidlni rovnici:

a'(s) = p(s). (2.3)

Poznamka 2.3. VSimnéme si, Ze v rovnicich (2.2) i (2.3) neni vzhledem k tomu, jak jsme
definovali regulaci p a a, zaru€ena spojitost derivace rychlosti v(s) ani Uhlu natoéeni a(s).
Spojitost derivaci mlze byt porusena v bodech X3, ..., X,,_; trajektorie, kde se jak regulace
p(s), tak regulace a(s) mizou skokové ménit. Pohybuje-li se vozidlo po néjaké trajektorii,
pak rychlost i smér rychlosti se sice méni spojité, ale v bodech nespojitosti derivaci téchto
veli¢éin dochazi ke skokim, coZz si lze predstavit jako ,nekonecné” prudké seslapnuti
brzdového/plynového pedalu resp. ,nekonecné rychlé” skubnuti volantem. Obé rovnice ale
uvadime v této formé kvuli ndzornosti a snadné interpretaci.

2.3. Prevod soustavy rovnic diferencialnich na diferencni

Soustavu (1.5) diferencidlnich rovnic zavislych na ¢ase t se ndm v minulé podkapitole
podafilo ¢astecné prevést na soustavu diferencidlnich rovnic zavislych na parametru s. V této
podkapitole navazeme a soustavu rovnic diferencidlnich prepiSeme na rovnice diferencni.
Posledni dvé rovnice soustavy (1.5):

x(t) = v (t)cosa(t),
y(t) = v (t)sin a(t)

popisujici zménu polohy vozidla v ¢ase t neupravime obdobné, jak jsme upravili prvni dvé
rovnice soustavy - kdy jsme pavodni diferencialni rovnici (v zavislosti na ¢ase t prepsali na
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diferencidlni rovnici v zavislosti na parametru s). K témto dvéma rovnicim pfistoupime jinak
— prevedeme je rovnou na rovnice diferencni. Plvodni diferencidlni rovnice vyjadfuji zménu
polohy vozidla v ase t. Rovnice prevedeme na diferencni rovnice popisujici zménu polohy
vozidla pfi pfechodu z bodu X;_; do bodu X; (tzn. pfi zméné parametru z hodnoty s — 1 na
hodnotu s). Pro ndzornost si pfevod znazornime na obrdzku 2.2 pro konkrétni pfipad i = 1,
tedy prechod z bodu X, do bodu X;_;.

XoL
o X1L
D_[}’o
e Y0
k T
0 V i X1=[ ]
A Ky
» X
0=Xop .
1p

Obr. 2.2. Pfevod na diferencni rovnice.
. . [Xi — .
Pro bod X; se slozkami [y] plati jiz rovnice (2.1):
l
X = Xip + ki(Xy, — Xip).
Tuto rovnici prepiSeme po slozkach na soustavu 2 rovnic:
Xip XiL Xip
] [ylP] ( ylL] [yLP])'
Oznacime-li [; vzdalenost mezi bodem X;_; a bodem X;, pak bod X; Ize vyjadrit takto:

¥ =X ] cos a;
i = At i[sinai '
Spojenim této rovnice a rovnice (2.1) dostavame soustavu rovnic:

Xi = Xip + ki(Xi, — Xip),

cosq;
Xip + ki(Xiy, — Xip) = Xiq + [smd
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kterou po slozkdch prepiSeme na tvar:
) = Bl + e (G = linl)
ol (] = i) = Bt + s

Pro prehlednost budeme v praci dale vyhradné vyuZivat nasledujici ekvivalentni zapis pravé
uvedené soustavy:

x; — Xip = ki(xiy, — x;p),

Vi — Yir = ki(yiL — yir),
(2.4)
Xi—1 — Xip = k;(x;, — x;p) — l; cos a,

Vi1 — Yir = ki(yi, — yip) — l;sina;.

Pfipomindame, Ze soustavu jsme si odvodili pro prfechod z bodu X, do bodu X;, tedy
v uvedené soustavé (2.4) je i = 1, dale x;p, Vip, Xi1, Vi, jSOU zndmé parametry a nezndmé
proménné jsou: k;, l;, a;, x;, Vi, Xi—1,Yi—1- PFi pfechodu do bodu X; je obvykle znam stav
v bodé X,. Za tohoto predpokladu by pak x;_4,y;—1 byly znamé parametry a uvedena
soustava rovnic by pak obsahovala pét nezndmych ale pouze 4 rovnice. Odvozeni dalsi, paté,
rovnice, kterou priddme k soustavé (2.4) je ponékud delsi, pro prehlednost prace jej proto
uvadime v nasledujici samostatné podkapitole. V ni pak rozsifenou soustavu okomentujeme
podrobnéji.

2.4. Doplnéni soustavy diferencnich rovnic

Nyni odvodime vztah mezi Uhly a;_; a a; a mirou natoCeni volantu p;. Tento vztah bude
tvorit patou diferencni rovnici, kterou priddme k soustavé (2.4) odvozené v minulé
podkapitole. Pro ndzornost Uvahu ukdZzeme pro uhly a4, a, a regulaci p, (viz obrazek 2.3).

Xor
X1
Xo
0lq
.X1 &
'--v‘-.ﬂ-w- :
ny A
S
N Xy
X
B X
Xop
X1p

Obr. 2.3. Odvozeni vztahu pro uhly a.
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Vozidlo do bodu X; vjizdi pod uhlem a;. Kdyby se v bodé X; nastavila regulace p, =0 a
tato nulova regulace puUsobila na vozidlo az do bodu X,, pak by vozidlo pokracovalo
v pfimém pohybu do bodu X,/ po téZze primce, jako z bodu X, do bodu X;. JenZe jestlize na
vozidlo mezi body X;, X, bude plsobit nenulova regulace p,, vozidlo se od této pfimky
zacne odklanét po kruznici o poloméru rovnym prevracené hodnoté regulace p, a po této
trajektorii vijede az do bodu X,. Do tohoto bodu ale uz vjede pod uhlem «,. Diky tomu, Ze
jsme trajektorii definovali jako lomenou ¢aru, nebudeme uvazovat pohyb mezi body X, X,
jako pohyb po kruznici, ale abychom odvodili zménu toho uhlu (a; — a;), aplikujeme na
tento pohyb mezi body X;, X, jiz odvozenou diferencidlni rovnici (2.3), pfedpokladajici pohyb
po kruznici

a'(s) = p(s),

kterou integrujeme od bodu X; do bodu X5, resp. od parametru s; do s,. Dostavame vztah

S2

a(2) —a(l) = f p2(s)ds,

S1

kde a(2) je udhel, ktery svird globalni soufadny systém s trajektorii (lomenou ¢&arou)
mezi body X;,X, (coZ je dle obrazku uhel a,). Obdobné vidime, Zze a(1) = a,. Regulace
p2(s) je mezi bodem X; a bodem X, konstantni, diky ¢emuz Ize integral pravé strané rovnice
vyjadrit nasledovné:

S2

fm®®=mh-

S1
SloZenim predchozich Uprav dostdvdme diferenéni rovnici:
a —ay =py-ly
Tuto rovnici snadno zobecnime pro obecné body:
ai— a4 =p; i=1,..,n

Nyni tuto rovnici pfipojime k jiz odvozené soustavé diferencnich rovnic (2.4) a tuto
soustavu rovnic zobecnime pro vSechny body trajektorie. Prvni dvé rovnice soustavy jsou
definovany pro i = 0, ..., n, zbyvajici tfi rovnice jsou definovany pouze pro i = 1, ...,n. Tim
dostavame nasledujici soustavu diferenénich rovnic:

x; — Xip = ki(xi, — Xip), i=0,..,n,
Vi — Yir = ki(Yir — Yir), i=0,..,n
Xi—1 — Xxip = ki(x;, —x;p) — ljcosa;, i=1,..,n, (2.5)

Yiei = Yir = ki(yi, —yip) — isine;,  i=1,..,n,

a; — aj_q :pi'li' i = 1,...,Tl.
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Tuto soustavu budeme v dale vtextu oznacovat jako fizenou soustavu. Parametry
Xip, Vip» XiL, Vi, (I =0, ...,n) vystupujici v rovnicich jsou dopfedu znamé. Parametry p;
(i =1,..,n) jsou regulace, které je potfeba optimalné navrhnout tak, aby regulace byla
,optimalni“ (pozdéji, vuloze nejkratsi cesty a uloze nejrychlejSiho priUjezdu, bude
definovano, co znamena slovo optimalni). Proménné k;, a;, x;,y; (i=0,..,n), [;
(i =1,...,n)jsou v této soustavé neznamé.

Po zvoleni regulaci p; pro i =1,..,n se na tuto soustavu mlieme divat jako na
soustavu rovnic sloZzenou z 5n + 3 rovnic a 5n + 4 neznamych. V dalSich podkapitolach se
budeme zabyvat rozborem této soustavy, jeji feSitelnosti a vyuZitim v aplikacnich ulohach.
Poznamenavame, Ze zatim jsme neodvodili diferenni rovnice modelujici te¢né zrychleni
vozidla. Tomu je vénovana podkapitola 2.7.

2.5 Pojem systému a obor regulace
Systémem budeme pro ucely nasi prace rozumét mnoZinu parametrl, mnoZinu
nezndmych, regulaci a fizenou soustavu diferenénich rovnic spojujici tyto veli€iny. Systém je

tedy v nasi praci tvofen 4(n + 1) zndmymi redlnymi parametry

Xip,» Yips XiL» YiL i=0,..,n

dale 5n + 4 nezndmymi redlnymi proménnymi

k; € (0,1), i=0,..,n,

a; € (0,2m), i=0,..,n,

x, Vi ER, i=90,..,n

[, >0, i=1..,n
a regulaci p:

Pis i=1,..,n

Vsechny tyto veli¢iny vystupuji v fizené soustavé 5n + 3 rovnic (2.5). V systému
nevolime regulaci p = p4, ..., pn zcela libovolné. V podkapitole 1.2 jsme definovali tfi
podminky - viz vztahy (1.6), (1.8) a (1.9), které musela regulace p v Uloze optimalniho Fizeni
splfovat. Tyto tfi podminky si nyni rozebereme a upravime tak, aby korespondovaly
s definici regulace p = p4,...,p, 2 bylo je tak moiné vclenit do ulohy nelinearniho
programovani:

1) Absolutni omezeni regulace p vhodné zvolenou kladnou konstantou pp4x je v uloze
optimalniho fizeni dano podminkou (1.6), kterd ma po diskretizaci nasledujici tvar:

—Pmax = Pi < Pmax i=1,..,n. (2.6)
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Tuto podminku neni tfeba modifikovat a ponechame ji proto pro ulohu nelinearniho
programovani ve stejném tvaru, ale v nasledujicim textu ji budeme odkazovat jako vztah
(2.6), aby bylo zfejmé, Ze se podminka vztahuje k Uloze nelinearniho programovani.

2) Absolutni omezeni ¢asové zmény regulace p(t) vhodné zvolenou konstantou papax > 0
je dano podminkou (1.9):

(O < pamax-

Tuto podminku je ovSsem treba predefinovat tak, aby korespondovala s prostorovou
diskretizaci systému diferencnich rovnic. Pfipominame, Ze symbolem tecky znacime derivace
podle ¢asu t, kdezto symbolem carky znacime derivace podle parametru s. Nejprve pomoci
uvahy, kterou jsme jiz pouzili pti odvozeni diferen¢ni rovnice (2.2) a (2.3), upravime vyraz
p(t) na levé strané nerovnice ndsledujicim zplsobem:

dp(t) _dp(s) _dp(s) ds _ dp(S) ds

pO) = it~ dr ds_ ds

= p'($)v(s),

kde v(s) je velikost tecné rychlosti v bodé X(s) trajektorie. JelikoZ systém nemodeluje
zménu teéné rychlosti, budeme te¢nou rychlost uvazovat konstantni, tzn. v(s) = Vgonee > 0.

Zvoleni této konstanty vyonse > 0 neni pro nasi ulohu nijak omezeno. Mélo by ale fyzikalné
odpovidat Uloze, ve které se tato podminka objevi — viz nize uvedena poznamka 2.4.
Podminka (1.9) omezujici ¢asovou zménu regulace tak prechazi v podminku omezujici
prostorovou zménu regulace:

PamMAX

lp'($)] <

konst

Derivace p’(s) podle parametru s vyjadfuje zménu regulace pfi zméné polohy. Jestlize se
vozidlo pfesune z bodu X;_; do bodu X;, urazi tak vzdalenost [;. ProtoZe systém diferencnich
rovnic popisuje pouze zmény pohybu vozidla pfi pfesunu vozidla z bodu X;_; do bodu X;,
zajimaji nds hodnoty zmén regulaci pouze vbodech s =i=1,..,n. Vyraz p'(i) proto
nahradime pomoci zpétné diference takto:

PL1

l

p(t)—

¢imz dostavame nasledujici soustavu nerovnic omezujicich regulace p;:

PamMAX

|Pi — Pi-1
l;

i=2,..,n (2.7)

- )
Vkonst

3) Kombinace podélného a odstfedivého zrychleni v zataéce nesmi presahnout prilnavost
pneumatik. Tuto podminku modelujeme v tloze optimalniho fizeni nerovnici (1.8):

v*p? +a? < g2
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JelikoZz v naSem systému neuvazujeme zménu rychlosti, pak podélné zrychleni a je nulové.
Konstanta g je gravitacni konstanta a velikost te¢né rychlosti vyons je také konstantni.
Uvedena nerovnice omezujici regulaci p musi byt splnéna ve vSech bodech X;. Nerovnice
(1.8) tak prejde v soustavu nerovnic:

2 .
VionstPi < 9% i=1,..,mn (2.8)

Poznamka 2.4. Volbou konstantni rychlosti vy,nse diky tfeti podmince (2.8) omezujeme
maximalni kfivost trajektorie. Lze si snadno vSimnout, Ze pokud v systému uvaZujeme, Ze se
vozidlo pohybuje velice malou konstantni rychlosti vy,ns, pak podminky (2.7) a (2.8)
omezujici regulace p; prestavaji byt aktivni a jedina aktivni podminka je tak podminka prvni
(2.6). Podminky (2.6) - (2.8) predstavuji v naSem sytému podminky oboru regulace a obor
regulace timto definuji. V nasledujici podkapitole jiz prikro¢ime k formulaci ulohy nejkratsi
cesty mezi body A a B.

2.6 Uloha nejkratsi cesty

Mnoha aplikacnich uloh fesi otazku, jak se z bodu A do bodu B dostat po co nejkratsi
cesté. Uloze nejkratdi cesty se vénuje napf. teorie grafu [12]. Poznamenejme, e mezi
pristupem této prace a pristupem teorie grafu k Uloze nejkratsi cesty Ize najit souvislosti.
V nasi praci se Ulohou nejkratsi cesty mini Uloha, kterou v této podkapitole zformulujeme.

Jestlize jsme pomoci bodl X, X3, ..., X;, definovali trajektorii jako lomenou ¢aru, pak
v Uloze nejkratsi cesty (viz obrazek 2.4) pozadujeme, aby platilo:

A:XO,
B=X,
Y

Obr. 2.4. Uloha nejkratsi cesty.
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Tento poZadavek Ize realizovat formou dvou rovnic

kO = kAl
(2.9)
kn = kB,

které pfipojime k fizené soustavé rovnic (2.5) systému. V rovnicich (2.9) jsou k,, kg € (0,1)
vhodné zvolené konstanty.

Analogicky k definici 1.5 budeme pod pojmem regulace p = py, ..., p, prevadéjici bod A
do bodu B rozumét takovou regulaci, pro niz fizend soustava (2.5) ma reSeni a soucasné plati
obé rovnice (2.9). Definujme jesté ucelovou funkci L popisujici délku trajektorie (z bodu A do

bodu B) takto:
n
L = Z li'
i=1
V dalsim odstavci formulujeme udlohu nejkrats$i cesty pomoci odvozeného systému a

ucelové funkce. Tato Uloha je jakymsi predstupném k uloze nejrychlejsiho prijezdu, kterd je
jednim z hlavnich cil(i této prace.

Formulace ulohy nejkratsi cesty. Mezi vSemi regulacemi p = p;, ..., p, z oboru regulace
danym podminkami (2.6) — (2.8):

= Pmax = Pi < Pmax» i=1,..,n,
Pi — Pi-1 Pamax
| < , i=2,..,n,
li Vkonst
tonsePi. < 92 i=1..n
VkonstPi =97 =1,..,

prevadéjicimi bod A do bodu B, tj. musi platit (2.9):
ko = ky,
k, = kg,
najdi takovou regulaci p, aby fizend soustava rovnic systému (2.5)
x; — xip = ki(x;, — Xip), i=0,..,n
Vi — Yie = ki(Yi — Vi), i=0,..,n,
Xi—1 — Xxip = ki(x;, —x;p) —ljcosa;, i=1,..,n,
Yi-1 — Yir = ki(yi — yip) — lising;,  i=1,..,n
ai— a4 =p; 1, i=1..,n
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kde
Xip, Yip» Xir» Vi € R, i=0,..,n

jsou dané parametry a

k; € (0,1), i=1..,n-1,
a; € (0,2m), i=0,..,n,
X,y ER, i=20..,n
[; >0, i=1..,n

jsou neznamé proménné, méla rfeseni a zaroven Ucelova funkce

n

L = Z li
i=1

nabyvala svého minima.

Poznamenejme, Ze pripustné i optimdlni hodnoty parametru polohy kq,..k,_1,
obsazené v soustavé rovnic (2.5) jako nezndmé, pak jednoznacné spolu s parametry
ko = kga, k,, = kg danymi (2.9) urcuji trajektorii z bodu A do bodu B (viz obrazek 2.4).

2.7 Rozsireni Ulohy nejkratsi cesty

V této podkapitole se budeme zabyvat rozSifenim systému diferenénich rovnic
popisujicich pohyb vozidla, jak jsme jej odvodili v pfedchazejicich podkapitolach, abychom
do ulohy zapojili jako regulaci i te¢né zrychleni a, a mohli tak ovliviiovat i velikost rychlosti
vozidla.

Nejprve k fizené soustavé rovnic (2.5) pfipojime rovnice popisujici prabéh rychlosti v
ovlivnény regulaci - te¢nym zrychlenim a. Na zakladé tohoto rozsifeni budeme moci
formulovat ulohu nejrychlejsiho prijezdu, coz je hlavni cil této prace.

Pfipomernime si nejprve, co myslime pojmem regulace a (viz podkapitola 2.1). Regulaci a
uvazujeme jako funkci parametru s (piSeme a(s)), kterd je po ¢astech konstantni. Regulace
se mUZe podél trajektorie skokové ménit pouze v bodech X, X3, ..., X, @ mezi témito body
neméni svou hodnotu. Hodnotu regulace a(s) definujeme nasledovné:

a(s) = agmax, s € (0,n),
kde s™%* je nejmensi pfirozené &islo, pro které plati s < s™%*, Protoze regulace je po

Castech konstantni funkce a nabyva pouze kone¢né mnoha hodnot, mGzeme ji reprezentovat
posloupnosti Cisel a, ..., ay.
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Definujme nyni ¢as t; jako Cas, béhem kterého urazi vozidlo vzdalenost [;, tj. vzdalenost
mezi bodem X;_; a bodem X;. Cas t; je definovén je proi = 1, ..., n, viz obrazek 2.5.

Obr. 2.5. Pribéh rychlosti.

Odvodme dvé rovnice pro priibéh rychlosti mezi body X;_;, X;. Pfi odvozovani bychom
mohli vyjit z rovnice (2.2), ale pro ucely této prace muiZeme vyuZit i ndzornéjsi postup.
Rychlost v byla v podkapitole 1.2 definovana jako funkce ¢asu v(t) a jeji pribéh popisuje
odvozena diferencialni rovnice

v(t) = a(t),

kterd je prvni rovnici soustavy (1.5). Pro odvozeni diferencnich rovnic stac¢i odvodit pouze
diferencni vztah mezi rychlosti v;_; v bodé X;_; a rychlosti v; v bodé X;. Pro nazornost si obé
diferencni rovnice odvodime nejprve pro rychlosti vy a v;(dle obrazku 2.5).

Odvozeni prvni diferencni rovnice. Vozidlo ma v bodé X, rychlost v,. Mezi bodem X, a
bodem X; na néj na vzdalenosti [; plUsobi te¢né zrychleni a,. Pro ¢as t; (doba pohybu mezi

body) plati nasledujici vztah, ktery uvadime bez odvozeni, nebot jej lze najit v mnoha
ucebnicich stfedoskolské fyziky nebo napft. v [8]:

1
ll - votl + Ealtf, (2.10)

coz je kvadraticka rovnice pro t;, kterd ma obecné dvé reSeni. Podminka na diskriminant
v+ 2a;l, >0

zarucujici realnost obou (v pfipadé ostré nerovnosti navzdjem rdznych) korenl je splnéna,

nebot jeji nesplnéni by fyzikdlné odpovidalo situaci, Ze zrychleni a, je natolik malé (resp.

brzdéni je tak intenzivni), Ze na draze l; by se rychlost v,, kterou vozidlo vyjizdi z bodu X,

snizila natolik, Ze by byla v bodé X; zdporna, tedy v bodé X; by pro rychlost v, platilo:

v, <0,
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coz je ve sporu s fyzikalnim predpokladem ulohy, Ze pro vsechny rychlosti v; plati:

v; >0, i=0,..,n

Pfedpokladem nezdpornych rychlosti v; je tedy zaruéeno, Ze rovnice (2.10) ma oba kofeny
z oboru realnych &isel. Z predpokladu kladnych vzdalenosti [; a rozboru rovnice

—UO i vg + Zalll
tl =

a;
vyplyva, Ze pro a; > 0 je jeden koren kladny a druhy zaporny. Pfedpokladem ulohy
t; >0, i=1,..,n

(specidlné t; > 0) zarucime vybér spravného (kladného) kofene rovnice. V pfipadé a; <0
ma rovnice oba kofeny kladné. Znich uvaZujeme kofen mensi, nebot vétsi kofen by
znamenal, Ze brzdici vozidlo projede bod X; a v jizdé pokracuje, dokud nezastavi. Poté se do
bodu X; zaCne vracet z opacného sméru, coz by znamenalo v; < 0.

Poznamka 2.5. Pomoci uvedené Uvahy by sice Slo explicitné vyjadrit koren kvadratické
rovnice

t —UO + vg + Zalll
i =

aq
a toto vyjadreni povaZzovat za ekvivalentni rovnici k rovnici kvadratické (2.10), ale to bychom
museli predpokladat a; # 0 (jinak by se totiz kvadraticka rovnice zredukovala na rovnici
linedrni). Protoze vsak predpoklad
a; 0, i=1..,n

nelze zarucit (a ani neni Zzadouci), diferen¢ni rovnici uvadime ve tvaru (2.10).

Odvozeni druhé diferencni rovnice. Nyni odvodme druhou diferencni rovnici, kterd
dava do vztahu rychlosti vy a v,. Integraci prvni rovnice soustavy (1.5)

v(t) = a(t)
z bodu X do bodu X;:
t(X1) t(X1)
v(t)dt = f a(t)dt,
t(Xo) t(Xo)

dostavame diky konstantnimu zrychleni a = a; mezi body X, a X; vztah

v(X1) = v(Xo) = a;[t(X1) — t(Xo)],
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ktery preznacime tak, aby odpovidal znaceni této prace. Tim dostdvame diferencni rovnici
pro rychlosti v; a vy:

v]_ - vO = altl. (211)

Nyni obé odvozené diferencni rovnice (2.10) a (2.11) zobecnime proi = 1, ..., n na tvar:
1, )
li = vi_lti + Eaiti ) L= 1, v, n,

Vi — Vi1 = aiti, i= 1, W, n
a pfipojime je k systému zavedenému v podkapitole 2.5, ¢imz systém rozsifime o n regulaci
a;(i=1,..,n),2n+ 1 nezndmych t; (i = 1, ...,n), v; (i =0, ..., n) a fizena soustava rovnic
(2.5) ma nyni tvar:
x; — xip = ki(xiy, — x;p), i=0,..n
Yi = Yir = ki(yiL — yip), i=0,..,n,

Xi—1— Xxip = ki(x;, —x;p) — ljcosa;, i=1,..,n,

Yi-1—Yir = ki(yy —yip) — lisina;, i=1,..,n,

a; —adji_1 = pili' i = 1, v, n, (212)
Vi — Vi1 = aiti, i= 1, e, n,
li = vi_lti + 1/2aiti2, i = 1, e, N

Nez prikro¢ime k formulaci ulohy nejrychlejsiho prijezdu, je potfeba pro tuto ulohu
rozsifit pojem oboru regulace. Tomu se budeme vénovat v nasledujici podkapitole.

2.8 Rozsireni oboru regulace

Dvojici regulaci p = p4, ..., pp @ @ = ay, ..., Ay pfi fesSeni ulohy volime z oboru regulace.
To znamend, Ze obé regulace musi vyhovovat podminkdm oboru regulace. Odvozeni
podminek oboru regulace pro ulohu nejrychlejsiho prljezdu vyplyva z podminek (1.6) - (1.10)
a je rozsirenim podminek oboru regulace (2.6) — (2.8) v uloze nejkratsi cesty, kde jsme
podminky odvodili podrobné. V nasledujicim textu proto odvozeni podminek oboru regulace
uvedeme jiz strucnéji.

1) Absolutni omezeni regulaci vhodné zvolenymi konstantami g a ppax:

—Pmax = Pi = Pumax, i=1..,n
(2.13)
-g<a=<g, i=1,..,n
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2) Absolutni omezeni ¢asové zmény regulaci vhodné zvolenymi konstantami papax, @amax:

V bodé X;_; se hodnota regulace skokové méni z p;_; na p; . Regulace p; pUsobi na vozidlo
po dobu t;.Tento skok v uloze nejkratSi cesty omezuje podminka (2.7), ale nyni skok
omezime zobecnénou podminkou

|Pi_lﬁ—1
L

S pAMAX’ l = 2, e, N,

kterd koresponduje s podminkou (1.9) ulohy optimalniho fizeni zavedené v podkapitole 1.2.

Obdobné definujeme podminku pro ¢asovou (skokovou) zménu regulace a;. Celkové jsou
obé podminky tvaru:

Pi — Pi-1 .
|— S pAMAX’ L= 2, v, n,
t;
(2.14)
ai — Qi1 _
t: < ArpMAX> l= 2) n
i

3) Podminka celkového zrychleni vozidla:

Mezi bodem X;_; a bodem X; na vozidlo plsobi regulace p;, a;. Pribéh rychlosti v je
mezi témito body monotdnni, coZ plyne z prvni diferencidlni rovnice fizené soustavy (1.5),
kde hodnota regulace a; je konstantni mezi body X;_; a X;. Pro rychlost v tak plati v pfipadé
a; = 0 nerovnice:

Vi1 S VSV
V pfipadé a; < 0 pak plati nerovnice:
Vi1 2V 2.
Oba tyto pripady lze shrnout jedinou podminkou:
v < max{|vi_4|, [vil}. (2.15)
Podminka celkového zrychleni vozidla fika, Ze kombinace podélného a odstredivého
zrychleni v zataéce nesmi presdhnout pfilnavost pneumatik. Tuto podminku zachycuje

nerovnice (1.8) kterou uvadime v jiz diskretizovaném tvaru:

vip? +a? < g2, i=1..,n
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kde za v dosadime z (2.15) ¢imZ dostdvame 2 nerovnice, které musi platit soucasné:

viip? +af < g% i=1,..mn
(2.16)
vip? +a? < g2, i=1,..,n

Poznamka 2.7. Vsituaci, kdy a; # 0 (tedy plati bud v;_; > v; nebo v;_; < v;), je
aktivni pouze jedna ze dvou nerovnic.

2.9 Formulace ulohy nejrychlejsiho prlijezdu

V této podkapitole se budeme zabyvat ulohou nejrychlejSiho prijezdu, coz je uloha
podobna uloze nejkratsi cesty. V této Uloze pozadujeme, aby se vozidlo z bodu A do bodu B
dostalo nikoli po co nejkrat$i draze, ale za co nejmensi ¢as. Uloha nejrychlejiiho prajezdu je
rozsitenim ulohy nejkratsi cesty a jeji formulace a reseni je jednim z hlavnich cilt této prace.

Definujme ucéelovou funkci T popisujici celkovy ¢as, béhem kterého se vozidlo presouva
z bodu A do bodu B nésledujicim zplsobem:

n

T = Z ti'
i=1
V dal$im odstavci mGzeme pfikrocit k formulaci tlohy nejrychlejiho préjezdu. Ulohu

budeme formulovat obdobné jako ulohu nejkratsi cesty v podkapitole 2.6. Ve formulaci

ulohy se budeme jednak odkazovat, aby bylo zfejmé, kde a jak byly vztahy definovany di

odvozeny a jednak vztahy pod sebe podrobné a prehledné vypiSeme, protoZze v posledni

kapitole prace se budeme na tuto formulaci (vramci jeji modifikace a implementace
v programu GAMS) ¢asto odkazovat.

Formulace ulohy nejrychlejsiho prijezdu. Mezi vSemi regulacemi p a a z oboru regulace
danym podminkami (2.13), (2.14) a (2.16):

= Pmax < Pi < Pmaxs i=1..,n

_gSang) i:1,...,n,

Pi — Pi-1

| < Pamax, i=2..,n
i

a' a -1

| — | < aamax, i=2..,n
i

viiipf +af < g3, i=1,.,n

vipt +af < g%, i=1,..,n
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prevadéjicimi bod A do bodu B, tj. musi platit (2.9):
ko = ky,
ky = kg,
najdi takovou dvojici regulaci p = p4, ..., pn, @ = a4, ..., Ay, aby Fizend soustava rovnic (2.12)
x; — xip = ki(x;, — Xip), i=0,..,n
Vi — Yie = ki(Yi — Vi), i=0,..,n,

xi—y — Xip = ki(xy — xp) — ljcos a,

~
I

l—\

S

Yi-1 = Yir = ki(yy —yip) — lisina;, i=1,..,n,

ai—ai_1=p;'l, i=1..,n
v — Vi1 = ait;, i=1,..,n
i = vi_it; + 1/2a,t?, i=1,..,n
Vv niz
Xip, Yip» XiL, Vi € R, i=0,..,n (2.17)

jsou dané parametry a

k; €(0,1), i=0,..,n,
a; € (0,2m), i=0,..,n,
X,y ER, i=20..,n
v; > 0, i=20,..,n
l;,t; >0, i=1,..,n

jsou neznamé proménné, méla feSeni a zaroven Ucelova funkce

n
T = Zti
i=1

nabyvala svého minima.
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3. Implementace v prostiedi GAMS a MATLAB

V této posledni kapitole navdzeme na podkapitolu 1.2, kde jsme formulovali motivacni
ulohu jako ulohu optimalniho fizeni. Vozidlo se ma dostat z bodu A do bodu B (viz obrazek
1.1) za co nejkratsi ¢as. Pohyb vozidla je dan fizenou soustavou (1.5), hledané regulace
prevadéjici vozidlo zbodu A do bodu B jsou definovany oborem regulace vymezenym
podminkami (1.6) - (1.10). Tuto ulohu jsme v druhé kapitole prace diskretizaci prevedli na
ulohu nelinearniho programovani, kterou jsme precizné zformulovali v podkapitole 2.9.
Rizenou soustavu (1.5) jsme v ni nahradili Fizenou soustavou (2.12) a podminky vymezuijici
obor regulace jsme vymezily podminkami (2.13), (2.14) a (2.16).

V této kapitole nasimulujeme v prostfedi MATLAB data ulohy (parametry vymezujici
trat) a takto formulovanou ulohu nejrychlejSiho prijezdu pak v programu GAMS
naprogramujeme, vyfeSime a dosazené vysledky nakonec interpretujeme. (Optimalizacni
Ulohy Ize fesit i v MATLABU, viz [10], v této préci ale vyuZijeme program GAMS). Ulohu
uvedeme v rliznych modifikacich (jina trat, jiné pocatecni a koncové podminky) a vysledky
opét interpretujeme a porovname. V zavéru kapitoly se zminime o pfipadném vylepSeni
modelu vozidla a trati a také o mozném rozsifeni ulohy.

3.1 Motivacni priklad

Abychom ulohu nejrychlejSiho prljezdu mohli fesit, je potfeba k této Uloze nejprve
zajistit vhodnd data popisujici zavodni trat. Ta v nasem pfipadé odpovida obrazku 1.1 - jednd
se o prinik mezikruZi (s poloméry r;a r,) s prvnim kvadrantem. Trat je definovdna pomoci
n+ 1 bodl Xgp, X1p, ... Xpp leZicich na jejim pravém (z pohledu fidice) okraji a n + 1 bod
Xop, X1, --- Xpp leZicich na jejim levém okraji. Drahu uvaZzujeme pouze v roviné (nikoli v
prostoru) a body pomoci soufadnic vyjadfime po slozkach takto:

X = Xop X1p Xnp XoL
oP = »&1p

Yop - }’1P]""an - J’np]'XOL - [YOL]'X”“ - iii]""xm“ - ;C’:i]

V nasi uloze zvolime poloméry mezikruzi r; = 30m,r, = 40m. Drahu diskretizujeme
volbou n = 10. Body Xyp, Xip, ... X10p @ Xop, X1, --- X101, které tvofi parametry ulohy - viz
(2.17), pak vygenerujeme v MATLABU nasledujicim zplsobem:

I\T _

Bi =<1—;)§, i=0,..,10,
~_ [%p] _ .. |cos ﬁi] o

Xip = [Yip] - N [sinﬁi ’ i=0,..,10,
- [*iLy _ . [cos ﬁi] o

K = yiL] - [sinﬁi ’ i=0,..10.

Ulohu nejrychlejiho prijezdu formulovanou v podkapitole 2.9 naprogramujeme
v modelovacim jazyku GAMS [4], uréeném pro feSeni Uloh matematického programovani.
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V podmince (2.13) uvaZzujeme g = 10ms™2 a volime konstantu pysx = 0,1 m™1. To

odpovida vozidlu, jehoZz minimalni polomér otaceni je R = 10 m. V podmince (2.14) volime
konstanty payax = 0,1m™1s™1 a apyax = 10 ms™3. To znamen4, Ze vozidlo je schopno
zménit smér jizdy z ,,maximalniho zataceni doprava” na ,maximalni zataéeni doleva“ nebo
zpét nejdrive za ¢as 1s. Obdobné je vozidlo schopno ze stavu maximadlniho brzdéni zacit
maximalné zrychlovat nebo naopak ze stavu maximalniho zrychlovani zac¢it maximalné brzdit
za Cas alespon 1 s. Pokud na pocatecni bod A a koncovy bod B neklademe omezeni, pak ve
formulaci Ulohy nemusime poZadovat splnéni rovnic (2.9). To odpovida situaci, kdy bod A
leZi kdekoli na startovaci ¢are (¢dra spojujici bod Xy,p s bodem X;;). Podobné i bod B lezi
kdekoli na cilové care.

Takto formulovanou ulohu jsme fresili bez zadanych pocatecnich i koncovych
podminek. GAMS pro tuto ulohu spocital optimalni regulaci p = p4, ..., p10 2 @ = a4, ..., Ay
prevadéjici bod A na bod B v co nejkratSim ¢ase T. K této regulaci dopocital i odpovidajici
feSeni fizené soustavy (k;, x;, y;, l;, t;, a;, v;). V ramci optimalizace Ucelové funkce T navrhl i
optimalni pocatecni a koncové podminky (2.9). Vysledek optimalizace této motivacni ulohy
v praci uvadime jednak formou obrazku 3.1, kde jsou kfizky vyznaCeny body pravého i levého
okraje trati a mezi nimi je vykreslena optimalni trajektorie, a jednak formou tabulky 3.1.
Jednotlivé radky tabulky odpovidaji bodim X, X, ... X;¢ vypocitané optimalni trajektorie.
V kazdém fadku je zaznamenana poloha vozidla v tomto bodé pomoci parametru polohy k,
¢emui odpovidaji soufadnice (x,y). Déle je v fddku zaznamendna regulace p a a, ktera na
vozidlo pusobila od prfedchoziho bodu. Veli¢éina [ je draha, kterou vozidlo urazilo od
predchoziho bodu a stejné tak i ¢as t je cas jizdy od minulého bodu. Kone¢né a a v
predstavuji smér a velikost rychlosti, kterou vozidlo vjelo do daného bodu.

k [-] p[1/m] a[m/s?]  x[m] y [m] I [m] t [s] a[rad] v[m/s]

1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 40.0000 0.0000 0.0000 -0.6585 49.1236
0.5873 -0.0034 -3.0871 5.6117 354309 7.2366 0.1480 -0.6833 48.6667
0.3095 -0.0042 -1.8351 10.2270 31.4753 6.0784 0.1252 -0.7086 48.4370
0.1310 -0.0043 -0.7281 14.2143 27.8973 5.3574 0.1107 -0.7314 48.3564
0.0313 -0.0043 -0.4163 17.8177 24.5239 4.9360 0.1021 -0.7524 48.3139
0.0000 -0.0043 -0.1719 21.2132 21.2132 4.7424 0.0982 -0.7728 48.2970
0.0337 -0.0043 0.0000 24.5431 17.8316 4.7458 0.0983 -0.7931 48.2970
0.1355 -0.0043 0.0000 27.9376 14.2349 4.9457 0.1024 -0.8143 48.2970
0.3155 -0.0043 0.0000 31.5328 10.2456 5.3702 0.1112 -0.8373 48.2970
10 0.5930 -0.0043 0.0861 35.4872 5.6206 6.0851 0.1260 -0.8634 48.3078
11 1.0000 -0.0043 0.0000 40.0000 0.0000 7.2081 0.1492 -0.8943 48.3078

O 00 N O U1 B WIN -

Tab. 3.1
Hodnota ucelové funkce
n
T = Z ti
i=1

byla pro tuto Ulohu vypoctena na:
T =1.1713s.
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Obr. 3.1. Nejrychlejsi prijezd v GAMS, T=1.1713 s.

Na obrazku 3.1 si mizZzeme vSimnout, Zze bod 4 = [fo] ibod B = [400] sice lezi na trati

a reSeni ulohy tak pIlné vyhovuji. Pokud by ale trat dle obrazku navazovala ¢i pokracovala
jako vysSe zminéné mezikruzi, vozidlo by v bodé nasledujicim po bodu B opustilo trat.
Podobné do bodu A by muselo vjet z bodu leZictho mimo drahu. Uloha by tak nedavala
smysl. Toto Ize oSetfit vhodné definovanou pocatecni a koncovou podminkou. Témito a
jinymi podminkami se budeme zabyvat v nasledujici podkapitole prace.

3.2 Modifikace motivacniho prikladu

Ukolem této podkapitoly neni vytvofit precizni model konkrétni zavodni trati a na
ném optimalizovat jizdu konkrétniho vozidla. Hlavnim cilem této podkapitoly je poukazat na
to, jak lze modelovat rlzné situace a jak v pripadé vhodného postupu (zde nelinearniho
programovani) Ize pomérné snadno podminky omezujici pohyb vozidla po trati modifikovat.
Tato vyhoda je dana predevsim pocate¢nim ndvrhem a vhodnym zplisobem formulace ulohy,
kterou jsme se zabyvali v celé druhé kapitole této prace.

V minulé podkapitole jsme optimalizovali ukazkové ciselné zadani pro motivacni
Ulohu a naznadili jsme problematiku koncovych podminek. V této podkapitole problematiku
zadavani podminek (nejen pocatecnich a koncovych) rozebereme na jednotlivych prikladech
vice. V pocatecnich (koncovych) podminkach klademe nejéastéji pozadavek na rychlost. Jeji
velikost v a smér @ mUZeme predepsat podminkami



kde v, a a4 (vg a ag) jsou vhodné zvolené konstanty. Pocatecni, resp. koncovou polohu
A a (Up B

(jestli se ma vozidlo na startovni, resp. cilové ¢are nachazet spiSe u levého ci pravého okraje

trati), lze zajistit podminkami

ko = kg, k, = kg.

Podminky, které klademe na ulohu, nemohou byt zcela libovolné. Napfr. kdybychom
v motivacni Uloze polozili vg =60 m/s a v, = 0 m/s, uloha by zcela jisté neméla feseni.
Jednak proto, Ze na tak kratké draze, kterou zminéné mezikruzi je, by se vozidlo nezvladlo
z pocatecni rychlosti rozjet na koncovou rychlost, a také proto, Ze na trati by muselo zatacet
v rychlosti aZz vg = 60 m/s, coi by jisté vedlo k nesplnéni podminky modelujici pfilnavost
vozidla k trati (2.16). Dale pfi zaddvani podminek omezujici feSeni Ulohy si musime uvédomit,
Ze pridanim dalsi podminky se hodnota ucelovd T funkce logicky nemuze zlepSit. Podminky,
které na feSeni klademe, nemusi byt nutné jen pocatec¢ni nebo koncové. Mize se jednat i o
podminku omezujici rychlost vozidla nebo jeho polohu tfeba i uprostfed trati, ¢imz
simulujeme napf. uhybny manévr vozidla pred prekdzkou. Dale mizeme klast omezeni i na

samotné regulace (mUZeme tak simulovat napf. zménu povrchu vozovky — vozidlo napf.
projizdi hlubokou kaluZzi, ve které nemuze ani brzdit ani zatacet).

Na nasledujicim pfikladu ukdzeme 3 r(izné kombinace podminek omezuijici jizdu vozidla
1. jizda — pevny pocatek:

Jizda je omezena pouze pocatecnimi podminkami, které mohou byt zadany formou rovnice i
nerovnice. Pro nasi Ulohu volime nasledujici pocatecni podminky:

vy =20ms™ %, a4y = 0rad, k4 < 0,5.
2. jizda - pevny pocatek i konec
K pocatecnim podminkam z 1. jizdy

vy =20ms Y, ay =0rad, k4, <0,5
nyni pfipojime i nasledujici koncové podminky

Vi
ay =—7 rad, kg < 0,8.

3. jizda - pevny pocatek i konec a prekazka na trati
Tuto jizdu omezime stejnymi pocatecnimi i koncovymi podminkami jako druhou jizdu, navic
ale predpokladame, Ze v poloviné trati je prekazka pti vnitini strané zatacky, kterou je tieba
objet. To simulujeme podminkou

k, > 0,6.
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Dale prepokladame, ze mezi prekazkou a cilem je jeSté navic hluboka kaluz, ve které auto
nemuZe zatacet a ani zrychlovat. Kaluz vozidlo pouze zbrzdi. To simulujeme podminkou

1 2

p;=0m™%,a;, = —2ms™~.

Na obrazku 3.2 jsou graficky znazornény vsechny tfi optimalizované jizdy. Na obrazku
lze snadno porovnat trajektorie vozidla pro jednotlivé jizdy a u kaidé ztrajektorii je
zaznamendana hodnota ucelové funkce.
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Obr. 3.2. Tfi typy jizd.

r 7

3.3 Rozsireni ulohy

V predchozich dvou podkapitoldch jsme se zabyvali optimalizaci motivacni dlohy a jeji
modifikaci. V této podkapitole ukazeme, jak Ulohu rozsifit i pro jinou trat. Toto rozsireni je
velice dullezZité, nebot diky nému lze vytvofit model konkrétniho zdvodniho okruhu a
simulovat (a optimalizovat) na ném zdvodni jizdu konkrétniho vozidla.

Rozsifeni ulohy si ukazeme na prikladu zndzornéném na obrazku 3.3. Motivacni ulohu
jsme rozsifili pro Ctyfi navazujici Ctvrtkruznice generované obdobnym zplisobem jako
v podkapitole 3.1. Na ulohu nejrychlejsi prijezdu neklademe Zadné pocatecni, koncové, ani
jiné podminky (obdobné jako v motivacni uloze). K uloze nejrychlejsi prljezdu jsme pro
srovndni optimalizovali stejnym programem i ulohu nejkratsi cesty (na kterou také
neklademe Zadné podminky). Obé ulohy se tak navzajem liSi pouze Ucelovou funkci, kterd ma
v pripadé ulohy nejkratsi cesty tvar:

L = Z li'

n
=1
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Vysledek obou uloh je pro srovnani znazornén na obrazku 3.3.
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Obr. 3.3. Nejrychlejsi prajezd vs. nejkratsi cesta.

Rozsifenou ulohu uvadime ze dvou dlvodud. Prvnim je snaha poukazat na vhodnou
formulaci ulohy (podkapitola 2.9) umoznujici velice snadnou a efektivni implementaci do
prostifedi GAMS, i s védomim rizika nekonvexnosti fesSené Ulohy (moZnost existence lokalnich
extrém(, které lokalné prohledavaci algoritmy implementované v GAMSu mohou nalézat
misto zadaného reseni globalniho, si napf. Zada vyuzit fyzikdlniho vhledu pfi zadani pocatecni
drahy pro numerické iterace). Formulace dale umoZnuje jednoduchym a elegantnim
zpUsobem zaddvat rGzné podminky a omezeni nebo dokonce i ménit cely charakter ulohy
(napt. zménou ucelové funkce). Druhym divodem je poukdzani na skute¢nost, Ze ulohu Ize
velice snadno rozsifit pouhym pridanim dat. Timto zpUsobem bychom mohli snadno
optimalizovat delsi Useky trati neZ jen jednu zatdcku. Na uvedeném prikladu optimalizujeme
hned ¢tyti zatacky, které na sebe navic tésné navazuji. Ulohu jsme fesili na bézném pocitadi,
a i presto byla uloha vyreSena do tfi vtefin.

V nasledujici ¢asti této podkapitoly nastinime, jak ulohu nejrychlejSiho prljezdu
roz&ifit na podstatné deldi Useky traté (napf. na cely zavodni okruh). Cas vypoétu tlohy neni
primo Uumérny poctu dat ulohy (poctu bodl trajektorie). Trat je proto dobré rozdélit na
nékolik usekd a ty pak vhodnym zplsobem napojit. Toto rozloZeni a nasledné spojeni trati
tak zrychli optimalizaci celé Ulohy. OvSem je potteba zajistit dvé véci — jednak aby Useky byly
vhodnym zpUsobem spravné napojeny, coZ lze realizovat pomoci pocatecnich a koncovych
podminek, které jsme podrobnéji ukazali v predchozi podkapitole 3.2 a jednak aby byla trat
nejprve vhodné rozdélena na useky. PFfi rozdéleni trati, které si ukazeme na Masarykové
okruhu (viz obrazek 3.4), postupujeme nasledovné.
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Obr. 3.4. Masarykav okruh.

V trati (jejich datech) nejdfive vymezime zatacky (Cervené) a rovinky (Cerné), které
tyto zatacky spojuji. Jednotlivé zatacky vyreSime nezdvisle na sobé jakoZto optimalizacni
ulohu nejrychlejsiho prijezdu. Jednotlivé ulohy opatfime vhodnymi podminkami, které
zajisti, aby vozilo po vyjezdu z dané zatacky bezprostredné ,nevyjelo z trati“ apod. (tyto
podminky jsme na prikladu tfi jizd naznacily v podkapitole 3.2). Obtiznost kazdé z téchto uloh
je srovnatelna s ulohou vyreSenou v této podkapitole (viz obrazek 3.3). Po ,vyreseni zatacek”
zbyva ,vyresit rovinky”, které tyto zatacky spojuji. Rovinky opét vyfeSime nezavisle na sobé.
Pti feSeni ulohy nejkratSiho prljezdu na rovince spojujici dvé zatacky je potfeba pouze
vhodné zajistit pocatecni a okrajové podminky tak, aby rovinka plynule a optimalné napojila
obé zatacky. Tedy pocdtecni podminky rovinky musi odpovidat koncovym podminkdam
prfedchozi zatacky a obdobné koncové podminky rovinky musi odpovidat pocatecnim
podminkdam nasledujici zatdcky. Jako vhodny nastroj nevyzadujici specialni diskusi pro kazdy
ptipad, se jevi vyuziti postupl dynamického programovani, viz napf. [11] nebo [13]. Timto
jsme pouze nastinili algoritmus fesici dlouhou trat sloZzenou z ,nezavislych Usekd”. Je ale
tfeba poznamenat, Ze jednotlivé Useky jsou v jistém smyslu ,zavislé”. VyfeSime-li jeden usek
(zatacku), pak dostavame trajektorii spolu s éasem prijezdu. Tento &as je minimalni. Casto je
ale Zadouci, aby vyjezdova rychlost vozidla z daného Useku byla maximalni (i za cenu toho, Ze
Cas prljezdu nebude nejmensi mozny). Je to z toho dlvodu, Ze za zatackou mlze navazovat
dlouhd rovinka, na jejiz prajezd ma vliv vstupni rychlost vozidla. Abychom vyrazné snizili
nebo zcela eliminovali ,,zavislost” zatacky a nasledujici rovinky, je tfeba pfi rozdéleni trati na
jednotlivé useky upravit vySe zminéné déleni takto: vymezime zatacky (na obrazku 3.4
cervené) a rovinky (¢erné). OvSem zatacku prodlouzime o skoro celou nasledujici rovinku a
rovinku naopak vyrazné zkratime. Druhou moznosti je ,,mezi-rovinky” UpIné vypustit a trat
rozdélit pouze na pfimo navazujici Useky ,,zatdcka + ndsledujici” rovinka.

V tomto odstavci jesté nastinime moznost, jak optimalizaéni vypocty zrychlit. Uloha je
Fedena v programu GAMS, ktery je zaloZen na iteraénich metodach. Ulohu je proto vhodné a
snadné nejprve ,hrub&“ diskretizovat. Redeni takové Ulohy ma maly po&et proménnych a lze
ji tak rychle vyresit. Toto feSeni pak pouzit pfi ,jemnéjsi diskretizaci” Ulohy jakoZto vstup do
prvni iterace. SvyuZitim tohoto pfistupu lze ulohy fesit rychleji a detailnéji (jemnéjsi
diskretizace).
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3.4 Navaznost prace

Tato prdce nevznikla samoucelné, ale na zakladé projektu specifického vyzkumu FSI-J-
12-1803 Fedeného na Fakulté strojniho inZzenyrstvi, konkrétné na Ustavu automobilového a
dopravniho inZenyrstvi. Na tomto projektu se podilel i autor této prace. Jednim z ukol(
projektu je na zakladé GPS dat charakterizujicich Masaryk(v okruh vytvofit matematicky
model tohoto zndmého brnénského zavodniho okruhu. Dale vytvofit matematicky model
zavodniho vozu a simulovat zavodni jizdu a snazit se ji optimalizovat.

V této prdci se povedlo vytvorit zjednoduseny model zavodni drahy a vozidla. Model
drahy, ktery vychazi z [3] je zatim vytvofen ve 2D. Data, ktera jsme v podkapitole 3.1
generovali pomoci matematického predpisu, mohou byt snad nahrazena daty ziskanymi
z GSP méreni. Vozidlo jsme v této praci uvazovali jako hmotny bod a predpokladali jsme jistd
zjednoduseni oproti realnému vozidlu (napf. zjednoduseny popis pfilnavosti pneumatik
k vozovce nebo neuvazeni vlivu pfitlaku).

Podarilo se tak sestavit funkéni a jednoduchy nastroj na matematické modelovani
zavodni jizdy, ktery ma vice vyhod, zejména:

- Relativné snadno lze Ulohu zobecnit a rozsifit na Ulohu ve 3D a podobné snadno Ize
zpresnit model vozidla. Oboji Ize realizovat odvozenim a pfidanim diferencnich rovnic
do fizené soustavy vozidla (2.12).

- Na pohyb vozidla Ize v modelu klast celou fadu rlznych (nejen pocatecnich a
koncovych) podminek vymezujicich pohyb vozidla.

- Rozsitenim oboru regulace daného podminkami (2.13), (2.14) a (2.16) lze zpresnit
regulované veli¢iny, zejména lze podrobné modelovat charakteristiky motoru vozidla.

- Vytvoreny programovy nastroj (tj. program napsany v prostifedi GAMS a MATLAB) Ize
snadno nastudovat a modifikovat a mlze tak slouZit pro Sirsi spektrum uzivateld.

- Vmodelu i programu lze provést Upravy a tento uceleny nastroj (model a jeho
programova implementace) muzZe slouzit pro reSeni optimaliza¢nich uloh, pro néz ani
nebyl plivodné urcen (napf. pro Ulohu nejkratsi cesty, pro Ulohu minimalni spotifeby
paliva...).

- Program mize slouZzit pro ¢asto vyuzivané ladéni a optimalni nastaveni parametrd

vozidla. Pro rGzné parametry provedeme optimalizaci jizdy a na zakladé vysledk
vybereme optimalni parametr.

- 44 -



Zaver

V prvni ¢asti prace je pomoci zakladnich pojmG teorie optimdlniho fizeni popsana
problematika, které se prace vénuje. Na motivacnim prikladu je v prvni kapitole zavedena a
formulovana uloha nejrychlejsiho prijezdu jako ulohu optimalniho fizeni. Ukazali jsme, proc
je problematické zkouset fesit tuto Ulohu analyticky a nastinili jsme moznost vyuZziti metod
vhodného oboru (nelinedrniho programovani) kjejimu numerickému feSeni. V druhé
kapitole jsme ulohu vhodnym zplsobem diskretizovali (vysli jsme z ideji [3]) a podrobné se
vénovali transformaci ulohy optimalniho fizeni formulované v prvni kapitole na ulohu
nelinedrniho programovani. Tim jsme vytvofili model jak vozidla, tak zavodni drahy a mohli
jsme tak znovu formulovat uUlohu nejrychlejsiho prljezdu ve formé, kterou uz Ize efektivné
naprogramovat. Transformace ulohy na ulohu nelinearniho programovani a jeji podrobné
odvozeni tvori stézejni ¢ast této prace.

V treti, posledni, kapitole prace jsme ulohu nejrychlejSiho prijezdu implementovali
pomoci programového systému MATLAB, ktery byl vyuZit zejména pro vizualizaci, a GAMS,
ktery slouzil pro optimalizacni vypocty. Diky tomu se nam podafilo tuto ulohu vyresit a
aplikovat tak teorii optimalniho fizeni a nelinearniho programovani na konkrétni aplika¢ni
Ulohu. Vtéto kapitole jsme dale nasimulovali i rozsifeni motivacni uUlohy nejrychlejsiho
prijezdu (uvedené v prvni kapitole prace) a vysledky téchto simulaci okomentovali a
predvedli. Ukdazali jsme, jak Ize Ulohu vhodné a relativné snadno dale rozsifit a toto rozsireni
implementovat.

Podafrilo se tak splnit hlavni cil této prace — na zdkladé transformovani tlohy na ulohu
nelinedrniho programovani formulovat Ulohu nejrychlejsiho prljezdu a vytvorit matematicky
nastroj, ktery je schopen ji vyresit. Ddle tato prace navazuje a ¢astecné resi aplikacni ulohu
Fedenou Ustavem automobilového inZenyrstvi na FSI VUT Brno v rdmci projektu specifického
vyzkumu FSI-J-12-1803, na némZ se autor této prdce podilel. Podafilo se zaroven splnit i
druhy cil prdce — prispét k vyvoji modeld v ndvaznosti na existujici pozadavky soucasné
feSenych projektl. Svym zplsobem préace prekracuje i rozsah zadani, nebot implementace
Ulohy v prostifedi GAMS umoznuje fesit i jiné Ulohy optimalizace nez je uloha nejrychlejsiho
prajezdu.
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