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Abstrakt

Tato prace se zabyva dynamickymi systémy vykazujicimi chaotické chovani a diferen-
cialnimi rovnicemi se zpozdénim. Zkouma jaky vliv ma zpozdéni na chaoticky systém,
v nasem pripadé budeme pozorovat Lorenziuv systém se zpozdénim v rtznych clenech.
A také se zabyva generovanim chaosu v nechaotickych systémech.

Summary

This thesis is about dynamical systems exhibiting chaotic behavior and delayed differential
equations. It analyzes effect of delay in chaotic system, in our case it will be Lorenz’s
system delayed in various terms. And it also deals with generation of chaos in non-chaotic
systems.
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tém, anti-kontrola chaosu
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L d
Uvod

Pojem chaos je ¢asto spojovany s nepfredvidatelnosti, nekontrolovatelnosti a nahod-
nosti. OvSsem my se budeme zabyvat odliSnym chaosem, takzvanym deterministickym
chaosem, kterym se zabyva teorie chaosu. V textu tedy bude pojmem chaos myslen ten
deterministicky.

Systém vykazujici chaotické chovani je typicky predevsim nelinearnosti, zavislosti na
pocatecni podmince a velmi slozitou predikovatelnosti. Takovyto chaos se velmi hojné
vyskytuje v redlném svété. Typickym prikladem je Lorenziiv systém, ktery popisuje at-
mosférickou konvekci a je velmi vyznamny pro vyvoj teorie chaosu.

Dale se budeme zabyvat diferencialnimi rovnicemi se zpozdénim. Zpozdéni bude vy-
uzito primarné pro zesilovani chaosu v systémech, které jiz chaotické chovani vykazuji,
ale bude vyuzito také pro generovani chaosu v nechaotickych systémech. Takzvana anti-
-kontrola chaosu ma mnoho vyuziti, a¢ se tomu tak nemusi zdat. Totiz v pripadech, kdy
je chaos vyzadovany, je vhodné ho mit pod kontrolou. Mize toho byt vyuzito napriklad
u miseni kapalin, regulace tlukotu srdce, prevence rezonance v mechanickych systémech
a podobné.

Prace je ¢lenéna do péti kapitol. V prvni kapitole je popis zdkladnich vlastnosti dy-
namickych systémt. V dalsi kapitole je popsan chaos a zpusob, jakym zjistujeme, zda
je systém chaoticky. Ve tieti kapitole jsou uvedeny diferencialni rovnice se zpozdénim,
jejich vlastnosti a odlisnosti od obycejnych diferencialnich rovnic. Posledni dvé kapitoly
jsou vyhrazeny pro modely a zkoumani dopadu zpozdéni v systémech. Modely jsou reSeny
pouze numericky.
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1 DYNAMICKE SYSTEMY

1. Dynamické systémy

Tato sekce obsahuje zdkladni informace potiebné pro porozuméni nasledujicich kapi-
tol, tyto informace jsou ¢erpany prevazné z [4], kde najdete i blizsi popis problematiky.
Dynamické systémy jdou popsat vicero zpusoby, my vSak volime definici pouzitou v Po-
korného ¢lanku [2]. Dynamickym systémem je myslen systém, ktery se vyviji v case. Tedy
stav tohoto systému v kazdém casovém okamziku ¢t mize byt vyjadfen souborem n redal-
nych proménnych z(t) € R". Ozna¢me symbolem ¢;(x) stav systému v case t.

Definice 1.0.1. Zobrazeni ¢ : R® x R — R" se nazyva dynamickym systémem, jestlize:
o ¢o(x) = pro vSsechny z € R™,

e zobrazeni ¢; : R" — R" je difeomorfismus, tedy zobrazeni, které je vzajemné jedno-
znacné, spojité, hladké, a existuje k nému inverzni zobrazeni spliujici stejné pod-
minky;,

o ¢y 0¢s = ¢y, pro vsechna t, s € R.

Déle vsak budeme misto zobrazeni ¢ pouzivat vektorové pole f : R — R"™ na pravé
strané soustavy, tedy obecné systém zapiseme rovnicemi

l:l = fl(l'l, e ,,I’n)

(1.1)

,I:n = fn(l'l, . ,,I’n),

kde & je derivace podle t. ReSenim téchto rovnic na néjakém intervalu (to,tr) je n-vek-
torova funkce spliujici (1.1) nazyvand trajektorie a muze byt interpretovana jako krivka
v prostoru déna parametry (zi,...,z,). Jednotlivé trajektorie vznikaji volbou ruznych
pocatecnich podminek x(ty) = z.

Kdybychom uvazovali diferencialni rovnici vyssiho fadu, mizeme ji prepsat ve tvaru
(1.1) za pomoci jednoduchého triku. Méjme naptiklad rovnici m#+bi+kx = 0. Zavedeme
nové proménné r; = x a ro = &, z kterych plyne i; = x5 a ziskame

. . b. k b k
fg=i=——&— —x=——Ty— —71.
m m m m
Upravime a ziskdvame soustavu
i’l = XT3
. b k
To = ——X9g — — 1.
m m

Navic kdyby rovnice byla neautonomni, tedy zavisla na case, provedeme stejnou
Upravu s tim, ze t také chapeme jako proménnou. Napiiklad uvazujme harmonicky osci-
lator m@ + bt + kx = F cost, za pomoci novych proménnych x1 =z, 1o = & a x3 =t,
miizeme prepsat jako

i’l = X2
1

9 = —(—lxy — bxy + F cosxs)
m

T3 = 1.
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1.1 GEOMETRICKA INTERPRETACE

Miuzeme si vSimnout, Ze neautonomni n-rozmérny systém je specidlnim piipadem
(n + 1)-dimenziondlniho autonomniho systému.
Nejdrive zacneme s nejjednodussim pripadem n = 1. Ziskavame tak jedinou rovnici

T = f(z), (1.2)

kterou nazyvame jedno-dimenziondlni nebo systém proniho rddu. Slovem systém
je myslen dynamicky systém, tudiz i jedna rovnice muze byt systémem.
Vyse uvedena rovnice definuje dynamicky systém se spojitym casem. Naopak rovnice

Tp+1 = .f(xn)

definuje systém s diskrétnim casem.

1.1. Geometricka interpretace

Velmi mocnym nastrojem pro analyzovani dynamickych systému je vizualizace, pres-
néji feceno interpretace diferencialnich rovnic jako vektorové pole. Méjme napriklad rov-
nici £ = cosz. Uvazujme t jako cas, x jako pozici imaginarni ¢astice pohybujici se podél
realné osy t, a & jako rychlost této ¢astice. Potom & = cosz reprezentuje vektorové pole,
které pripisuje kazdému z jeho vektor rychlosti 2. Zobrazime toto pole a pridame Sipky
ukazujici rychlost vektoru v daném bodé. Je-li £ > 0, bude Sipka smérovat doprava,
naopak je-li & < 0, bude Sipka smérovat doleva.

Obrazek 1.1.1

Body z* pro které plati f(z*) = 0 nazyvame staciondrni body. Na obrazku 1.1.1
vidime dva druhy stacionarnich bodu, ¢erné body reprezentuji stabilni stacionarni body
(nazyvané téz atraktory, jelikoz Sipky mifi k témto bodum) a prazdné krouzky znaci
nestabilni stacionarni body. Pro intuitivnéjsi predstavu: mtzeme si toto vektorové pole
predstavit jako tekutinu proudici podél osy = s proménnou rychlosti.

Abychom nasli konkrétni feseni rovnice (1.2), musime vyuzit pocatecni podminku
x(ty) = xo. Zacneme poloZenim imaginarni castice (kterou nazyvame fdzovy bod) do
bodu x( a pozorujeme jeji pohyb. S ¢asem se ¢astice pohybuje podél osy x v zavislosti na
néjaké funkci x(t). Tuto funkci nazyvame trajektorie a predstavuje feseni diferencialni
funkce s pocatecni podminkou xy. Prostor obsahujici vSechny mozné stavy soustavy se
nazyva fdazovy prostor.

Déle je dobré podotknout, ze zminéné stacionarni body reprezentuji rovnovdzZnd te-
Seni soustavy, tedy takové TeSeni, pro které plati x(t) = konst. pro vsechna t. Rovnovazny
bod je stabilni, pokud se ¢astice bude vracet do tohoto bodu, i kdyz ji od néj vzdalime

12



1 DYNAMICKE SYSTEMY

o néjakou dostatecné malou vzdalenost. Naopak rovnovaha bude nestabilni, pokud se
castice nevrati zpét do tohoto bodu i pro malou perturbaci.

Toto jde hezky vysvétlit na prikladu s kyvadlem. Kyvadlo ma dva rovnovazné stavy:
kdyz je povéseno svisle doli a kdyz je vybalancovano a miri pfimo nahoru. Pro prvni
stav, kdy kyvadlo visi doli, plati, ze pokud kyvadlo mirné vyklonime z tohoto stavu, po
chvili se ,,dokymé&ci“ zpét do pocatecniho stavu, tedy stav je stabilni (dalo by se i Fict, ze
tato rovnovaha je globalné stabilni, jelikoz i pro velké vykyvy plati, ze se kyvadlo vrati
do tohoto stavu) . Nicméné co se tyce druhého rovnovazného stavu, tedy kdyz je kyvadlo
vybalancovano smérem nahoru, pokud ho mirné odklonime, kyvadlo se zhoupne a zacne
se priblizovat k prvnimu stavu, v némz nakonec i ziistane.

1.2. Analyza systému

Pro analyzovani systému (1.2) si nejdiive zavedeme pojem linearizace.
Necht x* je stacionarni bod a necht n(t) = x(t) — x* je mala perturbace od z*. Zderi-
vujeme rovnici a ziskavame

n=d/dt(x —z*) =,

jelikoz x* je konstantni. Potom tedy n = & = f(z) = f(z* + n). Nyni uzitim Taylorova
rozvoje ziskavame

f@*+n) = f(@*) +nf'(x*) + O(n?),

kde O(n?) znadi kvadraticky malé ¢leny 7. Navic f(x*) = 0, jelikoZ x* je staciondrni bod.
Proto

n=nf(z*) + O(n?).

Pokud f’(x*) # 0, potom O(n?) hodnoty jsou zanedbatelné a miiZeme zapsat rovnici
n=nf'(z").

Tato linearni rovnice je linearizaci uvazovaného systému. Ukazuje nam, Ze perturbace
n(t) roste exponencidlné, pokud f'(z*) > 0, a klesa, pokud f’(z*) < 0. Ovsem pokud
f'(z*) = 0, pak O(n?) nejsou zanedbatelné a nelinearn{ analyza je potieba k urceni stabi-
lity.

Hodi se poznamenat, ze znaménko f’(z*) urcuje stabilitu (f/(z*) je vzdy negativni
ve stabilnich bodech). Na hodnotu f’(z*) mizZeme také nahlizet jako na miru stability
stacionarniho bodu. Jeji inverzni hodnota 1/ | f'(x*) | se nazyva charakteristicky cas.

Opét se podivejme na priklad & = cosz. Stacionarni body se zde objevuji pro hodnoty
f(z) =cosx = 0. Tedy a* = (2k — 1)7/2, k € Z. Potom

-1, k liché

f(z*) = —sin((2k — 1)7/2) = { |k sudé.

Tedy z* je nestabilni pro k suda a stabilni pro k licha. Coz odpovida vysledkiim z ob-
razku 1.1.1.
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1.3 BIFURKACE

Dalsi pifklad hodny zminéni je # = 2% Lze vidét, Ze z* = 0 a f'(z*) = 0. Z ob-
razku 1.2.1 vidime, ze graf se v pocatku pouze dotkne osy z a pak se zase odkloni pryc,
tomuto staciondarnimu bodu rikdme polostabilni.

Obrazek 1.2.1

1.3. Bifurkace

Dynamika vektorovych poli v jedno-dimenzionalnim prostoru je dost omezené, vsechna
feseni se bud ustali v rovnovaze, nebo sméruji do +0o. Nicméné i tyto systémy jsou za-
jimavé kvuli jejich zdvislosti na parametrech. Tyto zmény proudéni, stability apod. se
nazyvaji bifurkace a parametry, u kterych k témto zménam dochazi, se nazyvaji bifur-
kacni body. Bifurkace poskytuje modely zmén a nestabilit pro zmény néjakého kont-
rolniho parametru. Naptiklad méjme vertikalné stojici ty¢, na jejimz vrcholu je polozZeno
zavazi. Pokud bude zavazi moc tézké, ty¢ se zacne prohybat, zde tedy hmotnost zavazi
predstavuje kontrolni parametr a zména tyce predstavuje dynamickou proménnou z.

1.3.1. Bifurkace sedlo-uzel

Bifurkace sedlo-uzel je zdkladni mechanizmus, pii kterém wvznikaji a zanikaji stacio-
narni body. Se zménou parametri se k sobé dva stacionarni body priblizuji, az se nakonec
srazi a navzajem se vyrusi.

Typickym prikladem je systém

=1+ (1.3)

kde r je parametr, ktery muze byt pozitivni, negativni nebo nulovy. Je-li r negativni,
existuji dva stacionarni body: jeden stabilni a druhy nestabilni (viz 1.3.1a). S rostoucim
r se stacionarni body priblizuji, az se nakonec setkaji a pro » = 0 vznikne polostabilni
stacionarni bod (viz 1.3.1b). Pro r > 0 tento bod zmizi a neztstane zadny stacionarni
bod (viz 1.3.1c).

14



1 DYNAMICKE SYSTEMY

fv f NI

——

(a) r <0 (by r=0 (¢)r>0

Obrazek 1.3.1

Je vice zplisob1l, jakym miizeme zobrazit bifurkaci. Nejpouzivanéjsim je zobrazeni, kdy
na jedné ose mame nezavislou proménnou r a na druhé = (viz 1.3.2). Takovéto zobrazeni
bifurkace se nazyva bifurkacni diagram.

T
nestab.
T r
stab.

Obrézek 1.3.2
Analyza systému jako napriklad

i=r—2a? (1.4)

nen{ piili§ slozitd. MuZeme hned najit stacionarni body z* = =++/r a urcit jejich
stabilitu. Nicméné ne vzdy je to tak jednoduché, méjme systém

T=r—x—e".

vvvvvv

T

hlediska. Mohli bychom piimo vykreslit f(z) =r—x—e”
Miuzeme vykreslit » — z a e™®. Tam, kde se tyto dvé kiivky protinaji, plati r — x = ™7,
a proto f(z) = 0. Tedy v misté pruniku jsou stacionarni body. Nyni uz je jednoduché si
predstavit, jak se budou ménit stacionarni body v zavislosti na r.

V jistém smyslu rovnice (1.3) a (1.4) reprezentuji vSechny bifurkace sedlo-uzel. Tako-
véto rovnice jsou znamy jako normdlni formy. Presnéjsi popis lze najit v [4].

, ale existuje i jednodussi reseni.
x

15



1.3 BIFURKACE
1.3.2. Transkriticka bifurkace

Obcas nastavaji situace, kdy stacionarni bod musi existovat pro vsechny hodnoty para-
metru a nikdy nezmizi. Naptiklad v logistickych rovnicich a popula¢nich modelech jednoho
druhu obvykle existuje stacionarni bod pro nulovou populaci pri jakémkoliv parametru
rustu. Nicméné tento stacionarni bod miize ménit svoji stabilitu.

Normalni formou transkritické bifurkace je

i =rz— 22

Na obrazku 1.3.3 lze vidét proménu vektorového pole se zménou r a jde vidét, ze pro
vsechny hodnoty r existuje stacionarni bod v x* = 0.

/ x x x
(a) r <0 (by r=0 (¢)r>0

Obrazek 1.3.3

D4 se tict, ze dva singularni body zménily stabilitu. Toto jde dobre vidét v bifur-
ka¢nim diagramu 1.3.4.

stab. r

e nestab.

Obrazek 1.3.4

1.3.3. Vidlickova bifurkace

Tato bifurkace je bézna u fyzikalnich problémi, které jsou symetrické. Jsou dva rtizné
druhy vidlickové bifurkace, jednodussi typ se nazyva superkritickda vidlickovd bifur-
kace s normélni formou

T =rx—a.

16



1 DYNAMICKE SYSTEMY

Vsimnéme si, Ze je tato rovnice stiedové symetricka. Na obrazku 1.3.5 jde vidét, ze pro
zaporné r existuje pouze jeden stabilni bod, ale jak r roste, slabne jeho stabilita. Kdyz
r = 0, bod je stale stabilni, ale velmi slabé. Pro r > 0 je jiz bod nestabilni, ale vznikly
dva nové, stabiln{ body, které jsou symetricky umistény na x* + /7.

(a) r <0 (by r=0 (¢)r>0
Obrazek 1.3.5

Diivod pro¢ se tato bifurkace nazyva ,vidlickova“ je zfejmy z bifurkac¢niho diagramu
1.3.6.

stab. r

nestab.

Obrazek 1.3.6

Druhym typem je subkritickd vidlickovd bifurkace s normalni formou

& =rr— .

Z obrazku 1.3.7 jde vidét, ze nenulové stacionarni body existuji pouze pred bifurkaci
(r < 0), a proto se pouziva oznaceni ,subkritickd“. Jde téz vidét, Ze bifurkacni diagram

1.3.7 je v podstaté inverzi 1.3.6.

17



1.4 DVOU-DIMENZIONALNI DYNAMICKE SYSTEMY

- nestab.

Obrazek 1.3.7

1.4. Dvou-dimenzionalni dynamické systémy

Jedno-dimenzionalni systémy byly uzitecné na popsani zakladnich vlastnosti, nicméné
neumoznuji nam takovy prehled jako ty dvou-dimenzionalni, jejichz vlastnosti jdou lépe
prenést do n-rozmérnych systémii. Nékteré atributy jsou podobné jako u jedno-dimen-
zionalnich systémt, ale nyni s novou dimenzi maji trajektorie vice prostoru k pohybu
a s tim roste i jejich rozsah dynamického chovani. Navic budeme nyni schopni klasifikovat
staciondrni body nelinearnich systémi. Dvou-dimenzionalni systém je naptiklad systém
s formou

T =axr+by
Y = cx + dy,

kde a, b, c a d jsou parametry. Nebo muzeme tento systém zapsat vektorove

x = Ax, (1.5)

- )+-()

Takovyto systém se nazyva linedrni a vime o ném tedy, Ze pokud x; a Xs jsou TeSenim,
potom také jakakoliv linedrni kombinace c;x; + coXo je TeSenim. VSimnéme si, ze x = 0,
kdyz x = 0, tedy x* = 0 je vzdy stacionarnim bodem pro jakoukoliv volbu A.

Resenim systému (1.5) je trajektorie pohybujici se v roviné (z,y), které budeme
v tomto kontextu fikat fdzowvd rovina. Méjme napriklad téleso zavésené na pruziné,
tedy jednoduchy harmonicky oscildtor dan rovnici

kde

mia + kx =0,

kde m je hmotnost, k je tuhost pruziny a x je vzdéalenost télesa od rovnovazné polohy. Je
vhodné tuto rovnici prepsat na
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1 DYNAMICKE SYSTEMY

kde v je rychlost, a w? = k/m. Tento systém prifazuje vektor (z,0) = (v, —w?z) kazdému
bodu (z,v), a proto reprezentuje vektorové pole na fazové roviné. Stejné jako v prvni kapi-
tole je ndpomocné si predstavit vektorové pole jako imaginarni tekutinu proudici fazovou
rovinou. Opét polozime imaginarni bod, neboli fdzovy bod, na (zy,vo) a sledujeme jak
je unasen.

Pocétek je specialni: umistime-li do néj bod, ztistane bez pohybu, protoze (,v) = (0,0),
kdyz (x,y) = (0,0); proto je pocatek staciondrnim bodem (v nasem pripadé pocatek
predstavuje stav, kdy je téleso na pruziné v klidu). Ale fazovy bod umistény kamko-
liv jinam zacne krouzit okolo stfedu a c¢asem se dostane zpét do puvodni pozice. Této
trajektorii fikdme wzavreny orbit (toto predstavuje kmitdni télesa). Zobrazeni vsech
trajektorii ve fazovém prostoru nazyvame fdzovy portrét systému.

1.4.1. Klasifikace stacionarnich bodu

Méjme systém (1.5), kde A = (8 _01) . Tedy systém

x a 0 x
.= . 1.
(y) (0 —1> (y) 0
JelikoZz jsou rovnice & = ax, y = —y nezdvislé, mizeme je vyresit jednotlivé a vyjde nam

2(t) = zpe™
y(t) = yoe ™"

Fazové portréty téchto feseni pro rizné hodnoty a jsou promitnuty v 1.4.1. Nutno
poznamenat, ze pro nazornéjsi ukazku jsou obrazky 1.4.1a a 1.4.1c zobrazeny s norma-
lizovanymi vektory; redlné by se vektory smérem k pocatku zmensovaly, obdobné jako
u ostatnich obrazki.

V obrazku 1.4.1a mame a < —1, z ¢ehoz plyne, Ze x(t) klesa rychleji nez y(t). Tedy
trajektorie se priblizuji k pomalejsimu sméru, v nasem pripadé sméru y. V tomto pripadé
se stacionarni bod x* = 0 nazyva stabilni uzel.

V okamvziku, kdy a = —1, jsou oba sméry stejné rychlé, a proto trajektorie jsou
primky prochazejici pocatkem, viz 1.4.1b. V tomto pripadé se x* nazyva symetricky nebo
hvézdicovy uzel.

Déle pro —1 < a < 0 (obrazek 1.4.1c) vznikne témér stejny fazovy portrét jako v 1.4.1a
s tim rozdilem, zZe tentokrat je x pomalejsim smérem.

Vétsi zména nastane v 1.4.1d pro a = 0, vychazi z(t) = xg. Tedy vznikne primka
stactondrnich bodu podél osy x a vSechny trajektorie se k témto bodum vertikdlné
priblizuji.

Nakonec kdyz a > 0 (obrazek 1.4.1e), x* se stava nestabilnim kvuli exponencialnimu
rastu ve sméru x. Vétsina trajektorii proudi od x*, az na trajektorie zac¢inajici na ose y;
ty proudi do pocatku. Zde x* = 0 nazyvame sedlovy bod, kde osa y je stabilni smér
a naopak osa z je nestabilni smer.
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Obrazek 1.4.1
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ich systé

armnic

,

1.4.2. Klasifikace line

zZeme

s~

ky, nyni si uka

ymi prv

’

7 tici A s dvéma nenulov

pouziva ma

Ukézkovy priklad (1.6)
priklad pro obecnou matici 2 x 2.

Hleddme nenulové vektory v a cisla A\ takova, ze

Av = Av.

v,

Vektory v nazyvame vlastni vektory a cisla A\ nazyvame vlastni c¢isla. Obecné tyto

hodnoty ziskdme vytesenim charakteristické rovnice det(A — \I) = 0, kde I je jed-

notkova matice. Pro 2 x 2 matici

je charakteristickou rovnici

Tedy

(1.7)

M —TA+0=0,
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1 DYNAMICKE SYSTEMY
kde

T = stopa(A) = a+d,
A =det(A) = ad — be.

Potom
A1

_ TV A r VPP AR
N 2 P 2

jsou Tesenim kvadratické rovnice (1.7). Jinymi slovy, vlastni ¢isla jsou zavisla pouze na
stopé a determinantu matice A.

Vétsinou plati Ay # A9, z ¢ehoz plyne, Ze odpovidajici vlastni vektory vy, vy jsou
linearné nezavislé. Muzeme tedy jakoukoliv poc¢atecni podminku x, zapsat jako linearni
kombinaci vlastnich vektori: xqg = ¢;vy + covo. S vyuzitim tohoto pozorovani muzeme
zapsat obecné TeSeni pro x(t) ve tvaru

x(t) = creMtvy + ety
Je to linearni kombinace feseni x = Ax spliujici poc¢ateéni podminku x(0) = x,.

Véta 1.4.1. Uvazujme linedrni systém tvaru (1.5), kde Ay, ..., A, jsou vlastni ¢isla matice
A. Potom pro t — oo plati:

1. Pokud vsechna vlastni ¢isla \; maji zadpornou redlnou c¢ast, potom jsou vsechna
feseni soustavy stabilni.

2. Pokud alespon jedno vlastni ¢islo ma kladnou redlnou ¢ast, potom vsechna feseni

jsou nestabilni.

1.4.3. Linearizace

Nyni rozsitime pojem linearizace, ktery jsme si ukazali pro jedno-dimenzionalni sys-
témy. Uvazujme systém

a predpokladejme, ze (z*,y*) jsou stacionarni body, tedy
f@",y") =0, g(z",y") = 0.

Necht
u=zc—2, v=y—y"

predstavuje malé odchylky od stacionarnich bodi. Abychom zjistili jestli odchylky rostou,
¢i klesaji, musime zderivovat v a v. Za¢neme rovnici u = x — x*, jelikoz x* je konstantni,
ziskavame

Substituci ziskame
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1.4 DVOU-DIMENZIONALNI DYNAMICKE SYSTEMY

dale rozvineme do Taylorovych rad

R, of = of 2 9
u—f(a:,y)+u8x+vay+0(u,v,uv)

a jelikoz f(x*,y*) = 0, mizeme prepsat na

of | of 2 2
U =u=—+v=—+ O(u”, v, uv).
Ox dy ( )
Poznamenejme, ze df/0x a 0f /0y oznacuji parcidlni derivace v stacionarnim bodé
(x*,y%), jedna se tedy o ¢7sla, nikoliv funkce. Dale znaceni O(u?,v?, uv) opét reprezentuje
kvadratické ¢leny, které jsou extrémné malé, jelikoz u a v jsou také velmi malé.

Obdobné ziskame
dg dg

.99 0g 2 2
U=y —l—vay + O(u”, v*, uw).
Tedy odchylky (u,v) se vyvijeji v zavislosti na
of of
w\ _ [ 0x Oy u 2 9
9-(% 8) (-0
or 0Oy
Matice
of of
_ | 0z Oy
S R
or 0Oy

se nazyva Jacobiho matice ve stacionarnim bodé (x*,y*). A jelikoz kvadratické ¢leny
jsou malé, mizeme je zanedbat. Ziskavame tak linearizovany systém

of of
(v ~ | 9 Oy u
v @ @ v
or 0Oy

Pozn. 1.4.2. Existuji vyjimky, kdy kvadratické ¢leny vynechat nemiizeme, naptiklad
degenerované uzly, hvézdicové uzly apod. Vice informaci viz [4].

1.4.4. Hopfova Bifurkace

Bifurkace popsané v prvni kapitole maji obdobu i ve vice dimenzich. Nebudeme se
jimi tedy zabyvat a uvedeme si novy typ bifurkace, Hopfovu bifurkact.

Uvazujme dvou-dimenzionalni systém se stabilnimi staciondrnimi body. Jaké jsou
vsechny mozné zpiisoby, jak mohou ztratit stabilitu? Toto nam prozradi vlastni ¢isla
Jacobiho matice. Je-li stacionarni bod stabilni, musi vlastni ¢isla A;, Ay mit nekladnou
realnou hodnotu a v pripadé A = 0 musi byt kofen jednonasobny. Tedy bud jsou obé
¢isla realna a zapornd, nebo jsou komplexné sdruzena. Ke ztraté stability dochazi jakmile
vlastni ¢isla nabudou kladné hodnoty.
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1 DYNAMICKE SYSTEMY

Hopfova bifurkace je kritickym bodem, kdy komplexné sdruzena vlastni c¢isla prekroci
imaginarni osu. Prosté feceno, redlna ¢ast sdruzenych vlastnich ¢isel zméni znaménka.

Tato bifurkace se rozdéluje na superkritickou a subkritickou, obdobné jako vid-
lickova bifurkace. Subkritickda Hopfova Bifurkace je mnohem nebezpecnéjsi, jelikoz tra-
jektorie musi po bifurkaci preskocit na vzdéalengjsi atraktor. Timto atraktorem muze byt

chaoticky atraktor, ktery bude zminén pozdéji.
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2. Chaos

Chaos v matematice je rozdilny od klasického chaosu, jak ho zndme. Je-li systém cha-
oticky, neznamena to, ze je nepredvidatelny, ale je velmi tézko predvidatelny. Matematik
Robert L. Devaney popsal chaos timto zptisobem: dynamicky systém klasifikujeme jako
chaoticky, kdyz splnuje tyto vlastnosti:

o musi byt citlivy na pocdtecni podminky,
o je topologicky tranzitivni,
o méa husté periodické orbity.

Nyni strucné popiseme tyto vlastnosti.

Citlivost na pocatecni podminky znamenad, ze zménime-li poc¢atecni podminku, byt
i jen velmi slabé, za néjaky cas dojdeme k uplné odlisnému vysledku. Tedy dveé blizké
trajektorie ve fazovém prostoru se s rostoucim casem oddaluji. Tato citlivost se dd mérit
Ljapunovovym exponentem, ktery bude blize popsan pozdéji.

Zobrazeni f : X — X je topologicky tranzitivni na néjaké invariantni mnoziné Y,
jestlize orbita {f"(p)} néjakého bodu p je hustd v Y. Jinak feceno, f je tranzitivni na Y
prave tehdy, kdyz pro libovolné dvé mnoziny U, V' oteviené v Y existuje kladné n takové,
ze fr(U)NV # @. Velmi obecné to znamena, ze se odkudkoliv dostaneme libovolné blizko
kamkoliv, a také to implikuje, Ze nemiizeme systém rozlozit na dvé oteviené mnoziny.

A nakonec to, Ze ma systém husté periodické orbity, znamend Ze ke kazdému bodu
v prostoru se libovolné blizko blizi periodicky orbit. Nicméné chaoticky systém je témér
vzdy neperiodicky.

2.1. Lorenzuv systém

S vyuzitim predchozich informaci zanalyzujeme Lorenztiv model. Tento model, popi-
sujici termickou konvekci, vytvoril matematik a meteorolog Edward Lorenz v roce 1963.
Je tvoren tremi obycejnymi diferencidlnimi rovnicemi

=0y —x)
Yy=rr—y—a2 (2.1)
z =y — bz.

Zde o,7,b > 0 jsou parametry. VSimnéme si, ze obsahuje pouze dva nelinedrni ¢leny, a to
jsou xy a xz.

2.1.1. Stacionarni body

Lorenzuv systém mé dva druhy stacionarnich bodu. Pocatek (x*,y*, 2*) = (0,0,0) je
stacionarni bod pro vSechny hodnoty parametri. V r = 1 nastane vidlickova bifurkace
a pro r > 1 existuje také symetricky par stacionarnich bodua

=y =xb(r—1), 2f=r—1. (2.2)
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2 CHAOS
2.1.2. Stabilita

Linearizace v pocatku je & = o(y— ),y = rx —y, 2 = —bz, ziskdno z (2.1). Proménnd
z je nezavisla na ostatnich a jde vidét, ze z se blizi k nule exponencialné rychle. Zbylé dva
sméry jdou vyjadrit jako systém

r\ (-0 o x

y) \r -1)\y
se stopou 7 = —o — 1 < 0 a determinantem A = (1 —r). Pokud r > 1, je pocatek sedlo,
protoze A < 0. Pro r < 1 jsou vSechny sméry prichozi a pocatek je uzel. Tedy pocatek je
pro r < 1 stabilni, a dokonce je i globdlné stabilni.

Predpoklddejme ze r > 1, takze existuji stacionarni body (2.2). Vytvorime Jacobiho
matici a po nékolika tpravach ziskame charakteristickou rovnici

N4 (o +b+ 1N+ (r+ 0)bA + 2bo(r — 1) = 0.

Hledanim feSeni ve tvaru A = iw, kde w je redlné, nachdzime par ¢isté imaginarnich
(c+b+3)
co—b—-1
mame zavedeno jako kladny parametr. Tedy ry je parametr, pro ktery dochazi k Hopfové
bifurkaci, tedy stacionarni body ztraci stabilitu. Z toho plyne, ze body (2.2) jsou stabilni

prol <r<rg.
Co se stane pro r > rg? Jelikoz Hopfova bifurkace je subkritickd, trajektorie musi
preskocit na néjaky vzdaleny atraktor, nicméné v okoli neexistuje zadny atraktor. Lorenz

vlastnich ¢isel pror =rgy = o , 8 predpokladem, ze 0 — b — 1 > 0, protoze r

tedy model studoval pro parametry ¢ = 10, b = 3 r = 28. Poznamenejme, Ze pro

tyto parametry dochazi k Hopfové bifurkaci v rg = 24,74. Zacal s poc¢atecni podminkou
(0,1,0) a ziskal feseni pro y(t), viz 2.1.1. Jde vidét, ze toto Feseni osciluje aperiodicky.

Y

Obrazek 2.1.1

Lorenz dale objevil, Ze Tfeseni méa velmi zajimavé trajektorie ve fazovém prostoru.
Napriklad podivame-li se na feseni x(t) ku z(t), viz obr. 2.1.2.
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2.1 LORENZUV SYSTEM

Obrazek 2.1.2

Trajektorie pusobi, ze se ¢asto k¥izi, coz je ovsem dusledkem projekce do dvourozmérné
plochy. V trojrozmérném modelu by Slo vidét, ze trajektorie se nikdy neprotnou. Pri
pohledu na trojrozmérny model by slo vidét, Ze se trajektorie usadi na velmi tenké mnoziné
zvané podivny atraktor. Jedna se v podstaté o nekonecnou mnozinu ploch poloZenych
velmi blizko k sobé, kterou mtizeme téz nazvat fraktdl.

Pozn. 2.1.1. Ze se jedné o podivny atraktor dokézal v roce 2002 Warwick Tucker a vytesil
tim tak ¢trnactou otazku ze souboru Smaleho probléma.

2.1.3. Ljapunovovy exponenty

Ljapunovovy exponenty jsou ¢isla popisujici rozbihavost blizkych trajektorii. Méjme
x(t) bod na atraktoru v ¢ase t a néjaky bod x(t) + 0(t) vzdaleny o §. Budeme-li sledovat
jak d(t) roste objevime, ze

1)1 ~ lldol €,

tedy blizké trajektorie se od sebe vzdaluji exponencialné rychle. Pro Lorenziv systém
plati A\, ~ 0,9. Cislo A\, se ¢asto nazyva Ljapunoviv exponent, ale kazdy n-dimenzi-
onalni systém ma n rtznych Ljapunovovych exponentii. Budeme tedy A\, uvazovat jako
nejvetsi Ljapunoviv exponent. Poznamenejme, 7ze index L pridavame pro odliseni od
znaceni vlastnich cisel.

Soucet vsech Ljapunovovych exponentti nam dava charakter systému. Ma-li systém
soucet \r; zaporny, jedna se o disipativni systém, je-li tento soucet rovny nule, jedna se
o konzervativni systém. Obvykle je systém chaoticky, ma-li alespon jeden Ljapunoviv
exponent kladny.

Ma-li systém kladny Ljapunoviav exponent, potom existuje jisty ¢asovy horizont a za
timto horizontem jsou vSechny predpovédi chybné. Méjme a jako miru tolerance, jakmile
|6(t)|| > @, oznac¢ime predikci jako nepristupnou. Toto nastane po Case

1 a
thorizont ™~ O| —ln—1.
e (AL ||6o||)

Kvili logaritmické zavislosti na ||dg|| jsou predpovédi znacné omezené, i kdyz zacneme
s velmi malou pocatecni chybou.
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3 DIFERENCIALNI ROVNICE SE ZPOZDENIM
) o/ L4 L4
3. Diferencialni rovnice se
\4 v Ld
zpozdénim

U spousty realnych modeli se vyuziva kontroly uzitim zpétné vazby. Tento jev muzeme
popsat jako zavislost na case t — 7. Zpozdéné diferencialni rovnice maji mnoho vyuziti
napriklad v odvétvich biologie a fyziky. Jejich Teseni je vsak velmi slozité a podrobnéjsi

popis této problematiky muzete najit napriklad v [1] nebo [3].

Neékteré zakladni vlastnosti si ukdzeme na diferencidlni rovnici se zpozdénim prvniho
radu ve tvaru

a'(t) = f(t,z(t),2(t — 7)), (3.1)
kde 7 > 0 je nazyvano zpoZdéni. Na rozdil od klasickych diferencidlnich rovnic je poca-
tecni podminka dana funkci ve tvaru

x(t) = g(t), —7 <t <o, (3.2)

kde t( je ¢as na zacatku vypoctu. Poznamenejme, Ze g(t) muze byt i konstantni a jednalo
by se v podstaté o obdobu pocatecni podminky obycejné diferencidlni rovnice.

Tedy rovnice (3.1) splitujici podminku (3.2) je pocdtecnim problémem. Resenim tohoto
pocéatec¢niho problému na intervalu (to,t;) je funkce x : (tg — 7,ty) — R, ktera je spojité
diferencovatelnd na intervalu (¢, ts), spliuje (3.1) pro vsechna t € (to,ts) a spliuje (3.2).
Obdobné bychom definovali poc¢atecni problém a jeho feseni i pro vice-dimenzionalni
systémy.

Pro zdtraznéni rozdilnosti vlastnosti diferencidlnich rovnic s a bez zpozdéni se podi-
vejme na priklad:

2(t) = —x(t — 7).

Pro 7 = 0, tedy obycejnou diferencidlni rovnici bez zpozdéni, existuje Feseni z(t) = e~".
Ovsem zvolime-li 7 = 7/2, feSenim bude y(t) = sint. Tedy mizeme vidét, Ze jednoduché
zpozdéni ndm vyrazné zméni kvalitativni vlastnosti feseni. DalSim vyznamnym rozdilem
je hledani kofent charakteristickych rovnic linearizovanych systémut zpozdénych rovnic,
nejsou to totiz polynomy, ale rovnice tvaru

Py(\) + Q2(N)e™™ =0,

kde P3(\) a @Q2(A) jsou polynomy. Napiiklad pro systém 1. fddu méa charakteristickd
rovnice tvar
A ae ™ =0.

Jak je to napriklad s existenci a jednoznacnosti pocatecni tilohy pro diferencidlni rov-
nice se zpozdénim? Pro lokalni existenci a jednoznacnost plati plati pro rovnici (3.1)
analogie Picardovy véty z teorie ODR a pro globalni existenci mizeme naformulovat na-
sledujici vétu, kterou muzete nalézt v [1]

Véta 3.0.1 (Globalni jednoznac¢nost feseni). Méjme pocatecni problém dany funkei (3.1)
a pocatecni podminkou (3.2). Existuje-li funkce L : (to,t;) x R — R, takovd, Ze

|f(t, 21, 29) — f(t, @1, m0)| < L(t,m0)|wy — 3], V(¢ 21,29), (t,31,22) € (to,t7) X R?,

potom Teseni pocatecniho problému je na intervalu (¢, ts) jednoznacné.

27



4. Zesilovani chaosu

Nyni vyuzijeme zpozdéni v diferencialnich rovnic pro zesileni chaosu. Zacéneme zkou-
manim jiz zminéného Lorenzova systému:

=0y —x)
Y=rTr—y—TZ
Z=uxy— bz.

Opét budeme uvazovat o = 10, b = 8/3 a r bude kontrolni parametr. Jak jsme ukazali
diive v textu, k Hopfové bifurkaci dochazi pro r = ry = 24,74. Tedy u hodnot r > ry
dochézi k chaotickému chovani, nicméné nasim cilem bude vyvolat chaos pii r < ry
vyuzitim zpozdéni.

Budeme pridavat zpozdéni k jednotlivym ¢lentim a sledovat, jak se model zméni.
K témto vypoctum vyuzijeme program MATLAB, ktery mé velmi uzite¢né nastroje pro
vypocty diferencidlnich rovnic. Pro nase tcely se bude nejvice hodit metoda DDE23, ktera
vyuziva pro numerické reseni explicitni Runge-Kutta metody radu 2 a 3.

Nejdrive se podivejme na upraveny systém:

i=o(y(t—1)—xz(t))
g =ra(t) —y(t) — z(t)z(t)
z=uz(t)y(t) — bz(t).
Pro hodnotu » = 28 a 7 = 1 vykazuje systém chaotické chovani, viz obr. 4.0.1. Nutno

poznamenat, ze tento systém nema prilis thledny atraktor, a proto jeho dvourozmeérna
projekce neni idealni.
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Obrazek 4.0.1

K ovéreni chaotického chovani tohoto systému nam poslouzi jeho nejvétsi Ljapunovav
exponent, jejz ziskdme nasledujicim zpusobem: zlogaritmujeme vzdalenosti o dvou velmi
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4 ZESILOVANI CHAOSU

blizkych trajektorii v zavislosti na ¢ase. Ziskané hodnoty vhodné prolozime ptimkou a jeji
smérnice bude priblizné odpovidat velikosti nejvétsiho Ljapunovova koeficientu Ay.
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Obrazek 4.0.2

V obrazku 4.0.2 je modrou kfivkou zndzornéna zména vzdalenosti trajektorif 6(¢). Mu-
zeme si povSimnout, ze se kiivka ustali okolo jedné hodnoty, tato hodnota je v podstaté
dana primerem atraktoru. Stoupani krivky je prolozeno cervenou primkou, jejiz smér-
nice odpovida hodnoté \; = 0,1381. A jelikoz je Ar > 0, mizZeme potvrdit, Ze se jedna
o chaoticky systém.

Nyni pozorujme systém pro r = 15 < ry. Z obr. 4.0.3 si mizeme vSimnout, Ze systém
zpocatku pusobi chaoticky, ale po kratkém case se ustali k néjakému periodickému reseni.
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Obrazek 4.0.3
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Tomuto jevu se rikd cédsteény chaos. Poznamenejme, ze k tomuto jevu doslo diky
vhodné zvolenému pocatecnimu bodu xy = (10,079; 4,763; 14,955), ktery se vyskytuje
velmi blizko atraktoru. Kdybychom zvolili bod dale od atraktoru, tak k chaosu viibec
nedojde. Ze se jedn4 o Gastecny chaos lze ukazat i na promitnuti vyvoje y(t) (obr. 4.0.4),
kde je vidét prechod z chaosu na periodickou oscilaci.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
t

Obrazek 4.0.4

Tedy toto zpozdéni nevyhovuje zcela nasim pozadavkim, proto se podivejme na jinak
zpozdény systém:

& =o(y(t) —x(t))
g =ra(t) —y(t) — z(t)z(t)
Z=ux(t)y(t) — bz(t — 1).

Nebudeme se zabyvat pripadem r = 28, jelikoz u néj muzeme chaotické chovani predpo-
kladat, a podivame se hned na ptipad r = 15 (a opét o = 10, b = 8/3). Tato soustava se
chova lépe nez predchozi, jelikoz jiz z obrazku 4.0.5a jde usoudit, Ze se jedna o chaoticky
systém. Tento odhad ndm potvrdi i Ljapunoviv exponent Ay = 0,5291 (viz obr. 4.0.5¢).
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4 ZESILOVANI CHAOSU
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Obrazek 4.0.5

Tento systém je vizualné velmi zajimavy, tvarové pripomind atraktor Lorenzova sys-
tému, jehoz horni ¢ast se krouti do spiraly okolo osy z. Pohled na tuto spiralizaci shora
jde vidét na obrazku 4.0.5b.

Nyni jsme si ukazali, ze zpozdéni vskutku zesiluje chaotické chovani systému. Posu-
neme se vsak o krok dale a zkusime pridat zpozdéni do nelinearniho c¢lenu. Podivejme se
tedy na systém:

& =o(y(t) — (1))
y=ra(t) —y(t)
Z=ux(t—1)y(t

— x(t)z(t)
— 1) —bz(t).

U tohoto systému si ukazeme, jaky vliv mé velikost zpozdéni na parametr r. Budeme
pozorovat systém s rtuznymi hodnotami parametru r a rtiznym zpozdénim 7. Zacéneme
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s velikosti zpozdéni 7 = 0,001. V obrazku 4.0.6a muzeme vidét, ze systém vykazuje
chaotické chovani uz pii hodnoté r = 23 < ry.
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Obrazek 4.0.6

Ovsem pro r = 22 jiz chaotické chovani pozorovat nemuzeme (viz obr. 4.0.6b). Zvét-
sime tedy zpozdéni na hodnotu 7 = 0,01. Jak vidime v obrazku 4.0.7a, pro tuto hodnotu je
systém chaoticky i s hodnotou parametru r = 22 a toto chovani si udrzuje az do hodnoty
r = 16. Jakmile se vSak dostaneme k hodnoté r = 15, systém opét prestava vykazovat
chaotické chovani (viz obr. 4.0.7b).
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Obrazek 4.0.7
Zkusime tedy jesté jednou zvysit zpozdéni na 7 = 0,04. Tentokrat chaotické chovani

nastava i v pripadé r = 15 (obr. 4.0.8a) a toto chovani preckava az do hodnoty parametru
r = 8, kde toto chovani zanika (obr. 4.0.8b).
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4 ZESILOVANI CHAOSU

Obrazek 4.0.8

7 téchto pozorovani si tedy muzeme vyvodit, Ze existuje néjaka nelinearni zavislost
mezi hodnotou parametru r a zpozdénim 7. Také si miizeme povsimnout, ze ¢im vice zvét-
sujeme zpozdéni a zmensujeme r, tim vice se tvar atraktoru zacina odlisovat od ptivodniho
atraktoru Lorenzova systému.
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5. Generovani chaosu

V predchozi kapitole jsme si ukéazali, Ze zpozdéni dokaze zesilit chaos v systému, ktery
jiz chaotické chovani vykazuje. Nyni si vSak ukézeme, jak jde chaotické chovani vyvolat
i u obycejnych systémt. Uvazujme systém:

T=—-r+y
j=a’—y.
Problém fesime numericky vyuzitim MATLABovské funkce ODE45. Z teSeni v obrazku

5.0.1a muzeme vidét, ze trajektorie sméruje do pocatku, ve kterém se také ustali.
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Obrazek 5.0.1

Ac je ziejmé, Ze systém neni chaoticky, mizeme se o tomto faktu presvédcit i zkou-
manim rozbihavosti blizkych trajektorii. V obr. 5.0.1b je ukazano, ze nejvétsi Ljapunovav
exponent A\;, = —0,7506. Zapornost tohoto ¢isla je dana sbihavosti trajektorii a fika nam,
ze se jedna o disipativni systém, coz potvrzuje nas odhad.

Nyni k systému pridame ¢len

u(t) = asin(ox(t — 1)),

ktery je znamy schopnosti vyvolat chaos s vhodnymi parametry a, o. Pro¢ je tento ¢len
zrovna v tomto tvaru je blize popsano v clanku [5]. Pro nas pripad objevime, ze u(t)
vyvolava chaos s parametry o = 2, o = 25 a zpozdénim 7 = 1 pii vlozeni do prvni rovnice
systému. Upraveny systém tedy vypada takto:

&= —a(t) + y(t) +ult)
g =x(t)? —y(t),

kde
u(t) = 2sin(25x(t — 1)).

Mizeme vidét, ze se skutecné jedna o systém s chaotickym chovanim, viz obr. 5.0.2a.
A v této myslence nas utvrdi i Ljapunovuv exponent A, = 1,6157 (obr. 5.0.2b).
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Obrazek 5.0.2

Je vhodné také zobrazit trajektorii v ¢ase, viz obrazek 5.0.3, kde mtizeme vidét nepra-
videlny vyvoj.

0.3

Obrazek 5.0.3

Tedy tspésné jsme vytvorili chaotické chovani v ptivodné nechaotickém systému.
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I v
Zaver

Cilem této prace bylo uvedeni zakladnich vlastnosti systémi s chaotickym chovanim
a diferencidlnich rovnic se zpozdénim a ukazat vliv zpozdéni na chaotické a nechaotické
systémy.

V prvni kapitole jsme uvedli obecné informace o dynamickych systémech, které byly
potfebné k pochopeni problematiky nasledujicich kapitol.

V druhé kapitole jsme uvedli zaklady chaosu a Ljapunoviv exponent slouzici jako
mozny identifikator chaosu. Tyto zédkladni informace jsme ukézali na Lorenzové systému.

Treti kapitola popisovala zaklady diferencialnich rovnic se zpozdénim a uvedla nékolik
odlisnosti od obyc¢ejnych diferencialnich rovnic.

Ve c¢tvrté kapitole jsme zkoumali Lorenztv systém pro rtizné velikosti zpozdéni v néko-
lika ¢lenech. Ukéazali jsme, Ze existuje nelinearni zavislost mezi velikosti zpozdéni a kont-
rolnim parametrem systému. Také jsme ukazali, ze ¢im vétsi je zpozdéni, tim vice se novy
atraktor lisi od ptivodniho.

V paté kapitole byla ukazka generovani chaosu v obycejném systému diferencidalnich
rovnic. Nutno poznamenat, ze a¢ nas model obsahoval nelinearni ¢len, podobné vyvolani
chaosu by slo provést i v linearnim systému.

V této préaci byly pouze zakladni myslenky anti-kontroly chaosu, ovSem poskytuje
zéklad k dalsimu a podrobnéjsimu zkoumani této problematiky.
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