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1 Uvod

Préace je zamétena na analyzu tdloh III. kola matematické olympiddy kategorie Z9,
jez byla zaddna v Jiho¢eském kraji v roce 2006. Tato analyza je provadéna na zdkladé

origindlti Zdkovskych feSeni.

Cilem price je analyzovat jednotlivd feSeni dloh, rozbor chyb a moZnych pfi¢in

neuspéchu pfti feSeni a vyhodnoceni se srovndnim obtiZnosti tloh.

U kazdé tlohy je uvedeno zaddni, vzorové feSeni, jiné zpusoby feSeni dlohy
(ziskdno nejen z origindlnich zakovskych feSeni) s komentdfem a také pfehled a rozbor

zékovskych chyb.



2 Matematicka olympiada

2.1 Povaha a cil Matematické olympiady

Matematickd olympidda je soutéZ z matematiky pro Zdky zdkladnich a stfednich
Skol, jejimz cilem je napomdhat vyhleddvani talentovanych zdkl, systematicky
podporovat a rozvijet jejich odborny rist. Matematickd olympidda (dile jen MO)
neslouZi jen pro zdjemce o matematiku jako pfileZitost k feSeni ndro¢nych problémtl, ale

také jako nastroj k popularizaci matematiky a informatiky , kterd je bezesporu nutnd.

Pojeti MO je v souladu s Mezinarodni matematickou olympiddou (International
Mathematical Olympiad) a jejim vyhlaSovatelem je Ministerstvo Skolstvi, mladeze a

télovychovy.

2.2 Organizace a fizeni soutéze

YV s

Matematickd olympidda se ¢leni podle kategorii a soutéZnich kol a je jednotnd pro

celé izemi Ceské republiky.
Vybrané kategorie a soutézni kola MO’

a) v kategorii C — ur¢ené pro zdky 1. ro¢niki stfednich Skol, 5. ro¢nikl
osmiletych gymndzii a 3. ro¢nikll Sestiletych gymndzii; probihd ve

Skolnim a krajském soutéZnim kole

b) v kategorii Z9 — ur€eno pro zdky 9. ro¢nikl zdkladnich $kol, 4. ro¢nik
osmiletych gymndzii a 2. ro¢nikli Sestiletych gymndzii; probihd ve

Skolnim, okresnim a krajském soutéZnim kole

"Informace ziskany z oficidlnich stranek MO [1]



c) v kategorii Z8 — ur¢eno pro zdky 8. ro¢nikl zdkladnich Skol, 3. ro¢nikt
osmiletych gymndzii a 1. ro¢nikli Sestiletych gymndzii; probihd ve

Skolnim, okresnim a krajském soutéZnim kole.
Dalsi kategorie jsou A, B, Z7, 76, 75 a P (zamé&feno na informatiku)

Tématické zaméfeni jednotlivych kategorii MO dané tulohami domdci ¢asti
Skolniho kola, pravidla soutéZe a dals$i informace upiesiiujici organizaci ptislusSného
roéniku MO jsou zveiejiiovany Ustiedni komisi Matematické olympiddy v letdcich, ve
vybranych Casopisech a na internetovych strankdch MO. Terminy kondani jednotlivych
kol se stanovuji tak, aby pokud moZno nebylo naruseno pravidelné vyucovéni a obecny

chod skol.

Ukoly soutézicich

Ukolem soutéZicich je samostatné vyfesit tlohy daného soutézniho kola a feSeni
zapsat tak, aby bylo moZno sledovat jejich mySlenkovy postup. Kazdy soutéZici
odevzdava kromé ,Cistopisu® s Citelné popsanym feSenim i takzvané ,,Smirdky*, coz

jsou listy s prubéznymi vypocty a pozndmkami soutéziciho.

Utajeni textd udloh je nezbytnou podminkou regulérnosti soutéze. Se znénim tloh
(s°vyjimkou uloh domdci ¢asti Skolniho kola) se soutéZici seznamuji bezprostfedné pri

zahdjeni vlastniho soutézniho kola).

Zaci pozvani do tfetiho, tedy krajského kola kategorie Z9, fe§i samostatné
v prib¢hu 4 hodin 4 soutéZni ulohy. Kazdy soutézici vypracuje feSeni tloh na list
formatu A4 a kaZzdou ulohu zac¢ind na novém listé. Nehodnoti se jen vysledek, ke
kterému Z4ci dosli, ale hlavné spravnost tvah, které k nému vedly. ReSeni tloh jsou
obodovény a podle souctu ziskanych bodi je sestaveno poradi dcastnikli krajského kola.

Ucastnici, kteii ziskaji predepsany podet bodt (zpravidla alespoii polovinu



z dosazenych bodu), se stanou uspéSnymi fesiteli krajského kola a nejlepsi z nich jsou

vyhlaseni vitézi krajského kola Matematické olympiddy.
Sout&zni ulohy jsou navrzeny tak, aby nezkoumaly jen schopnost aplikovat ziskané

védomosti ze Skoly, ale aby vybidly k logickym tvahdm na zdklad¢ zdkladnich znalosti

o struktuie a vlastnostech matematiky.
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3 Uloha Z29-lll-1

3.1 Zadani a vzorové reseni

sz w2

Dopliite do ¢tvereckll piirozenad Cisla tak, aby:
» soucet vSech doplnénych ¢isel byl 44,
» soucet Cisel v kazdém cCtytctvereCkovém Ctverci byl stejny,
» nejmensi doplnéné Cislo bylo liché,

z w7

» uprostied ¢tverce bylo jednociferné ¢islo.

/

2

Obr. 3.1: Tabulka ze zadani

Vzorové feseni?

Prosttedni  Cislo, které je spoleéné pro vSechny 7 b
ctyfétvereckové Ctverce oznaCme x a vSechny ostatni chybéjici

d
¢isla nahradime pismeny z abecedy, tedy a, b, ¢ a d. Tabulka nyni 8
vypada takto: (obr. 3.2). C 2 d

Obr. 3.2: Tabulka s proménnymi
Nyni si jiz miZeme zadani piepsat do, pro nds piijemnéjSich, matematickych

rovnic. Na zdklad¢ prvni podminky snadno ziskdme rovnici:
at+b+c+d+x=44 (1)

Druhou podminku mtiZzeme ptepsat napiiklad takto:

2 (‘upravené podle [1])

-11 -



(a+7+8+x)=(7T+b+x+4)=(8+x+c+2)=(x+4+2+d)
Coz je (a+x+15):(b+x+ll):(C+X+10)=(d+x+6)

Jak vidime, Ize pomoci jediného Ctverce vyjadrit vSechny ostatni, tedy:

a+x+15=b+x+11
a+x+15=c+x+10
a+x+15=d+x+6

po upravé

b=a+4
c=a+5 )
d=a+9

Za neznamé b, ¢, d dosadime do rovnice (1) vyrazy z poslednich tif vztahi (2),

dostaneme:

at(@+4d)+@+5)+@+9)+x=44
neboli 4a+x=26

Odtud tabulka vSech moznosti pro rizné hodnoty nezndmé a s dopoctem pro x.

“ o \
~"
Nenf feSenim, protoZe \ \

mé byt x <10
a=5; x=6; b=9; a=6; x=2; b=10;

c=10; d=14 c=11;d=15
nejmensi je 5, cozZ je nejmensi doplnéné
liché => toto mize ¢islo nenf liché =>
byt feSeni neni feSenim

Vysledek:

5 7.9
8 6 4
10 2 |14

Obr. 3.3: Vysledna podoba tabulky
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Ruzné strategie reseni

Jiny, méné pouzivany (pouze 3 Zici z 51) zpusob feSeni je zaloZen hlavné na
logické uvaze a spravném pochopeni vSech podminek které jsou uvedeny v zadani.
Kdybychom posuzovali ndro¢nost jednotlivych zplsobl feSeni, byl by tento zplsob
kvalitn&j§i v porovnani se vzorovym feSenim. Zaci vypozorovali jiz ze zadani vlastnosti
dopliiovanych ¢isel a jejich vzajemné propojeni a dokdzali tak ihned odvodit vztahy (3).

Jak to provedli, podrobn¢ vysvétlim niZe.

Pro ptehlednost na zacitku znovu uvedu ony podminky, které musi vysledna
tabulka spliiovat a o¢isluji je po fadé od 1 do 4, coZ mi pomuze pii vysvétleni, pro¢ dana

série Cisel nespliiuje podminky, a které konkrétné.

Musi byt splnény podminky:
[Tl soucet vSech doplnénych cisel je 44
121 soucet ¢isel v kazdém Ctyictverecku je stejny

131 nejmensi doplnéné ¢islo je liché

O |00 QD
N X |
o |~ O

|4] uprostied Ctverce je jednociferné ¢islo

Obr. 3.4

Pro splnéni podminky 14/, musi byt x jednociferné, tedy xe {1, 2, 3,4,5,6,7,8,9} a

aby byla splnéna podminka I12], musim do ¢tvereCkli dopliovat ¢isla tak, aby platilo:
b je o4 vétsinez a
d je o9 vétsinez a 3)

c jeo S vétSinez a

c 2 d

Obr. 3.5: Porovnani dvou sousednich ¢tyictverct

- 13-



Tyto disledky mizeme vidét z obrazku (obr. 3.5) kde je zvyraznén prvni a druhy
Ctyictverec, kde jsou hodnoty 7 a x spole¢né pro oba ctyictverce. Jelikoz musi byt
soucet v kazdém z nich stejny a 7+x se bude nachazet v obou souctech, pak je ziejmé,
Ze a + 8 = b + 4. Odsud pak vime, Ze je b o 4 vétsi nez a. Stejnou tvahou pak ziskdme 1

ostatni uvedené dusledky.

Nyni dosazujeme za x (¢isla od 1 do 9) a podle n€j ménime a tak, aby po dosazeni
zbylych c¢isel byla splnéna 1 podminka [11 a I3I.
Naptiklad pro x = 5, by to vypadalo takto:

x=95
a = 1...souCet doplnénych ¢isel je 27, nevyhovuje podml’nkalll3
a = 2...nevyhovuje podminka 3|
a = 3...soucet je 35, nevyhovuje podminka 1|
a = 4...nevyhovuje podmince I3I
a = 5...soucet je 43, nevyhovuje podminka 1|
a = 6... soucet je 47, nevyhovuje podmince |11-> pfili§ velky soucet
feSenim tedy nemtize byt x = 5
x=6
a = 1...soucet doplnénych ¢isel je 28, nevyhovuje 11
a = 2...nevyhovuje |3|
a = 3...soucet doplnénych 36, nevyhovuje |11
a = 4...nevyhovuje 13|
a = 5...soucet doplnénych 44, a je liché,soucet vSech ctverct 26

zjistime, Ze pouze kombinace x = 6, a = 5, spliiuje vSechny stanovené podminky, je

tedy feSenim; dopocitdime Ze b =9, ¢ = 10, d = 14.

? Pokud volime x=5, a=1, jsme schopni dopo¢itat ostatni nezndmé z dtisledkd jeZ jsme vyvodili
z podminky (2) — b je 0 4 vétsi nez a, b = 4+1=5; podobné d = 9+1=10; ¢ = 5+1=6. Soucet doplnénych
¢isel = a+b+c+d+x= 14+5+6+10+5 =27

-14 -



Jiny zpasob reseni

Dalsi feSeni, na které bych chtéla upozornit pracuje na podobném principu jako
pfedchozi, jen stim rozdilem, Ze tentokrdt jsme se zamcfili nejprve na podminku
tykajici se nejmensiho doplnéného ¢isla. Tento typ feSeni si zvolila Zdkyn¢ Karolina
Dvoidkova (kopie origindlu, pifloha I.). ReSeni piedklddam formou piesného piepisu
protokolu zminéné studentky, abychom mohli posoudit kvalitu této prace.

Tabulka piivodné vypadala takto:

/

8 4 byt liché) a které doplnime do levého horniho rohu, protoZe md

Je zrejmé, Ze nejmensi cislo, které budeme doplnovat (které musi

v, v

2 okolo sebe nejveétsi Cisla, kterd jsou napsand v tabulce, to jsou 7

al.

Poté, co jsem dosadila do levého horniho rohu 1 a poté 3, pres vsechno zkouSeni mi
stdle nevychdzelo, aby soucet vsech doplnénych cisel byl 44. TudiZ jsem do tohoto rohu

dosadila ndsledujici vyssi liché cislo, tj. 5.

8 4 Do prostiedniho ctverecku by teoreticky slo dosadit také cislo 5,

2

protoZe nikde v zaddni nebylo 7Feceno, Ze se Ccisla nesmi

opakovat.

V kazdém ctyrctvereckovém ctverci by mel tudi? vyjit soucet 25. Podle toho doplnime

zbytek tabulky.

5 7 9 549+5+10+14=43
8 5 4 cislo by se mélo rovnat 44 => toto je spatny vysledek

44-43=1
10/ 2 14

- 15 -



v

Do tabulky do prostiedniho ctverecku tedy doplnime o 1 vyssi cislo, tedy 6 (vyuZivame

poznatku, Ze kdyZ o 1 zvysime cislo v prostiednim ctverecku a také o 1 zvysime soucet,

ktery musi vyjit v kazdém ctyrctvereckovém ctverci, doplnénd Cisla v rozich se nemeéni).

Soucet v ctyrctvereckovych ctvercich tedy bude 26.

Doplnénd tabulka bude vypadat takto:

9 5+47+8+6=26

7+9+6+4=26
4 8+6+10+2=26
14 6+4+2+14=26

5
8

NN o N

10

Zkouska: 5+6+9+ 10+ 14 =44

3.2 Rozbor chyb zaku

Ukazalo se, Ze nejvetsi prekdzkou v tomto tkolu nebyly nedostate¢né znalosti ¢i
zbytecné chyby z nepozornosti, nybrz prosté pochopeni samotného zadani. Onen
,,kamen drazu‘ byl ve véte ,,soucet vSech doplnénych ¢isel roven 44*. Podle pozndmek
v feSeni se domnivam, Ze nécktefi feSitelé za ,,doplnéna® ¢isla povazovali nejen ndmi
doplnénad ¢isla x; a; b; c; d, nybrz vSechna ¢isla, vCetné téch, kterd jsou jiZ v tabulce
zapséana. Jak uz bylo feceno diive, nehodnoti se pouze vysledek, ale také postup, ktery

k nému vedl.

PotiZe s porozuménim zaddni mélo 23 zakd z 51, nedomnivdm se vSak, Ze by

divodem Spatné interpretace pozadavkt mohlo byt nejasné ¢i netiplné zadani.

-16 -



Postupy v feseni dlohy t€mito Zaky se - aZ na onen soucet doplnénych ¢isel — nijak
nelisi od ostatnich, jiz uvedenych zplsobii feSeni. Jednu z téchto praci si muZete

prohlédnout v piiloze V. Vysledek k némuz dosli, je zobrazen na (obr. 3.6).

175
8 1 4
6 2 10

Obr. 3.6: Vysledek zdka kteti Spatné pochopili zadani

3.3 Vyhodnoceni ukolu

Prostudovala jsem feSeni 51 studentl a s radosti mohu konstatovat, Ze pouze jediny
student ulohu nedofesil a nékolik dalSich jedinct dosdhlo feSeni pomoci ndhodného
zkousSeni. Maximalni pocet 6-ti bodi dosdhlo 19 studenti. Jak si ale miiZete v§Simnout
v grafu (obr. 3.8), velké procento studentl ziskalo pouze polovinu z celkového poctu
bodi. Téchto 23 studentli Spatné¢ pochopilo zaddni, coZ zplsobilo chybny vysledek

feSeného piikladu (viz. Rozbor chyb Zakl).

Pocet Relativni
bodu Cetnost | &etnost(%)

0 0 0,0

1 1 2,0

2 7 13,7

3 21 41,2

4 1 2,0

5 2 3,9

6 19 37,3

Obr. 3.7: Tabulka Cetnosti
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Obr. 3.8: Graf Cetnosti

- 18 -




4 Uloha Z9-l1I-2

4.1 Zadani a vzoroveé reseni

Urcete obsah Sedého mésicku z obrazku (obr. 4.1), pokud vite, Ze pramér AB vétsi

polokruznice ma délku 2 cm, pramér CD mensi polokruznice ma délku 1 cm a plati
ABIICD.

Obr. 4.1: zadan{ tkolu Z9-111-2
Vzorové reseni
Oznacime S stied tseCky AB. Trojihelnik SCD je rovnostranny (s délkou strany

1 cm). Obsah Sedého mésicku vypocitime tak, Ze od obsahu menSiho pulkruhu

(s primérem 1 cm) odecteme obsah tsece vétsiho kruhu (obr. 4.2).

A = B

Obr. 4.2: Kruhova ase¢ vétsiho kruhu

-19-



Obsah mensiho pulkruhu:

2 2
SMZﬂr =%7Z’(lj 2%0m2

Obsah useCe: Vypocteme jako rozdil obsahu piislusné kruhové vysece (Sestina

obsahu vétSiho kruhu) a obsahu rovnostranného trojuhelniku SCD (obr. 4.3).

A = B

Obr. 4.3: Kruhovd vyse¢ na vetsi kruznici

Obsah vysece:

Obsah trojihelniku:

J3-a

4

Vypocteme obsah rovnostranného trojihelniku diky znalosti vzorce S, =

nebo vypoctem vysky trojuhelnika a uplatnénim vzorce pro obsah obecného A.

Z Pythagorovy véty: 1ecm
"= (ljz +v° “ - .
2
, 3 1 cm Y/ 1cem
Ty
3
2

Obr. 4.4 — rovnoramenny A CDS

av, 13 J3
S, = . N2_ND
2 2 2 4

-20 -



Obsah Sedého mésicku:

4.2 Ruzné strategie reseni

Jedinou moZnosti, jak ziskat obsah vySrafované Casti je odecist obsah usece veétsi
kruZnice od obsahu mensi puilkruZnice. V tomto bod¢ jsou vSechny postupy jednotné a
proto se timto krokem nebudeme nijak zabyvat a soustfedime se na rizné zptisoby jak

Zaci ziskali obsah oné usece (,,me&sicku).

Lichobéznik

Jeden z péti studentil, ktefi k vypocteni obsahu mésiCku pouZili rovnoramenny

lichobéznik, byl i Vit Petfina, jehoZ feSeni naleznete v ptiloze VII.

Obsah mésicku ziskali odecCtenim obsahu rovnoramenného lichobéznika (tvori

polovinu Sestithelnika) od obsahu vétsi kruZznice a naslednym vydé€lenim tfemi .

A = B

Obr. 4.5: Rovnoramenny lichobéznik vepsany do vétsi pulkruznice
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2
V= 12—(lj :ﬁcm i
2 2
5
A O5Hcm 3 1 em 5
(|4Bl+|cD) 3 3 3.3
Slichobeznik :f\/ZETZT
C lcam
1cm M

A 1em ® 1em B

Obr.4.6: Tri identické mésicky

Vsimnéme si, Ze po odeCteni S, =S, ;... ZUstanou tfi identick€é mésicky. Hledany

obsah jednoho mésicku tedy ziskdme vydélenim tfemi.

7 33
2 4 :271'—3\/5_75 N

SV - Slichobeznik = 2 3 12 g f— T cm

mésicku

Lichobéznik 2

Zda se, ze dva Zaci neznali vzorec pro vypocet obsahu lichobéZniku, a nebo si
neuvédomili, Ze se jednd o lichobéZnik a roztezali jej na dva pravouhlé trojihelniky.
Obdélnik a obsahy téchto dtvart pak odecetli od vétsi pulkruznice, ¢imzZ opét dostali

obsahy tf{ identickych mésick.
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1 cm
W W
[ 1cm u
A 05cm = 05cmE

Obr. 4.7: Roziezany lichobéznik

Obsah obdélniku: S =1v= ?

Obsah pravouhlého trojuhelniku: S, = lﬁ = ﬁ

2 2 4
r 3
Obsah mésicku: S, =S, —(2-5,+5,) |:3=...=5| =———
5| £

Jiné feseni
r2

Dva 7zici pouzili vzorec na vypocet kruhové vysece

pro uhel

a = 60" (Sestitihelnik) a od obsahu ptilkruhu vétsi kruznice odecetli obsah dvou téchto

vyseci a také obsah rovnostranného trojuhelniku CDS.
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4.3 Rozbor chyb Zaku

Témer vSichni Zaci dokdzali slovné popsat spravny postup, jak se dopocitat
k hledanému obsahu zvyraznéné casti. Zplsoby se liSily, nicméné plan byl dobry.

MM Ve

Dtivodem, Ze se nektefi fesitelé nedopocitali byly hrubé chyby ve vypoctech.

Dva Zaci si, vlepSim piipad¢, Spatn¢ ptecetli zaddni a pramér AB ze zadani
povazovali za polomé&r vétsi kruznice, v horSim ptipad€ pak neznaji rozdil mezi témito

pojmy.

Jednou z pocetnich chyb bylo také opomenuti vydélit obsah vétsi kruznice dvémi a

tak nepocitali s polokruznici, nybrZ s obsahem celé kruznice. Je to sice chyba, ale neni

1

) P I

natolik zdvaznd, jako napiiklad tvrzeni, Ze —=— ¢ =——=4/0,75. Za
360 60 2

nejhorsi prohiesek pii feSeni této ulohy vSak povaZuji chybny vypocet Pythagorovy

véty, jehoZ se jeden z Zaki dopustil.

Velmi castou chybou bylo vycislovani hodnot béhem vypoctu a neustdlé
zaokrouhlovani, ¢imz se stal vysledek neptesnym. Prace nékterych z téchto 22 zaki je

k nahlédnuti v pfilohdch VII az X.

4.4 Vyhodnoceni ukolu

Jak lIze vidét z grafického zndzornéni ziskaného poctu bodu (obr. 4.9), Zaci neméli
pii feSeni vétsi potize. Dve nejpocetnéjsi skupiny ziskaly pét ¢i Sest bodl. Protoze
maximum bodi, které bylo mozno ziskat bylo 6, vyvstava otdzka, pro€ tolik Zaka o ten
jeden bod pfiSlo. Onim divodem byl nepfesny vysledny obsah, k némuz Zici dospéli
vycislenim iracionalniho ¢isla, jeho zaokrouhlenim a naslednym opétovnym pouZitim

pii dalSich vypoctech.
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. Relativni
Pocet bodli| Cetnost cetnost(%)
0 0 0,0
1 0 0,0
2 3 5,9
3 7 13,7
4 9 17,6
5 16 31,4
6 16 31,4

Obr. 4.8: Tabulka ¢etnosti

studentu

bodu

Obr. 4.9: Graf Cetnosti
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5 Uloha Z9-11I-3

5.1 Zadani a vzorové feseni

Kuba nasel ve sklepé tii krabice tvaru kvadru se ¢tvercovou podstavou. Prvni byla
dvakrét vyS$i nez druhd. Druhd byla 1,5 krat §irSi neZ prvni. Tteti byla tfikrat vySSi nez
prvni a dvakrat uzsi nez prvni. V jakém poméru jsou objemy krabic?

Vzorové feseni *

Mam tedy ti1 krabice tvaru kvadru s ¢tvercovou podstavou :

a
= = 3

Obr. 5.1: Zadané kvadry

Zadéani si vyjadiim pomoci proménnych jez jsem si definovala v obrdzku pro

jednotlivé kvadry.

Prvni krabice 2 krat vySs$i nez druha v, =2v,
Druha krabice 1,5 krét Sirsi nez prvni a, =1,5a,
Tteti krabice 3 krat vyssi nez prvni v, =3,
Trteti krabice 2 krat uzsi nez prvni a, =0,5q,

4 )
Upraveno autorkou price
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Zadani zaneseme do piehledné tabulky:

krabice | délka podstavné hrany vyska
prvni ai vi= 2V,
druhad a,= 1,5a, Vo
treti as; = 0,5a4 Vi = 3vy

Rozméry nddob vyjadiim pomoci a, a v,(neni dileZité, podle kterych nezndmych

budeme vyjadiovat rozméry krabic, pfi Spatné volbé si miizeme vypocet pouze trochu

zkomplikovat):
krabice | délka podstavné hrany vyska
prvni a,; = 2as vi= 2V,
druha a, = 3as Vs
treti das Vi3 = 6V2

Vypocitdm objemy pro jednotlivé krabice dosazenim do vzorce pro objem kvadru

V =abv, kde a, b jsou rozméry podstavy. JelikoZ je naSe podstava Ctvercovd a tedy

b = a, budeme objem poéitat jako V =a’v.

, . _ 2 2 Q2
prvni krabice V,=a'v,=(2a,) -2v, =8a;v,
druha krabi V. =a> =(3 )2. — 942
ruhd krabice L =a,v, =(3a,) v, =9a;v,
Yo7 : 2, _ 2 _ 2

tieti krabice V,=a;v, =a; -6v, =6a;v,

Odtud je ziejmé, Ze se jednd o pomér V, :V, :V, =8:9:6.
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5.2 Ruzné strategie reseni

Az na jedinou vyjimku, se feSeni jednotlivych Zakl nijak zdsadné neliSilo. Pfi
vypoctu tohoto piikladu ani neni piili§ prostoru pro obmény, presto se ale naSel Zak,
jehoZ postup byl, oproti ostatnim, rozdilny. Nasledujicim postupem vypocital dlohu zZk
Ladislav Benes, kopie jeho protokolu v ptiloze XIII, zde tento postup pouze doplnim o

par komentari.

Ze zadani pro rozméry podstavy:
a :a,=1:1,5

a, :a,=2:1

Tyto dva poméry stran podstavy prevedu na spoleény pomér vSech tii stran podstavy:

a:a,:a,=2:3:1

Podobné ze zadani ziskdm poméry vysek
b :b,=2:1
b,:b =3:1

a prevedu na spolecny pomér vySek jednotlivych kvadri:
b :b,:b;=2:1:6
Nyni , jelikoZ je objem V =a’h, dokdZeme urcit i pomér objemii takovychto

kvadra.

V,:V,:V,=a’b,:a;b, :aib,=2°-2:3"-1:1-6=8:9:6

Hledany pomér objem je tedy 8:9:6.
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5.3 Rozbor chyb zaku

Co se tyCe chyb, kterych se Zaci dopustili, jednd se témét vyhradné o tii irovné.
V prvnim piipadé se jednd o nepozornost, kdy si Zaci diikladné nepiecetli zadani a

nevSimli si, Ze podstava kvadru je ¢tvercova.

Pomérné znacné mnozstvi studenti sice vyfesilo danou tlohu spravng, ale dosédhli
toho zvolenim rozmérti nékteré z krychli a ndslednym dopocitinim ostatnich dle vztahii
v zadéni. U téchto postupli chybélo obecné fesent, a proto nebyly hodnoceny plnym
poc¢tem bodii. Dal§im divodem pro neudéleni plného poctu bodt, nékdy i v kombinaci
s absenci obecného feSeni, byl zapis vysledného poméru, kde nebyl dodrZzen pozadavek,

aby byl pomér vyjadren v celych Cislech.

5.4 Vyhodnoceni ukolu

Jak se zd4, ze vSech ukola v tomto kole olympiddy, bylo vyfeSeni tohoto piikladu
nejmén¢ komplikované. Dikazem toho je i graf (obr. 5.3), zobrazujici dosaZeny pocet

bodi. Samoziejmé se naslo i par jedincii, kteti neuspéli, jejich pocet je v§ak minimalni.

} Relativni
Pocet bodli| Cetnost Cetnost(%)
0 3 5,9
1 1 2,0
2 1 2,0
3 0 0,0
4 3 5,9
5 15 29,4
6 28 54,9

Obr. 5.2: Tabulka Cetnosti
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studentu

2 3
bodu

Obr. 5.3: Graf Cetnosti
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6 Uloha Z9-l1I-4

6.1 Zadani a vzorové reseni

P11 prfijimacich zkouskach na univerzitu je kazdému zdjemci o studium pfidélovan
kryci kéd slozeny z péti Cislic. Zkousky organizoval dikladny, le¢ povércivy docent,
ktery se pred ptridélovanim kédu rozhodl vytadit ze vSech moZnych kédua (tj. 00000 az
99999) ty, které v sobé obsahovaly ¢islo 13, tedy Cislici 3 bezprostfedné nédsledujici po

¢islici 1. Kolik k6dt musel docent vytadit?

Vzorové feseni °

Na kazdém z péti mist je moZno dét ¢isla od nuly do deviti, tedy jednu z deseti
cifer. Musime si tedy uvédomit, Ze v tomto piipad¢ miiZe byt na zacatku i nula, dokonce
neékolik nul. Kdybychom chtéli naptiklad spocitat, v kolika péticifernych cislech je
obsaZeno ¢islo 13, pak by bylo feSeni jiné, protoZze po umisténi nuly na zacatek by se
z onoho C¢isla stalo Cislo Ctyfciferné ( napt. 0125K¢ = 125 K¢). V tomto piikladu se
nemusime obdvat umisténi nul na zacatku zapisu Cisla, jelikoz je v zadani uveden rozsah

od 00000 do 99999.

0-9 0-9 09 09 0-9

Obr. 6.1: Rozsah ¢isel k moznych dosadit na pozici

5 .
upraveno autorkou prace
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Nejprve zjistime, kolik kéd obsahuje ¢islo 13 jednou. Ttindctka se mize nachazet na

¢tyfech riznych mistech (obr. 6.2). Na kazdé volné misto mizeme umistit jedno z deseti

cifer, je tedy mozné sestavit 10-10-10=10" =1000 &isel.

1 3 10-10-10 = 1000
2) 1 3 10-10-10 =1000
3) 1 3 10-10-10 =1000
4) 13 10-10-10=1000

Obr. 6.2: MoZzna rozmisténi pro tfindctku

V téchto 4000 cislech jsou dvakrit zapocitany ty, které obsahuji dvé Cisla 13.

Musime ale zjistit, kolik takovych kodi je.

c) 1 3

Obr. 6.3: MoZné rozmisténi pro dvé tfinactky

Zde vidime tii mozné rozestaveni dvou tfinactek (obr 6.3), z kazdého tohoto

typu miiZeme vytvofit deset riznych kédl, cekem tedy 30 kodi.

Celkovy pocet kodl je 4000 — 30 = 3970. Povércivy docent vytadil 3970 kodi
z celkového poctu 10 000.

6.2 Ruzné strategie reseni

Ve vzorovém feseni jsme postupné vypocitali kolik je kédi obsahujicich jedenkrat
¢islo tfindct a od tohoto poctu potom odecetli ta Cisla, kterd obsahovala tfindctky dvé.
Neni vSak nutné tyto dva kroky odd€lovat, jak nyni ukdzi na feSeni Zdka Petra

Prochdzky, ktery ihned v pribchu vypoctu nepovoloval opétovné zapocitini jiz
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vyfazeného kédu. Kvili lepsi srozumitelnosti doplnim jeho feSeni o obrazky a

podrobnéjsi vysvétleni krok. Presnou kopii Petrovy prace naleznete v piiloze XV.

Libovolnou cislici oznacim x, x€ {0,1, 2,3,4,5, 6,7,8,9}. Cislo 13 (tedy jednicka

)

ndsledovand trojkou) miZe byt ve ctyrech riiznych pozicich a pro kaZdou z nich zvldst
vypocitdm pocet kodu. Pri tom hliddm, zda se vlevo od trindctky neobjevi dalsi
trindctka, protoZe takovy kod byl jiz drive vyrazen ( pri zjisteni ruznych pozic pro cislo
13 postupujeme zleva doprava, proto napriklad cislo 13213 vyradime hned na zacdtku
kviili prvnimu cislu 13, kdyZ ale dojdeme k moZnosti umistit 13 na konec, toto stejné

c¢islo bychom chteéli vyradit znovu, coz by byla chyba).

Tri trindctky za sebou byt nemohou, proto staci ddavat pozor pouze na jeden dalst

vyskyt trindctky vievo.

13xxx 1000 kodii (za kazdé x mohu dosadit jedno z deseti cislic)
x13xx 10100 = 1000 kddui
xx13x 10010=1000 kdodii, nalevo od trindctky se mi miiZe

vyskytnout dalsi cislo trindct a takovd cisla jiZ byla zapocitdna v prvnim kroku a proto
Jje nebudu pocitat znovu. MoZnosti pro situaci 1313 x je tedy deset, pro kazdé moZné x.

K vyrazeni je tedy 1000 — 10 = 990 kodu.

xxx13 opet 1000 kodii, tentokrdt vsak mohou byt nalevo
trindctky na dvou mistech a v obou pripadech se jednd o kody které jiZ vyrazeny byly,
proto je znovu vyrazovat nebudeme. 13 x13 pro tuto mozZnost je to 10 kodit a pro
x1313 dalsich 10 kédii. Celkem tedy pro trindctku vyskytujici se na konci musime

vyradit 1000 — 10 — 10 = 980 kodui.

Pokud tedy secteme vSechny vyrazené kody, dojdeme k presvedceni, Ze docent

vyradil 1000 + 1000 + 990 + 980 = 3970 kodii.
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Jiny zpasob reseni

Tento piiklad by se dal vyfesit i principem inkluze a exkluze pro ¢tyfi mnoziny
(pro ctyfi zplsoby rozmisténi tfindctky). Nemd smysl rozebirat jak tento princip
funguje, staci védét, Ze pro prinik ¢ty mnoZin by zdpis dle tohoto principu vypadal
takto:

|AuBUCUD|=|A|+|B|+|C|+|D|-|AnB|-|AnC|-|AnD|-|BNC|-

—|BmD|—|CmD|+|AmBmC|—|AmBmD|—|BmCmD|+|AmBmCmD|

Oznaceni:
|A| pocet prvki této konecné mnoZiny A
|A uBuCuUD celkovy pocet kodl k vyfazeni
ANcC [anenc | BNC
ﬂWﬂJ
Anencnp| BNCND
" |
AND | ANBND BND
Obr. 6.4: Vennlv diagram pro ¢tyfi mnoziny
A vSechny kody, které maji 13 na zacatku I13xxx techto kodii je 1000
B x13xx techto kodii je 1000
C xx13x techto kodii je 1000
D xxx13 techto kodii je 1000
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|AmB| Vsechny kédy z této mnoziny jsou soucasné prvky mnoZiny A a také

mnoziny B, ale jelikoz by ¢islice na druhé pozici musela byt 1 a soucasné 3, coz neni

mozné, je tedy pocet prvkil v této mnozin¢ AN B nulovy.

|AmC| Kazdy prvek této mnoZiny je souCasné prvkem mnoZiny A i C, proto

musi splilovat podminku, Ze tfindctka zabird prvni dvé mista a také tieti a Ctvrté, vypada

tedy takto: 1313 x. Takovychto kddi je celkem 10.

|AmD| Pokud maji prvky této mnoZziny spliiovat podminku 13 x xx a také

zéroven x x x1 3 , pak bude vypadat takto: 13 x13 . Takovychto kédu je 10.
|B N D| x131 3 kédua v této mnozing je 10.

Pro zbylé priniky dvou mnoZin vZdy nastane situace kdy se na jednom mist¢ ma

nachdzet soucasné ¢islo 1 a ¢islo 3, coz pfirozené nemtiZe nastat, proto je prunik téchto

mnoZzin, podobn¢ jako |A N B| nulovy.

Koédy maji byt pétimistné, a proto neni mozné poskladat vedle sebe tiikrat ¢islici

13, priseciky tif a vice mnoZin tak musi byt nulové.

Pokud se budeme fidit vzorcem uvedenym v tivodu, byl by celkovy pocet kodi

k vyfazeni:

AuBuUCuUD|=1000+1000+1000+1000-0-10-10-0-10-0+0+0+0-0=3970

Princip inkluze a exkluze je velmi uZitecny pii praci s vétSim poctem mnoZzin, obzvlasté

pokud nejsou priiniky mnoZin nulové, je feSeni mnohem piehledné&jsi.
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6.3 Rozbor chyb zaku

O fesitelich, ktefi ziskali plny pocet bodii nema smysl mluvit, takZe se nyni
zam¢ifim na ta feSeni, kdy k uspéchu chybél uz jen kousek. V téchto piipadech studenti
zjistili, Ze jsou Ctyfi moZnd umisténi pro Cislo 13 tak, jak je popsdno ve vzorovém
feSeni. V této fazi maji 4000 kédu, kterd je zapotfebi vyradit, ale n¢kterd z nich jsou
zapocitana dvakrat. Tuto skutec¢nost si ale 17 studentit neuvédomilo a ¢islo 4000 uvedli

jako pocet Cisel nutnych k vyrazeni.

Dalsi 3 studenti se nedali zastavit a uvazovali i 0 moZnosti Ze se v €isle vyskytuji
tfindctky dvé a v onéch Ctyfech tisicich kodii jsou neékteré zapocitany dvakrat. Spravné
urcili 1 tfi mozZné rozestavéni pro dvé tfindctky a pro kazdou z téchto mozZnosti chybi
stanovit posledni cifru (¢isla od 0 do 9 — 10 cifer). Tito 3 zaci vSak nepocitali se vSemi
moznostmi pro stanoveni posledni cifry a wurcili tedy, Ze vyfadit je nutné

4000—-3=3997 kaédi.

Toto byli fesitelé, ktefi sice nedopocitali, ale byli na dobré cesté. Nasli se bohuzel i
taci, u kterych se mi ale viibec nepodafilo zjistit jak uvazovali, jelikoZ kromé& vypoctil
nijak nekomentovali své mySlenkové pochody. Jeden z téchto piipadii byla i Zakyné,
ktera chtéla vytadit 18 115 kédd, a i kdyz by mé to velmi zajimalo, nevim jak na to

prisla.

Pouze jediny student se pokusil zabrédnit vyskytu nuly na zac¢itku kédu, svou praci

vSak nedokon¢il.
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6.4 Vyhodnoceni ukolu

Studenti, jez fesili tuto dlohu spadaji do skupin podle toho, jak daleko se v feSeni
dostali. Jsou tedy jen tii silngjSi skupiny — tspéSni fesitelé (6b), nedokoncené feseni (2b)
a neuspesni feSitelé. Tento fakt je patrny i z grafu (obr. 6.6), kde je zndzornéno

mnozstvi studentil pro urcité bodové ohodnoceni.

. Relativni
Pocet bodu| Cetnost Cetnost (%)
neresil 1 1,96
0 11 21,6
1 5 9,8
2 21 41,2
3 0 0,0
4 0 0,0
5 1 2,0
6 12 23,5

Obr. 6.5 - Tabulka ¢etnosti

studentu

neresil 0 1 2 3 4 5 6

Obr. 6.6 - Graf ¢etnosti
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7 Statistika uspésnosti uloh 29-lll-1-4

Jak vidime z tabulky (obr. 7.1), nejlépe dopadla tfeti iloha a hned za ni uloha

druhd. Ob¢ tyto ulohy mély geometricky zdklad, coz zda se, Zakim lépe vyhovovalo.

Horsich vysledkii jsme se pak dockali u prvni dlohy, kde bylo zapottebi logického

uvazovéani. Nejméné bodii pak bylo udéleno v posledni dloze, coZ neni nijak velkym

prekvapenim, vzhledem k tomu, Ze kombinatorika u zZdka nikdy nebyla nijak zvI4sté

oblibena.
uloha l. uloha ll. uloha lil. uloha IV.
; Relativni ; Relativni ; Relativni ; Relativni
Bodu |Cetnost|cetnost(%)||Cetnost|cetnost(%)||Cetnost|cetnost(%)|Cetnost|cetnost(%)
neresil 0 0,0 0 0,0 0 0,0 1 1,96
0 0 0,0 0 0,0 3 5,9 11 21,6
1 1 2,0 0 0,0 1 2,0 5 9,8
2 7 13,7 3 5,9 1 2,0 21 41,2
3 21 41,2 7 13,7 0 0,0 0 0,0
4 1 2,0 9 17,6 3 5,9 0 0,0
5 2 3,9 16 31,4 15 29.4 1 2,0
6 19 37,3 16 31,4 28 54,9 12 23,5

Obr. 7.1: Tabulka ¢etnosti vSech jednotlivych tloh

Rozdily mezi jednotlivymi feSiteli tohoto kola matematické olympiddy jsou patrné

z tabulky obsahujici celkovy dosazeny pocet (obr. 7.2) a Cetnost z4kl, jeZ tento pocet

ziskalo. Jak vidime, nejméné bodi ziskali dva Zici (8b), zatimco maximum bodu (24 b),

ziskali dva Z4ci. Zéci prumérné ziskali 13 az 19 bodi.
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Dosazeny |Absolutni| Relativni
pocet bodl | Cetnost | Cetnost(%)
8 2 3,92
9 1 1,96
10 2 3,92
11 1 1,96
12 2 3,92
13 5 9,80
14 4 7,84
15 3 5,88
16 9 17,65
17 4 7,84
18 3 5,88
19 2 3,92
20 5 9,80
21 4 7,84
22 1 1,96
23 1 1,96
24 2 3,92

Obr. 7.2: Tabulka dosazenych bodi jednotlivych studentt

Siteld

Re

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

Dosazeny pocet bodti

Obr. 7.3: Grafické znazornéni dosaZenych bodu jednotlivych student
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8 Zaveér

V této bakalaiské praci jsem analyzovala origindlni Zakovska feSeni III. kola
55. ro¢niku matematické olympiddy kategorie Z9, jez je urCena pro Zaky 9. ro¢niku
zékladnich skol a Zaky odpovidajicich ro¢nikti viceletych gymnazii. Jednalo se o feSeni

51 zaki, kdy kazdy zdk tesil 4 dané dlohy, z nichZ dvé mély spojitost s geometrii.

Mym cilem bylo prostudovat strategie Zakovskych feSeni a zjistit, které ¢asti jim

délaly potize a jakych chyb se nejcastéji dopoustéli.

Price miiZze slouzit jako studijni materidl pro Zdky se zvySenym zdjmem o
matematiku, feSitele koresponden¢nich semindii ¢i jako pomiticka pro ucitele
pripravujicich feSitele matematickych olympidd. Tato prace by se také dala vyuZzit
v béZzném vyucovani vysSich ro¢nikll jako opakovédni zndmého uciva a slouZzit jako

podmeét k zamysleni.
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10 Seznam priloh

Z9-1lI-1

IIL.

I1I.

IV.

V.

Z9-111-2

VL

VIL

VIIL

IX.

X.

Z9-1lI-3

XI.

XII.

XIII.

Z9-1lI-4

XIV.

XV.

DVORAKOVA Karolina, gymnazium J. V. Jirsika
MORAVEC Jan, ZS Horni Plana

KOUKOLOVA Karolina, gymnézium Pisek

JAN Pavel, ZS Kaplice

BENES Ladislav, ZS Milevsko

VAVACKOVA Martina, gymnazium P.de Coubertina, Tdbor
PETRINA Vit, gymnézium Jirovcova

SMUTNA Marta, ZS Nerudova

HLUCHY Tom43, ZS Dukelskd

KRUPICOVA, gymnazium Vitézslava Novéka, J. Hradec

DVORAKOVA Karolina, gymnazium J. V. Jirsika
CERMAK Marek, ZS Ckyné

BENES Ladislav, ZS Milevsko

VAVACKOVA Martina, gymnazium P. de Coubertina, Tabor

PROCHAZKA Petr, gymndzium Pisek
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