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1 Úvod 

Práce je zam��ena na analýzu úloh III. kola matematické olympiády kategorie Z9, 

jež byla zadána v Jiho�eském kraji v roce 2006. Tato analýza je provád�na na základ� 

originál� žákovských �ešení.  

 

Cílem práce je analyzovat jednotlivá �ešení úloh, rozbor chyb a možných p�í�in 

neúsp�chu p�i �ešení a vyhodnocení se srovnáním obtížností úloh. 

 

U každé úlohy je uvedeno zadání, vzorové �ešení, jiné zp�soby �ešení úlohy 

(získáno nejen z originálních žákovských �ešení) s komentá�em a také p�ehled a rozbor 

žákovských chyb. 
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2 Matematická olympiáda 

2.1 Povaha a cíl Matematické olympiády 

Matematická olympiáda je sout�ž z matematiky pro žáky základních a st�edních 

škol, jejímž cílem je napomáhat vyhledávání talentovaných žák�, systematicky 

podporovat a rozvíjet jejich odborný r�st. Matematická olympiáda (dále jen MO) 

neslouží jen pro zájemce o matematiku jako p�íležitost k �ešení náro�ných problém�, ale 

také jako nástroj k popularizaci matematiky a informatiky , která je bezesporu nutná.  

 

Pojetí MO je v souladu s Mezinárodní matematickou olympiádou (International 

Mathematical Olympiad) a jejím vyhlašovatelem je Ministerstvo školství, mládeže a 

t�lovýchovy.  

 

 

2.2 Organizace a �ízení sout�že 

Matematická olympiáda se �lení podle kategorií a sout�žních kol a je jednotná pro 

celé území �eské republiky.  

Vybrané kategorie a sout�žní kola MO1 
 

a) v kategorii C – ur�ené pro žáky 1. ro�ník� st�edních škol, 5. ro�ník� 

osmiletých gymnázií a 3. ro�ník� šestiletých gymnázií; probíhá ve 

školním a krajském sout�žním kole 

 

b) v kategorii Z9 – ur�eno pro žáky 9. ro�ník� základních škol, 4. ro�ník� 

osmiletých gymnázií a 2. ro�ník� šestiletých gymnázií; probíhá ve 

školním, okresním a krajském sout�žním kole 

                                                 
1 Informace získány z oficiálních stránek MO [1] 
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c) v kategorii Z8 – ur�eno pro žáky 8. ro�ník� základních škol, 3. ro�ník� 

osmiletých gymnázií a 1. ro�ník� šestiletých gymnázií; probíhá ve 

školním, okresním a krajském sout�žním kole. 

 

Další kategorie jsou A, B, Z7, Z6, Z5 a P (zam��eno na informatiku) 

 

Tématické zam��ení jednotlivých kategorií MO dané úlohami domácí �ásti 

školního kola, pravidla sout�že a další informace up�es�ující organizaci p�íslušného 

ro�níku MO jsou zve�ej�ovány Úst�ední komisí Matematické olympiády v letácích, ve 

vybraných �asopisech a na internetových stránkách MO. Termíny konání jednotlivých 

kol se stanovují tak, aby pokud možno nebylo narušeno pravidelné vyu�ování a obecný 

chod škol. 

 

Úkoly sout�žících 
 

Úkolem sout�žících je samostatn� vy�ešit úlohy daného sout�žního kola a �ešení 

zapsat tak, aby bylo možno sledovat jejich myšlenkový postup. Každý sout�žící 

odevzdává krom� „�istopisu“ s �iteln� popsaným �ešením i takzvané „šmíráky“, což 

jsou listy s pr�b�žnými výpo�ty a poznámkami sout�žícího. 

 

Utajení text� úloh je nezbytnou podmínkou regulérnosti sout�že. Se zn�ním úloh 

(s°výjimkou úloh domácí �ásti školního kola) se sout�žící seznamují bezprost�edn� p�i 

zahájení vlastního sout�žního kola). 

 

Žáci pozvaní do t�etího, tedy krajského kola kategorie Z9, �eší samostatn� 

v pr�b�hu 4 hodin 4 sout�žní úlohy. Každý sout�žící vypracuje �ešení úloh na list 

formátu A4 a každou úlohu za�íná na novém list�. Nehodnotí se jen výsledek, ke 

kterému žáci došli, ale hlavn� správnost úvah, které k n�mu vedly. �ešení úloh jsou 

obodovány a podle sou�tu získaných bod� je sestaveno po�adí ú�astník� krajského kola. 

Ú�astníci, kte�í získají p�edepsaný po�et bod� (zpravidla alespo� polovinu 
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z dosažených bod�), se stanou úsp�šnými �ešiteli krajského kola a nejlepší z nich jsou 

vyhlášeni vít�zi krajského kola Matematické olympiády.  

 

Sout�žní úlohy jsou navrženy tak, aby nezkoumaly jen schopnost aplikovat získané 

v�domosti ze školy, ale aby vybídly k logickým úvahám na základ� základních znalostí 

o struktu�e a vlastnostech matematiky. 
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3 Úloha Z9-III-1 

3.1 Zadání a vzorové �ešení 

Dopl�te do �tvere�k� p�irozená �ísla tak, aby: 

� sou�et všech dopln�ných �ísel byl 44, 

� sou�et �ísel v každém �ty��tvere�kovém �tverci byl stejný, 

� nejmenší dopln�né �íslo bylo liché, 

� uprost�ed �tverce bylo jednociferné �íslo. 

 

7
8 4

2  
Obr. 3.1: Tabulka ze zadání 

 

Vzorové �ešení2   
 

Prost�ední �íslo, které je spole�né pro všechny 

�ty��tvere�kové �tverce ozna�me x a všechny ostatní chyb�jící 

�ísla nahradíme písmeny z abecedy, tedy a, b, c a d. Tabulka nyní 

vypadá takto: (obr. 3.2). 

 

Obr. 3.2: Tabulka s prom�nnými 

Nyní si již m�žeme zadání p�epsat do, pro nás p�íjemn�jších, matematických 

rovnic. Na základ� první podmínky snadno získáme rovnici:   

 44a b c d x+ + + + =  (1) 

Druhou podmínku m�žeme p�epsat nap�íklad takto: 

                                                 
2  ( upravené podle [1] )  

a 7 b
8 x 4
c 2 d



 - 12 -

( ) ( ) ( ) ( )7 8 7 4 8 2 4 2a x b x x c x d+ + + = + + + = + + + = + + +  

Což je ( ) ( ) ( ) ( )15 11 10 6a x b x c x d x+ + = + + = + + = + +  

Jak vidíme, lze pomocí jediného �tverce vyjád�it všechny ostatní, tedy: 

15 11
15 10
15 6

a x b x

a x c x

a x d x

+ + = + +
+ + = + +
+ + = + +

 

po úprav� 

4
5
9

b a

c a

d a

= +
= +
= +

  (2) 

Za neznámé b, c, d dosadíme do rovnice (1) výrazy z posledních t�í vztah� (2), 

dostaneme:  

( 4) ( 5) ( 9) 44a a a a x+ + + + + + + =  

neboli 4 26a x+ =  

Odtud tabulka všech možností pro r�zné hodnoty neznámé a s dopo�tem pro x. 

 

a 1 2 3 4 5 6 
x 22 18 14 10 6 2 

 

Výsledek: 

 

 

 

 

Obr. 3.3: Výsledná podoba tabulky 

Není �ešením, protože  
má být x <10 

a=5; x=6; b=9; 
c=10; d=14 
nejmenší je 5, což je 
liché => toto m�že 
být �ešení 

a=6; x=2; b=10; 
c=11; d=15 
nejmenší dopln�né 
�íslo není liché => 
není �ešením 

5 7 9
8 6 4
10 2 14
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R�zné strategie �ešení 

 
Jiný, mén� používaný (pouze 3 žáci z 51) zp�sob �ešení je založen hlavn� na 

logické úvaze a správném pochopení všech podmínek které jsou uvedeny v zadání. 

Kdybychom posuzovali náro�nost jednotlivých zp�sob� �ešení, byl by tento zp�sob 

kvalitn�jší v porovnání se vzorovým �ešením. Žáci  vypozorovali již ze zadání vlastnosti 

dopl�ovaných �ísel a jejich vzájemné propojení a dokázali tak ihned odvodit vztahy (3). 

Jak to provedli, podrobn� vysv�tlím níže. 

 

Pro p�ehlednost na za�átku znovu uvedu ony podmínky, které musí výsledná 

tabulka spl�ovat a o�ísluji je po �ad� od 1 do 4, což mi pom�že p�i vysv�tlení, pro� daná 

série �ísel nespl�uje podmínky, a které konkrétn�.  

 

Musí být spln�ny podmínky: 

|1| sou�et všech dopln�ných �ísel je 44 

|2| sou�et �ísel v každém �ty��tvere�ku je stejný 

|3| nejmenší dopln�né �íslo je liché 

|4| uprost�ed �tverce je jednociferné �íslo 

Obr. 3.4             

 

Pro spln�ní podmínky |4|, musí být x jednociferné, tedy }{1, 2,3,4,5,6,7,8,9x ∈ a  

aby byla spln�na podmínka |2|, musím do �tvere�k� dopl�ovat �ísla tak, aby platilo: 

b  je o 4 v�tší než a 

d  je o 9 v�tší než a  (3) 

c  je o 5 v�tší než a 

 
Obr. 3.5: Porovnání dvou sousedních �ty��tverc� 

 

a 7 b
8 x 4
c 2 d
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Tyto d�sledky m�žeme vid�t z obrázku (obr. 3.5) kde je zvýrazn�n první a druhý 

�ty��tverec, kde jsou hodnoty 7 a x spole�né pro oba �ty��tverce. Jelikož musí být 

sou�et v každém z nich stejný a 7+x se bude nacházet v obou sou�tech, pak je z�ejmé, 

že a + 8 = b + 4. Odsud pak víme, že je b o 4 v�tší než a. Stejnou úvahou pak získáme i 

ostatní uvedené d�sledky. 

 

Nyní dosazujeme za x (�ísla od 1 do 9) a podle n�j m�níme a tak, aby po dosazení 

zbylých �ísel byla spln�na i podmínka |1| a |3|. 

Nap�íklad pro x = 5, by to vypadalo takto: 

 x = 5 

 a = 1…sou�et dopln�ných �ísel je 27, nevyhovuje podmínka|1|3 

 a = 2…nevyhovuje podmínka |3| 

 a = 3…sou�et je 35 , nevyhovuje podmínka |1| 

 a = 4…nevyhovuje podmínce |3| 

 a = 5…sou�et je 43, nevyhovuje podmínka |1| 

 a = 6… sou�et je 47, nevyhovuje podmínce |1|-> p�íliš velký sou�et 

 �ešením tedy nem�že být x = 5 

 x = 6 

 a = 1…sou�et dopln�ných �ísel je 28, nevyhovuje |1| 

 a = 2…nevyhovuje |3| 

 a = 3…sou�et dopln�ných 36, nevyhovuje |1| 

 a = 4…nevyhovuje |3| 

 a = 5…sou�et dopln�ných 44, a je liché,sou�et všech �tverc� 26 

 

zjistíme, že pouze kombinace x = 6, a = 5, spl�uje všechny stanovené podmínky, je 

tedy �ešením; dopo�ítáme že b = 9, c = 10, d = 14. 

 

                                                 
3 Pokud volíme x=5, a=1, jsme schopni dopo�ítat ostatní neznámé z d�sledk� jež jsme vyvodili 
z podmínky (2) – b je o 4 v�tší než a, b = 4+1=5; podobn� d = 9+1=10; c = 5+1=6. Sou�et dopln�ných 
�ísel = a+b+c+d+x= 1+5+6+10+5 = 27 
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Jiný zp�sob �ešení 
 

Další �ešení, na které bych cht�la upozornit pracuje na podobném principu jako 

p�edchozí, jen s tím rozdílem, že tentokrát jsme se zam��ili nejprve na podmínku 

týkající se nejmenšího dopln�ného �ísla. Tento typ �ešení si zvolila žákyn� Karolína 

Dvo�áková (kopie originálu, p�íloha I.). �ešení p�edkládám formou p�esného p�episu 

protokolu zmín�né studentky, abychom mohli posoudit kvalitu této práce. 

Tabulka p�vodn� vypadala takto: 

 

 

Je z�ejmé, že nejmenší �íslo, které budeme dopl�ovat (které musí 

být liché) a které doplníme do levého horního rohu, protože má 

okolo sebe nejv�tší �ísla, která jsou napsaná v tabulce, to jsou 7 

a 8. 

 

Poté, co jsem dosadila do levého horního rohu 1 a poté 3, p�es všechno zkoušení mi 

stále nevycházelo, aby sou�et všech dopln�ných �ísel byl 44. Tudíž jsem do tohoto rohu 

dosadila následující vyšší liché �íslo, tj. 5. 

 

 

 

Do prost�edního �tvere�ku by teoreticky šlo dosadit také �íslo 5, 

protože nikde v zadání nebylo �e�eno, že se �ísla nesmí 

opakovat. 

 

V každém �ty��tvere�kovém �tverci by m�l tudíž vyjít sou�et 25. Podle toho doplníme 

zbytek tabulky.  

 

5 9 5 10 14 43+ + + + =  

�íslo by se m�lo rovnat 44  =>  toto je špatný výsledek 

44 43 1− =  

5 7
8 4

2

7
8 4

2

5 7 9
8 5 4
10 2 14
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Do tabulky do prost�edního �tvere�ku tedy doplníme o 1 vyšší �íslo, tedy 6 (využíváme 

poznatku, že když o 1 zvýšíme �íslo v prost�edním �tvere�ku a také o 1 zvýšíme sou�et, 

který musí vyjít v každém �ty��tvere�kovém �tverci, dopln�ná �ísla v rozích se nem�ní). 

 

Sou�et v �ty��tvere�kových �tvercích tedy bude 26. 

Dopln�ná tabulka bude vypadat takto: 

 

                           5 + 7 + 8 + 6 = 26 

                           7 + 9 + 6 + 4 = 26 

                          8 + 6 + 10 + 2 = 26 

                          6 + 4 + 2 + 14 = 26 

 

                                                     Zkouška: 5 + 6 + 9 + 10 + 14 = 44 

 

 

3.2 Rozbor chyb žák� 

Ukázalo se, že nejv�tší p�ekážkou v tomto úkolu nebyly nedostate�né znalosti �i 

zbyte�né chyby z nepozornosti, nýbrž prosté pochopení samotného zadání. Onen 

„kámen úrazu“ byl ve v�t� „sou�et všech dopln�ných �ísel roven 44“. Podle poznámek 

v �ešení se domnívám, že n�kte�í �ešitelé za „dopln�ná“ �ísla považovali nejen námi 

dopln�ná �ísla x; a; b; c; d, nýbrž všechna �ísla, v�etn� t�ch, která jsou již v tabulce 

zapsána. Jak už bylo �e�eno d�íve, nehodnotí se pouze výsledek, ale také postup, který 

k n�mu vedl. 

 

Potíže s porozum�ním zadání m�lo 23 žák� z 51, nedomnívám se však, že by 

d�vodem špatné interpretace požadavk� mohlo být nejasné �i neúplné zadání. 

5 7 9
8 6 4
10 2 14
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Postupy v �ešení úlohy t�mito žáky se - až na onen sou�et dopln�ných �ísel – nijak 

neliší od ostatních, již uvedených zp�sob� �ešení. Jednu z t�chto prací si m�žete 

prohlédnout v p�íloze V. Výsledek k n�muž došli, je zobrazen na (obr. 3.6).  

 

 

 

 

 

   Obr. 3.6: Výsledek žák� kte�í špatn� pochopili zadání 

 

 

3.3 Vyhodnocení úkolu 

 
Prostudovala jsem �ešení 51 student� a s radostí mohu konstatovat, že pouze jediný 

student úlohu nedo�ešil a n�kolik dalších jedinc� dosáhlo �ešení pomocí náhodného 

zkoušení. Maximální po�et 6-ti bod� dosáhlo 19 student�. Jak si ale m�žete všimnout 

v grafu (obr. 3.8), velké procento student� získalo pouze polovinu z celkového po�tu 

bod�. T�chto 23 student� špatn� pochopilo zadání, což zp�sobilo chybný výsledek 

�ešeného p�íkladu (viz. Rozbor chyb žák�).  

 

Po�et 
bod� �etnost 

Relativní 
�etnost(%) 

0 0 0,0 
1 1 2,0 
2 7 13,7 
3 21 41,2 
4 1 2,0 
5 2 3,9 
6 19 37,3 

Obr. 3.7: Tabulka �etností 

 

 

1 7 5
8 1 4
6 2 10
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Obr. 3.8: Graf �etností 
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4 Úloha Z9-III-2 

4.1 Zadání a vzorové �ešení 

Ur�ete obsah šedého m�sí�ku z obrázku (obr. 4.1), pokud víte, že pr�m�r AB v�tší 

polokružnice má délku 2 cm, pr�m�r CD menší polokružnice má délku 1 cm a platí 

|| .AB CD  

 
Obr. 4.1: zadání úkolu Z9-III-2 

Vzorové �ešení 
 

Ozna�íme S st�ed úse�ky AB. Trojúhelník SCD je rovnostranný (s délkou strany 

1 cm). Obsah šedého m�sí�ku vypo�ítáme tak, že od obsahu menšího p�lkruhu 

(s pr�m�rem 1 cm) ode�teme obsah úse�e v�tšího kruhu (obr. 4.2).  

 

 
Obr. 4.2: Kruhová úse� v�tšího kruhu 
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Obsah menšího p�lkruhu: 
22

21 1
cm

2 2 2 8M

r
S

π ππ � �= = ⋅ =� �
� �

 

Obsah úse�e: Vypo�teme jako rozdíl obsahu p�íslušné kruhové výse�e (šestina 

obsahu v�tšího kruhu) a obsahu rovnostranného trojúhelníku SCD (obr. 4.3). 

 
Obr. 4.3: Kruhová výse� na v�tší kružnici  

 

Obsah výse�e: 
2

2 21
1 cm

6 6 6V

r
S

π ππ= = ⋅ =  

Obsah trojúhelníku: 

 

Vypo�teme obsah rovnostranného trojúhelníku díky znalosti vzorce 
23

4
a

S∆
⋅=  

nebo výpo�tem výšky trojúhelníka a uplatn�ním vzorce pro obsah obecného .∆  

Z Pythagorovy v�ty: 
2

2 2

2

1
1

2
3
4
3

2

v

v

v

� �= +� �
� �

=

=

 

        Obr. 4.4 – rovnoramenný ∆ CDS                  

 

1 3 3
2 2 2 4

aa v
S∆

⋅= = ⋅ =  
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Obsah šedého m�sí�ku: 

( ) 23 3
cm

8 6 4 4 24M VS S S S
π π π

∆

� � � �
= − − = − − = −� � � �� � � �

� � � �
 

 

 

 

4.2 R�zné strategie �ešení 

Jedinou možností, jak získat obsah vyšrafované �ásti je ode�íst obsah úse�e v�tší 

kružnice od obsahu menší p�lkružnice. V tomto bod� jsou všechny postupy jednotné a 

proto se tímto krokem nebudeme nijak zabývat a soust�edíme se na r�zné zp�soby jak 

žáci získali obsah oné úse�e („m�sí�ku“). 

 

Lichob�žník 
 

Jeden z p�ti student�, kte�í k vypo�tení obsahu m�sí�ku použili rovnoramenný 

lichob�žník, byl i Vít Pet�ina, jehož �ešení naleznete v p�íloze VII. 

 

Obsah m�sí�ku získali ode�tením obsahu rovnoramenného lichob�žníka (tvo�í 

polovinu šestiúhelníka) od obsahu v�tší kružnice a následným vyd�lením t�emi . 

 

 
Obr. 4.5: Rovnoramenný lichob�žník vepsaný do v�tší p�lkružnice 
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2
2 1 3

1 cm
2 2

v � �= − =� �
� �

 

 

 

 

( ) 3 3 3 3
2 2 2 4lichobeznik

AB CD
S v

+ ⋅= ⋅ = ⋅ =  

 
Obr.4.6: T�i identické m�sí�ky 

 

Všimn�me si, že po ode�tení V lichobeznikS S−  z�stanou t�i identické m�sí�ky. Hledaný 

obsah jednoho m�sí�ku tedy získáme vyd�lením t�emi. 

 

2

3 3
2 3 3 32 4

3 12 6 4m�si�ku V lichobeznikS S S cm

π
π π

⋅− −= − = = = −  

 

 

Lichob�žník 2 
 

Zdá se, že dva žáci neznali vzorec pro výpo�et obsahu lichob�žníku, a nebo si 

neuv�domili, že se jedná o lichob�žník a roz�ezali jej na dva pravoúhlé trojúhelníky. 

Obdélník a obsahy t�chto útvar� pak ode�etli od v�tší p�lkružnice, �ímž op�t dostali 

obsahy t�í identických m�sí�k�. 
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Obr. 4.7: Roz�ezaný lichob�žník 

 

Obsah obdélníku:  1

3
1

2
S v= ⋅ =  

Obsah pravoúhlého trojúhelníku: 2

1 3 3
2 2 4

S = ⋅ =  

Obsah m�sí�ku: ( )2 1

3
2 : 3 ...

6 4m VS S S S
π� �

= − ⋅ + = = −� � � �	 
 � �
� �

 

 

Jiné �ešení 
 

Dva žáci použili vzorec na výpo�et kruhové výse�e 
2

360
rαπ

 pro úhel 

60α = � (šestiúhelník) a od obsahu p�lkruhu v�tší kružnice ode�etli obsah dvou t�chto 

výse�í a také obsah rovnostranného trojúhelníku CDS. 
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4.3 Rozbor chyb žák� 

Tém�� všichni žáci dokázali slovn� popsat správný postup, jak se dopo�ítat 

k hledanému obsahu zvýrazn�né �ásti. Zp�soby se lišily, nicmén� plán byl dobrý. 

D�vodem, že se n�kte�í �ešitelé nedopo�ítali byly hrubé chyby ve výpo�tech.  

 

Dva žáci si, v lepším p�ípad�, špatn� p�e�etli zadání a pr�m�r AB ze zadání 

považovali za polom�r v�tší kružnice, v horším p�ípad� pak neznají rozdíl mezi t�mito 

pojmy.  

 

Jednou z po�etních chyb bylo také opomenutí vyd�lit obsah v�tší kružnice dv�mi a 

tak nepo�ítali s polokružnicí, nýbrž s obsahem celé kružnice. Je to sice chyba, ale není 

natolik závažná, jako nap�íklad tvrzení, že 
60 1

360 60
=    �i   

1
0,75

2 0,75
2

⋅
= . Za 

nejhorší proh�ešek p�i �ešení této úlohy však považuji chybný výpo�et Pythagorovy 

v�ty, jehož se jeden z žák� dopustil.  

 

Velmi �astou chybou bylo vy�íslování hodnot b�hem výpo�tu a neustálé 

zaokrouhlování, �ímž se stal výsledek nep�esným. Práce n�kterých z t�chto 22 žák� je 

k nahlédnutí v p�ílohách VII až X. 

 

 

4.4 Vyhodnocení úkolu 

Jak lze vid�t z grafického znázorn�ní získaného po�tu bod� (obr. 4.9), žáci nem�li 

p�i �ešení v�tší potíže. Dv� nejpo�etn�jší skupiny získaly p�t �i šest bod�. Protože 

maximum bod�, které bylo možno získat bylo 6, vyvstává otázka, pro� tolik žák� o ten 

jeden bod p�išlo. Oním d�vodem byl nep�esný výsledný obsah, k n�muž žáci dosp�li 

vy�íslením iracionálního �ísla, jeho zaokrouhlením a následným op�tovným použitím 

p�i dalších výpo�tech. 
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Po�et bod� �etnost 
Relativní 
�etnost(%) 

0 0 0,0 
1 0 0,0 
2 3 5,9 
3 7 13,7 
4 9 17,6 
5 16 31,4 
6 16 31,4 

 

Obr. 4.8: Tabulka �etnosti 
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Obr. 4.9: Graf �etnosti 



 - 26 -

5 Úloha Z9-III-3 

5.1 Zadání a vzorové �ešení 

Kuba našel ve sklep� t�i krabice tvaru kvádru se �tvercovou podstavou. První byla 

dvakrát vyšší než druhá. Druhá byla 1,5 krát širší než první. T�etí byla t�ikrát vyšší než 

první a dvakrát užší než první. V jakém pom�ru jsou objemy krabic? 

 

Vzorové �ešení 4 
 

Mám tedy t�i krabice tvaru kvádru s �tvercovou podstavou : 

 

 

Obr. 5.1: Zadané kvádry 

 

Zadání si vyjád�ím pomocí prom�nných jež jsem si definovala v obrázku pro 

jednotlivé kvádry. 

První krabice 2 krát vyšší než druhá 1 22v v=  

Druhá krabice 1,5 krát širší než první 2 11,5a a=  

T�etí krabice 3 krát vyšší než první 3 13v v=  

T�etí krabice 2 krát užší než první 3 10,5a a=  

                                                 
4 Upraveno autorkou práce 
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Zadání zaneseme do p�ehledné tabulky: 

 

������� �	
����������	������ �����

����� � � � ���� �� �

����� � ���� ���� � � �

����� � �������� � � ���� �� �  
 

Rozm�ry nádob vyjád�ím pomocí 3a  a 2v (není d�ležité, podle kterých neznámých 

budeme vyjad�ovat rozm�ry krabic, p�i špatné volb� si m�žeme výpo�et pouze trochu 

zkomplikovat): 

 

������� �	
����������	������ �����

����� � ���� �� � � ���� �� �

����� � ���� �� � � �

����� � �� � ����  � �  
 

Vypo�ítám objemy pro jednotlivé krabice dosazením do vzorce pro objem kvádru 

V abv= , kde a, b jsou rozm�ry podstavy. Jelikož je naše podstava �tvercová a tedy 

b a= , budeme objem po�ítat jako 2V a v= .  

 

první krabice ( )22 2
1 1 1 3 2 3 22 2 8V a v a v a v= = ⋅ =  

druhá krabice ( )22 2
2 2 2 3 2 3 23 9V a v a v a v= = ⋅ =  

t�etí krabice 2 2 2
3 3 3 3 2 3 26 6V a v a v a v= = ⋅ =  

 

Odtud je z�ejmé, že se jedná o pom�r 1 2 3: : 8 : 9 : 6.V V V =  
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5.2 R�zné strategie �ešení  

Až na jedinou výjimku, se �ešení jednotlivých žák� nijak zásadn� nelišilo. P�i 

výpo�tu tohoto p�íkladu ani není p�íliš prostoru pro obm�ny, p�esto se ale našel žák, 

jehož postup byl, oproti ostatním, rozdílný. Následujícím postupem vypo�ítal úlohu žák 

Ladislav Beneš, kopie jeho protokolu v p�íloze XIII, zde tento postup pouze doplním o 

pár komentá��. 

 

 
Ze zadání pro rozm�ry podstavy: 

1 2

1 3

: 1:1,5

: 2 :1

a a

a a

=
=

  

Tyto dva pom�ry stran podstavy p�evedu na spole�ný pom�r všech t�í stran podstavy: 

 

1 2 3: : 2 : 3 :1a a a =  

 

Podobn� ze zadání získám pom�ry výšek  

1 2

3 1

: 2 :1

: 3 :1

b b

b b

=
=

 

a p�evedu na spole�ný pom�r výšek jednotlivých kvádr�: 

 

1 2 3: : 2 :1: 6b b b =  

Nyní , jelikož je objem 2V a b= , dokážeme ur�it i pom�r objem� takovýchto 

kvádr�. 
2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 1 2 2 3 3: : : : 2 2 : 3 1:1 6 8 : 9 : 6V V V a b a b a b= = ⋅ ⋅ ⋅ =  

 

Hledaný pom�r objem� je tedy 8 : 9 : 6 . 

a 
a 

b 
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5.3 Rozbor chyb žák� 

Co se tý�e chyb, kterých se žáci dopustili, jedná se tém�� výhradn� o t�i úrovn�. 

V prvním p�ípad� se jedná o nepozornost, kdy si žáci d�kladn� nep�e�etli zadání a 

nevšimli si, že podstava kvádru je �tvercová.  

 

Pom�rn� zna�né množství student� sice vy�ešilo danou úlohu správn�, ale dosáhli 

toho zvolením rozm�r� n�které z krychlí a následným dopo�ítáním ostatních dle vztah� 

v zadání. U t�chto postup� chyb�lo obecné �ešení, a proto nebyly hodnoceny plným 

po�tem bod�. Dalším d�vodem pro neud�lení plného po�tu bod�, n�kdy i v kombinaci 

s absencí obecného �ešení, byl zápis výsledného pom�ru, kde nebyl dodržen požadavek, 

aby byl pom�r vyjád�en v celých �íslech. 

 

 

5.4 Vyhodnocení úkolu 

Jak se zdá, ze všech úkol� v tomto kole olympiády, bylo vy�ešení tohoto p�íkladu 

nejmén� komplikované. D�kazem toho je i graf (obr. 5.3), zobrazující dosažený po�et 

bod�. Samoz�ejm� se našlo i pár jedinc�, kte�í neusp�li, jejich po�et je však minimální. 

 

Po�et bod� �etnost 
Relativní 
�etnost(%) 

0 3 5,9 
1 1 2,0 
2 1 2,0 
3 0 0,0 
4 3 5,9 
5 15 29,4 
6 28 54,9 

 

Obr. 5.2: Tabulka �etnosti 



 - 30 -

0

5

10

15

20

25

30

0 1 2 3 4 5 6

bod�

st
ud

en
t�

 
Obr. 5.3: Graf �etnosti 
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6 Úloha Z9-III-4 

6.1 Zadání a vzorové �ešení 

P�i p�ijímacích zkouškách na univerzitu je každému zájemci o studium p�id�lován 

krycí kód složený z p�ti �íslic. Zkoušky organizoval d�kladný, le� pov�r�ivý docent, 

který se p�ed p�id�lováním kód� rozhodl vy�adit ze všech možných kód� (tj. 00000 až 

99999) ty, které v sob� obsahovaly �íslo 13, tedy �íslici 3 bezprost�edn� následující po 

�íslici 1. Kolik kód� musel docent vy�adit? 

 

 

Vzorové �ešení 5 
Na každém z p�ti míst je možno dát �ísla od nuly do devíti, tedy jednu z deseti 

cifer. Musíme si tedy uv�domit, že v tomto p�ípad� m�že byt na za�átku i nula, dokonce 

n�kolik nul. Kdybychom cht�li nap�íklad spo�ítat, v kolika p�ticiferných �íslech je 

obsaženo �íslo 13, pak by bylo �ešení jiné, protože po umíst�ní nuly na za�átek by se 

z onoho �ísla stalo �íslo �ty�ciferné ( nap�. 0125K� = 125 K�). V tomto p�íkladu se 

nemusíme obávat umíst�ní nul na za�átku zápisu �ísla, jelikož je v zadání uveden rozsah 

od 00000 do 99999. 

 

0-90-9 0-9 0-9 0-9  
Obr. 6.1: Rozsah �ísel k možných dosadit na pozici 

                                                 
5 upraveno autorkou práce 
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Nejprve zjistíme, kolik kód� obsahuje �íslo 13 jednou. T�ináctka se m�že nacházet na 

�ty�ech r�zných místech (obr. 6.2). Na každé volné místo m�žeme umístit jedno z deseti 

cifer, je tedy možné sestavit 310 10 10 10 1000⋅ ⋅ = =  �ísel.  

10 10 10 1000⋅ ⋅ =  

10 10 10 1000⋅ ⋅ =  

                      10 10 10 1000⋅ ⋅ =  

                      10 10 10 1000⋅ ⋅ =  

Obr. 6.2: Možná rozmíst�ní pro t�ináctku 

 

V t�chto 4000 �íslech jsou dvakrát zapo�ítány ty, které obsahují dv� �ísla 13. 

Musíme ale zjistit, kolik takových kód� je. 

 

1 3
1 3

1 3

a)
b)
c)

1 3

1 3
1 3

 
Obr. 6.3: Možné rozmíst�ní pro dv� t�ináctky 

 

Zde vidíme t�i možné rozestavení dvou t�ináctek (obr 6.3), z každého tohoto 

typu m�žeme vytvo�it deset r�zných kód�, cekem tedy 30 kód�.  

 

Celkový po�et kód� je 4000 – 30 = 3970. Pov�r�ivý docent vy�adil 3970 kód� 

z celkového po�tu 10 000. 

 

 

 

6.2 R�zné strategie �ešení  

Ve vzorovém �ešení jsme postupn� vypo�ítali kolik je kód� obsahujících jedenkrát 

�íslo t�ináct a od tohoto po�tu potom ode�etli ta �ísla, která obsahovala t�ináctky dv�. 

Není však nutné tyto dva kroky odd�lovat, jak nyní ukáži na �ešení žáka Petra 

Procházky, který ihned v pr�b�hu výpo�tu nepovoloval op�tovné zapo�ítání již 

1 3
1 3

1 3
1 3

1)
2)
3)
4)
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vy�azeného kódu. Kv�li lepší srozumitelnosti doplním jeho �ešení o obrázky a 

podrobn�jší vysv�tlení krok�. P�esnou kopii Petrovy práce naleznete v p�íloze XV. 

 

 

Libovolnou �íslici ozna�ím x, }{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9x ∈ . �íslo 13 (tedy jedni�ka 

následovaná trojkou) m�že být ve �ty�ech r�zných pozicích a pro každou z nich zvláš� 

vypo�ítám po�et kód�. P�i tom hlídám, zda se vlevo od t�ináctky neobjeví další 

t�ináctka, protože takový kód byl již d�íve vy�azen ( p�i zjišt�ní r�zných pozic pro �íslo 

13 postupujeme zleva doprava, proto nap�íklad �íslo 13213 vy�adíme hned na za�átku 

kv�li prvnímu �íslu 13, když ale dojdeme k možnosti umístit 13 na konec, toto stejné 

�íslo bychom cht�li vy�adit znovu, což by byla chyba). 

 

T�i t�ináctky za sebou být nemohou, proto sta�í dávat pozor pouze na jeden další 

výskyt t�ináctky vlevo. 

 

1 3 x x x  1000 kód� (za každé x mohu dosadit jedno z deseti �íslic) 

1 3x x x  10 •100 =  1000 kód� 

 

1 3x x x  100 •10 1000=  kód�, nalevo od t�ináctky se mi m�že 

vyskytnout další �íslo t�ináct a taková �ísla již byla zapo�ítána v prvním kroku a proto 

je nebudu po�ítat znovu. Možností pro situaci 1313 x   je tedy deset, pro každé možné x. 

K vy�azení je tedy 1000 – 10 = 990 kód�. 

 

1 3x x x  op�t 1000 kód�, tentokrát však mohou být nalevo 

t�ináctky na dvou místech a v obou p�ípadech se jedná o kódy které již vy�azeny byly, 

proto je znovu vy�azovat nebudeme. 13 1 3x pro tuto možnost je to 10 kód� a pro 

131 3x dalších 10 kód�. Celkem tedy pro t�ináctku vyskytující se na konci musíme 

vy�adit 1000 – 10 – 10 = 980 kód�. 

 

Pokud tedy se�teme všechny vy�azené kódy, dojdeme k p�esv�d�ení, že docent 

vy�adil 1000 + 1000 + 990 + 980 = 3970 kód�. 
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Jiný zp�sob �ešení 
 

Tento p�íklad by se dal vy�ešit i principem inkluze a exkluze pro �ty�i množiny 

(pro �ty�i zp�soby rozmíst�ní t�ináctky). Nemá smysl rozebírat jak tento princip 

funguje, sta�í v�d�t, že pro pr�nik �ty� množin by zápis dle tohoto principu vypadal 

takto: 

A B C D A B C D A B A C A D B C

B D C D A B C A B D B C D A B C D

∪ ∪ ∪ = + + + − ∩ − ∩ − ∩ − ∩ −

− ∩ − ∩ + ∩ ∩ − ∩ ∩ − ∩ ∩ + ∩ ∩ ∩
 

Ozna�ení: 

A    po�et prvk� této kone�né množiny A 

A B C D∪ ∪ ∪  celkový po�et kód� k vy�azení 

 
Obr. 6.4: Venn�v diagram pro �ty�i množiny 

 

A všechny kódy, které mají 13 na za�átku 1 3 x x x  t�chto kód� je 1000 

B 1 3x x x  t�chto kód� je 1000 

C 1 3x x x  t�chto kód� je 1000 

D 1 3x x x  t�chto kód� je 1000 
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A B∩  Všechny kódy z této množiny jsou sou�asn� prvky množiny A a také 

množiny B, ale jelikož by �íslice na druhé pozici musela být 1 a sou�asn� 3, což není 

možné, je tedy po�et prvk� v této množin� A B∩  nulový. 

 

A C∩  Každý prvek této množiny je sou�asn� prvkem množiny A i C, proto 

musí spl�ovat podmínku, že t�ináctka zabírá první dv� místa a také t�etí a �tvrté, vypadá 

tedy takto: 1313 x . Takovýchto kód� je celkem 10. 

 

A D∩  Pokud mají prvky této množiny spl�ovat podmínku 1 3 x x x  a také 

zárove� 1 3x x x , pak bude vypadat takto: 13 1 3x . Takovýchto kód� je 10. 

 

B D∩  131 3x kód� v této množin� je 10. 

 

Pro zbylé pr�niky dvou množin vždy nastane situace kdy se na jednom míst� má 

nacházet sou�asn� �íslo 1 a �íslo 3, což p�irozen� nem�že nastat, proto je pr�nik t�chto 

množin, podobn� jako A B∩  nulový. 

 

Kódy mají být p�timístné, a proto není možné poskládat vedle sebe t�ikrát �íslici 

13, pr�se�íky t�í a více množin tak musí být nulové. 

 

Pokud se budeme �ídit vzorcem uvedeným v úvodu, byl by celkový po�et kód� 

k vy�azení: 

 

1000 1000 1000 1000 0 10 10 0 10 0 0 0 0 0 3970A B C D∪ ∪ ∪ = + + + − − − − − − + + + − =
 

Princip inkluze a exkluze je velmi užite�ný p�i práci s v�tším po�tem množin, obzvlášt� 

pokud nejsou pr�niky množin nulové, je �ešení mnohem p�ehledn�jší. 
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6.3 Rozbor chyb žák� 

O �ešitelích, kte�í získali plný po�et bod� nemá smysl mluvit, takže se nyní 

zam��ím na ta �ešení, kdy k úsp�chu chyb�l už jen kousek. V t�chto p�ípadech studenti 

zjistili, že jsou �ty�i možná umíst�ní pro �íslo 13 tak, jak je popsáno ve vzorovém 

�ešení. V této fázi mají 4000 kód�, která je zapot�ebí vy�adit, ale n�která z nich jsou 

zapo�ítána dvakrát. Tuto skute�nost si ale 17 student� neuv�domilo a �íslo 4000 uvedli 

jako po�et �ísel nutných k vy�azení.  

 

Další 3 studenti se nedali zastavit a uvažovali i o možnosti že se v �ísle vyskytují 

t�ináctky dv� a v on�ch �ty�ech tisících kód� jsou n�které zapo�ítány dvakrát. Správn� 

ur�ili i t�i možné rozestav�ní pro dv� t�ináctky a pro každou z t�chto možností chybí 

stanovit poslední cifru (�ísla od 0 do 9 – 10 cifer). Tito 3 žáci však nepo�ítali se všemi 

možnostmi pro stanovení poslední cifry a ur�ili tedy, že vy�adit je nutné 

4000 3 3997− =  kód�.  

 

Toto byli �ešitelé, kte�í sice nedopo�ítali, ale byli na dobré cest�. Našli se bohužel i 

tací, u kterých se mi ale v�bec nepoda�ilo zjistit jak uvažovali, jelikož krom� výpo�t� 

nijak nekomentovali své myšlenkové pochody. Jeden z t�chto p�ípad� byla i žákyn�, 

která cht�la vy�adit 18 115 kód�, a i když by m� to velmi zajímalo, nevím jak na to 

p�išla.  

 

Pouze jediný student se pokusil zabránit výskytu nuly na za�átku kódu, svou práci 

však nedokon�il. 
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6.4 Vyhodnocení úkolu 

 

Studenti, jež �ešili tuto úlohu spadají do skupin podle toho, jak daleko se v �ešení 

dostali. Jsou tedy jen t�i siln�jší skupiny – úsp�šní �ešitelé (6b), nedokon�ené �ešení (2b) 

a neúsp�šní �ešitelé. Tento fakt je patrný i z grafu (obr. 6.6), kde je znázorn�no 

množství student� pro ur�ité bodové ohodnocení. 

 

 

Po�et bod� �etnost 
Relativní 
�etnost (%) 

ne�ešil 1 1,96 
0 11 21,6 
1 5 9,8 
2 21 41,2 
3 0 0,0 
4 0 0,0 
5 1 2,0 
6 12 23,5 

Obr. 6.5 - Tabulka �etnosti 
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Obr. 6.6 - Graf �etnosti 
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7 Statistika úsp�šnosti úloh Z9-III-1-4 

Jak vidíme z tabulky (obr. 7.1), nejlépe dopadla t�etí úloha a hned za ní úloha 

druhá. Ob� tyto úlohy m�ly geometrický základ, což zdá se, žák�m lépe vyhovovalo. 

Horších výsledk� jsme se pak do�kali u první úlohy, kde bylo zapot�ebí logického 

uvažování. Nejmén� bod� pak bylo ud�leno v poslední úloze, což není nijak velkým 

p�ekvapením, vzhledem k tomu, že kombinatorika u žák� nikdy nebyla nijak zvlášt� 

oblíbená.   

 

 
  úloha I. úloha II. úloha III. úloha IV. 

Bod� �etnost 
Relativní 
�etnost(%) �etnost 

Relativní 
�etnost(%) �etnost 

Relativní 
�etnost(%) �etnost 

Relativní 
�etnost(%) 

ne�ešil 0 0,0 0 0,0 0 0,0 1 1,96 
0 0 0,0 0 0,0 3 5,9 11 21,6 
1 1 2,0 0 0,0 1 2,0 5 9,8 
2 7 13,7 3 5,9 1 2,0 21 41,2 
3 21 41,2 7 13,7 0 0,0 0 0,0 
4 1 2,0 9 17,6 3 5,9 0 0,0 
5 2 3,9 16 31,4 15 29,4 1 2,0 
6 19 37,3 16 31,4 28 54,9 12 23,5 
 

Obr. 7.1: Tabulka �etnosti všech jednotlivých úloh  

 

 

Rozdíly mezi jednotlivými �ešiteli tohoto kola matematické olympiády jsou patrné 

z tabulky obsahující celkový dosažený po�et (obr. 7.2) a �etnost žák�, jež tento po�et 

získalo. Jak vidíme, nejmén� bod� získali dva žáci (8b), zatímco maximum bod� (24 b), 

získali dva žáci. Žáci pr�m�rn� získali 13 až 19 bod�. 
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Dosažený 
po�et bod� 

Absolutní 
�etnost 

Relativní 
�etnost(%) 

8 2 3,92 
9 1 1,96 
10 2 3,92 
11 1 1,96 
12 2 3,92 
13 5 9,80 
14 4 7,84 
15 3 5,88 
16 9 17,65 
17 4 7,84 
18 3 5,88 
19 2 3,92 
20 5 9,80 
21 4 7,84 
22 1 1,96 
23 1 1,96 
24 2 3,92 

 

Obr. 7.2: Tabulka dosažených bod� jednotlivých student� 
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Obr. 7.3: Grafické znázorn�ní dosažených bod� jednotlivých student� 
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8 Záv�r 

V této bakalá�ské práci jsem analyzovala originální žákovská �ešení III. kola 

55. ro�níku matematické olympiády kategorie Z9, jež je ur�ena pro žáky 9. ro�níku 

základních škol a žáky odpovídajících ro�ník� víceletých gymnázií. Jednalo se o �ešení 

51 žák�, kdy každý žák �ešil 4 dané úlohy, z nichž dv� m�ly spojitost s geometrií. 

 

Mým cílem bylo prostudovat strategie žákovských �ešení a zjistit, které �ásti jim 

d�laly potíže a jakých chyb se nej�ast�ji dopoušt�li.  

 

Práce m�že sloužit jako studijní materiál pro žáky se zvýšeným zájmem o 

matematiku, �ešitele koresponden�ních seminá�� �i jako pom�cka pro u�itele 

p�ipravujících �ešitele matematických olympiád. Tato práce by se také dala využít 

v b�žném vyu�ování vyšších ro�ník� jako opakování známého u�iva a sloužit jako 

podm�t k zamyšlení. 
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