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Kĺıčová slova
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Úvod

Ve své bakalářské práci se zabývám otázkou dělitelnost́ı oboru integrity, která spadá do

odvětv́ı algebry. Téma je velice řiroké a obsáhlé, teorie je prakticky uzavřena. Touto proble-

matikou se matematika zaob́ırá od nepaměti, mezi nejznáměǰśı odborńıky patř́ı např́ıklad

Euklidés z Alexandrie.

Ćılem této práce je zpracováńı a rozbor hlavńıch typy obor̊u integrity, v nichž je pojem

zaveden. Důraz je kladen na popsáńı jednotlivých typ̊u oboru integrity, jejich vlastnost́ı

a vazeb mezi nimi. Zárověň je na př́ıkladech ukázána jejich konkrétńı aplikace.

Práce je rozdělena do dvou hlavńıch kapitol. Prvńı kapitola je zaměřena na pojmy

z okruhu algebraické struktury s jednou a dvěmi operacemi. Druhá kapitola je zaměřena

na dělitelnost v oboru integrity.
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Některá značeńı

N ... množina všech přirozených č́ısel, tzn. č́ısel {0, 1, 2, 3, ...},

Z ... množina všech celých č́ısel, tzn. {..., -2, -1, 0, 1, 2, ...},

Q ... množina všech racionálńıch č́ısel,

R ... množina všech reálných č́ısel,

C ... množina všech komplexńıch č́ısel,

G∗ ... je množina invertibilńıch prvk̊u v pologrupě (G, ·),

|H| ... mohutnost množiny, resp. počet prvk̊u konečné množiny,

|G| ... řád grupy G,

〈M〉 ... podgrupa, resp. ideál, generovaná množinou M ,

[a] ... faktorové tř́ıdy,

M/A ... faktorový okruh podle ideálu A,

G/H ... faktorová grupa podle podgrupy H,

a ≡ b (mod m).
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Kapitola 1

Okruhy

Na začátek si připomeneme základńı pojmy z teorie grup a okruh̊u.

1.1 Algebraické struktury s jednou operaćı

Definice 1.1. Necht’ M je libovolná neprázdná množina, n ∈ N. Zobrazeńı F kartézské

mocniny Mn do množiny M se nazývá n-árńı algebraická operace na množině M .

Je-li (a1, a2, . . . , an) libovolná n-tice z množiny Mn, nazývá se prvek b ∈M , který je jej́ım

obrazem v zobrazeńı F , výsledkem operace F (provedené na prvky a1, a2, a3, . . . an, tzv

operandy, v tomto pořad́ı) a znač́ı se b = F (a1, a2, . . . , an).

Poznámka

1) n-arńı operaćı na množině M rozumı́me zobrazeńı F : Mn → M . Speciálně, 0-árńı

operace je zobrazeńı z jednoprvkové množiny M◦ do M , tedy konstanta. Mı́sto 1-árńı

ř́ıkáme unárńı, mı́sto 2-árńı ř́ıkáme binárńı.

2) Binárńı operace se zpravidla znač́ı symboly +, ·, ∗, ◦ apod.

3) Pokud jako symbol pro binárńı operaci užijeme znak
”
+“ , mluv́ıme o aditivńım zápisu

operace.

4) Pokud jako symbol pro binárńı operaci užijeme znak
”
•“ , mluv́ıme o multiplikativńım

zápisu operace.

5) Řekneme že podmnožina A ⊆M je uzavřena na binárńı operaci
”
∗“ , pokud pro každé

a, b ∈ A plat́ı a ∗ b ∈ A.
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Dohoda

Dále se budeme zabývat předevš́ım binárńımi operacemi, takže termı́nem
”
operace“ bu-

deme rozumět binárńı algebraickou operaci.

Definice 1.2. Je-li M 6= ∅ a Ω libovolná neprázdná množina operaćı (i r̊uzných četnost́ı)

definovaných na množině M , nazývá se dvojice (M,Ω) algebraická struktura (stručně

struktura).

Množina M se pak nazývá nosič algebraické struktury (M,Ω).

Poznámka

Pro zjednodušeńı vyjadřováńı se někdy mı́sto o struktuře (M,Ω) mluv́ı pouze jako o

struktuře M a to v př́ıpadě, kdy nemůže doj́ıt k nedorozuměńı.

V daľśım se budeme zabývat strukturami s jednou nebo se dvěma binárńımi operacemi.

Definice 1.3. Struktura (M, ∗) se nazývá asociativńı (resp. operace
”
∗“ na množině M

se nazývá asociativńı), právě když plat́ı

(∀x, y, z ∈M) x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z.

Definice 1.4. Struktura (M, ∗) se nazývá komutativńı, právě když plat́ı

(∀x, y ∈M) x ∗ y = y ∗ x.

Definice 1.5. Struktura (M, ∗) se nazývá struktura s neutrálńım prvkem, právě když

plat́ı:

(∃x ∈M) (∀y ∈M) (x ∗ y = y ∧ y ∗ x = y).

Prvek x ∈M se nazývá neutrálńı prvek struktury (M, ∗).

Poznámka

• Každá algebraická struktura (M, ∗) má nejvýše jeden neutrálńı prvek, který se obvykle

označuje symbolem e, resp. n.

• Při multiplikativńım zápisu operace se pak obvykle neutrálńı prvek označuje symbolem

”
1“ a nazývá se jednotkový prvek.

• Při aditivńım zápisu operace se pak obvykle neutrálńı prvek označuje symbolem
”
0“

a nazývá se nulový prvek.
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Definice 1.6. Struktura (M, ∗) se nazývá struktura s inverzńımi prvky, právě když

má neutrálńı prvek e a když plat́ı:

(∀x ∈M) (∃y ∈M) (x ∗ y = e ∧ y ∗ x = e).

Prvek y ∈M se nazývá inverzńı prvek k prvku x.

Poznámka

• Je-li prvek y inverzńı k prvku x ṕı̌seme také y = x̄.

• V př́ıpadě multiplikativńıho zápisu pak ṕı̌seme: y = x−1.

• V př́ıpade aditivńıho zápisu ṕı̌seme: y = −x, a ř́ıkáme, že prvek y je opačný prvek

k prvku x.

Definice 1.7. Struktura (M, ∗) se nazývá struktura s kráceńım, právě když plat́ı:

(∀x, y, z ∈M) (x ∗ y = y ∗ z ⇒ x = y) ∧ (z ∗ x = z ∗ y ⇒ x = y).

Pak také ř́ıkáme, že prvkem z ∈M (s touto vlastnost́ı) lze krátit v struktuře (M, ∗).

Struktura (M, ∗) se nazývá struktura s děleńım, právě když plat́ı:

(∀x, y, z ∈M)(∃z, z′ ∈M) [x ∗ z = y ∧ z′ ∗ x = y].

Také ř́ıkáme, že operace
”
∗“ má vlastnost řešitelnosti základńıch rovnic.

Jestliže plat́ı:

(∀x, y, z ∈M)(∃!z, z′ ∈M) [x ∗ z = y ∧ z′ ∗ x = y],

nazývá se struktura (M, ∗) struktura s jednoznačným děleńım.

Definice 1.8. Algebraická struktura (M, ∗) se nazývá pologrupa, právě když struktura

(M, ∗) je asociativńı.

Definice 1.9. Algebraická struktura (G, ∗) se nazývá grupa, právě když je to asociativńı

struktura s neutrálńım prvkem a s inverzńımi prvky.

Je-li (G, ∗) nav́ıc komutativńı struktura, se nazývá abelovská, resp. Abelova, resp. komu-

tativńı grupa.
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Definice 1.10. Je-li G konečná množina, řádem grupy (G, ∗) rozumı́me počet prvk̊u

množiny G. Je-li G nekonečná množina, pak ř́ıkáme, grupa (G, ∗) je grupa nekonečného

řádu. Ṕı̌seme |G|.

Definice 1.11. Necht’ a je libovolný prvek grupy (G, ∗).

Existuje-li nejmenš́ı kladné celé č́ıslo k takové, že ak = eG, (eG je neutrálńı prvek G) pak

ř́ıkáme, že č́ıslo k je řád prvku a, resp. že prvek a je řádu k v grupě (G, ∗). Ṕı̌seme

k = o(a), resp. k = |a|.

Pokud takové č́ıslo k neexistuje, ř́ıkáme, že prvek a je nekonečného řádu.

Poznámka

Uvažujeme-li multiplikativńı grupu (G, ·), pak k je řád prvku a, právě když ak = 1.

(Zápisem ak rozumı́me ak = a1 · a2 · · · ak).

V aditivńı grupě (G,+) je k řád prvku a, právě když k× a = 0. (Zápisem k× a rozumı́me

k × a = a1 + a2 + · · ·+ ak).

Definice 1.12. Struktura (H, ◦) se nazývá podgrupa grupy (G, ◦), právě když plat́ı:

1. H j G

2. (H, ◦) je grupa.

V daľśım budeme, pokud nebude řečeno jinak, zapisovat grupy multiplikativně, resp.

aditivně

Definice 1.13. Grupa G se nazývá cyklická, pokud je generovaná jedńım prvkem. Tedy

pokud

G = 〈a〉G pro nějaké a ∈ G.

Definice 1.14. Necht’ (G, ∗) je grupa, M je libovolná podmnožina množiny G. Pr̊unik

všech těch podgrup grupy G, které obsahuj́ı množinu M , je podgrupa v grupě G, která se

nazývá podgrupa generovaná množinou M a znač́ı se 〈M〉.

Množina M se nazývá systém generátor̊u grupy 〈M〉 a jej́ı prvky generátory této grupy.

Věta 1.1. Bud’ G cyklická grupa. Je-li G nekonečná, pak je izomorfńı grupě (Z,+). Je-li

G konečná n-prvková, pak je izomorfńı grupě (Zn,+).
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Př́ıklad 1.1.

• Grupy (Z,+) = 〈1〉 = 〈−1〉 a (Zn,+) = 〈1〉 pro libovolné př́ırozené č́ıslo n jsou cyklické.

• Grupy (Cn, ·) sestávaj́ıćı ze všech komplexńıch kořen̊u polynomu xn− 1 (jako podgrupy

(C∗, ·)) jsou cyklické, Cn = 〈e2πi/n〉.

• Grupy (Z∗p, ·) jsou cyklické pro každé prvoč́ıslo p. Např. Z∗5 = 〈2〉,Z∗7 = 〈3〉,Z∗11 = 〈2〉.

• Některé (Z∗n, ·), n složené, mohou být cyklické: např. Z∗6 obsahuje pouze prvky 1 a 5 tedy

Z∗6 = 〈5〉. Naopak např. Z∗8 cyklická neńı, všechny prvky maj́ı řád nejvýše 2.

• Každá grupa (G, ·) prvoč́ıselného řádu p je cyklická. Všechny prvky kromě jednotkového

prvku maj́ı řád p, tj. generuj́ı G.

[1]

Př́ıklad 1.2. Podgrupy grupy (Z,+) jsou právě aZ = 〈a〉, a ∈ Z. Přitom

aZ = bZ⇔ a = ±b.

[1]

Definice 1.15. Bud’ (G, ·) grupa a H jej́ı podgrupa.

(1) Levým rozkladem grupy G podle podgrupy H se rozumı́ množina {aH : a ∈ G},

přičemž množinám aH = {ah : h ∈ H} se ř́ıká levé rozkladové tř́ıdy.

(2) Pravým rozkladem grupy G podle podgrupy H se rozumı́ množina {Ha : a ∈ G},

přičemž množinám Ha = {ha : h ∈ H} se ř́ıká pravé rozkladové tř́ıdy.

Věta 1.2. Pro každé a, b ∈ G plat́ı:

(1) bud’ aH = bH, nebo aH ∩ bH = ∅.

(2) bud’ Ha = Hb, nebo Ha∩Hb = ∅, tedy jednotlivé rozkladové tř́ıdy jsou disjunktivńı.

Věta 1.3. Pro každé a, b ∈ G plat́ı

(1) aH = bH právě tehdy, když a−1b ∈ H.

(2) Ha = Hb právě tehdy, když ab−1 ∈ H.

Věta 1.4. (1) Pro každé a ∈ G plat́ı |aH| = |Ha| = |H|.

(2) Levý i pravý rozklad G podle H maj́ı stejný počet prvk̊u
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Definice 1.16. Velikost levého i pravého rozkladu jsou stejné. Tato hodnota se nazývá

index podgrupy H v grupě G a znač́ı se

[G : H] = |{aH : a ∈ G}| = |{Ha : a ∈ G}|.

Věta 1.5. (Lagrangeova)

Necht’ (G, ·) grupa řádu n, H jej́ı podgrupa řádu k a indexu m. Pak plat́ı: n = k ·m.

Definice 1.17. Podgrupu H grupy G nazýváme normálńı, znač́ıme H E G, pokud pro

každé a ∈ G plat́ı aH = Ha.

Poznámka

Každá podgrupa komutativńı grupy je normálńı podgrupa.

Bud’ G = (G, ·) grupa, H jej́ı normálńı podgrupa. Definujeme relaci

a ∼ b⇔ a · b−1 ∈ H.

Podle Věty 1.3 je a ∼ b právě tehdy, když Ha = Hb, a tedy z Věty 1.2 plyne, že relace

∼ je ekvivalence. Jej́ı bloky jsou rozkladové tř́ıdy grupy G podle podgrupy H, a protože

je H normálńı, levé i pravé rozkladové tř́ıdy jsou totéž, tj.

aH = Ha = [a].

Na těchto bloćıch definujeme operace předpisy

[a] · [b] := [a · b] a [a]−1 := [a−1].

Věta 1.6. Necht’ G je grupa, H jej́ı normálńı podgrupa. Strukturu

G/H = ({[a] : a ∈ G}, ·) je grupa tzv. faktorová grupa podle podgrupy H.

Př́ıklad 1.3.

Grupu (Z,+) můžeme rozložit podle normálńı podgrupy nZ, na tř́ıdy

[a] = {k ∈ Z : k ≡ a (mod n)}, a = 0, ..., n − 1. Faktorgrupa Z/nZ tedy má n prvk̊u,

přičemž [a] + [b] = [a+ b] = [a+ b mod n] a −[a] = [−a] = [n− a].

Vid́ıme, že operace na prvćıch Z/nZ jsou jako operace na č́ıslech 0, ..., n − 1 modulo n.

Jinými slovy, Z/nZ ' Zn.

[1]
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Př́ıklad 1.4.

Grupu Sn můžeme rozložit podle normálńı podgrupy An, na dvě rozkladové tř́ıdy, a to

množinu S sudých permutaćı a množinu L lichých permutaćı. Operace na těchto tř́ıdách

je S ◦ S = L ◦ L = S a S ◦ L = L ◦ S = L. Jde o dvouprvkovou grupu.

[1]

1.2 Algebraické struktury se dvěmi operacemi

Definice 1.18. Necht’ jsou na množině M definovány dvě (binárńı algebraické) operace

”
∗”a

”
◦”.

(1) Ř́ıkáme, že operace
”
◦” je distributivńı vzhledem k operaci

”
∗” resp. že struktura

(M, ∗,
”
◦”) je (∗, ◦) - distributivńı, právě když plat́ı:

(∀x, y, z ∈M)(x ∗ y) ◦ z = (x ◦ z) ∗ (y ◦ z) ∧ z ◦ (x ∗ y) = (z ◦ x) ∗ (z ◦ y).

(2) Ř́ıkáme, že operace
”
∗” je distributivńı vzhledem k operaci

”
◦” resp. že struktura

(M, ∗,
”
◦”) je (◦, ∗) - distributivńı, právě když plat́ı:

(∀x, y, z ∈M)(x ◦ y) ∗ z = (x ∗ z) ◦ (y ∗ z) ∧ z ∗ (x ◦ y) = (z ∗ x) ◦ (z ∗ y).

Poznámka

V daľśım budeme u struktur (M, ∗, ◦) se dvěma operacema značit prvńı operaci aditivně

(
”
+“) a druhou multiplikativně (

”
·“).

Definice 1.19. Algebraická struktura (M,+,·) se nazývá okruh, právě když plat́ı:

(1) (M,+) je abelovská grupa,

(2) (M, ·) je pologrupa,

(3) struktura (M,+, ·) je (+, ·) distributivńı.

Okruh, kde struktura (M, ·) je komutativńı, se nazývá komutativńı okruh.

Poznámka

(a) Abelova grupa (M,+) se nazývá aditivńı grupa okruhu M; jej́ı neutrálńı prvek nazýváme

nulový prvek okruhu M a ṕı̌seme 0;
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(b) Pologrupa (M, ·) multiplikativńı pologrupa okruhu M ; jej́ı neutrálńı prvek (pokud

existuje) nazýváme jednotkový prvek okruhu M a ṕı̌seme 1;

(c) Okruh ({0}, +, ·), který obsahuje pouze nulový prvek, se nazývá triviálńı, resp. nulový

okruh.

Věta 1.7. V libovolném okruhu (M,+, ·) pro libovolné prvky a, b, c ∈M plat́ı:

1. a · 0 = 0 · a = 0;

2. pokud a+ c = b+ c, pak a = b;

3. −(−a) = a, −(a+ b) = −a− b;

4. −(a · b) = (−a) · b = a · (−b), (−a) · (−b) = ab.

Poznámka

• Jestliže v okruhu (M,+, ·) existuj́ı prvky x, y tak, že

x 6= 0 ∧ y 6= 0 ∧ xy = 0,

pak ř́ıkáme, že prvky x, y jsou dělitelé nuly v okruhu M .

• Neexistence dělitel̊u nuly v okruhu M je ekvivalentńı se
”
zákonem nenulového součinu“,

tj. plat́ı:

(∀x, y ∈M) xy = 0⇒ x = 0 ∨ y = 0, resp. xy = 0 ∧ x 6= 0⇒ y = 0.

Definice 1.20. Podmnožina A ⊆ M tvoř́ı podokruh okruhu M, pokud je uzavřena na

všechny operace, tj. pokud 0 ∈ A,−a ∈ A, a + b ∈ A a a · b ∈ A pro každé a, b ∈ A.

Podokruhy M a {0} nazýváme nevlastńı. Je zřejmé, že podokruhy splňuj́ı všechny axiomy

okruh̊u a jsou to tedy také okruhy. Podokruhy komutativńıch okruh̊u jsou komutativńı,

ovšem podokruh nemuśı obsahovat jednotkový prvek.

Př́ıklad 1.5. Podokruhy okruhu (Z,+, ·) tvoř́ı právě množiny aZ, a ∈ Z. protože to

muśı být podgrupy grupy (Z,+), aZ jsou jedinými kandidáty. Neńı těžké ověřit, že jde

o podokruhy. Přitom jednotkový prvek obsahuje pouze nevlastńı podokruh Z.

[1]

Definice 1.21. Struktura (I,+, ·) se nazývá obor integrity, právě když je to netriviálńı

komutativńı okruh s jednotkovým prvkem, ve kterém neexistuj́ı dělitelé nuly.
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Př́ıklad 1.6.

• Uvažujme množinu

Z[i] = {a+ bi; a ∈ Z ∧ b ∈ Z}

a za operace Z[i] uvažujme zúžeńı operaćı
”
+“

”
·“ v C na Z[i]. Pak (Z[i],+, ·) je obor

integrity - takzvaný obor integrity celých Gaussových č́ısel.

• Necht’ M = {a+ bi
√

5; a ∈ Z ∧ b ∈ Z}; a operace v M jsou definované takto:

(a+ bi
√

5) + (c+ di
√

5) = (a+ c) + (b+ d)i
√

5

(a+ bi
√

5) · (c+di
√

5) = (ac−5bd) + (ad+ bc)i
√

5,∀a, b, c, d ∈ Z. Uvažujme obor integrity

(M,+, ·)

Struktura (M,+, ·) je zřejmě obor integrity.

[1]

Definice 1.22. Algebraická struktura (T,+, ·) se nazývá těleso, právě když plat́ı:

1. (T,+) je abelovská grupa,

2. (T − {0}, ·) je grupa (0 je nulový prvek (T,+)),

3. struktura (T,+, ·) je (+, ·) distributivńı.

Těleso, kde struktura (T −{0}, ·) je komutativńı, se nazývá komutativńı těleso resp. pole.

Poznámka

1. V tělese ( T,+, ·) existuje ke každému prvku x ∈ T , x 6= 0, prvek inverzńı.

2. V tělese neexistuj́ı dělitelé nuly. Tedy každé komutativńı těleso je obor integrity.

3. Každé těleso je vlastně netriviálńı okruh, v němž ke každému nenulovému prvku

existuje prvek inverzńı.

Definice 1.23. Necht’ (M,+, ·) je netriviálńı okruh. Existuje-li nejmenš́ı kladné celé č́ıslo

n takové, že pro každé a ∈M plat́ı n× a = 0, pak ř́ıkáme, že n je charakteristika okruhu

M a ṕı̌seme n = charM . Jestliže takové kladné celé č́ıslo neexistuje, ř́ıkáme že okruh M

má charakteristiku 0, resp ∞.
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Poznámka

• Zřejmě char(M) = 1, právě když okruh je triviálńı.

• Řádem prvu a v okruhu (M,+, ·) rozumı́me řád tohoto prvku v aditivńı grupě (M,+).

• Je zřejmé, že charakteristika okruhu je nejmenš́ı společný násobek řádu všech prvk̊u

okruhu.

• V okruhu s jednotkovým prvkem se charakteristika rovná řádu jednotkového prvku.

Věta 1.8. Charakteristika netriviálńıho okruhu bez dělitel̊u nuly je 0 nebo prvoč́ıslo.

Věta 1.9. Každý konečný obor integrity resp. těleso, má (nenulovou) prvoč́ıselnou cha-

rakteristiku.

Definice 1.24. Necht’ (M,+, ·) je komutativńı okruh. Neprázdná podmnožina A množiny

M , pro kterou plat́ı:

(∀a, b ∈ A) a− b ∈ A (1.1)

(∀a ∈ A)(∀x ∈M) ax ∈ A (1.2)

se nazývá ideál v okruhu (M,+, ·)

Poznámka

1. Jinak řečeno, ideál je podgrupa aditivńı grupy (M,+) okruhu M , která je uzavřená

vzhledem k operaci
”
násobeńı prvkem x”pro všechny prvky x ∈M .

2. Je zřejmé, že každý ideál okruhu (M,+, ·) je podokruhem okruhu (M,+, ·). Ovšem

ne každý podokruh je ideál. Např. podokruh (Z,+, ·) okruhu (Q, +, ·) neńı ideál v (Q,+, ·)

3. Pojem ideál lze zavést i v př́ıpadě, že výchoźı okruh neńı komutativńı. Podmı́nka

(1.2) z definice se pak nahrazuje podmı́nkou

(∀a ∈ A)(∀x ∈M)ax ∈ A ∧ xa ∈ A

hovoř́ıme potom o oboustranném ideálu.

4. Obdobně lze zavést pojem levého, resp. pravého ideálu v okruhu M pomoćı

podmı́nky
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(∀a ∈ A)(∀x ∈M) ax ∈ A, resp. xa ∈ A.

5. Z Definice je zřejmé, že v každém okruhu (M,+, ·) existuj́ı vždy alespoň dva ideály:

nulový ideál, obsahuj́ıćı pouze nulový prvek okruhu (M,+, ·), a okruh (M,+, ·) sám.

Tyto ideály se nazývaj́ı triviálńı ideály v (M,+, ·).

6. Okruh (M,+, ·) se nazývá jednoduchý, právě když je netriviálńı a jsou-li ({0},+, ·)

a (M,+·) jeho jediné ideály.

7. Nebude-li řečeno jinak, omeźıme se v daľśıch úvahách pouze na komutativńı okruhy.

Poznámka

Bud’M okruhu a I1, I2 jeho ideály. Pak množiny I1∩I2 a I1+I2 = {a1+a2 : a1 ∈ I1, a2 ∈ I2}

tvoř́ı ideály okruhu M .

Definice 1.25. Necht’ M je okruh, necht’ R je libovolná podmnožina množiny M . Pr̊unik

všech ideál̊u okruhuM , které obsahuj́ı množinuR, se nazývá ideál generovaný množinou

R a ṕı̌seme 〈R〉. Množina R se nazývá systém generátor̊u ideálu 〈R〉 a jej́ı prvky

generátory tohoto ideálu.

Poznámka

1. Pokud je množina R konečná, např́ıkladR = {a1, a2, ..., an}, budeme mı́sto [{a1, a2, ..., an}]

psát pouze [a1, a2, ..., an].

2. Prázdná množina generuje zřejmě v libovolném okruhu nulový ideál.

Věta 1.10. Jsou-li a1, a2, ..., an libovolné prvky z ideálu A v okruhu M , je i každá jejich

lineárńı kombinace s koeficienty z M prvkem ideálu A tj.

(∀x1, x2, ..., xn ∈M) a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn ∈ A. (1.3)

Př́ıklad 1.7. V okruhu celých č́ısel Z máme určit ideál A = [96, 14]. Pomoćı (1.3) se

snaž́ıme v tomto ideálu nalézt nenulové č́ıslo s co nejmenš́ı absolutńı hodnotou.

Podle (1.3) muśı být 1 . 96 + (-6) . 14 = 12 ∈ A,

a tedy též 1 .14 + (-1) . 12 = 2 ∈ A.

Podle (1.2) obsahuje A všechny celoč́ıselné násobky č́ısla 2, tj. všechna sudá č́ısla. Protože

podle

Definice 1.23 množina všech sudých č́ısel tvoř́ı zřejmě ideál v Z, je
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A = {..., -6, -4, -2, 0, 2, 4, 6, ...} = [2].

Věta 1.11. Necht’ M je okruh s jednotkovým prvkem 1 a necht’ R ={a1, a2, ..., an} j M .

Pak ideál 〈R〉 se skládá právě ze všech prvk̊u tvaru (1.3), tj. 〈R〉 = A, kde

A = {a1x1 + a2x2 + ...+ anxn;x1, x2, ..., xn ∈M}.

Poznámka

Necht’ M je okruh s jednotkovým prvkem 1, necht’ A je ideál v okruhu M . Pak plat́ı:

1 ∈ A⇒ A = M .

Definice 1.26. Polynomem proměnné x nad oborem integrity I rozumı́me formálńı výraz

a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ anx

n,

nebo zkráceně
n∑
i=0

aix
i,

kde a0, ..., an ∈ I a an 6= 0. Prvky a0, ..., an nazýváme koeficienty a symbol x proměnná.

Č́ıslo n nazýváme stupeň polynomu, znač́ıme deg f . Prvek an se nazývá vedoućı koeficient

a a0 absolutńı člen. Polynom se nazývá monický, pokud je vedoućı člen 1. Je třeba

speciálně dodefinovat nulový polynom; pro něj polož́ıme deg 0 = -1.

Poznámka

Na množině všech polynomů definujeme operace předpisy

1.
m∑
i=0

aix
i +

n∑
i=0

bix
i =

max(m,n)∑
i=0

(ai + bi)x
i, −

m∑
i=0

aix
i
m∑
i=0

(−ai)xi.

2. (
m∑
i=0

aix
i) · (

n∑
i=0

bix
i) =

m+n∑
i=0

(
∑

j+k=i

ajbk)x
i.

3. Množina všech polynomů jedné proměnné nad oborem integrity I se znač́ı I[x].

4. I[x] je spolu s operacemi definovanými v 2. obor integrity.

Př́ıklad 1.8. V oboru integrity Z[x] polynomů jedné proměnné s celoč́ıselnými koeficienty

máme sestrojit ideál [x, 2].

Podle Věty 1.11 (nebot’ v Z[x] existuje jednotkový prvek) se tento ideál skládá ze všech

prvk̊u tvaru
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x. f1(x) + 2.f2(x), kde f1(x), f2(x) ∈ Z[x].

Tedy [x, 2] je množina všech polynomů a0 + a1x+ ...+ axx
n ∈ Z[x], jejichž absolutńı člen

a0 je sudé č́ıslo. Ideál [x, 2] je tud́ıž vlastńı podmnožina v Z[x].

[1]

Př́ıklad 1.9. Hledejme ideál [x, 2] v oboru integrity Z5[x] polynomů jedné proměnné nad

tělesem (Z5,+, ·).

Ideál [x, 2] se podle Věty 1.11 skládá z polynomů tvaru

x.g1(x) + 2.g2(x), kde g1(x), g2(x) ∈ Z5[x].

Protože Z5 je těleso, existuje prvek 2−1 = 3 ∈ Z5. Voĺıme-li tedy speciálně

g1(x) = 0, g2(x) = 3, máme

x · g1(x) + 2 · g2(x) = x · 0 + 2 · 3 = 1

Tedy ideál [x, 2] obsahuje jednotkový prvek 1 okruhu Z5[x], takže podle Věty 1.8

[x, 2] = [1] = Z5[x].

[1]

Definice 1.27. Ideál A v okruhu M se nazývá hlavńı ideál v M , právě když má alespoň

jeden systém generátor̊u, který je jednoprvková množina.

Př́ıklad 1.10.

(1) Hlavńım ideálem v oboru integrity I je pro libovolný prvek a ∈ I podmnožina

aI = {am : m ∈ I} = {u ∈ I; a/u}.

Opravdu:

• Pro libovolné prvky u, v ∈ aI plat́ı: u− v = am1 − am2,m1,m2 ∈ I, tedy

u− v = a(m1 −m2) ∈ aI.

• Pro libovolný prvek u ∈ aI a libovolný prvek x ∈ I plat́ı: ax = (am)x = a(mx) ∈ I.

(2) Např. 0I = {0} A 1 · I = I jsou ideály v každém oboru integrity.

[2]
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Př́ıklad 1.11. Ukážeme, že ideál [x, 2] z předchoźıho př́ıkladu neńı hlavńı ideál v Z[x].

Předpokládejme opak, že [x, 2] je hlavńı ideál v Z[x]. Pak muśı existovat polynom

p(x) ∈ Z[x] tak, že [x, 2] = [p(x)]. Protože 2 ∈ [p(x)], existuje podle Věty 1.11 polynom

g(x) ∈ Z[x] takový, že

2 = p(x) · g(x).

Oba polynomy p(x) a g(x) muśı mı́t stupeň 0, takže jsou vlastně celoč́ıselné konstanty,

jejichž součin je roven 2. Tedy

p(x) = ±2 ∨ p(x) = ±1.

Kdyby platilo p(x) = ±2, byl by každý prvek z [p(x)] násobkem č́ısla 2, avšak x ∈ [p(x)]

a nemá zřejmě tento tvar. Nemůže však platit ani p(x) = ±1, nebot’ pak by byl ideál [x, 2]

roven celému okruhu Z[x], což nenastane.

Tedy náš předpoklad, že [x, 2] je hlavńı ideál v Z[x], vedl ve všech př́ıpadech ke sporu,

takže [x, 2] hlavńı ideál v Z[x] neńı.

Právě ukončený př́ıklad dokazuje existenci ideál̊u, které nejsou hlavńı. Přesto však existuj́ı

okruhy, které nemaj́ı jiné ideály než hlavńı.

[1]

Definice 1.28. Okruh M se nazývá okruh hlavńıch ideál̊u, právě když je každý ideál

okruhu M hlavńı.

Př́ıklad 1.12. Triviálńım př́ıkladem okruhu hlavńıch ideál̊u je libovolné těleso T . Opravdu:

Necht’ A je ideál v T ; jestliže A neobsahuje žádný nenulový prvek, je A nulový ideál, takže

A = [0]. Obsahuje-li A alespoň jeden nenulový prvek a, muśı podle (1.2)

a · a−1 = 1 ∈ A,

takže A = [1] = T . Tedy všechny ideály v T jsou hlavńı.

[2]

Věta 1.12. Necht’ M je okruh s jednotkovým prvkem. Pak okruh M je pole, právě když

má pouze nevlastńı (triviálńı) ideály, tj. právě když M je jednoduchý okruh.
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Poznámka

Konstrukce faktorového okruhu:

Necht’ M okruh, A jeho ideál. Definujme relaci

a ∼ b⇔ a− b ∈ A.

Protože (M,+) je abelovská grupa a (A,+) jej́ı normálńı podgrupa, relace
”
∼“ je ekviva-

lence a jej́ı bloky rozkladové tř́ıdy M/A tj. [a] = a+ A pro každé a ∈M .

Na těchto bloćıch definujme operace předpisy

[a] + [b] = [a+ b], [a] · [b] = [a · b].

Věta 1.13. Necht’ M je okruh, A je ideál v M . Pak struktura M/A = ({[a]; a ∈ M}+, ·)

je okruh. Je to tzv. faktorový okruh podle ideálu A.

Věta 1.14. Necht’ A je ideál v okruhu M , pak struktu (M/A,+, ·) je okruh (s nulovým

prvkem A); je-li M okruh s jednotkovým prvkem 1, má i (M/A,+, ·) jednotkový prvek

(jimž je tř́ıda [1] = 1 + A).

Př́ıklad 1.13. Vezměme okruh Q[x] polynomů jedné proměnné nad tělesem racionálńıch

č́ısel Q a za ideál A v Q[x] zvolme hlavńı ideál generovaný polynomem x3 + 1, tj.

A = 〈x3 + 1〉. Pak faktorový okruh Q[x]/A = Q[x]/〈x3 + 1〉 se skládá ze všech tř́ıd tvaru

(a2x
2 + a1x+ a0) + A, kde a2, a1, a0 ∈ Q.

Operace sč́ıtáńı a násobeńı v Q[x]/A objasńıme opět pouze na př́ıkladech.

(x2 + 2x− 3 + A) + (2x2 − 3x+ A) = 3x2 − x− 3 + A,

(x2 + 2x− 3 + A).(2x2 − 3x+ A) = 2x4 + x3 − 12x2 + 9x+ A.

Protože výsledná tř́ıda neńı zapsána v základńım tvaru, uprav́ıme jej́ı zápis takto:

(2x4 + 2x) + (x3 + 1)−12x2 + 7x− 1 + A = 2x(x3 + 1) + (x3 + 1)− 12x2 + 7x− 1 + A =

= (2x+ 1)(x3 + 1)− 12x2 + 7x− 1 + A.

[1]
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Definice 1.29. Ideál A okruhu M se nazývá prvoideál, jestliže pro každé dva prvky

a, b ∈ M takové, že a /∈ A, b /∈ A, je ab /∈ A. Ideál A se nazývá maximálńı, jestliže je

A 6= M a z A ⊆ J ⊆M,J ideál v M , plyne bud’ J = A, nebo J = M .

Věta 1.15. Bud’ A ideál okruhu M . Pak A je prvoideál, právě když faktorový okruh M/A

je obor integrity.

Věta 1.16. Bud’ A ideál okruhu M . Pak A je maximálńı ideál, právě když faktorový

okruh M/A je komutativńı těleso.

Poznámka

Vı́me, že komutativńı okruh je tělesem, právě když nemá žádné vlastńı ideály, viz Věta

1.12. Uvědomı́me-li si ještě, že ve faktorovém okruhu M/A tř́ıda A hraje roli nulového

prvku, můžeme očekávat, že ideál A je prvoideál, právě když faktorový okruh M/A je

obor integrity, a že A je maximálńı ideál, právě když faktorový okruh M/A je těleso.

Věta 1.17. Každý maximálńı ideál komutativńıho okruhu M je prvoideál.

Definice 1.30. Necht’ (M,+, ·) je okruh, R relace v množině M ; pak R se nazývá

kongurence v okruhu M , právě když je ekvivalenćı v M a plat́ı pro ńı

(∀x1, x2, y1, y2 ∈M)(x1Rx2 ∧ y1Ry2)⇒ [(x1 + y1)R(x2 + y2) ∧ x1y1Ry1y2].

Je-li R kongruence v okruhu M , označme M/R (disjunktńı) rozklad množiny M indu-

kovaný ekvivalenćı R a dále pro libovolné x ∈ M označme Tx, př́ıslušnou tř́ıdu rozkladu

M podle R tj. Tx = {y ∈M ; yRx}. Definujeme-li ještě

(∀ Tx, Ty ∈M/R) Tx + Ty = Tx+y

a

(∀ Tx, Ty ∈M/R) Tx.Ty = Txy,

lze ukázat, že tyto podmı́nky definuj́ı skutečně operace v M/R a že struktura (M/R,+, ·)

je okruh, který nazveme faktorový okruh okruhu M podle kongruence R.
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Př́ıklad 1.14. V oboru integrity Z[x] zaved’me relaci R t́ımto zp̊usobem:

(∀f(x), g(x) ∈ Z[x]) f(x)Rg(x)⇔ f(0) = g(0),

takže polynom f(x) je v relaci R s polynomem g(x), právě když f(x) a g(x) maj́ı týž

absolutńı člen. Je zřejmé, že relace R je ekvivalence na Z[x].

Dále, necht’ f1(x), f2(x), g1(x) a g2(x) jsou libovolné polynomy ze Z[x] takové, že f1(x)Rf2(x)

a g1(x) Rg2(x). Pak

[f1(0) = f2(0)∧g1(0) = g2(0)]⇒ f1(0)+g1(0) = f2(0)+g2(0)∧f1(0).g1(0) = f2(0).g2(0)⇒

⇒ f1(x) + g1(x)Rf2(x) + g2(x) ∧ f1(x).g1(x)Rf2(x).g2(x)

Prvky faktorového okruhu Z[x]/R jsou tedy rozkladové tř́ıdy tvaru (pro libovolné

f(x) ∈ Z[x])

Tf(x) = {g(x) ∈ Z[x]; f(x)Rg(x)} = {g(x) ∈ Z[x]; f(0) = g(0)}

např́ıklad

T3x+5 = {g(x) ∈ Z[x]; g(0) = 5} = {anxn + ...+ a1x+ 5; an, ..., a1 ∈ Z}.

[1]

Věta 1.18. V libovolném okruhu M lze vzájemně jednoznačně přǐradit ideály v M

a kongruence na M tak, že faktorové okruhy podle ideálu a podle kongruence, které si

v tomto přǐrazeńı odpov́ıdaj́ı, jsou si rovny.
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Kapitola 2

Dělitelnost v oboru integrity

Definice 2.1. Necht’ (I,+, ·) je obor integrity a, b jsou prvky z I. Řekneme, že prvek a děĺı

prvek b (v oboru integrity I), právě když existuje prvek x z I tak, že b = ax. Ṕı̌seme a|b.

Věta 2.1. Necht’ I je libovolný obor integrity. Pak plat́ı:

1. (∀a ∈ I) a|a

2. (∀a ∈ I) 1/a

3. (∀a, b, c ∈ I) a|b ∧ b|c⇒ a|c

4. (∀a ∈ I) a|0 ∧ (0|a⇔ a = 0)

5. (∃a, b ∈) a|b ∧ b - a

6. (∀a, b, c ∈ I) a|b⇒ a|bc

7. (∀a, b, c ∈ I) ab|c⇒ (a|c ∧ b|c)

8. (∀a, b, c ∈ I) a|b ∧ a|c⇒ a|(bx+ cy), x, y ∈ I

9. (∀a, b1, b2, ..., bn ∈ I) a | b1 ∧ a | b2 · · · ∧ a | bn ⇒ a |
n∑
i=1

bixi, x1, ..., xn ∈ I

10. (∀a, b, c ∈ I) c 6= 0⇒ (a|b⇔ ac|bc).

Poznámka:

1. Na množině I tedy máme definovanou binárńı relaci
”
děĺı“. Z výše uvedené věty je

25



zřejmé, že tato relace je reflexivńı a tranzitivńı, která neńı symetrická.

2. Pokud je daný obor integrity I tělesem, plyne z vlastnost́ı tělesa a z tvrzeńı (4) předchoźı

věty, že formule a|b plat́ı pro všechna a a nenulová b z tělesa I. Proto se budeme sṕı̌se

zabývat obory integrity, které nejsou tělesa.

2.1 Jednotky v oboru integrity

Definice 2.2. Necht’ I je obor integrity. Prvek j ∈ I se nazýva jednotka (ve smyslu

dělitelnosti) v oboru inegrity I, právě když v oboru integrity I existuje k prvku j prvek

inverzńı j−1.

Poznámka

• Jinak řečeno, j je jednotkou v I, právě když existuje x ∈ I tak, že jx = 1, tj. j/1.

• Je-li j jednotka v I, pak zřejmě 1|j.

• V každém oboru integrity existuj́ı vždy alespoň dvě jednotky. Jednotkový prvek 1 a prvek

k němu opačný -1.

Věta 2.2. Necht’ I je obor integrity. Pak plat́ı:

(1) Jestliže j je jednotka v oboru integrity I, pak j|a pro každé a ∈ I.

(2) Necht’ J(I) je množina všech jednotek v oboru integrity I. Pak (J(I), ·) je podgrupa

v multiplikativńı pologrupě (I, ·) oboru integrity I.

(3) Necht’ a1, a2, ..., an ∈ I, j = a1a2 · · · an. Potom prvek j je jednotka v oboru integrity

I, právě když pro každé i = 1, 2, ..., n je ai jednotka v I.

D̊ukaz.

(1) Necht’ j jednotka v oboru integrity I. Pak existuje prvek j−1 ∈ I tak, že jj−1 = 1. Pro

libovolný prvek a tedy plat́ı a = 1 · a = j(j−1a) a j|a.

(2) J(I) ⊆ I, J(I) 6= ∅ (1 ∈ J(I)).

Necht’ j1, j2 ∈ J(I) jsou libovolné prvky. Pak existuj́ı x, y ∈ I tak, že j1x = 1 a j2y = 1,

tedy (j1x)(j2y) = 1. Protože (I, ·) je komutativńı, máme (j1 · j2)(xy) = 1 a j1j2 ∈ J(I).

Operace
”
·“ je zřejmě asociativńı.

1 ∈ J(I) je neutrálńı prvek struktury (J(I), ·).
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Necht’ j ∈ J(I) je libovolný prvek. Pak existuje j−1 ∈ I tak, že j · j−1 = 1, a tedy také

j−1 ∈ J(I).

(3) Necht’ j = a1 · · · an, a1, ..., an ∈ I.

”
⇒“ Necht’ j = a1 · · · an ∈ J(I). Pak j|1, tedy a1 · · · an|1 a podle Věty 2.1 tvrzeńı 7 také

a1|1 ∧ · · · ∧ an|1 a a1, ..., an ∈ J(I).

”
⇐“ Jsou-li a1, ..., an ∈ J(I), pak podle tvrzeńı (2) je také a1 · · · an ∈ J(I).

Př́ıklad 2.1. Ve struktuře (Z,+, ·) existuj́ı právě dvě jednotky; jsou jimi č́ısla 1 a -1:

Protože 1· 1 = 1 a (−1)· (−1) = 1, jsou obě č́ısla 1,−1 jednotky. Ukážeme, že jiné jednotky

(Z,+, ·) neexistuj́ı.

Necht’ nějaké a ∈ Z je jednotka, pak muśı existovat b ∈ Z tak, že ab = 1. Potom však také

|ab| = |a| · |b| = 1, takže |a| = 1 (a také |b|=1), což znamená, že a = 1 nebo a = −1. Tedy

J(Z) = {1,−1}

[1]

Př́ıklad 2.2. Uvažujme obor integrity (Z[i],+, ·). Jednotkami v Z[i] jsou prvky 1,−1, i−i:

Zřejmě všechny čtyři uvedené prvky jsou jednotky v Z[i]. Skutečnost, že Z[i] neobsahuje

jiné jednotky, ověř́ıme obdobně jako v Př́ıkladu 2.1. Necht’ g = a + bi je jednotka v Z[i],

pak existuje h = c+ di ∈ Z[i] tak, že gh = 1. Pak ale je též

|gh| = |g| · |h| =
√
a2 + b2 ·

√
c2 + d2 = 1, neboli (a2 + b2)(c2 + d2) = 1

což vzhledem k tomu, že a, b, c, d ∈ Z, a tedy a2, b2, c2, d2 ∈ N dává pro a, b (a obdobně

pro c, d) tyto možnosti:

(a = 1 ∧ b = 0)⇒ g = 1

(a = −1 ∧ b = 0)⇒ g = −1

(a = 0 ∧ b = 1)⇒ g = i

(a = 0 ∧ b = −1)⇒ g = −i

[1]
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Př́ıklad 2.3.

1. V oboru integrity polynomů jedné neurčité Q[x] nad tělesem racionálńıch č́ısel jsou

jednotkami právě všechny polynomy nultého stupně, tj. všechna č́ısla c ∈ Q, c 6= 0.

Každý polynom nultého stupně je zřejmě jednotkou. Zbývá ověřit že v Q[x] jiné jednotky

nejsou. Bud’ tedy f(x) ∈ Q[x] a necht’ existuje g(x) ∈ Q[x] tak, že f(x)g(x) = 1. Potom

ale f i g jsou nenulové polynomy; necht’ f má stupeň n, g stupeň m. Součin fg má stupeň

m+n. Dı́ky podmı́nce f(x)g(x) = 1 je n+m = 0. Poněvadž je však n,m = 0, je n = m = 0.

Tedy polynom f(x) je stupeň nula. Poznamenejme ještě, že Q[x] je zřejmě př́ıkladem oboru

integrity, v němž existuje nekonečně mnoho jednotek. Tedy J(Q[x]) = Q∗.

2. V oboru integrity Z3[x] polynomů jedné neurčité nad tělesem Z3 jsou jednotkami

právě nenulové konstanty 1̄, 2̄ ∈ Z3, a tedy J(Z3[x]) = {1̄, 2̄}.

[1]

Př́ıklad 2.4. V obor integrity (M,+, ·), kde M = {a + bi
√

5; a ∈ Z ∧ b ∈ Z} jsou

jednotkami v M pouze prvky 1 a -1.

Skutečnost, že 1 a -1 jsou jednotky v M , je zřejmá. Necht’ tedy prvek a + bi
√

5 ∈ M je

jednotka. Pak existuje c+ di
√

5 ∈M tak, že (a+ bi
√

5) · (c+ di
√

5) = 1, tedy

|a+ bi
√

5| · |c+ di
√

5| = 1.

Přejdeme-li k absolutńım hodnotám a umocńıme-li celou rovnost, obdrž́ıme

(a2 + 5b2)(c2 + 5d2) = 1. (2.1)

Pokud je b 6= 0, je součin na levé straně větš́ı než 1, takže muśı být b = d = 0. Tedy

rovnost (2.1) přejde v

a2c2 = 1, a, c ∈ Z, (2.2)

odkud již ihned plyne a = 1 nebo a = −1. Tedy J(M) = {1,−1}.

[1]

Definice 2.3. Necht’ I je obor integrity. Řekneme, že prvky a, b ∈ I jsou v I asociované,

právě když a | b a současně b | a. Ṕı̌seme a || b (resp. a ∼ b).

28



Poznámka

• Protože pro každou jednotku j v I plat́ı: 1|j a 1|j tak j ‖ 1.

• Dělitel prvku a ∈ I se nazývá vlastńı, jestliže neńı asociovaný ani s 1 ani s a. V opačném

př́ıpadě se nazývá nevlastńı dělitel.

• Je zřejmé, že relace ”||” je ekvivalence na množině I, a tedy existuje roklad I na tř́ıdy

navzájem asociovaných prvk̊u.

Věta 2.3. Necht’ I je obor integrity. Pak pro libovolné prvky a, b ∈ I plat́ı, že a, b jsou

asociované v oboru I, právě když existuje jednotka j ∈ I tak, že b = aj.

D̊ukaz.

”
⇐“ Předpokládejme, že b = a · j, j je jednotka v I. Pak plat́ı a|b. Protože také bj−1 = a,

plat́ı i b|a, a tedy a ‖ b.

”
⇒“ Necht’ nyńı a ‖ b. Pak a|b a b|a a můžeme psát a = bu, b = av, pro nějaká prvky

u, v ∈ I. Tedy a = bu = a · v · u.

• je-li a 6= 0, b 6= 0, tak kráceńım dostáváme uv = 1, čili u, v jsou jednotky v I.

• Př́ıpad a = 0, b = 0 je triviálńı.

Poznámka

Množina všech jednotek J(I) oboru inegrity I je podgrupa v grupě (I, ·), a tedy lze zavést

rozklad množiny I podle grupy J(I), tj. rozklad

I/J(I) = {aJ(I)}a∈I .

V množině I je t́ımto rozkladem indukovaná ekvivalence, která je podle Věty 2.3 zřejmě

relaćı
”
‖“.

Tedy pro libovolné prvky a, b ∈ I plat́ı a ‖ b⇔ a ∈ bJ(I),

neboli bJ(I) = {a ∈ I; a = bj, j ∈ J(I)}.

Př́ıklad 2.5.

• V oboru Z jsou jednotky pouze prvky ±1. Tedy a ‖ b právě tehdy, když a = ±b.

• V oboru Z[i] jsou jednotky pouze prvky ±1,±i. Tedy a ‖ b právě tehdy, když a = ±b
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nebo a = ±ib.

• V oboru R[x] jsou jednotky právě polynomy stupně 0, jejichž člen je jednotkou v R.

Tedy f(x) ‖ g(x) v R[x], právě tehdy, když existuje c ∈ R, c 6= 0, tak, že f(x) = cg(x).

[2]

Př́ıklad 2.6. Je-li T komutativńı těleso, pak ke každému nenulovému prvku a ∈ T existuje

prvek inverzńı a−1, takže podle Definice 2.2 jsou všechny nenulové prvky tělesa T jednotky.

Protože pro každé dva nenulové prvky a, b ∈ T plat́ı a = bb−1a, kde b−1a 6= 0, je jednotka

v T , jsou podle Věty 2.3 každé dva nenulové prvky z T asociované.

[1]

Př́ıklad 2.7. Pozor na následuj́ıćı záludnost.

• 3x+ 6 ‖ x+ 2 v oboru Q[x], protože 3x+ 6 = 3 · (x+ 2) a x+ 2 = 1
3
(3x+ 6);

• 3x+ 6 ∦ x+ 2 v oboru Z[x], protože 1
3
/∈ Z.

[2]

Př́ıklad 2.8.

• V (Z,+, ·) existuj́ı, právě dvě jednotky, 1 a -1, takže J(Z) = {1,−1}. Tedy rozklad Z

na tř́ıdy asociovaných prvk̊u obsahuje vedle tř́ıdy {0} vesměs dvouprvkové množiny tvaru

{a,−a}, a ∈ Z.

• V Z[i] existuj́ı právě čtyři jednotky 1,−1, i,−i, takže J(Z[i]) = {1,−1, i,−i}. Tedy

rozklad Z[i] na tř́ıdy asociovaných prvk̊u obsahuje vedle tř́ıdy {0} vesměs čtyřprvkové

množiny tvaru {a+ bi,−a− bi, ai− b,−ai+ b}.

[1]

Věta 2.4. Necht’ I je obor integrity. Pak pro libovolné prvky a1, a2, b1, b2 ∈ I plat́ı:

(a1 || a2 ∧ b1 || b2) ⇒ (a1 | b1 ⇔ a2 | b2).
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D̊ukaz.

• Necht’ a1, a2, b1, b2 ∈ I a necht’ a1 ‖ a2 a b1 ‖ b2. Necht’ a1 | b1. Pak podle Definice 2.3

je a2 | a1 a b1 | b2. Podle Věty 2.1 tvrzeńı 3 dostáváme z (a2 | a1 ∧ a1 | b1 ∧ b1 | b2) hledaný

výsledek a2 | b2.

• Necht’ nyńı a2 | b2. Z předpokladu dále plyne, že a1 | a2 a b2 | b1, tedy máme

a1 | a2, a2 | b2 a b2 | b1 a opět podle Věty 2.1 tvrzeńı 3 dostáváme, že a1 | b1.

Poznámka

Právě dokázaná věta vlastně ř́ıká, že pravdivost či nepravdivost výroku a1 | b1 se nezměńı,

nahrad́ıme-li prvek a1 nebo b1 libovolným prvkem s ńım asociovaným. Proto — jak uvid́ıme

dále i každá vlastnost prvk̊u z I, kterou lze popsat pouze pomoćı relace
”
|“ , se přenáš́ı

i na prvky s nimi asociované.

Př́ıklad 2.9. Ukažte, že relace
”
děĺı“ definovaná na množině I/J(I) tř́ıd asociovaných

prvk̊u v I t́ımto zp̊usobem:

(∀aJ(I), bJ(I)) ∈ I/J(I)) aJ(I) | bJ(I)⇔ a | b

je neostré uspořádáńı v množině I|J(I).

(1) •(∀aJ ∈ I/J(I)) aJ | aJ ⇔ a | a, což plat́ı pro ∀a ∈ I, podle Věty 2.1 tvrzeńı 1,

a tedy relace je reflexivńı.

•(∀aJ, bJ ∈ I/J(I)) aJ | bJ ∧ bJ | aJ ⇒ a | b ∧ b | a ⇒ a ‖ b ⇒ aJ = bJ , relace je

antisymetrická.

•(∀aJ, bJ, cJ ∈ I/J(I)) aJ | bJ ∧ bJ | cJ ⇒ a | b ∧ b | c⇒ a | c⇒ aJ | cJ , podle Věty

2.1 tvrzeńı 3, relace je tedy tranzitivńı.

Daná relace je opravdu neostré uspořádáńı.

(2) • Dále (∀a ∈ I)1/a, tak 1J/aJ podle Věty 2.1 tvrzeńı 2 pro ∀aJ ∈ I/J(I), tedy 1J = J

je prvńı prvek uspořádané množiny (I/J(I), |)

• Protože (∀a ∈ I)a|0, tak aJ/0J pro ∀aJ ∈ I/J(I), tedy 0J(I) = {0} je podle Věty

2.1 tvrzeńı 4 posledńı prvek uspořádané množiny (I/J(I), |).
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2.2 Největš́ı společný dělitel

Definice 2.4. Necht’ a1, a2, ... , ak jsou libovolné prvky z oboru integrity I. Prvek d ∈ I

se nazývá největš́ı společný dělitel prvk̊u a1, a2, ... , ak v I, právě když současně plat́ı:

d | a1 ∧ d | a2 ∧ · · · ∧ d | ak (2.3)

(∀d1 ∈ I) [(d1 | a1 ∧ d1 | a2 ∧ · · · ∧ d1 | ak)⇒ d1 | d]. (2.4)

Ṕı̌seme d = D (a1, a2, ... , ak).

Př́ıklad 2.10. Necht’ I = Z; hledejme D(8, 52).

Společnými děliteli č́ısel 8 a 52 jsou prvky 1, -1, 2, -2, 4, -4; největš́ımi společnými děliteli

jsou pak prvky 4 a -4 ( nikoliv jen prvek 4).

Z tohoto př́ıkladu plyne, že největš́ı společný dělitel ve smyslu definice nemuśı být vždy

největš́ım prvkem mezi všemi společnými děliteli vzhledem k uspořádáńı v uvažované

struktuře. Adjektivum
”
největš́ı“ přež́ıvá z doby, kdy se dělitelnost studovala pouze na

množině kladných celých č́ısel. Dále z př́ıkladu plyne, že největš́ım společným dělitelem

daných prvk̊u z I nemuśı být pouze jediný prvek z I.

Věta 2.5. Necht’ pro prvky a1, a2, ..., ak z oboru integrity I existuje D(a1, a2, ..., ak) = d.

Pak plat́ı (∀ d′ ∈ I) d′ = D(a1, a2, ..., ak)⇔ d || d′.

D̊ukaz.

”
⇒“ Necht’ tedy d = D(a1, ..., ak). Předpokládejme nejprve, že též d′ = D(a1, ..., ak).

Potom (podle (2.3) aplikované na d′) d′ | ai pro všechna i = 1, 2, ..., k a (podle (2.4)

vztažené k d) d′ | d. Obdobně ověř́ıme d | d′, takže d ‖ d′.

”
⇐“ Necht’ d′ ∈ I je takový prvek, že d′ ‖ d, tj. d′|d a d|d′.

• Protože d′|d a d = D(a1, ..., ak), tak d′|d a d|ai, i = 1, ..., k, tedy podle Věty 2.1 tvrzeńı

3 d′|ai, i = 1, ..., k, tj. d′ je společný dělitel prvk̊u a1, ..., ak.

Necht’ d1 ∈ I je libovolný prvek takový, že d1|ai, i = 1, ..., k. Pak d1 | d (d = D(a1, ..., ak)),

ale zárověň podle předpokladu d | d′, tedy opět podle Věty 2.1 tvrzeńı 3 pak d1 | d′.

Podle Definice 2.4 je tedy d′ = D(a1, ..., ak).
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Poznámka

Z Věty 2.5 tedy plyne, že největš́ı společný dělitel neńı danými prvky a1, ..., ak ∈ I (pokud

v̊ubec existuje) určen jednoznačně, nýbrž jednoznačně je určena pouze tř́ıda asociovaných

prvk̊u, v nichž všichni společńı dělitelé uvedených prvk̊u lež́ı.

Dohoda:

Pro zjednodušeńı vyjadřováńı se dohodneme na tom, že v dalśım nebudeme (pokud nebude

řečeno jinak) mezi navzájem asociovanými největš́ımi děliteli rozlǐsovat a budeme psát

d = d1 mı́sto přesněǰśıho d ‖ d1.

Věta 2.6. Necht’ a, b, c jsou libovolné prvky z oboru integrity I, pak plat́ı:

a) existuje-li D(a, b), existuje též D(b, a) a je D(a, b) = D(b, a);

b) existuje-li D(a, b) = d a D(d, c) (anebo D(b, c) = y a D(a, y)), existuje též D(a, b, c),

přičemž

D(D(a, b), c) = D(a,D(b, c)) = D(a, b, c)

D̊ukaz.

a) Tvrzeńı plyne ihned z Definice 2.4.

b) Předpokládejme, že existuj́ı d = D(a, b) a d′ = D(d, c). Pak d/a ∧ d/b ∧ d′/d ∧ d′/c.

Podle Věty 2.1 tvrzeńı 3 pak d′/a ∧ d′/b ∧ d′/c, tedy d′ je společný dělitel prvk̊u a, b, c.

Necht’ d1 ∈ I je libovolný prvek takový, že d1/a∧ d1/b∧ d1/c. Pak ovšem d1/d∧ d1/c, což

ovšem podle (2.4) znamená, že d1/d
′. Tedy d′ = D(a, b, c).

Věta 2.7. Necht’ existuje největš́ı společný dělitel k libovolným dvěma prvk̊um oboru

integrity I; pak existuje největš́ı společný dělitel ke každé n-tici a1, a2, ..., an prvk̊u z I.

D̊ukaz. Budeme postupovat úplnou indukćı podle n.

Pro n = 2 existuje D = (a1, a2) podle předpokladu.

Necht’ n > 2 a předpokládejme, že existuje největš́ı společný dělitel pro každou skupinu

n − 1 prvk̊u z I. Jsou-li (a1, a2, ..., an−1, an) libovolné prvky z I, pak podle indukčńıho

předpokladu existuje prvek d′ = D(a1, ..., an−1) a podle předpokladu Věty existuje prvek

d ∈ I tak, že d = D(d′, an).

Ukažme, že d = D(a1, ..., an).
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Protože d = D(d′, an), je d/d′∧d/an. Zároveň ovšem d′/a1∧· · ·∧d′/an−1 (podle indukčńıho

předpokladu), což znamená, že podle Věty 2.1 tvrzeńı 3 je d/a1∧d/a2∧· · ·∧d/an−1∧d/an,

tj. d je společný dělitel prvk̊u a1, a2, ..., an−1, an. Necht’ d1 je libovolný prvek z I takový,

že d1/a1 ∧ · · · ∧ d1/an−1 ∧ d1/an. Pak podle (2.4) d1/d
′ ∧ d1/an, tedy d1/d. Opravdu tedy

d = D(a1, ..., an).

Důsledek

Jestliže ke každým dvěma prvk̊um oboru integrity I existuje největš́ı společný dělitel, pak

D(a1, a2, ..., an) = D((a1, a2, ..., an−1), an) pro každou n-tici prvk̊u a1, a2, ..., an ∈ I.

Poznámka

Použijeme-li nav́ıc
”
komutativnost“ a

”
asociativnost“ operace tvořeńı největš́ıho společného

dělitele, vid́ıme, že výsledek nezálež́ı ani na pořad́ı, v němž tuto operaci provád́ıme, ani

na pořad́ı prvk̊u a1, a2, ..., an, takže např́ıklad

D(a1, a2, a3, a4) = D(a1, D(D(a2, a3), a4)) = D(a3D(a1, D(a4, a2))).

Definice 2.5. Necht’ I je obor integrity prvky a, b ∈ I se nazývaj́ı prvky nesoudělné,

právě když D(a, b) = 1.

Prvky a1, a2, ..., an ∈ I nazveme nesoudělné, právě když D(a1, a2, ..., an) = 1,

a nazveme je po dvou nesoudělné, právě když pro každé dva r̊uzné indexy i, j ∈

{1, 2, ..., n} je D(ai, aj) = 1.

Poznámka

• Skutečně: Pro libovolný prvek a ∈ I je D(a, 0) = a. Speciálně tedy je D(0, 0) = 0.

Skutečně a | a a a | 0 podle Věty 2.1 tvrzeńı 10, a kdykoliv t | a a t | 0, pak t | a, což jsme

potřebovali ověřit.

• Analogicky ukázat, že pro libovolné a, b ∈ I plat́ı: a | b⇔ D(a, b) = a.

Věta 2.8. Necht’ v oboru integrity I existuje největš́ı společný dělitel k libovolným dvěma

prvk̊um. Necht’ a1, a2, ..., ak, c ∈ I. Pak plat́ı

D (ca1, ca2, ..., cak) = D c(a1, a2, ..., ak)

D̊ukaz. Pro c = 0 zřejmě tvrzeńı plat́ı.

Necht’ dále je c 6= 0. Označme x = D(a1, ..., an), y = D(ca1, ..., can). Dokážeme, že y ‖ cx.
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Poněvadž x|ai pro všechna i = 1, 2, ..., n, plat́ı zřejmě cx|cai (Věta 2.1 tvrzeńı 10), a tedy

také cx|y. Zbývá dokázat, že y|cx. Jistě c|cai pro všechna ai(i = 1, ..., n); potom z definice

y plyne c|y. To ale znamená, že existuje prvek b ∈ I tak, že cb = y. Dosazeńım do y|cai
dostáváme cb|cai, odkud plyne b|ai pro všechna ai takže b|x. Potom však cb|cx, neboli

y|cx, což jsme měli dokázat.

Věta 2.9. Necht’ v oboru integrity I existuje D(a1, a2, ..., ak) = d, d 6= 0. Pak

D(
a1
d
,
a2
d
, · · · , ak

d
) = 1.

D̊ukaz. Necht’ d = D(a1, a2, ..., ak). Pak d|a1, d|a2, ..., d|ak, tj. existuj́ı prvky b1, b2, ..., bk ∈ I

tak, že a1 = db1, a2 = db2, ..., ak = dbk.

Tedy d = D(a1, a2, ..., ak) = D(db1, db2, ..., dbk) = dD(b1, b2, ..., bk), d 6= 0 (viz Věta 2.8),

a proto je 1 = D(b1, b2, ..., bk) = D(a1
d
, a2
d
, · · · , ak

d
).

Věta 2.10. Necht’ a, b, c ∈ I a necht’ v oboru integrity I existuje největš́ı společný dělitel

D(a, b) = d. Pak plat́ı:

1. (a | c ∧ b | c)⇒ ab | cd.

2. Je-li d = 1, pak plat́ı: a | c ∧ b | c⇒ ab | c.

D̊ukaz. Necht’ a, b, c ∈ I jsou takové prvky, že D(a, b) = d a a|c a b|c. Pak zřejmě

D(a, c) = a,D(b, c) = b.

Mı́sto ab|cd budeme dokazovat (ekvivalentńı tvrzeńı), že D(ab, cd) = ab. Užit́ım Věty 2.8

a Věty 2.6 a vztahu popsaném výše postupně obdrž́ıme

D(ab, cd) = D(ab, cD(a, b)) = D(ab,D(ac, bc)) = D(D(ab, ac), bc) = D(aD(b, c), bc) =

= D(ab, bc) = b ·D(a, c) = ab.

Věta 2.11. Necht’ a, b, c ∈ I a necht’ v I existuje největš́ı společný dělitel k libovolným

dvěma prvk̊um. Jestliže D(a, b) = D(a, c) = 1, pak D(a, bc) = 1.

D̊ukaz. Je a = D(a, ac) a podle Věty 2.9 je D(ac, bc) = c. Pak ale podle Věty 2.6 máme

D(a, bc) = D(D(a, ac)bc) = D(a,D(ac, bc)) = D(a, c ·D(a, b)) = D(a, c) = 1.
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Věta 2.12. Necht’ a, b, c jsou prvky oboru integrity I existuje k libovolným dvěma prvk̊um

největš́ıho společného dělitele. Jestliže a | bc a D(a, b) = 1, pak a | c.

D̊ukaz. Je a = D(a, bc) a a = D(a, ac). Kromě toho podle Věty 2.8 je

c = c ·D(a, b) = D(ac, bc), takže podle d̊usledku Věty 2.6 konečně máme

a = D(a, bc) = D(D(a, ac), bc) = D(a,D(ac, bc)) = D(a, c ·D(a, b)) = D(a, c),

a tedy a | c.

2.3 Nejmenš́ı společný násobek

Definice 2.6. Necht’ a1, a2, ..., ak jsou libovolné prvky z oboru integrity I. Prvek n ∈ I se

nazývá nejmenš́ı společný násobek prvk̊u a1, a2, ..., ak v I, právě když současně plat́ı:

• a1 | n ∧ a2 | n ∧ · · · ∧ ak | n

• pro libovolný prvek n1 ∈ I plat́ı: jestliže a1 | n1 ∧ a2 | n1 ∧ · · · ∧ ak | nk, pak n | n1.

Ṕı̌seme n = [a1, a2, ..., ak].

Poznámka

• Prvek n je tedy nejmenš́ım společným násobkem prvk̊u a1, ..., ak, právě když n je

společným násobkem všech ai a když každý společný násobek n1 těchto prvk̊u je násobkem

prvku n.

• Porovnáme-li právě vyslovenou definici nejmenš́ıho společného násobku s definićı největš́ıho

společného dělitele, vid́ıme, že se od ńı lǐśı pouze záměnou pořad́ı prvk̊u v relaci
”
děĺı“,

takže vlastně jednu definici obdrž́ıme z druhé, nahrad́ıme-li v ńı relaci
”
děĺı“ relaćı k ńı

inverzńı. Protože relace
”
|“ neńı symetrická, jsou oba takto definované pojmy odlǐsné. Lze

však nahlédnout, že z každého tvrzeńı pro největš́ı společný dělitel dostaneme - přechodem

k zmı́něné inverzńı relaci
”
duálńı“ - tvrzeńı pro nejmenš́ı společný násobek.

Věta 2.13. Necht’ pro prvky a1, a2, ..., ak z oboru integrity I existuje [a1, a2, ..., ak] = n.

Necht’ n1 ∈ I je libovolný prvek. Pak plat́ı:

n1 = [a1, a2, ..., ak]⇔ n ‖ n1.

D̊ukaz. Důkaz je analogický jako u Věty 2.5.
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Věta 2.14. Necht’ v oboru integrity I existuje nejmenš́ı společný násobek k libovolným

dvěma prvk̊um. Pak existuje v oboru integrity I nejmenš́ı společný násobek k libovolné

konečné množině prvk̊u z oboru integrity I.

D̊ukaz. Důkaz je analogický jako u Věty 2.7.

Věta 2.15. Necht’ v oboru integrity I existuje největš́ı společný dělitel k libovolným

dvěma prvk̊um. Pak v oboru integrity I existuje nejmenš́ı společný násobek k libovolné

konečné množině prvk̊u z oboru integrity I.

D̊ukaz. Dı́ky Větě 2.14 stač́ı ukázat, že pro libovolné dva prvky a, b ∈ I existuje v I jejich

nejmenš́ı společný násobek [a, b].

Necht’ a, b ∈ I jsou libovolné prvky.

(a) Je-li a = 0 nebo b = 0, pak je [a, b] = 0.

(b) Necht’ je tedy a 6= 0 a b 6= 0. Podle předpokladu existuje D(a, b) = d a protože

a 6= 0, b 6= 0, je i d 6= 0.

Protože d | a, d | b, existuj́ı prvky a1, b1 ∈ I tak, že

da1 = a, db1 = b.

Podle Věty 2.9 je (a1, b1) = 1.

Označme n = da1b1. Dokažeme, že [a, b] = n.

Protože n = (da1)b1 = ab1 = a1(db1) = a1b, je a | n a b | n, tj. n je společný násobek

prvk̊u a, b.

Předpokládejme, že n1 ∈ I je libovolný prvek takový, že a | n1 a b | n1.

Pak také d | n1 a existuje n2 ∈ I tak, že n1 = dn2.

Tedy máme da1 | dn2 a db1 | dn2 a d 6= 0 tj. a1 | n2 a b1 | n2.

Protože (a1, b1) = 1, dostáváme podle Věty 2.10 tvrzeńı 2., že a1b1 | n2.

Potom však da1b1 | dn2 neboli n | n1.

To ovšem znamená, že [a, b] = n.

Věta 2.16. Necht’ v oboru integrity I existuje největš́ı společný dělitel k libovolným

dvěma prvk̊um. Pak pro libovolné prvky a, b ∈ I plat́ı: D(a, b) · [a, b] = a · b. Speciálně je-li

D(a, b) = 1, pak [a, b] = a · b.
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D̊ukaz. Důkaz plyne ihned z d̊ukazu Věty 2.15.

Vı́me, že n = da1b1 = [a, b] a a = a1d, b = b1d. Tedy [a, b] = a1db1d
d

= ab
d

, kde d = D(a, b).

Tedy D(a, b) · [a, b] = ab

2.4 Eukleidovy obory integrity

V předchoźı kapitole jsme zavedli definici největš́ıho společného dělitele v oboru integrity

I. Ovšem ne vždy k libovolným dvěma prvk̊um a, b ∈ I existuje jejich největš́ı společný

dělitel .

Př́ıklad 2.11. Uvažujme obor integrity (M,+, ·) = ({a + ib
√

5; a ∈ Z ∧ b ∈ Z},+, ·).

Zvolme si nyńı prvky 9, 3(2 + i
√

5) ∈M .

Děliteli prvku 9 jsou právě č́ısla ±1,±3,±(2 + i
√

5),±(2− i
√

5),±9; děliteli prvku

3(2 + i
√

5) pak č́ısla ±1,±3,±(2 + i
√

5),±3(2 + i
√

5). Společnými děliteli jsou prvky

±1,±3,±(2 + i
√

5); žádný z nich však nevyhovuje druhé podmı́nce definice největš́ıho

společného dělitele v M proto největš́ı společný dělitel prvk̊u 9 a 3(2+i
√

5) v M neexistuje.

[1]

Definice 2.7. Obor integrity I se nazývá Eukleid̊uv obor integrity, právě když existuje

zobrazeńı υ : I − {0} ⇒ N - ř́ıkáme mu Eukleidova norma - takové, že pro libovolná

a, b ∈ I, b 6= 0, plat́ı současně

a | b⇒ υ(a) 5 υ(b, ) (2.5)

(∃q, r ∈ I)[a = bq + r ∧ (r = 0 ∨ υ(r) < υ(b))]. (2.6)

Poznámka

Z uvedené Definice ihned plyne, že v Euklidově oboru integrity plat́ı:

(∀a, b ∈ I, b 6= 0)a | b ∧ b | a⇒ υ(a) = υ(b)

Věta 2.17. Necht’ I je Eukleid̊uv obor integrity. Potom pro libovolné a, b ∈ I, b 6= 0, plat́ı

a | b⇒ (υ(a) = υ(b)⇒ b | a).
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D̊ukaz. Necht’ tedy a | b a současně υ(a) = υ(b). Podle (2.6) existuj́ı q, r ∈ I tak, že

a = bq + r, kde bud’ r = 0 nebo υ(r) < υ(b). V prvém př́ıpadě a = bq, a tedy b | a, což

jsme měli dokázat. Když r 6= 0, je υ(r) < υ(b) a také υ(r) < υ(a). Z předpokladu a | b

vyplývá existence takového prvku a′ ∈ I, že aa′ = b. Potom ale a = bq+r = aa′q+r; odtud

r = a(1− a′q), a tedy a | r. To však podle (2.5) implikuje υ(a) 5 υ(r). Dostáváme se tak

ke sporu s υ(r) < υ(a). Tedy možnost r 6= 0 nemůže nastat, č́ımž je věta dokázána.

Poznámka

Nyńı se dá předchoźı Věta a Poznámka za Definićı formulovat takto: v libovolném Euklei-

dově oboru integrity I plat́ı:

(∀a, b ∈ I)[(b 6= 0 ∧ a | b)⇒ (υ(a) = υ(b)⇔ a || b)]. (2.7)

Věta 2.18. Je-li I Euklid̊uv obor integrity u ∈ I, u 6= 0 a υ(u) = 0, pak u je jednotka.

D̊ukaz. Př́ımo z Definice 2.7, máme 1 = uq + i, q, i ∈ I, i = 0 nebo υ(i) < υ(u). Protože

ale př́ıpad υ(i) < 0 nemůže nastat, je i = 0, a tedy 1 = uq.

Věta 2.19. Bud’ I Eukleid̊uv obor integrity. Pak k libovolným dvěma prvk̊um z I existuje

největš́ı společný dělitel.

D̊ukaz. Necht’ a, b ∈ I. Jestliže b = 0, je D(a, b) = a. Předpokladejme dále, že b 6= 0.

Z podmı́nky (2.6) definice Eukleidova oboru integrity plyne existence prvk̊u q1, r1 ∈ I

takových, že a = bq1 + r1, kde r1 = 0 nebo υ(r1) < υ(b). Jestliže r1 = 0, je b | a, a tedy

D(a, b) = b. Necht’ tedy r1 6= 0; potom opět podle (2.6) aplikované nyńı na prvky b a r1

existuj́ı q2, r2 ∈ I tak, že b = r1q2 + r2, kde r2 = 0 nebo υ(r2) < υ(r1).

V př́ıpadě, že r2 6= 0, dostáváme r1 = r2q3 + r3 a r3 = 0 nebo υ(r3) < υ(r2). V tomto

postupu (pro ri 6= 0) pokračujeme dále. Po jistém konečném počtu krok̊u necht’ jich je

n+ 1 muśıme dospět k výsledku

rn−1 = rnqn+1 + rn+1, kde rn+1 = 0.

Vyplývá to ze skutečnosti, že

υ(b) > υ(r1) > υ(r2) > · · · = 0.
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Přepǐsme si ještě jednou celý postup za předpokladu, že ri 6= 0, pro i = 1, 2, ..., n a

rn+1 = 0:

a = bq1,+r1 υ(r1) < υ(b)

b = r1q2 + r2 υ(r1) < υ(r2)

r1 = r2q3 + r3 υ(r2) < υ(r3)

. .

. . (2.8)

. .

rn−2 = rn−1 · qn + rn υ(rn) < υ(rn−1)

rn−1 = rnqn+1 + rn+1 rn+1 = 0

Nyńı dokážeme, že rn = D(a, b). Z posledńı rovnosti v 2.8 plyne, že rn | rn−1,

z předposledńı pak po dosazeńı za rn−1 je rn−2 = rn(qn+1qn+1), a tedy rn | rn−2. Analogicky

postupujeme
”
směrem nahoru“ až k výsledk̊um rn | b a rn | a. Tedy rn je společným

dělitelem prvk̊u a, b. Zbývá ověřit, že je ze všech společných dělitel̊u největš́ı. Necht’ pro

libovolné x ∈ I plat́ı x | a a zároveň x | b. Ukažeme, že x | rn. Nyńı budeme postupovat

”
směrem dol̊u“. Z prvńı rovnice je r1 = a − q1b, a tedy podle Věty 2.1 tvrzeńı 8 x | r1,

z druhé źıskáme x | r2 atd. až dojdeme ke vztahu x | rn, což jsme měli dokázat.

Poznámka

Postup popsaný formulemi (2.8) nazýváme Eukleid̊uv algoritmus.

Věta 2.20. (Bezoutova rovnost)

Necht’ I je Eukleid̊uv obor integrity, a, b ∈ I. Pak existuj́ı prvky c1, c2 ∈ I tak, že

D(a, b) = c1a+ c2b.

D̊ukaz. Necht’ jsou splněny předpoklady Věty. Jestliže je b = 0, je D(a, b) = a a stač́ı volit

c1 = 1, c2 libovolně. Necht’ dále b 6= 0 . Potom d́ıky Eukleidovu algoritmu je r1 = a+(−q1)b

(v př́ıpadě, že r1 = 0, je d̊ukaz triviálńı). Dosazeńım za r1 do druhé rovnice v (2.8)

dostáváme r2 = (−q2)a+ (1 + q1q2)b. Dále vyjádř́ıme prvek r3 a po dosazeńı r1, r2 vid́ıme,
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že i r3 je lineárńı kombinaćı prvk̊u a, b. Takto postupujeme
”
směrem dol̊u“ až k posledńı

rovnici k vyjádřeńı rn = D(a, b) ve formě lineárńı kombinace prvk̊u a, b.

Triviálńım d̊usledkem předchoźı věty je.

Věta 2.21. Necht’ I je Eukleid̊uv obor integrity, a, b ∈ I. Jestliže a, b jsou nesoudělné

prvky, existuj́ı c1, c2 ∈ I tak, že ac1 + bc2 = 1.

Zaměř́ıme se na konkrétńı Eukleidovy obory integrity.

Věta 2.22. (Z,+, ·) je Eukleid̊uv obor integrity.

D̊ukaz. Definujme normu v takto: pro každé a ∈ Z, a 6= 0, necht’ υ(a) = |a|. Nejprve

ověř́ıme, že pro každé b 6= 0, když a | b, je υ(a) 5 υ(b). Necht’ tedy a | b; potom existuje

x ∈ Z tak, že ax = b.

Je |b| = |ax| = |a| · |x|. Jestliže |x| = 1, je |a| = |b|, takže υ(a) = v(b). V př́ıpadě, že x 6= 1,

je |x| > 1, což znamená, že |a| < |b|, a tedy υ(a) < υ(b).

Dále ověř́ıme podmı́nku (1.1) z Definice 2.7. Ta plyne z následuj́ıćı Věty.

(∀a, b ∈ Z)(∃!q, n ∈ Z); b 6= 0, a = bq + n ∧ 0 ≤ n < |b|.

Věta 2.23. (Věta o děleńı se zbytkem)

Necht’ a, b jsou libovolná celá č́ısla, b 6= 0. Pak existuj́ı jednoznačně určená celá č́ısla q a r

taková, že jsou splněny následuj́ıćı dvě podmı́nky:

1. Plat́ı rovnost a = q · b+ r.

2. Č́ıslo r splňuje nerovnost 0 ≤ r < |b|.

D̊ukaz.

1. Nejprve dokážeme existenci č́ısel q a r. Protože plat́ı (−q) · (−b) = q · b, můžeme bez

újmy na obecnosti předpokládat, že b > 0. Budeme rozlǐsovat dva př́ıpady:

(a) Č́ıslo a je větš́ı nebo rovno 0. Budeme postupovat indukćı podle a.

• Je-li a = 0, je tvrzeńı triviálńı, protože můžeme zvolit q = r = 0.

• Předpokládejme, že pro a ≥ 0 existuj́ı celá č́ısla q, r taková, že a = bq+r a 0 ≤ r < |b| = b.
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Potom a+ 1 = bq+ (r+ 1), kde r+ 1 ≤ b. Je-li r+ 1 < b, jsme hotovi. Je-li r+ 1 = b, pak

a+ 1 = bq + b = (q + 1) · b+ 0.

(b) Č́ıslo a je menš́ı než 0. Podle předchoźıho existuj́ı celá č́ısla qp, rp taková, že

−a = qp · b+ rp a 0 ≤ rp < b. Opět odlǐśıme dva př́ıpady.

• Jestliže rp = 0, položme q = −qp a r = 0. (Plat́ı totiž a = (−qp) · b+ 0.)

• Jestliže rp > 0, položme q = −qp − 1 a r = b− rp. Plat́ı totiž a = (−qp − 1) · b+ (b− rp)

a 0 < (b− rp) < b.

2. Zbývá ukázat, že č́ıslo q a r jsou určena č́ısly a a b jednoznačně. Předpokládejme,

že jsme vyjádřili č́ıslo a dvěma zp̊usoby, tj. předpokládejme, že existuj́ı celá č́ısla

q1, q2, r1 a r2 taková, že plat́ı

a = q1 · b+ r1 0 ≤ r1 < b

a = q2 · b+ r2 0 ≤ r2 < b.

Potom plat́ı q1 · b+ r1 = q2 · b+ r2 a tud́ıž (q1 − q2) · b = r1 − r2. Protože plat́ı

0 ≤ r1 < b a 0 ≤ r2 < b, je |r2 − r1| < b. Tud́ıž je |(q1 − q2) · b| < b, tedy q1 = q2. Z toho

plyne, že r1 = r2.

Př́ıklad 2.12.

Nalezněte největš́ı společný dělitel, koeficienty c1; c2 v Bezoutově rovnosti a nejmenš́ı

společný násobek č́ısel a = 210, b = 330.

(1)Použijeme Eukleid̊uv algoritmus:

330 = 210 · 1 + 120,

210 = 120 · 1 + 90,

120 = 90 · 1 + 30,

90 = 30 · 3.

Tedy D(210, 330) = 30.

(2) Označme dále a = 330, b = 210, x = D(210, 330). Budeme hledat celá č́ısla c1, c2
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tak, aby x = c1a+ c2b. Použijeme postupné úpravy
”
směrem dol̊u“ a dostáváme:

a = b · 1 + 120 ⇒ 120 = a− b

b = (a− b) · 1 + 90 ⇒ 90 = −a+ 2b

a− b = (−a+ 2b) · 1 + 30 ⇒ 30 = 2a− 3b

x = 30 = 2a− 3b

Stač́ı tedy položit c1 = 2, c2 = −3.

(3) [330, 210] = 330·210
30

= 2 310.

Tedy [330, 210] = 2 310.

Věta 2.24. Obor integrity (Z[i],+, ·) Gaussových celých č́ısel je Eukleid̊uv obor integrity.

D̊ukaz. Definujme normu υ takto: pro každé a+ bi ∈ Z[i]−{0} necht’ υ(a+ bi) = a2 + b2.

Zřejmě υ je zobrazeńı Z[i]− {0} do N.

• Necht’ a+ bi, c+ di ∈ Z[i], c+ di 6= 0, takové, že (a+ bi)|(c+ di). Pak existuje prvek

e+ fi ∈ Z[i] tak, že (a+ bi)(e+ fi) = (c+ di). Tedy υ((a+ bi)(e+ fi)) = υ(c+ id).

Ale, jak snadno zjist́ıme, υ((a+ bi)(e+ fi)) = (a2 + b2)(e2 + f 2) a υ(c+ di) = c2 + d2.

Protože υ(a+ bi) = a2 + b2, plyne z předchoźıch rovnost́ı vztah υ(a+ bi) 5 υ(c+di), takže

plat́ı (2.5) z Definice 2.7.

• Zbývá dokázat, že existuj́ı q1 + q2i, r1 + r2i ∈ Z[i] tak, že (a+ bi) =

= (c+ di) · (q1 + q2i) + (r1 + r2i), kde r1 + r2i = 0 nebo υ(r1 + r2i) < υ(c+ di). Budeme

postupovat tak, že podáme návod na nalezeńı (q1 + q2i) a (r1 + r2i) splňuj́ıćıch výše

uvedenou podmı́nku. Prvky a + bi, c + di ∈ Z[i] jsou zároveň prvky tělesa komplexńıch

č́ısel. Lze proto vytvořit pod́ıl a+bi
c+di

a nalézt prvky x, y ∈ R (dokonce to budou prvky z Q)

tak, že

a+ bi

c+ di
= x+ yi. (2.9)

Pokud x i y jsou celá č́ısla, stač́ı volit q1 + q2i = x+ yi, r1 + r2i = 0.

V opačném př́ıpadě zvoĺıme q1, q2 tak, aby q1, q2 ∈ Z a aby

|x− q1| 5 0, 5 a |y − q2| 5 0, 5; (2.10)
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taková q1, q2 jistě existuj́ı. Prvek r1 + r2i pak źıskáme ze vztahu

(r1 + r2i) = (a+ bi)− (c+ di)(q1 + q2i), (2.11)

takže zřejmě r1, r2 ∈ Z. Dosazeńım z (2.9) do (2.11) dostáváme

r1 + r2i = (c+ di)(x+ yi)− (c+ di)(q1 + q2i) = (c+ di)[(x− q1) + (y − q2)i].

Označme, pro snažš́ı vyjadřováńı, x− q1 = p1 a y − q2 = p2. Pak

(r1 + r2i) = (c+ di)(p1 + p2i). (2.12)

Zbývá dokázat že υ(r1 + r2i) < υ(c+ di).

Z (2.12) plyne υ(r1 + r2i) = υ((c+ di)(p1 + p2i)) = (c2 + d2)(p21 + p22i).

Uvědomı́me-li si, že υ(c+ di) = c2 + d2 a že d́ıky (2.10) je

(p21+p22) = (x−q1)2+(y−q2)2 5 0, 5, dostaneme ihned dokazovanou nerovnost υ(r1+r2i) <

υ(c+ di). T́ım je d̊ukaz Věty dokončen.

Poznámka

Důkaz předchoźı věty obsahuje návod na výpočet největš́ıho společného dělitele v Z[i].

Př́ıklad 2.13.

Nalezněte největš́ı společný dělitel, koeficienty c1, c2 v Bezoutově rovnosti a nejmenš́ı

společný násobek č́ısel a = 22 + 14i, b = 9− i.

(1)
22 + 14i

9− i
· 9 + i

9 + i
=

184 + 148i

82
=

184

82
+

148

82
i =

92

41
+

74

41
i.

Tedy, už́ıváme-li stejné značeńı jako ve zmı́něném d̊ukazu, je x =
92

41
, y =

74

41
.

Prvky q1, q2 urč́ıme tak, aby |x− q1| 5 0, 5, |y − q2| 5 0, 5; polož́ıme tedy

q1 = 2, q2 = 2 tj. Q1 = q1 + q2i = 2 + 2i. Vypočteme dále

R1 = r1 + r2i = (22 + 14i)− (9− i)(2 + 2i) = 22 + 14i− (20 + 16i) = 2− 2i.

Dále postupujeme metodou Eukleidova algoritmu. Je

9− i
2− 2i

· 2 + 2i

2 + 2i
=

20 + 16i

8
=

5

2
+ 2i
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x = 5
2
, y = 2 Urč́ıme prvky q′1 a q′2 tak, aby |x − q′1| ≤ 0, 5 a |y − q′2| ≤ 0, 5, polož́ıme

q′1 = 2, q′2 = 2 a máme Q2 = q′1 + q′2i = 2 + 2i.

Pak R2 = r′1 + r′2i = (9− i)− (2− 2i)(2 + 2i) = (9− i)− 8 = 1− i.

V daľśım kroku Eukleidova algoritmu je

2− 2i

1− i
· 1 + i

1 + i
=

4

2
= 2.

Poněvadž nyńı již x, y ∈ Z, je (2−2i) = (1−i)·2+0 a tedy D(22+14i, 9−i) = R2 = 1−i

a všechny prvky s ńım asociované.

(2) Označme dále a = 22 + 14i, b = 9− i, x = D(22 + 14i, 9− i). Budeme hledat celá

č́ısla c1, c2 tak, aby x = c1a+c2b. Použijeme postupné úpravy
”
směrem dol̊u“ a dostáváme:

a = bQ1 +R1 ⇒ R1 = a− b(2 + 2i)

b = R1Q2 +R2 ⇒ R2 = b− [a− b(2 + 2i)](2 + 2i) = b− [a(2 + 2i)− b(2 + 2i)2] =

= a(−2− 2i) + b(1 + 8i) a R2 = D(a, b). Tedy c1 = −2− 2i, c2 = 1 + 8i.

(3) [22 + 14i, 9− i] = (22+14i)·(9−i)
1−i = 212+104i

1−i · 1+i
1+i

= 108+316i
2

= 54 + 158i.

Tedy [22 + 14i, 9− 1] = 54 + 158i.

Věta 2.25. Necht’ T je komutativńı těleso, potom obor integrity T [x] polynomů jedné

neurčité nad T je Eukleid̊uv obor integrity.

D̊ukaz. Pro libovolné f(x) ∈ T [x], f(x) 6= 0, definujeme υ(f(x)) = stf(x) - krátce jen

υ(f) - jako stupeň polynomu f . Zřejmě υ je zobrazeńı T [x] − {0} do N. Bud’te dále

f(x), g(x) ∈ T [x], g(x) 6= 0.

• Dokažme nejprve, že plat́ı f(x)|g(x) ⇒ υ(f) 5 υ(g).

Necht’ f(x)|g(x), pak existuje h(x) ∈ T [x] tak, že f(x)h(x) = g(x).Protože g(x) 6= 0,

je také f(x) 6= 0 a h(x) 6= 0, a tedy st g(x), st h(x), st f(x) ∈ N. Vı́me, že stupeň

součinu polynomů je roven součtu jejich stupň̊u, tedy st g(x) = st f(x) + st h(x). Pak

st f(x) ≤ st g(x), a tedy υ(f) ≤ υ(g).

• Předpokládejme dále, že

f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx (an 6= 0),

g(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bmx (bm 6= 0).
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Je tedy υ(f) = n, υ(g) = m. Chceme dokázat, že

(∃ q(x), r(x) ∈ T [x])[f(x) = g(x)q(x) + r(x) ∧ (r(x) = 0 ∨ v(r) < v(g))]. (2.13)

Když n < m, stač́ı položit q(x) = 0 a r(x) = f(x) a podmı́nka (2.13) plat́ı. Přepokládejme

proto dále, že n = m. Důkaz tvrzeńı (2.13) provedeme matematickou indukćı podle stupně

n polynomu f(x).

a) Necht’ nejprve n = 0, pak i m = 0 a je f(x) = a0, g(x) = b0, kde a0, b0 6= 0.

Poněvadž a0, b0 ∈ T , existuje c0 ∈ T tak, že a0 = b0c0. Označ́ıme-li q(x) = c0 a r(x) = 0,

tvrzeńı (2.13) je ověřeno.

b) Předpokládejme, že (2.13) plat́ı pro všechny polynomy stupně menš́ıho než n;

dokážeme, že plat́ı i pro polynom f(x) stupně n. Poněvadž n = m, je n − m = 0. Po-

kuśıme se setrojit nový polynom f1(x) tak, aby byl lineárńı kombinaćı polynomů f(x) a

g(x), a aby jeho stupeň byl menš́ı než n. K tomu stač́ı si uvědomit že plat́ı

anx
n − anb−1m xn−mbmx

m = 0. (2.14)

Označme

f1(x) = f(x)− anb−1m xn−mg(x). (2.15)

Potom d́ıky (2.14) je opravdu stupeň f1(x) nižš́ı než n podle indukčńıho předpokladu

k němu tedy existuj́ı polynomy q1(x), r1(x) ∈ T [x] tak, že

f1(x) = g(x)q1(x) + r1(x) ∧ [r1(x) = 0 ∨ v(r1) < v(g)]. (2.16)

Dosad́ıme-li do (2.16) za f1(x) podle (2.15), dostaneme

f(x)− anb−1m xn−mg(x) = q(x)q1(x) + r1(x)

a po úpravě

f(x) = g(x)(q1(x) + anb
−1
m xn−m) + r1(x).

Označ́ıme-li

q(x) = q1(x) + anb
−1
m xn−m, r(x) = r1(x),

je f(x) = g(x)q(x) + r(x), kde podle (2.16) r(x) = 0 nebo υ(r) < υ(g). Je-li f(x) = 0,

stač́ı zřejmě volit q(x) = r(x) = 0. T́ım je věta dokázána.
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Př́ıklad 2.14.

Nalezněte největš́ı společný dělitel, koeficienty c1, c2 v Bezoutově rovnosti a nejmenš́ı

společný násobek polynomů f(x) a g(x) jestliže:

f(x) = x6 + 2x4 − 4x3 − 3x2 + 8x− 5

g(x) = x5 + x2 − x+ 1.

(1) Užijeme opět Eukleid̊uv algoritmus. Vzhledem k tomu, že D(f(x), g(x)) se nezměńı,

pracujeme-li, mı́sto s f(x), g(x) s polynomy s nimi asociovanými, vynásob́ıme nejprve f(x)

č́ıslem 2 a teprve pak provedeme děleńı. Dostaneme

(x6 + 2x4 − 4x3 − 3x2 + 8x− 5) = (x5 + x2 − x+ 1)x+ (2x4 − 5x3 − 2x2 + 7x− 5).

Tedy q1(x) = x, r1(x) = 2x4 − 5x3 − 2x2 + 7x− 5.

V daľśım kroku děĺıme polynomy g(x) a r1(x); z hlediska početńıho je však výhodněǰśı

nahradit g(x) polynomem 2x5 + 2x2 − 2x+ 2 s ńım asociovaným. Je

(2x5 + 2x2 − 2x+ 2) = (2x4 − 5x3 − 2x2 + 7x− 5)(x+
5

2
) + (

29

2
x3 − 29

2
x+

29

2
),

takže q2(x) = x+
5

2
a r2(x) =

29

2
x3 − 29

2
x+

29

2
.

Polynom r2(x) opět nahrad́ıme vhodným polynomem s ńım asociovaným, tj. polyno-

mem x3 − x+ 1, a provedeme daľśı děleńı. Dostáváme

(2x4 − 5x3 − 2x2 + 7x− 5) = (x3 − x+ 1)(2x− 5) + 0,

tj. q3(x) = x− 2, r3(x) = 0.

Tedy D(f(x), g(x)) = x3 − x+ 1.

(2) Hledejme polynomy c1(x), c2(x) ∈ T [x] tak, žeD(f(x), g(x)) = f(x)c1(x)+g(x)c2(x):

f(x) = g(x)q1(x) + r1(x)⇒ r1(x) = f(x)− g(x)q1(x)

q(x) = r1(x)q2(x) + r2(x)⇒ r2(x) = 2g(x)− r1(x)q2(x)

= 2g(x)− q2(x)[f(x)− g(x)q1(x)]

= f(x)(−q2(x)) + g(x)(2 + q1(x)q2(x))
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Tedy c1(x) = −q2(x) = x+ 5
2
,

c2(x) = 2 + q1(x)q2(x) = 2 + x(x+ 5
2
) = 2 + x2 + 5

2
x.

(3) [f(x), g(x)] = f(x)·g(x)
D(f(x),g(x))

= (x6+2x4−4x3−3x2+8x−5)·(x5+x2−x+1)
x3−x+1

Věta 2.26. Každý Eukleid̊uv obor integrity je okruh hlavńıch ideál̊u.

D̊ukaz. Necht’ I je Eukleid̊uv obor integrity s normnou υ, necht’ A je libovolný ideál v I. Pro

A = {0} je A = 〈0〉 hlavńı ideál, takže můžeme předpokládat, že je A 6= {0}. Ukážeme, že

prvek 0 6= a ∈ A takový, že υ(a) ≤ υ(b) pro každé b ∈ A, je generátor ideálu A. Existence

takového prvku plyne z toho, že υ(1) ≤ υ(x) pro každé x ∈ I \ {0}, takže existuje a ∈ A

tak, že υ(a) = min{υ(x) | 0 6= x ∈ A}. Jelikož a ∈ A, je 〈a〉 ⊆ A. Na druhé straně, je-li

0 6= b ∈ A libovolný prvek, existuj́ı prvky q, r ∈ I takové, že b = aq + r, kde υ(r) < υ(a).

Pro r 6= 0 je r = b − qa ∈ A, takže nerovnost υ(r) < υ(a) dává spor s volbou prvku a.

Tedy je nutně r = 0, b = aq ∈ 〈a〉, č́ımž je rovnost A = 〈a〉 dokázána.

2.5 Gaussovy obory integrity

Nejprve zavedeme pojem, který zobecňuje pojem prvoč́ısla. Jak v́ıme, lze prvoč́ısla v

množině všech přirozených č́ısel N charakterizovat mnoha zp̊usoby, z nichž si některá

připomeneme.

Přirozené č́ıslo a > 1 je prvoč́ıslo, právě když

(a) je dělitelné pouze č́ıslem 1 a sebou samým,

(b) děĺı-li součin dvou přirozených č́ısel, děĺı alespoň jedno z nich,

(c) každé z č́ısel 1, 2, . . . , a− 1 je nesoudělné s a.

Definice 2.8. Prvek a oboru integrity I takový, že a 6= 0, a ∦ 1 (tj. a neńı jednotka v I),

se nazývá ireducibilńı prvek v I, právě když má pouze nevlastńı dělitele, tj. právě když

plat́ı

(∀b ∈ I) b | a⇒ (b ‖ a ∨ b ‖ 1). (2.17)

Nenulový prvek z I, který neńı jednotkou a neńı ireducibilńı, se nazývá reducibilńı nebo

též složený prvek z I.
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Př́ıklad 2.15.

a) Př́ıklady ireducibilńıch prvk̊u v oboru integrity Z jsou např. všechna prvoč́ısla v N.

b) V oboru integrity M = ({a + bi
√

5; a ∈ Z ∧ b ∈ Z},+, ·) lze ukázat, že např́ıklad

č́ısla ±3, 2 + i
√

5, 2− i
√

5 jsou ireducibilńı prvky a č́ıslo 6 = (1 + i
√

5)(1− i
√

5) = 2 · 3 je

reducibilńı.

c) V oboru integrity polynomů jedné neurčité T [x] nad tělesem T je každý polynom

stupně prvńıho ireducibilńım prvkem: každý jeho dělitel g(x), muśı mı́t stupeň menš́ı nebo

roven jedné. Má-li g(x) stupeň nula, je jednotkou T [x], a má-li stupeň jedna, je asociován

s daným polynomem.

[1]

Definice 2.9. Necht’ I je obor integrity. Prvek p ∈ I, p 6= 0, p ∦ 1 se nazývá prvočinitelem

v I, právě když

(∀a, b ∈ I) p | ab⇒ (p | a ∨ p | b). (2.18)

Je ihned zřejmé, že tuto podmı́nku též zapsat ve tvaru

(∀a, b ∈ I)(p | ab ∧ p - a)⇒ p | b, (2.19)

Poznámka

1. Dř́ıve než přejdeme k vyšetřováńı vlastnost́ı nově zavedených pojmů, zd̊urazněme, že

když mluv́ıme o ireducibilńım prvku či prvočiniteli, je vždy nutné uvést, jakou strukturu

přitom máme na mysli. Např́ıklad č́ıslo 2 je totiž prvočinitelem i ireducibilńım prvkem

z Z, avšak v oboru integrity Gaussových celých č́ısel Z[i] neńı: 2 neńı ani prvočinitelem,

ani ireducibilńım prvkem:

• 2 = (1 + i)(1− i), tedy 2 je v Z[i] reducinilńı.

• 2/(1 + i)(1− i), ale 2 - (1 + i) ani 2 - (1− i), tedy 2 neńı prvočinitel v Z[i].

2. Protože podmı́nky (2.17) a (2.18) v definićıch ireducibilńıho prvku a prvočinitele jsou

formulovány pouze pomoćı relace
”
děĺı“, lze podle Věty 2.4 vlastnost

”
být ireducibilńım

prvkem“, respektivě
”
být prvočinitelem“ přenést vždy na celou tř́ıdu asociovaných prvk̊u.

Tuto skutečnost zachycuje následuj́ıćı Věta.
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Věta 2.27. Necht’ a, b jsou libovolné asociované prvky v oboru integrity I. Pak oba

současně bud’ jsou, nebo nejsou ireducibilńı prvky, respektivě prvočinitelé v I.

Věta 2.28. Necht’ p ∈ I je prvočinitelem v I. Pak pro každé n ∈ N plat́ı

(∀a1, ..., an ∈ I) p | a1a2...an ⇒ (∃i) (1 5 i 5 n ∧ p | ai).

D̊ukaz. Necht’ n ≥ 2. Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro n − 1 prvk̊u. Z p|a1a2 · · · an
plyne, že bud’ p|a1a2 · · · an−1, nebo p|an. V prvńım př́ıpadě existuje podle indukčńıho

předpokladu index i = {1, 2, ..., n− 1} tak, že p | ai a Věta je dokázána.

Věta 2.29. Necht’ p je prvočinitelem v I, pak p je též ireducibilńı prvek I.

D̊ukaz. Předpokládejme, že p je prvočinitel v I. Aby p byl ireducibilńım prvkem v I,

muśıme dokázat, že pro každého dělitele a ∈ I prvku p plat́ı a ‖ p nebo a ‖ 1. Jestliže

tedy a je libovolný prvek z I takový, že a | p, existuje q ∈ I tak, že p = aq. Pak ale p | aq,

a poněvadž p je prvočinitelem v I, je bud’ p | a nebo p | q. V prvém př́ıpadě dostáváme

a | p a zároveň p | a, a tedy p ‖ a. Když p | q, je p ‖ q (nebot’ z rovnosti p = aq plyne

q | p). Existuje tedy jednotka j ∈ I taková, že p = jq. Protože zároveň p = aq (a p 6= 0,

a tedy i q 6= 0), je a = j neboli a ‖ j.

Poznámka

Poznamenejme, že tvrzeńı obrácené věty neplat́ı a že tedy Definice 2.8 a 2.9 — ač jsou

zobecněńım dvou vlastnost́ı téhož pojmu prvoč́ısla v N, určuj́ı v obecném př́ıpadě r̊uzné

pojmy. Ukázku ireducibilńıho prvku, který neńı prvočinitelem, uvedeme v následuj́ıćım

př́ıkladě.

Př́ıklad 2.16. Necht’ M = {a + bi
√

5; a ∈ Z ∧ b ∈ Z} a (M,+, ·) je obor integrity. Č́ısla

3, 2 + i
√

5, 2− i
√

5 jsou ireducibilńı prvky v oboru integrity

M = ({a+ bi
√

5, a ∈ Z ∧ b ∈ Z},+, ·) (viz Př́ıklad 2.15 (b)). Plat́ı však

3 | (2 + i
√

5)(2− i
√

5) = 9

a přitom (d́ıky ireducibilnosti prvk̊u 2 + i
√

5, 2− i
√

5 v M) 3 - (2 + i
√

5) a 3 - (2− i
√

5).

Tedy č́ıslo 3 neńı prvočinitelem v M .
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[1]

Poznámka

Ř́ıkáme, že obor integrity I splňuje podmı́nku prvočinitelovou, jestliže každý ireducibilńı

prvek je prvočinitelem.

Věta 2.30. Necht’ v oboru integrity I existuje k libovolným dvěma prvk̊um největš́ı

společný dělitel. Pak každý ireducibilńı prvek v I je současně prvočinitel v I.

D̊ukaz. Bud’ p ∈ I ireducibilńı prvek. Jestliže p | ab pro nějaké prvky a, b ∈ I a p - a, pak

nutně (p, a) = 1 vzhledem k tomu, že p má pouze nevlastńı dělitele (podle předpokladu je

p ireducibilńı). Podle Věty 2.12 tedy p | b a p je prvočinitel v I.

Důsledek

V Eukleidově oboru integrity je libovolný prvek ireducibilńı, právě když je prvočinitel.

Definice 2.10. Řeknem, že obor integrity I splňuje podmı́nku konečnosti řetězce

dělitel̊u (pro zjednodušeńı je podmı́nku (D)), právě když pro každou posloupnost prvk̊u

v I tvaru

a1, a2, a3, · · · ∈ I, ai+1 | ai i = 1, 2, 3, . . . , (2.20)

plat́ı

(∃ n ∈ N)(∀ r, s ∈ N)(n 5 r ∧ n 5 s)⇒ ar ‖ as, (2.21)

neboli existuje n ∈ N tak, že

an ‖ an+1, an+1 ‖ an+2, an+2 ‖ an+3, . . . .

Př́ıklad 2.17. Z následuj́ıćıch čtyř posloupnost́ı v oboru integrity celých č́ısel zřejmě prvńı

tři maj́ı tvar (2.20) a posledńı tento tvar nemá.

24, -24, 12, -12, 6, -6, 3, -3, 1, -1, -1, 1, . . .

0, 0, 0, 729, 81, 27, 27, -27, 27, 27, -27, 27, · · ·

7, 7, 7, 7, 1, 1, 1, 1, 1, 1, . . .

6, 2, 6, 3, 6, 3, 6, 2, . . .
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Obdobně daľśı dvě ukázky posloupnosti prvk̊u z Q[x] maj́ı tvar (2.20):

x2 + 2x+ 1, x+ 1, 537x+ 537, 1/2x+ 1/2, 12/7, 3/4, 1, 1 . . .

x - 1, 2x - 2, 3x - 3, 4x -4, 5x -5, . . .

Všechny z uvedených posloupnost́ı, které maj́ı tvar (2.20), splňuj́ı podmı́nku (2.21). To

tedy naznačuje, že obory integrity Z a Q[x] by mohly splňovat podmı́nku (D). Odpověd’

nám dá následuj́ıćı věta.

[1]

Věta 2.31. V každém eukleidovském oboru integrity plat́ı podmı́nka (D).

D̊ukaz. Necht’ I je Eukleid̊uv obor integrity a necht’ a1, a2, a3, · · · ∈ I je libovolná posloup-

nost tvaru (2.20). Máme ukázat, že pro ńı plat́ı (2.21).

Plat́ı-li pro všechny jej́ı členy, že ai = 0, jsou všechny spolu asociovány a stač́ı v (2.21)

zvolit n = 1. Existuje-li člen ak 6= 0, muśı být d́ıky (2.20) ak+1 6= 0, ak+2 6= 0, . . . , takže

daná posloupnost může mı́t nulové členy nejvýše na prvńıch (k − 1) mı́stech. Protože

posloupnost a1, a2, a3, . . . a z ńı vybraná posloupnost ak, ak+1, ak+2, . . . maj́ı tu vlastnost,

že obě současně bud’ splňuj́ı, anebo nesplňuj́ı (2.21), můžeme předpokládat, že výchoźı

posloupnost má všechny členy nenulové. Poněvadž jde o prvky Eukleidova oboru integrity,

můžeme přej́ıt k posloupnosti jejich norem, pro něž podle (2.5) z definice Eukleidova oboru

integrity plat́ı nerovnosti v(a1) = v(a2) = v(a3) = · · · = 0.

V této nerostoućı posloupnosti přirozených č́ısel může nastat ostrá nerovnost pouze na

konečně mnoha (nejvýše na υ(a1)) mı́stech, takže existuje n tak, že pro libovolné indexy

r, s kde r = n a s = n, je

υ(ar) = υ(as). (2.22)

Z tranzitivnosti relace
”
děĺı“ pak vyplývá, že bud’ ar | as nebo as | ar, takže podle Věty

2.18 plyne z (2.22) vztah ar ‖ as.

Tedy pro libovolnou posloupnost v I tvaru (2.20) plat́ı (2.21), č́ımž je tvrzeńı věty

dokázáno.
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Věta 2.32. Necht’ obor integrity I spňuje podmı́nku (D) a necht’ a ∈ I, a 6= 0 a a ∦ 1.

Pak prvek a lze vyjádřit ve tvaru součinu konečně mnoha prvk̊u ireducibilńıch v I neboli,

jak se též ř́ıká, provést rozklad a v součin ireducibilńıch prvk̊u.

D̊ukaz. Nejprve ukážeme, že každý prvek a 6= 0 z I, který neńı jednotkou, je dělitelný

alespoň jedńım ireducibilńım prvkem. Jestliže a neńı ireducibilńı, pak a = a1b1, kde a1, b1

jsou vlastńı dělitelé č́ısla a. Dále budeme pokračovat úplnou indukćı. Předpokládejme, že

pro nějaké n ≥ 1 jsme sestrojili prvky a1, a2, ..., an, b1, b2, ..., bn takové, že a = a1a2...anbn

a bi+1 je vlastńım dělitelem bi pro každé i = 1, 2, ..., n− 1. Je-li prvek bn ireducibilńı jsme

hotovy. V opačném př́ıpadě je bn = an+1bn+1 kde an+1 a bn+1 jsou vlastńı dělitelé prvku bn

a a = a1a2...anan+1bn+1. Protože I splňuje podmı́nku konečnosti řetězc̊u vlastńıch dělitel̊u,

existuje nutně index m takový, že prvek bm je ireducibilńı dělitel prvku a. Nyńı se již d̊ukaz

snadno dokonč́ı. Jestliže a neńı ireducibilńı, existuje ireducibilńı prvek p1 tak, že a = p1a1.

Předpokládejme, že pro nějaké n ≥ 1 jsme sestrojili ireducibilńı prvky p1, p2, ..., pn a prvky

a1, a2, ..., an z I takové, že a = p1p2...pnan a ai+1 je vlastńım dělitelem prvku ai pro každé

i = 1, ..., n− 1. Je-li an ireducibilńı, jsme hotovy. V opačném př́ıpadě je podle prvńı části

d̊ukazu an = pn+1an+1, kde pn+1 ∈ I je ireducibilńı, a an+1 je tud́ıž vlastńım dělitelem

prvku an. Z podmı́nky konečnosti řetězc̊u vlastńıch dělitel̊u tedy plyne existence takového

indexu m, že prvek am je ireducibilńı a a = p1p2...pmam je rozklad prvku a na součin

ireducibilńıch prvk̊u.

Poznámka

Z d̊ukazu předchoźı Věty je zřejmé, že plat́ı: Necht’ obor integrity I splňuje podmı́nku (D)

a necht’ x ∈ I, x 6= 0, x ∦ 1. Pak x je dělitelný alespoň jedńım prvkem ireducibilńım v I.

Věta 2.33. Necht’ I je eukleidovský obor integrity. Potom je možné každý nenulový prvek

z I, který neńı jednotkou, rozložit v součin (konečně mnoha) ireducibilńıch prvk̊u.

D̊ukaz. Ihned plyne z Věty 2.31 a Věty 2.32.

Definice 2.11. Necht’ I je obor integrity,

a = p1p2...pn, a = q1q2...qm
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necht’ jsou rozklady prvku a ∈ I v součin ireducibilńıch prvk̊u. Řekneme, že tyto rozklady

jsou spolu asociovány, právě, když m = n a při vhodném oč́ıslováńı činitel̊u plat́ı pi ‖ qi
pro i = 1, 2, ..., n.

Definice 2.12. Obor integrity I se nazývá Gauss̊uv obor integrity, respektivě obor

integrity

s jednoznačným rozkladem, právě když pro každé a ∈ I, a 6= 0, a ∦ 1 existuje rozklad

v součin ireducibilńıch prvk̊u a když libovolné dva rozklady prvku a jsou spolu asociovány.

Věta 2.34. Necht’ obor integrity splňuje podmı́nku (D) a necht’ v I k libovolným dvěma

prvk̊um existuje největš́ı společný dělitel. Pak I je Gauss̊uv obor integrity.

D̊ukaz. Necht’ obor integrity I splňuje předpoklady věty a necht’ a 6= 0, a ∦ 1 je jinak

libovolný prvek z I. Podle Věty 2.32 existuj́ı rozklady prvku a v součin konečně mnoha

ireducibilńıch prvk̊u. Je třeba dokázat, že všechny takové rozklady prvku a jsou spolu

asociovány. Necht’ tedy

a = p1p2...pn = q1q2...qm (2.23)

jsou libovolné rozklady prvku a v součin ireducibilńıch prvk̊u, přičemž můžeme předpokládat,

že n 5 m. Asociovanost těchto rozklad̊u dokážeme indukćı podle n,

Jestliže n = 1, je a = p1. Poněvadž zároveň a = q1...qm a ireducibilńı prvek a = p1 je

podle Věty 2.30 prvočinitel, muśı podle Věty 2.28 existovat index j(1 5 j 5 m) tak, že

a | qj. Protože prvek qj je ireducibilńı a a ∦ 1, muśı platit a ‖ qj neboli p1 ‖ qj. Zbývá tedy

dokázat, že m = 1. Předpokládejme m 6= 1. Je

p1 = qj(q1q2...qj−1qj+1...qm),

a protože p1 ‖ qj, muśı být součin q1...qj−1qj+1...qm jednotka v I, a tedy každý jeho činitel

je jednotka v I. To však je ve sporu s předpokladem, že všechna qi(i = 1, ...,m) jsou

ireducibilńı prvky.

Předpokládejme dále, že Věta plat́ı pro všechny prvky z I, jejichž
”
kratš́ı“ rozklad má

nejvýše n − 1 prvk̊u. Ověř́ıme platnost Věty pro prvek a, který má rozklady (2.23). Z

(2.23) plyne

pn(p1p2...pn−1) = q1q2...qm, (2.24)
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takže pn|q1q2...qm. Z předpokladu o oboru integrity I plyne, že pn je nejen ireducibilńı

prvek, ale i prvočinitel; existuje podle Věty 2.29 index k(1 5 k 5 m) takový, že pn|qk.

Dı́ky komutativnosti struktury (I, ·) můžeme činitele qi přeč́ıslovat tak, že k = m, a tedy

pn|qm. Protože qm je ireducibilńı prvek a pn ∦ 1, muśı platit pn ‖ qm. To znamená, že

existuje jednotka j ∈ J(I) tak, že jpn = qm. Po dosazeńı do (2.24) a po zkráceńı prvkem

pn 6= 0 dostáváme

p1p2...pn−1 = q1q2...qm−1j = q1q2...qm−2q
′
m−1, (2.25)

kde q′m−1 = jqm−1. Prvńı z rozklad̊u v (2.25) má n − 1 činitel̊u, a tedy podle indukčńıho

předpokladu muśı být rozklady spolu asociovány. Proto je n − 1 = m − 1, a tedy též

n = m, a při vhodném přeč́ıslováńı je p1 ‖ q1, ..., pn−1 ‖ qm−1. Protože již v́ıme, že plat́ı

též pn ‖ qm, jsou rozklady (2.23) spolu asociovány, č́ımž je věta dokázána.

Bezprostředńım d̊usledkem právě dokázané Věty 2.34 , Věty 2.29 a Věty 2.31 je toto

tvrzeńı:

Věta 2.35. Každý Euklid̊uv obor integrity je rovněž Gaussovým oborem integrity.

Tato věta se nedá obrátit. Existuj́ı Gaussovy obory integrity, které nejsou Eukleidovy,

např. obor integrity Z[x] (viz Př́ıklad 1.7.)

Poznámka

• V Gaussově oboru integrity můžeme libovolný rozklad prvku a

a = p1p2...pm (2.26)

v součin ireducibilńıch prvk̊u upravit tak, že sdruž́ıme vždy všechny ty činitele z (2.26),

které jsou spolu asociovány. Rozklad (2.26) pak můžeme psát ve tvaru

a = jqr11 q
r2
2 ...q

rn
n , (2.27)

kde j ∈ J(I), q1, q2, ...qn jsou ireducibilńı prvky z rozkladu (2.26), z nichž žádné dva

s r̊uznými indexy nejsou spolu asociovány, a r1, r2, ..., rn jsou nenulová přirozená č́ısla.

Takovému rozkladu (2.27) ř́ıkáme kanonický rozklad (prvku a v součin ireducibilńıch
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prvk̊u).

• Někdy je užitečné připustit v rozkladu (2.27) též exponenty rovné 0. Pak hovoř́ıme

o takzvaném zobecněném kanonickém rozkladu.

Př́ıklad 2.18. Č́ıslo (−54) ∈ Z má např. tento rozklad (v součin prvoč́ısel):

(−54) = 2 · 3 · (−3) · 3

Jeho kanonický rozklad pak sestroj́ıme takto:

(−54) = 2 · ((−1) · 3) · 3 · 3 = (−1) · 21 · 33

rovněž

(−54) = (−1) · (−2)1 · (−3)3

je jeho kanonický rozklad. Všimněme si, že jednotce (-1) se při zápisu kanonického rozkladu

č́ısla (-54) nemůžeme vyhnout.

Př́ıklad 2.19. Pro č́ısla 3 675, 11 880 ∈ Z která maj́ı rozklady

3 675 = 3 · 5 · (−5) · (−7) · 7 = 3 · 52 · 72,

11 880 = 2 · (−2) · (−2) · 3 · 3 · 3 · 5 · 11 = 23 · 33 · 5 · 11,

maj́ı zobecněné kanonické rozklady s touž množinou ireducibilńıch prvk̊u tvar

3 675 = 20 · 3 · 52 · 72 · 110,

11 880 = 23 · 33 · 5 · 70 · 11.

Věta 2.36. Necht’ I je gauss̊uv obor integrity. Pak plat́ı:

(1) Necht’ prvek a ∈ I, a 6= 0, a 6= 1 má (zobecněný) kanonický rozklad a = jpk11 p
k2
2 · · · pknn .

Pak nenulový prvek b ∈ I je dělitelem prvku a, právě když (zobecněný) kanonický rozklad

b = j′ps11 p
s2
2 · · · psnn , kde j′ je jednotka a si ∈ N, si ≤ ki pro každé i = 1, 2, ..., n. Přitom

b je vlastńım dělitelem prvku a, právě když existuje i ∈ {1, 2, ..., n} tak, že si < ki a

j ∈ {1, 2, ..., n} tak, že sj > 0 (př́ıpad i = j neńı vyloučen);

(2) Jsou-li a = j1p
k1
1 , · · · , pknn a b = j2p

s1
1 · · · psnn dva prvky z I takové, že

k1, k2, ..., kn, s1, s2, ..., sn ∈ N, pak označ́ıme-li ri = min (ki, si),

a ui = max (ki, si), i = 1, 2, · · · , n, je (a, b) = pr11 p
r2
2 · · · prnn a [a, b] = pu11 p

u2
2 · · · punn .
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D̊ukaz. Je-li a = bc, kde c = j′′pm1
1 pm2

2 · · · pmn
n , j′′ ‖ 1, pak zřejmě j = j′j′′ a ki = si + mi

pro každé i = 1, 2, ..., n, odkud snadno plyne tvrzeńı (1).

Dále, prvek d = pr11 p
r2
2 · · · prn2 je podle (1) společným dělitelem prvk̊u a, b.

Je-li t libovolný společný dělitel těchto prvk̊u, pak t = j̄pl11 p
l2
2 · · · plnn , kde j̄ je jednotka

v I a li ≤ ki, li ≤ si pro každé i = 1, 2, ..., n podle (1). Pak ale li ≤ ri, i = 1, 2, ..., n, a

d = (a, b). Tvrzeńı o nejmenš́ım společném násobku se dokáže analogicky.

Poznámka

Z tvrzeńı (2) předchoźı Věty ihned plyne, že v libovolném Gaussově oboru integrity I

(existuje i pro libovolnou n-tici prvk̊u z T ) největš́ı společný dělitel a nejmenš́ı společný

násobek.

Př́ıklad 2.20. Poč́ıtejme v oboru integrity Z největš́ı společný dělitel

D(750, 910,−1320) = x a nejmenš́ı společný násobek [750, 910,−1320] = y.

Nejprve vytvoř́ıme vhodné zobecněné rozklady daných č́ısel:

750 = 21 · 31 · 53 · 70 · 110 · 130

910 = 21 · 30 · 51 · 71 · 110 · 131

(−1320) = (−1) · 23 · 31 · 51 · 70 · 111 · 130

Potom x = 2t1 · 3t2 · 5t3 · 7t4 · 11t5 · 13t6 kde t1 = min (1, 1, 3), t2 = min (1, 0, 1) atd.;

tedy x = 21 · 30 · 51 · 70 · 110 · 130 = 2 · 5 = 10.

Obdobně y = 2u1 · 3u2 · 5u3 · 7u4 · 11u5 · 13u6 ,kde u1 = max (1, 1, 3), u2 = max (1, 0, 1),

atd.; takže y = 23 · 31 · 53 · 71 · 111 · 131 = 3 003 000.

Věta 2.37. Obor integrity I je Gaussovým oborem integrity, právě když v I k libovolným

dvěma prvk̊um existuje největš́ı společný dělitel a když I splňuje podmı́nku (D).

D̊ukaz. Splňuje-li daný obor integrity I podmı́nku (D) a existuje-li v něm největš́ı společný

dělitel pro libovolné dva prvky, je I podle Věty 2.34 Gauss̊uv obor integrity.

Je-li I Gauss̊uv obor integrity, existuje v I podle Věty 2.36 tvrzeńı (2) největš́ı společný

dělitel. Zbývá tedy ověřit, že I splňuje též podmı́nku (D). Necht’

a1, a2, ..., kde ai+1 | ai (i = 1, 2, ...) (2.28)

je libovolná posloupnost v I. Můžeme předpokládat, že a1 6= 0.A tedy i všechny členy této
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posloupnosti jsou nenulové. Pak existuje zobecněný kanonický rozklad a1; necht’ je tvaru

a1 = jpk11 p
k2
2 · · · pknn .

Podle Věty 2.36 tvrzeńı (1) maj́ı všechny členy posloupnosti (2.28) zobecněné kanonické

rozklady téhož tvaru, pouze s eventuálně menš́ımi exponenty. Pokud ai+1 ∦ ai, muśı v roz-

kladu prvku ai+1 alespoň jeden exponent být menš́ı než odpov́ıdaj́ıćı mocnitel v rozkladu

prvku ai. Proto v posloupnosti (2.28) může být nejvýše k1 +k2 + · · · kn člen̊u, které nejsou

spolu asociovány. To znamená, že existuje index m takový, že pro s, r = m je as ‖ ar.

Obor integrity I tedy splňuje podmı́nku (D), č́ımž je věta dokázána.

Poznámka

Tato Věta je nutná a postačuj́ıćı podmı́nka pro to, aby obor integrity byl Gauss̊uv.

2.6 Př́ıklady

Př́ıklad 2.21. Nalezněte největš́ı společný dělitel, koeficienty c1, c2 v Bezoutově rovnosti

a nejmenš́ı společný násobek č́ısel a = 1 331, b = −550.

(1) Použijeme Eukleidova algoritmus:

1 331 = −550 · (−2) + 231

−550 = 231 · (−3) + 143

231 = 143 · 1 + 88

143 = 88 · 1 + 55

88 = 55 · 1 + 33

55 = 33 · 1 + 22

33 = 22 · 1 + 11

22 = 11 · 2 + 0

Tedy D(1 331,−550) = 11.
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(2) Označme dále a = 1 331, b = −550, x = D(1 331,−550). Budeme hledat celá č́ısla

c1, c2 tak, aby x = c1a+ c2b. Použijeme postupné úpravy
”
směrem dol̊u“ a dostáváme:

a = b · (−2) + 231 ⇒ 231 = a+ 2b

b = (a+ 2b)(−3) + 143 ⇒ 143 = 3a+ 7b

a+ 2b = (3a+ 7b) · 1 + 88 ⇒ 88 = −2a− 5b

3a+ 7b = (−2a− 5b) · 1 + 55 ⇒ 55 = 5a+ 12b

−2a− 5b = (5a+ 12b) · 1 + 33 ⇒ 33 = −7a− 17b

5a+ 12b = (−7a− 17b) · 1 + 22 ⇒ 22 = 12a+ 29b

−7a− 17b = (12a+ 29b) · 1 + 11 ⇒ 11 = −19a− 46b

x = 11 = −19a− 46b

Stač́ı tedy položit c1 = −19, c2 = −46.

(3) [a, b] = a·b
D(a,b)

= [1 331,−550] = 1 331·(−550)
11

= −66 550.

Tedy [1 331,−550] = −66550.

Př́ıklad 2.22. Nalezněte největš́ı společný dělitel a nejmenš́ı společný násobek č́ısel

a = 126 + 64i, b = 48− 72i.

(1) 126+64i
48−72i ·

48+72i
48+72i

= 1 440
7 488

+ 3 036
1 862

i = 15
78

+ 1 518
931

i

|15
78
− q1| ≤ 1

2
|1 518
931
− q2| ≤ 1

2
⇒ q1 = 0, q2 = 2⇒ Q1 = 2i

•R1 = r1 + r2i = (126 + 64i)− (48− 72i)(2i) = −18− 32i

48−72i
−18−32i ·

−18+32i
−18+32i

= 1 440
1 348

+ 2 831
1 348

i = 360
337

+ 2 831
1 348

i

|360
337
− qp1| ≤ 1

2
|2 831
1 348
− qp2| ≤ 1

2
⇒ qp1 = 1, qp2 = 2⇒ Q2 = 1 + 2i

•R2 = rp1 + rp2i = (48− 72i)− (−18− 32i)(1 + 2i) = 2− 4i

−18−32i
2−4i ·

2+4i
2+4i

= 92
20
− 136

20
i = 23

5
− 34

5
i

|23
5
− qp1| ≤ 1

2
| − 34

5
− qp2| ≤ 1

2
⇒ qq1 = 5, qq2 = −7⇒ Q3 = 5− 7i

•R3 = rq1 + rq2i = (−18− 32i)− (2− 4i)(5− 7i) = 2i

2−4i
2i
· −2i−2i = −8−4i

4
= −2− i

| − 2− qq1| ≤ 1
2

| − 1− qq2| ≤ 1
2
⇒ qqp1 = −2, qpq2 = −1⇒ Q4 = −2− i

•R4 = rpq1 + rpq2 i = (2− 4i)− (2i)(−2− i) = 0
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Tedy D(a, b) = 2i.

(2) [a, b] = a·b
D(a,b)

= (126+64i)·(48−72i)
2i

· −2i−2i = −12 000−21 312i
4

= −3 000− 5 328i

[4]

Př́ıklad 2.23. Nalezněte největš́ı společný dělitel polynomů f(x), g(x), h(x) jestliže:

f(x) = 2x4 + 3x3 − 3x2 − 5x+ 2

g(x) = 2x3 + x2 − x− 1

h(x) = 2x5 − 2x3 − x2 + 4x+ 1.

Podle Věty 2.6 tvrzeńı b) je D(f(x), g(x), h(x)) = D(D(f(x), g(x)), h(x)).

(1) Urč́ıme D(f(x), g(x)).

(2x4 + 3x3 − 3x2 − 5x+ 2) : (2x3 + x2 − x− 1) = x+ 1

−2x4 − x3 + x2 + x

2x3 − 2x2 − 4x+ 2

−2x3 − x2 + x+ 1

−3x2 − 3x+ 3

Vzhledem k tomu, že se největš́ı společný dělitelpolynomů nezměńı, nahrad́ıme-li polynom

−3x2 − 3x+ 3 polynomem x2 + x+ 1 s ńım asociovaným. Je

(2x3 + x2 − x− 1) : (x2 + x− 1) = 2x− 1

−2x3 − 2x2 + 2x

−x2 + x− 1

x2 − x+ 1

0

Tedy D(f(x), g(x)) = x2 + x− 1.

(2) Urč́ıme D(D(f(x), g(x), h(x))).

(2x5 − 2x3 − x2 + 4x+ 1) : (x2 + x− 1) = 2x3 − 2x2 + 2x− 5

−2x5 − 2x4 + 2x3

−2x4 − x2 − 4x+ 1

2x4 + 2x3 − 2x2

2x3 − 3x2 + 4x+ 1
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−2x3 − 2x2 − 2x

−5x2 + 6x+ 1

5x2 − 5x− 5

11x− 4

Polynom x2 + x − 1 nahrad́ıme polynomem 11x2 + 11x − 11 s ńım asociovaným.

Dostáváme

(11x2 + 11x− 11) : (11x− 4) = x+ 15
11

−11x2 + 4x

15x− 11

−15x+ 60
11

−60
11

Tedy D(D(f(x), g(x), h(x))) = −60
11

.

Př́ıklad 2.24.

Mezi nejd̊uležitěǰśı rozš́ı̌reńı oboru celých č́ısel patř́ı tzv. kvadratická rozš́ı̌reńı, tj obory

typu Z[
√
s]. Pro některá s se dělitelnost chová pěkně (jsou to dokonce Eukleidovy obory),

pro některá naopak velmi špatně (nejsou to ani Gaussovy obory).

Necht’ v daľśım je s celé č́ıslo, jež neńı dělitelné druhou mocninou žádného prvoč́ısla,

a necht’ υ je zobrazeńı

υ : Z[
√
s] = {a+ b

√
s; a ∈ Z ∧ b ∈ Z} −→ N takové, že υ(a+ b

√
s) = |a2 − sb2|. (2.29)

Je dobré mı́t na paměti, že pro s < 0 je υ(u) = |u|2, (obyčejná absolutńı hodnota kom-

plexńıho č́ısla), d́ıky čemuž se dá často aplikovat geometrický náhled na situaci. Některé

obory Z[
√
s] jsou Eukleidovy, např. s = −1,±2, 3, některé ne, např. pro s = −3, 5.

Dá se dokázat, že pro každé u, v ∈ Z[
√
s] plat́ı:

(1) υ(u · v) = υ(u) · υ(v),

(2) υ(u) = 1, právě když u je invertibilńı.
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D̊ukaz.

(1) Označme u = a+ b
√
s a v = c+ d

√
s. Pak

υ(u · v) = υ((ac+ sbd) + (ad+ bc)
√
s) =

= |a2c2 + 2sabcd+ s2b2d2 − s(a2d2 + 2abcd+ b2c2)| =

= |a2c2 + s2b2d2 − sa2d2 − sb2c2| =

= |a2 − sb2| · |c2 − sd2| = υ(u) · υ(v).

(2) Pokud υ(a + b
√
s) = |a2 − sb2| = 1, pak a2 − sb2 = (a− b

√
s)(a + b

√
s) = ±1, a tedy

(a+ b
√
s) ‖ 1.

Opačná implikace plyne z (1): je-li u ‖ 1, tj. existuje v takové, že uv = 1, pak 1 = υ(1) =

υ(uv) = υ(u)υ(v), a tedy υ(u) = υ(v) = 1.

Podmı́nku (2) lze s úspěchem využ́ıt pro hledáńı invertibilńıch prvk̊u.

• V oboru Z[i] máme ϑ(a+ bi) = a2 + b2, tedy ϑ(u) = 1⇔ u = ±1, u = ±i.

• V oboru Z[i
√

2] máme υ(a+ bi) = a2 + 2b2, tedy υ(u) = 1⇔ u = ±1.

Podmı́nka (1) ř́ıká, že pokud u | v, pak υ(u) | υ(v). Nav́ıc, pokud je u vlastńı dělitel,

pak 1 6= υ(u) 6= υ(v). Tyto vlastnosti lze s úspěchem využ́ıt pro hledáńı ireducibilńıch

rozklad̊u. Jednak, je-li υ(u) prvoč́ıslo, pak je u zaručeně ireducibilńı. Opačná implikace

neplat́ı, např. v Z[i] je prvek 3 ireducibilńı, ačkoliv má normu 9. Uvedená vlastnost však

pomáhá k nalezeńı dělitele či k d̊ukazu ireducibility: např. pro zmı́něný prvek 3 v Z[i],

pokud by existoval netriviálńı rozklad, pak jedině na dva prvky normy 3; prvky normy 3,

ale v Z[i] nejsou.

Pro některé obory Z[
√
s] je uvedené zobrazeńı υ Eukleidovou normou. Ukážeme tento

fakt pro Gaussova celá č́ısla, tj. ukážeme, že zobrazeńı υ definované v (2.29) je Eukleidova

norma v Z[i].

D̊ukaz. Je třeba ověřit podmı́nky (2.5) a (2.6) z Definice 2.7.

• Podmı́nka (2.5) plyne ihned z předchoźıho tvzeńı (1).
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• Pro d̊ukaz (2.6) uvažujme a, b ∈ Z[i], b 6= 0, a položme

z =
a

b
∈ C

(přesný pod́ıl v C). Bud’ q nejbližš́ı prvek Z[i] k prvku z (tj. takový, pro který je |z − q|

minimálńı); je-li takových v́ıce, zvolme libovolný z nich. Položme

r = a− bq.

Pak zřejmě bq + r = a a zbývá dokázat, že υ(r) < υ(b). Jaká je vzdálenost q a z?

V nejhorš́ım př́ıpadě je z uprostřed čtverce s celoč́ıselnými vrcholy, tedy určitě

|z − q| ≤
√
2
2
< 1. Proto

υ(r) = |r|2 = |a− bq|2 = |b|2 · |a
b
− q|2 = |b|2 · |z − q|2 < |b|2 = υ(b).

Pro obory Z[i
√

2] či Z2πi/3 lze d̊ukaz provést zcela analogicky, protože i zde plat́ı

υ(u) = |u|2 a jediný rozd́ıl tak je v odhadu |z− q|. Pro Z[i
√

3] už d̊ukaz neprojde, protože

střed obdélńıka má vzdálenost od vrcholu rovnou 1. Ve skutečnosti tento obor neńı ani

Gauss̊uv.

Pro obory Z[s] pro s kladné scháźı geometrická představa. Pro s = 2, 3 však funguje

podobný algoritmus děleńı: stač́ı zaokrouhlit koeficienty přesného pod́ılu. Důkaz odhadu

normy zbytku je však o něco komplikovaněǰśı.

Studium r̊uzných rozš́ı̌reńı oboru celých č́ısel neńı nijak samoúčelné, matematici se

k těmto obor̊um dostali při řešeńı řady jiných úloh. K rozvoji teorie nezanedbatelně

přispěly např. pokusy dokázat t́ımto zp̊usobem Velkou Fermatovu větu (tj. dokázat, že

neexistuj́ı nenulová celá č́ısla x, y, z splňuj́ıćı xn+yn = zn pro nějaké n ≥ 3). Už Leonhard

Euler použil v roce 1753 poč́ıtáńı v oboru Z[i
√

3] k řešeńı Velké Fermatovy věty pro

exponent 3 a asi největš́ıho úspěchu touto metodou dosáhl Kummer v polovině 19. stolet́ı,

když se mu povedlo vyřešit všechny exponenty menš́ı než 100 kromě 37, 59, 67, 74.

Pro ilustraci ukážeme řešeńı jedné speciálńı diofantické rovnice. Metoda využ́ıvá řadu

teoretických vlastnost́ı oboru Z[i], např. existence největš́ıho společného dělitele a jedno-

značnost rozklad̊u na ireducibilńı prvky.
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[2]

Př́ıklad 2.25. Řeště v oboru integrity celých č́ısel rovnici

x2 + 1 = y3.

Nejprve rozlož́ıme x2+1 = (x+i)(x−i) a dokážeme, že jsou č́ısla x−i, x+i nesoudělná.

Plat́ı D(x+ i, x− i) = D(x+ i, 2i) = D(x− i, 2i), a protože 2i = (1+ i)2, muśı být výsledek

jedno z č́ısel 1, 1 + i, (1 + i)2. Pokud je x liché, pak je υ(x + i) = υ(x − i) ≡ 2 (mod 4)

(dosad’me x = 2k + 1), a tedy (1 + i)2 neděĺı x+ i ani x− i (tj. v ireducibilńım rozkladu

těchto č́ısel je 1 + i nejvýše jednou). Protože je součin (x+ i)(x− i) třet́ı mocninou, počet

č́ısel 1 + i v jeho ireducibilńım rozkladu muśı být dělitelný třemi; čili jediná možnost je,

že tam neńı žádné. Tedy D(x+ i, x− i) = 1.

Dokázali jsme, že x + i a x − i jsou nesoudělné v Z[i]. Protože jejich součin je třet́ı

mocninou č́ısla y, každé z nich muśı být třet́ı mocninou nějakého prvku Z[i].Uvažujme

takové a+ bi: z rovnosti

(a+ bi)3 = (a3 − ab2) + (a2b− b3)i = x+ i plyne b(a2 − b2) = 1, což má jediné celoč́ıselné

řešeńı: b = −1, a = 0. To dává jediné celoč́ıselné řešeńı p̊uvodńı rovnice x = 0, y = 1.

[2]

Př́ıklad 2.26.

Z[
√

2] spolu s normou υ(u) = υ(a+ bi) = |a2− 2b2| je Euklid̊uv obor integrity (respektivě

norma υ je Euklidova norma).

Řešeńı.

1. Dokážeme, že pro libovolné prvky u, v ∈ Z[
√

2], v 6= 0, plat́ı:

u | v ⇒ υ(u) ≤ υ(v) :

Necht’ u = a+ b
√

2, v = c+ d
√

2 ∈ Z[
√

2], c+ d
√

2 6= 0 jsou takové prvky, že

(a+ b
√

2) | (c+ d
√

2). Pak existuje prvek e+ f
√

2 ∈ Z[
√

2], tak, že

c+ d
√

2 = (a+ b
√

2)(e+ f
√

2).

Tedy υ((a+ b
√

2) · (e+ f
√

2)) = υ(c+ d
√

2).

Ale protože v́ıme z Př́ıkladu 0.4, že υ(a+ b
√

2)(e+ f
√

2) = υ(a+ b
√

2)υ(e+ f
√

2), tak
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|a2 − 2b2| · |e2 − 2f 2| = |c2 − 2d2|, a tedy

|a2 − 2b2| ≤ |c2 − 2d2|, neboli υ(a+ b
√

2) ≤ υ(c+ d
√

2), tj. υ(u) ≤ υ(v).

2. Dále dokážeme, že pro libovolné prvky u, v ∈ Z[
√

2], v 6= 0, existuj́ı prvky

q, r ∈ Z[
√

2]) tak, že u = vq + r, υ(r) = 0 nebo υ(r) < υ(v).

Necht’ u = a+ b
√

2, v = c+ d
√

2.

Vytvoř́ıme pod́ıl a+b
√
2

c+d
√
2

= a+b
√
2

c+d
√
2
· c−d

√
2

c−d
√
2

= ac−2bd
c2−2d2 + bc−ad

c2−2d2
√

2, kde ac−2bd
c2−2d2 ,

bc−ad
c2−2d2 ∈ Q.

Lze tedy nalázt racionálńı č́ısla x, y tak, že

a+b
√
2

c+d
√
2

= ac−2bd
c2−2d2 + bc−ad

c2−2d2
√

2 = x+ y
√

2. (2.30)

(a) Pokud jsou x, y ∈ Z, stač́ı volit q1 + q2
√

2 = x+ y
√

2, r1 + r2
√

2 = 0.

(b) V opačném př́ıpadě zvoĺıme celá č́ısla q1, q2 tak, že

|x− q1| = |ac−2bdc2−2d2 − q1| ≤
1
2

a |y − q2| = | bc−adc2−2d2 − q2| ≤
1
2
. (2.31)

Taková č́ısla q1, q2 jistě existuj́ı.

Prvek r = r1 + r2
√

2 źıskáme z rovnice

r = r1 + r2
√

2 = (a+ b
√

2)− (c+ d
√

2)(q1 + q2
√

2), takže r1, r2 ∈ Z. (2.32)

Dosazeńım z (2.30) do (2.32) máme

r1 +r2
√

2 = (x+y
√

2)(c+d
√

2)− (c+d
√

2)(q1 +q2
√

2) = (c+d
√

2)[(x−q1)+(y−q2)
√

2].

Označme x− q1 = p1 a y − q2 = p2. Pak

r1 + r2
√

2 = (c+ d
√

2)(p1 + p2
√

2). (2.33)

Z (2.33) plyne, že

υ(r1 + r2
√

2) = υ(c+ d
√

2)υ(p1 + p2
√

2) = |c2 − 2d2| · |p21 − 2p22|.

Dı́ky (3.21) je |p21−2p22| = |(x−q1)2−2(y−q2)2| ≤ 1
2
. Tedy υ(r1 +r2

√
2) < υ(c+d

√
2).

Poznámka

Analogicky lze postupovat i v př́ıpadě obor̊u integrity Z[
√

3] a Z[i
√

2].

[4]
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Př́ıklad 2.27.

Nalezněte největš́ı společný dělitel a nejmenš́ı společný násobek č́ısel

a = −50 + 3
√

2, b = 22 + 15
√

2.

(1) −50+3
√
2

22+15
√
2
· 22−15

√
2

22−15
√
2

= −1190
34

+ 816
34

√
2 = −35 + 24

√
2 = q1 + q2

√
2.

• R1 = r1 + r2
√

2 = (−50 + 3
√

2)− (22 + 15
√

2)(−35 + 24
√

2) = 0.

Tedy D(a, b) = 22 + 15
√

2.

(2) [a, b] = a·b
D(a,b)

= a = −50 + 3
√

2

[4]

Př́ıklad 2.28. Nalezněte největš́ı společný dělitel a nejmenš́ı společný násobek č́ısel

a = 10 + 2
√

3, b = 54 + 44
√

3.

(1) 54+44
√
3

10+2
√
3
· 10−2

√
3

10−2
√
3

= 276+332
√
3

88
= 276

88
+ 332

88

√
3 = 69

22
+ 83

22

√
3

|69
22
− q1| ≤ 1

2
|83
22
− q2| ≤ 1

2
⇒ q1 = 3, q2 = 4⇒ Q1 = 3 + 4

√
3

• R1 = r1 + r2
√

3 = (54 + 44
√

3)− (10 + 2
√

3)(3 + 4
√

3) = −2
√

3

10+2
√
3

−2
√
3
· 2
√
3

2
√
3

= 12+20
√
3

−12 = −1− 5
3

√
3.

qp1 = −1, |5
3
− qp2| ≤ 1

2
⇒ qp2 = −2⇒ Q2 = −1− 2

√
3

• R2 = rp1 + rp2
√

3 = (10 + 2
√

3) + 2
√

3(−1− 2
√

3) = −2

−2
√
3

−2 =
√

3 ⇒ Q3 =
√

3, rq = 0.

Tedy D(a, b) = −2.

(2) [a, b] = a·b
D(a,b)

= (10+2
√
3)·(54+44

√
3)

−2 = (54 + 44
√

3)(5 +
√

3) = 666 + 274
√

3

[4]

Př́ıklad 2.29. Nalezněte největš́ı společný dělitel a nejmenš́ı společný násobek č́ısel

a = 4 + 32i
√

2, b = 24− 17i
√

2.

(1) 4+32i
√
2

24−17i
√
2
· 24+17i

√
2

24+17i
√
2

= 96+68i
√
2+768i

√
2+544i2

√
2
2

576+408i
√
2−408i

√
2−289i2

√
2
2 = − 992

1 154
+ 836i

√
2

1 154
= −496

577
+ 418i

√
2

577

| − 496
577
− q1| ≤ 1

2
|418
577
− q2| ≤ 1

2
⇒ q1 = 3, q2 = 4⇒ Q1 = −1 + i

√
2
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• R1 = r1 + r2i
√

2 = (4 + 32i
√

2)− (24− 147i
√

2) · (−1 + i
√

2) = 28− 9i
√

2− 34 =

= −6− 9i
√

2

24−147i
√
2

−6−9i
√
2
· −6+9i

√
2

−6+9i
√
2

= 162+318i
√
2

198
= 9

11
+ 53i

√
2

33

| 9
11
− qp1| ≤ 1

2
|53
33
− qp2| ≤ 1

2
⇒ qp1 = 1, qp2 = 2⇒ Q2 = 1 + 2i

√
2

• R2 = rp1 + rp2i
√

2 = (24− 17i
√

2)− (−6− 9i
√

2) · (1 + 2i
√

2) = −6 + 4i
√

2

−6−9i
√
2

−6+4i
√
2
· −6−4i

√
2

−6−4i
√
2

= − 9
17

+ 20i
√
2

17

| 9
17
− qq1| ≤ 1

2
|20
17
− qq2| ≤ 1

2
⇒ qq1 = −1, qq2 = 1⇒ Q3 = −1 + i

√
2

• R3 = rq1 + rq2i
√

2 = (−6− 9i
√

2)− (−6 + 4i
√

2) · (−1 + i
√

2) = −4 + i
√

2

−6+4i
√
2

−4+i
√
2
· −4−i

√
2

−4−i
√
2

= 16
9
− 5i

√
2

9

|16
9
− qqp1 | ≤ 1

2
|5
9
− qqp2 | ≤ 1

2
⇒ qqp1 = 2, qqp2 = −1⇒ Q4 = 2− i

√
2

• R4 = rqp1 + rqp2 i
√

2 = (−6 + 4i
√

2)− (−4 + i
√

2) · (2− i
√

2) = −2i
√

2

−4+i
√
2

−2i
√
2
· 2i
√
2

2i
√
2

= −1
2
− i
√

2

|1
2
− qIV1 | ≤ 1

2
|1− qIV2 | ≤ 1

2
⇒ qIV1 = −1, qIV2 = −1⇒ Q5 = −1− i

√
2

•R5 = rIV1 + rIV2 i
√

2 = (−4 + i
√

2)− (−2i
√

2) · (−1− i
√

2) = −i
√

2

−2i
√
2

−i
√
2

= 2 ⇒ Q6 = 2, R6 = 0.

Tedy D(a, b) = −i
√

2.

(2) [a, b] = a·b
D(a,b)

= (4+32i
√
2)(24−17i

√
2)

−i
√
2

· i
√
2

i
√
2

= 11 84i
√
2−1 400
2

= 592i
√

2− 700

[4]

Př́ıklad 2.30. Obor Z[
√

5] neńı Gauss̊uv obor integrity. Dokažte.

D̊ukaz.

4 = 2 · 2 = (
√

5− 1)(
√

5 + 1)

• Prvky 2 a ±1 +
√

5 jsou navzájem neasociované, protože všechny prvky dělitelné 2

maj́ı oba koeficienty sudé.11xˆ2 + 11x - 11

• Dokážeme, že prvky 2 a ±1 +
√

5 jsou ireducibilńı.

υ(u) = υ(a+ b
√

5) = |a2 − 5b2| = a2 + 5b2, pro libovolný prvek u ∈ Z[
√

5].

Protože υ(2) = 4, υ(±1 +
√

5) = |1− 5 · 1| = 4 tj. normy prvk̊u 2 a ±1 +
√

5 jsou 4, bude

netriviálńı rozklad rozkladem na součin dvou prvk̊u normy 2.
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V Z[
√

5] však neexistuj́ı prvky s normou 2: je-li u = a + b
√

5 a a, b maj́ı opačnou paritu,

pak je υ(u) liché, a maj́ı-li stejnou paritu, pak je υ(u) dělitelné 4.

[2]

Př́ıklad 2.31. Nalezněte všechny jednotky v oboru integrity I jestliže:

(1) I = Z[i
√

2]:

(∀u ∈ Z[i
√

2]) υ(u) = υ(a+ bi
√

2) = |a2 + 2b2| = a2 + 2b2.

Prvek u ∈ Z[i
√

2] je jednotka, právě když υ(u) = 1 (viz Př́ıklad 2.24).

Tedy υ(u) = a2 + 2b2 = 1, což nastane právě tehdy, když b = 0 a a = ±1.

Pak u = 1 a u = −1 jsou všechny jednotky v Z[i
√

2].

(2) I = Z[
√

2]:

(∀u ∈ Z[
√

2]) υ(u) = υ(a+ b
√

2) = |a2 − 2b2| a |a2 − 2b2| = 1⇔ a2 − 2b2 = ±1

(a) a2−2b2 = −1. Dosazujeme-li postupně do rovnice č́ısla b = 0, 1, dostáváme hodnoty

a2 = −1, a2 = 1. Tedy nejmenš́ı kladné řešeńı této rovnice je [a0, b0] = [1, 1] a u = 1 +
√

2

je jednotka v Z[
√

2].

Protože vlastně hledáme všechna řešeńı Pellových rovnic a2 − 2b2 = −1 a a2 − 2b2 = 1,

tak

• pro n liché, u ∈ Z+, budou (1 +
√

2)n všechna kladná řešeńı rovnice a2 − 2b2 = −1,

• pro n sudé, u ∈ Z+, budou (1 +
√

2)n všechna kladná řešeńı rovnice a2 − 2b2 = 1.

(b) a2 − 2b2 = +1, pro b = 0 je a2 = 1 a u = ±1 jsou jednotky v Z[
√

2].

Tedy všemi jednotkami v oboru integrity Z[
√

2] jsou u = ±1 a dále u = ±(1 +
√

2)n,

n ∈ Z− {0} (viz Věta 2.2 tvrzeńı (2)).

Př́ıklad 2.32. Dokažte, že v oboru integrity Z[
√

5].

(1) Je prvek (2 +
√

5)n jednotka pro u ∈ Z.

(2) Jsou prvky 1−
√

5 a −199− 89
√

5 asociované.

(1) Prvek u ∈ Z[
√

5], u = a + b
√

5, je jednotka, právě když υ(u) = 1, tj. právě když

|a2− 5b2| = 1. Uvažujme nejprve prvek u = 2 +
√

5. Pak υ(u) = |4− 5 · 1| = 1, a tedy u je
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jednotka v Z[
√

5].

Podle Věty 2.2 tvrzeńı (2) ovšem také (2 +
√

5)n, n ∈ Z, je jednotka v Z[
√

5].

(2) Necht’ x = 1 −
√

5, y = −199 − 89
√

5. Prvky x, y jsou asociované v Z[
√

5], právě

když x | y ∧ y | x.

x
y

= 1−
√
5

−199−89
√
5

= 1−
√
5

−199−89
√
5
· −199+89

√
5

−199+89
√
5

= −644+288
√
5

−4 = 161− 72
√

5 ∈ Z[
√

5], tj. y | x.

y
x

= −199−89
√
5

1−
√
5

= −199−89
√
5

1−
√
5
· 1+

√
5

1+
√
5

= −644−288
√
5

−4 = 161 + 72
√

5 ∈ Z[
√

5], tj. x | y.

Př́ıklad 2.33. Dokažte, že v oboru integrity Z[
√

3].

(1) Je prvek (2 +
√

3)n, n ∈ Z, jednotka.

(2) Jsou prvky 3− 2
√

3 a 45 + 26
√

3 asociované.

(1) Prvek u = 2 +
√

3 je jednotka v Z[
√

3], právě když je invertibilńı, tj. existuje prvek

u−1 ∈ Z[
√

3] tak, že u · u−1 = 1.

Je-li u = 2 +
√

3, pak u−1 = 1
2+
√
3

= 1
2+
√
3
· 2−

√
3

2−
√
3

= 2 −
√

3 ∈ Z[
√

3]. Tedy u = 2 +
√

3 je

jednotka v Z[
√

3].

Podle Věty 2.2 tvrzeńı (2) je i (2 +
√

3)n, n ∈ Z, jednotka v Z[
√

3].

(2) Necht’ x = 3− 2
√

3, y = 45 + 26
√

3 ∈ Z[
√

3]. Prvky x a y jsou asociované v Z[
√

3],

právě když existuje jednotka j ∈ Z[
√

3] tak, že y = x · j.
45+26

√
3

3−2
√
3

= 45+26
√
3

3−2
√
3
· 3+2

√
3

3+2
√
3

= 291+168
√
3

−3 = −97− 56
√

3.

Zároveň −97− 56
√

3 = −(2 +
√

3)4 a −(2 +
√

3)4 je jednotka v Z[
√

3], tedy x ‖ y.

Př́ıklad 2.34. Nalezněte největš́ı společný dělitel, koeficienty c1, c2 v Bezoutově rovnosti

a nejmenš́ı společný násobek č́ısel a, b ∈ Z[
√

2], jestliže:

a = 22 + 14
√

2, b = 9−
√

2.

(1) 22+14
√
2

9−
√
2
· 9+

√
2

9+
√
2

= 226
77

+ 148
77

√
2

|226
77
− q1| ≤ 1

2
|148
77
− q2| ≤ 1

2
⇒ q1 = 3, q2 = 2⇒ Q1 = 3 + 2

√
2

•R1 = r1 + r2
√

2 = (22 + 14
√

2)− (9−
√

2) · (3 + 2
√

2) = −1−
√

2

9−
√
2

−1−
√
2
· −1+

√
2

−1+
√
2

= 11− 10
√

2 = qp = qp1 + qp2
√

2, tedy rp = rp1 + rp2
√

2 = 0

Pak D(a, b) = −1−
√

2.

(2) a = b · q + r ⇒ r = a− b · q = a− b(3 + 2
√

2) = D(a, b), c1 = 1, c2 = −3− 2
√

2.
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(3) [a, b] = (22+14
√
2)(9−

√
2)

−1−
√
2

· −1+
√
2

−1+
√
2

= −38 + 66
√

2

Př́ıklad 2.35. Nalezněte největš́ı společný dělitel, koeficienty c1, c2 v Bezoutově rovnosti

a nejmenš́ı společný násobek č́ısel a, b ∈ Z[
√

2], jestliže:

a = 21 + 4
√

2, b = 36 + 7
√

2.

(1) 36+7
√
2

21+4
√
2
· 21−4

√
2

21−4
√
2

= 700
409

+ 3
409

√
2

|700
409
− q1| ≤ 1

2
| 3
409
− q2| ≤ 1

2
⇒ q1 = 2, q2 = 0⇒ Q1 = 2

•R1 = r1 + r2
√

2 = (36 + 7
√

2)− (21 + 4
√

2) · (2) = −6−
√

2

21+4
√
2

−6−
√
2
· −6+

√
2

−6+
√
2

= −118
34
− 3

34

√
2

|−118
34
− qp1| ≤ 1

2
|−3
34
− qp2| ≤ 1

2
⇒ qp1 = −3, qp2 = 0⇒ Q2 = −3

•R2 = rp1 + rp2
√

2 = (21 + 4
√

2)− (−6−
√

2) · (−3) = 3 +
√

2

−6−
√
2

3+
√
2
· 3−

√
2

3−
√
2

= −16
7

+ 3
7

√
2

| − 16
7
− qq1| ≤ 1

2
|3
7
− qq2| ≤ 1

2
⇒ qq1 = −2, qq2 = 0⇒ Q3 = −2

•R3 = rq1 + rq2
√

2 = (−6−
√

2)− (3 +
√

2) · (−2) =
√

2

3+
√
2√

2
·
√
2√
2

= 1 + 3
2

√
2

|1− qqp1 | ≤ 1
2

|3
2
− qqp2 | ≤ 1

2
⇒ qqp1 = 1, qqp2 = 1⇒ Q4 = 1 +

√
2

•R4 = rqp1 + rqp2
√

2 = (3 +
√

2)−
√

2 · (1 +
√

2) = 1

Tedy D(a, b) = 1

(2)

b = a · q + r ⇒ r = b− aq = b− 2a

a = r · qp + rp ⇒ rp = a− rqp = a− (b− 2d)(−3) = −5a+ 3b

r = rpqq + rq ⇒ rqc = r − rpqq = b− 2a− (−5a+ 3b)(−2) = −12a+ 7b

rp = rqqpq + rpq ⇒ rpq = rp − rqqq = −5a+ 3b− (−12a+ 7b) · (1 +
√

2) =

= −5a+ 3b+ 12a(1 +
√

2)− 7b(1 +
√

2) = a(7 + 12
√

2) + b(−4− 7
√

2).

Tedy c1 = 7 + 12
√

2 c2 = −4− 7
√

2 .

(3) [a, b] = (21+4
√
2)(36+7

√
2)

1
= 812 + 291

√
2
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Závěr

Ve své bakalářské práci jsem vytvořila přehled základńıch pojmů z okruh̊u teorie

dělitelnosti v oboru integrity a objastnila jsem uvedené pojmy na př́ıkladech.

Ćılem bylo spojit matematické věty s algebraickými d̊ukazy a př́ıslušnými př́ıklady.

V prvńı kapitele jsem se zaměřila na pojmy z teorie okruh̊u. Ve druhé kapitole na

dokazováńı vět.

Prohloubila jsem si znalosti z oboru integrity struktur s jednou a se dvěmi operacemi.

Na konkrétńıch př́ıkladech jsem si procvičila dokazováńı vět. Práce mi přinesla pochopeńı

pro nalezeńı největš́ıho společného dělitele a nejmenš́ıho společného násobku v Z[i]. Źıskané

poznatky budu moci uplatnit v daľśım studiu, př́ıpadně v praxi.
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