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Uvod

Ve své bakalarské praci se zabyvam otazkou délitelnosti oboru integrity, ktera spadd do
odveétvi algebry. Téma je velice Tiroké a obsahlé, teorie je prakticky uzaviena. Touto proble-
matikou se matematika zaobird od nepaméti, mezi nejzndméjsi odborniky patii napiiklad
Euklidés z Alexandrie.

Cilem této préce je zpracovani a rozbor hlavnich typy oboru integrity, v nichz je pojem
zaveden. Duraz je kladen na popsani jednotlivych typu oboru integrity, jejich vlastnosti
a vazeb mezi nimi. Zaroveén je na prikladech ukazana jejich konkrétni aplikace.

Prace je rozdélena do dvou hlavnich kapitol. Prvni kapitola je zaméfena na pojmy
z okruhu algebraické struktury s jednou a dvémi operacemi. Druha kapitola je zamétena

na deélitelnost v oboru integrity.



Neéktera znaceni

... mnozina vsech pfirozenych ¢isel, tzn. ¢isel {0, 1, 2, 3, ...},
.. mnozina vsech celych éisel, tzn. {..., -2, -1, 0, 1, 2, ...},

.. mnozina vsech racionalnich ¢isel,

.. mnozina v8ech realnych ¢isel,

Q ® & N Z

.. mnozina vsech komplexnich ¢isel,

G* ... je mnozina invertibilnich prvkua v pologrupé (G, -),

|H| ... mohutnost mnoziny, resp. pocet prvku konetné mnoziny,
|G| ... ¥ad grupy G,

(M) ... podgrupa, resp. ideél, generovand mnozinou M,

la] ... faktorové tiidy,

M/A ... faktorovy okruh podle idedlu A,

G/H ... faktorova grupa podle podgrupy H,

a =0b (mod m).



Kapitola 1

Okruhy

Na zacatek si pripomeneme zakladni pojmy z teorie grup a okruhu.

1.1 Algebraické struktury s jednou operaci

Definice 1.1. Necht M je libovolna neprdzdnd mnoZina, n € N. Zobrazeni F kartézské
mocniny M™ do mnoziny M se nazyva n-arni algebraicka operace na mnoziné M.

Je-li (ay,as, ..., a,) libovolna n-tice z mnoziny M™, nazyva se prvek b € M, ktery je jejim
obrazem v zobrazeni F, vysledkem operace F' (provedené na prvky ai,as,as, ... a,, tzv

operandy, v tomto pofad{) a znaci se b = F(ay,as,...,a,).

Poznamka
1) n-arni operaci na mnoziné M rozumime zobrazeni F' : M™ — M. Specidlné, 0-arni
operace je zobrazeni z jednoprvkové mnoziny M° do M, tedy konstanta. Misto 1-arni
fikdme unarni, misto 2-arni fikdme binarni.
2) Bindrni operace se zpravidla zna¢i symboly +, -, x, o apod.
3) Pokud jako symbol pro bindrni operaci uzijeme znak ,+“ , mluvime o aditivnim zapisu
operace.
4) Pokud jako symbol pro bindrni operaci uzijeme znak ,@“ | mluvime o multiplikativnim
zZapisu operace.
5) Rekneme ze podmnozina A C M je uzaviena na bindrni operaci ,,* , pokud pro kazdé

a,be Aplati axb € A.



Dohoda
Daéle se budeme zabyvat predevsim bindrnimi operacemi, takze terminem ,operace® bu-

deme rozumeét binarni algebraickou operaci.

Definice 1.2. Je-li M # () a Q libovolnd neprdzdnd mnozina operaci (i ruznych ¢etnosti)
definovanych na mnoziné M, nazyva se dvojice (M, (2) algebraicka struktura (struéné
struktura).

Mnozina M se pak nazyva nosi¢ algebraické struktury (M, ).

Poznédmka
Pro zjednoduseni vyjadfovani se nékdy misto o strukture (M, 2) mluvi pouze jako o
strukture M a to v piipadé, kdy nemuze dojit k nedorozumeéni.

V dalsim se budeme zabyvat strukturami s jednou nebo se dvéma binarnimi operacemi.

Definice 1.3. Struktura (M, *) se nazyvéd asociativni (resp. operace ,*“ na mnoziné M

se nazyva asociativni), pravé kdyz plati
(Vo,y,z€ M) xx (y*z) = (z*xy) * 2.
Definice 1.4. Struktura (M, *) se nazyva komutativni, pravé kdyz plati
(Ve,y € M) xxy =y *uw.

Definice 1.5. Struktura (M, *) se nazyva struktura s neutralnim prvkem, praveé kdyz
plati:
(Fre M) (Vye M) (zxy=yAy*xz=y).

Prvek z € M se nazyva neutrdlni prvek struktury (M, ).

Poznédmka
e Kazdé algebraicka struktura (M, %) ma nejvyse jeden neutralni prvek, ktery se obvykle
oznacuje symbolem e, resp. n.
e Pti multiplikativnim zapisu operace se pak obvykle neutrdlni prvek oznacuje symbolem
»,1¢ a nazyva se jednotkovy prvek.
e Pii aditivnim zapisu operace se pak obvykle neutralni prvek oznacuje symbolem 0%

a nazyva se nulovy prvek.



Definice 1.6. Struktura (M, *) se nazyva struktura s inverznimi prvky, pravé kdyz

ma neutralni prvek e a kdyz plati:
VeeM)Bye M) (xxy=eAyxx=e).
Prvek y € M se nazyva inverzni prvek k prvku z.

Poznamka

e Je-li prvek y inverzni k prvku x piSeme také y = .

e V pifpadé multiplikativniho zépisu pak pieme: y = z71.

e V piipade aditivniho zapisu piseme: y = —uz, a fikame, ze prvek y je opacny prvek

k prvku x.
Definice 1.7. Struktura (M, ) se nazyva struktura s kracenim, pravé kdyz plati:
Vz,y,z€ M) (zxy=yxz2=z=y)ANzxx=2%xy=1x=219).

Pak také tikdme, ze prvkem z € M (s touto vlastnosti) 1ze kratit v struktuie (M, ).

Struktura (M, %) se nazyva struktura s délenim, prave kdyz plati:
(Vz,y,z€ M)(3z,2 e M) [zxz=y AN *xx =1y

Také fikame, Zze operace ,x“ ma vlastnost resitelnosti zakladnich rovnic.

Jestlize plati:
(Vo,y,z€ M)(3z,2/ e M) [xxz=y A2 xx =y,
nazyva se struktura (M, *) struktura s jednoznaé¢nym délenim.

Definice 1.8. Algebraickd struktura (M, *) se nazyvéa pologrupa, pravé kdyz struktura

(M, %) je asociativni.

Definice 1.9. Algebraicka struktura (G, %) se nazyvé grupa, prave kdyz je to asociativni
struktura s neutralnim prvkem a s inverznimi prvky.
Je-li (G, *) navic komutativni struktura, se nazyvéa abelovskd, resp. Abelova, resp. komu-

tativni grupa.
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Definice 1.10. Je-li G koneénd mnozina, fadem grupy (G, *) rozumime pocet prvku
mnoziny G. Je-li G nekoneénd mnozina, pak fikdme, grupa (G, *) je grupa nekoneéného
radu. Piseme |G|.

Definice 1.11. Necht a je libovolny prvek grupy (G, *).

¥ = eg, (eq je neutrdlni prvek G) pak

Existuje-li nejmensi kladné celé ¢islo k takové, ze a
itkame, ze ¢islo k je fa4d prvku a, resp. ze prvek a je fadu k v grupé (G, x*). Piseme
k = o(a), resp. k = |al.

Pokud takové ¢islo k neexistuje, fikame, ze prvek a je nekonec¢ného radu.

Poznamka

Uvazujeme-li multiplikativni grupu (G, -), pak k je fad prvku a, pravé kdyz a* = 1.

k k

(Zépisem a” rozumime a® = ay - ay - - - ag).
V aditivni grupé (G, +) je k tad prvku a, pravé kdyz k x a = 0. (Zdpisem k X a rozumime

kExa=a;+as+- -+ ag).

Definice 1.12. Struktura (H, o) se nazyva podgrupa grupy (G, o), pravé kdyz plati:
1. HC G
2. (H, o) je grupa.

V dalsim budeme, pokud nebude feceno jinak, zapisovat grupy multiplikativné, resp.

aditivné

Definice 1.13. Grupa G se nazyva cyklicka, pokud je generovana jednim prvkem. Tedy
pokud

G = (a)¢ pro ngjaké a € G.

Definice 1.14. Necht (G, *) je grupa, M je libovolnd podmnoZina mnoziny G. Prinik
vSech téch podgrup grupy G, které obsahuji mnozinu M, je podgrupa v grupé G, ktera se
nazyva podgrupa generovani mnozinou M a znaci se (M).

Mnozina M se nazyvé systém generatoru grupy (M) a jeji prvky generdtory této grupy.
Véta 1.1. Bud G cyklickd grupa. Je-li G nekonecénd, pak je izomorfni grupé (Z, +). Je-li

G konecéné n-prvkova, pak je izomorfni grupé (Z,, +).
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Priklad 1.1.

e Grupy (Z,+) = (1) = (—1) a (Z,,+) = (1) pro libovolné piirozené ¢islo n jsou cyklické.
e Grupy (C,, ) sestévajici ze vsech komplexnich kofenu polynomu 2™ — 1 (jako podgrupy
(C*,)) jsou cyklické, C,, = (e2™/m).

e Grupy (Z;, ) jsou cyklické pro kazdé prvocislo p. Napt. Zg = (2),Z; = (3),Z7, = (2).

e Nékteré (Z7,-), n slozené, mohou byt cyklické: napf. Z§ obsahuje pouze prvky 1 a 5 tedy
Z§ = (5). Naopak napf. Z§ cyklickd neni, vSechny prvky maji fad nejvyse 2.

e Kazdé grupa (G, -) prvociselného réddu p je cyklickd. Vsechny prvky kromé jednotkového

prvku maji fad p, tj. generuji G.

Piiklad 1.2. Podgrupy grupy (Z,+) jsou pravé aZ = {(a),a € Z. Piitom

aZ. = bZ, & a = +Lb.

Definice 1.15. Bud (G, ) grupa a H jeji podgrupa.

(1) Levym rozkladem grupy G podle podgrupy H se rozumi mnozina {aH : a € G},
pficemz mnozindm aH = {ah : h € H} se iikd levé rozkladové tiidy.

(2) Pravym rozkladem grupy G podle podgrupy H se rozumi mnozina {Ha : a € G},

pricemz mnozindm Ha = {ha : h € H} se iika pravé rozkladové tiidy.

Veéta 1.2. Pro kazdé a,b € G plati:
(1) bud aH = bH, nebo aH NbH = ().
(2) bud Ha = Hb, nebo Ha N Hb = ), tedy jednotlivé rozkladové t¥idy jsou disjunktivni.

Veéta 1.3. Pro kazdé a,b € G plati
(1) aH = bH préavé tehdy, kdyz a='b € H.
(2) Ha = Hb prave tehdy, kdyz ab™! € H.

Véta 1.4. (1) Pro kazdé a € G plati |aH| = |Ha| = |H|.
(2) Levy i pravy rozklad G podle H maji stejny pocet prvku

12



Definice 1.16. Velikost levého i pravého rozkladu jsou stejné. Tato hodnota se nazyva

index podgrupy H v grupé G a znadi se
G:H)=|{aH :a € G}| = |{Ha:a € G}|.

Véta 1.5. (Lagrangeova)
Necht (G,-) grupa tadu n, H jeji podgrupa fadu k a indexu m. Pak plati: n = k - m.

Definice 1.17. Podgrupu H grupy G nazyvame normalni, znac¢ime H < (G, pokud pro
kazdé a € G plati aH = Ha.

Poznédmka
Kazda podgrupa komutativni grupy je normalni podgrupa.

Bud G = (G, ) grupa, H jeji norméln{ podgrupa. Definujeme relaci
a~bsa-b e H.

Podle Véty 1.3 je a ~ b praveé tehdy, kdyz Ha = Hb, a tedy z Véty 1.2 plyne, Ze relace
~ je ekvivalence. Jeji bloky jsou rozkladové tiidy grupy G podle podgrupy H, a protoze
je H normalni, levé i pravé rozkladové tridy jsou totéz, tj.
aH = Ha = [a].

Na téchto blocich definujeme operace predpisy

[a] - [b] == [a-b] & [a] 7" := [a7"].

Véta 1.6. Necht G je grupa, H jeji normdlni podgrupa. Strukturu
G/H = ({[a] : a € G},") je grupa tzv. faktorova grupa podle podgrupy H.

Priklad 1.3.

Grupu (Z, +) muzeme rozlozit podle normalni podgrupy nZ, na tiidy

[al| ={k € Z : k = a (mod n)},a = 0,...,n — 1. Faktorgrupa Z/nZ tedy mé n prvku,
pricemz [a] + [b] = [a + b] = [a + b mod n| a —[a] = [—a] = [n — al.

Vidime, ze operace na prvcich Z/nZ jsou jako operace na ¢islech 0, ...,n — 1 modulo n.

Jinymi slovy, Z/nZ ~ Zn.

13



Priklad 1.4.

Grupu Sn muzeme rozlozit podle normalni podgrupy An, na dvé rozkladové tiidy, a to

mnozinu S sudych permutaci a mnozinu L lichych permutaci. Operace na téchto tiidach

jeSoS=LoL=SaSoL=LoS=L.Jdeo dvouprvkovou grupu.

1.2 Algebraické struktury se dvémi operacemi

Definice 1.18. Necht jsou na mnoziné M definovdny dvé (bindrn{ algebraické) operace
77*7’ a ”O” .
(1) Rikdme, ze operace ,,0” je distributivni vzhledem k operaci ,*” resp. ze struktura

(M, %, ,0") je (*,0) - distributivni, pravé kdyz plati:
(Vo,y,z€ M)(zxy)oz=(voz)*(yoz)Azo(zxxy)=(z0x)*(z0y).

(2) Rikdme, ze operace ,,*” je distributivni vzhledem k operaci ,,0” resp. Ze struktura

(M, *, ,0”) je (o,x*) - distributivni, pravé kdyz plati:
(Vo,y,z € M)(zoy)xz=(z*2)o(yx2z)Azx(zoy)=(z*z)0(2%y).

Poznédmka
V dalsim budeme u struktur (M, *, o) se dvéma operacema znacit prvni operaci aditivné

(n_"“) a druhou multlphk&thHé (’7'“)'

Definice 1.19. Algebraicka struktura (M,+,-) se nazyva okruh, pravé kdyz plati:
(1) (M,+) je abelovska grupa,

(2) (M, ) je pologrupa,

(3) struktura (M, +,-) je (4, ) distributivni.

Okruh, kde struktura (M, -) je komutativni, se nazyvé komutativni okruh.

Poznédmka
(a) Abelova grupa (M, +) se nazyva aditivni grupa okruhu M; jeji neutralni prvek nazyvame

nulovy prvek okruhu M a piseme 0;
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(b) Pologrupa (M, -) multiplikativni pologrupa okruhu M:; jeji neutrdlni prvek (pokud
existuje) nazyvame jednotkovy prvek okruhu M a piseme 1;
(¢) Okruh ({0}, +, ), ktery obsahuje pouze nulovy prvek, se nazyva trividlni, resp. nulovy

okruh.

Véta 1.7. V libovolném okruhu (M, +, ) pro libovolné prvky a, b, c € M plati:
l.a-0=0-a=0;

2. pokud a + ¢ = b+ ¢, pak a = b;

3. —(—a)=a, —(a+b)=—a—10

4. —(a-b) = (—a)-b=a-(=b), (—a)-(=b) = ab.

Poznamka

e Jestlize v okruhu (M, 4+, -) existuji prvky z,y tak, ze
r#0Ny#0ANzy =0,

pak fikame, ze prvky x,y jsou délitelé nuly v okruhu M.
e Neexistence délitelu nuly v okruhu M je ekvivalentni se ,,zakonem nenulového soucinu“,
tj. plati:
Vr,ye M) zy=0=2=0Vy=0,resp. 2y =0Ax # 0=y =0.

Definice 1.20. Podmnozina A C M tvoii podokruh okruhu M, pokud je uzaviena na
vSechny operace, tj. pokud 0 € A,—a € A,a+b € Aaa-b e A pro kazdé a,b € A.
Podokruhy M a {0} nazyvame nevlastni. Je ziejmé, ze podokruhy splinuji vSechny axiomy
okruhti a jsou to tedy také okruhy. Podokruhy komutativnich okruhtu jsou komutativni,

ovsem podokruh nemusi obsahovat jednotkovy prvek.

Piiklad 1.5. Podokruhy okruhu (Z,+,-) tvoii pravé mnoziny aZ,a € Z. protoze to
musi byt podgrupy grupy (Z,+), aZ jsou jedinymi kandidaty. Neni tézké oveérit, ze jde
o podokruhy. Ptritom jednotkovy prvek obsahuje pouze nevlastni podokruh Z.

1]

Definice 1.21. Struktura (I, +,-) se nazyva obor integrity, pravé kdyz je to netrividlni

komutativni okruh s jednotkovym prvkem, ve kterém neexistuji délitelé nuly.
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Priklad 1.6.

e Uvazujme mnozinu

Zli)={a+bi; ac ZNbe L}

a za operace Z[i] uvazujme zizeni operaci ,+“ ,-“ v C na Z[i]. Pak (Z[i],+,-) je obor
integrity - takzvany obor integrity celych Gaussovych ¢éisel.

e Necht M = {a+ biv/5; a € ZAb € Z}; a operace v M jsou definované takto:

(a +biv5) + (c + div/5) = (a+c) + (b+ d)iv/5

(a+biV/5) - (c+div/5) = (ac—5bd) + (ad +bc)iv/5,Va, b, ¢,d € Z. Uvazujme obor integrity
(O, +,)

Struktura (M, +,-) je zfejmé obor integrity.

Definice 1.22. Algebraickd struktura (7', +, ) se nazyva téleso, praveé kdyz plati:
1. (T,+) je abelovska grupa,
2. (T —{0},-) je grupa (0 je nulovy prvek (7, +)),
3. struktura (7', +,-) je (+, ) distributivni.
Téleso, kde struktura (7°— {0}, -) je komutativni, se nazyva komutativni téleso resp. pole.
Poznédmka
1. V télese ( T, +,-) existuje ke kazdému prvku x € T, = # 0, prvek inverzni.
2. V télese neexistuji délitelé nuly. Tedy kazdé komutativni téleso je obor integrity.

3. Kazdé téleso je vlastné netrivialni okruh, v némz ke kazdému nenulovému prvku

existuje prvek inverzni.

Definice 1.23. Necht (M, +,-) je netrividlni okruh. Existuje-li nejmensi kladné celé &islo
n takové, ze pro kazdé a € M plati n x a = 0, pak fikame, ze n je charakteristika okruhu
M a piseme n = charM. Jestlize takové kladné celé ¢islo neexistuje, fikdme ze okruh M

mé charakteristiku 0, resp oc.
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Poznédmka
e Ziejmé char(M) = 1, pravé kdyz okruh je trividlni.
e Ridem prvu a v okruhu (M, +, -) rozumime fad tohoto prvku v aditivni grupé (M, +).
e Je ziejmé, ze charakteristika okruhu je nejmensi spoleény nasobek tadu vSech prvku
okruhu.

e V okruhu s jednotkovym prvkem se charakteristika rovna fadu jednotkového prvku.
Véta 1.8. Charakteristika netrivialniho okruhu bez délitelt nuly je 0 nebo prvocislo.

Véta 1.9. Kazdy konecny obor integrity resp. téleso, ma (nenulovou) prvociselnou cha-

rakteristiku.

Definice 1.24. Necht (M, +,-) je komutativni okruh. Neprdzdna podmnozina A mnoziny
M, pro kterou plati:

(Va,be A) a—be A (1.1)

(Vae A)Vx e M) axe A (1.2)
se nazyvé ideal v okruhu (M, +,-)

Poznamka

1. Jinak teceno, ideél je podgrupa aditivni grupy (M, +) okruhu M, kterd je uzaviena
vzhledem k operaci ,,ndsobeni prvkem x”pro vSechny prvky x € M.

2. Je ziejmé, ze kazdy idedl okruhu (M, +, ) je podokruhem okruhu (M, +,-). Ovsem
ne kazdy podokruh je idedl. Napf. podokruh (Z, +, -) okruhu (Q, +, -) neni idedl v (Q, +, -)

3. Pojem idedl lze zavést i v ptipadé, ze vychozi okruh neni komutativni. Podminka

(1.2) z definice se pak nahrazuje podminkou
(Va € A)(Ve € M)axr € ANza € A

hovofime potom o oboustranném idealu.
4. Obdobné lze zavést pojem levého, resp. pravého idealu v okruhu M pomoci

podminky
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(Vae A)(Ve € M) ax € A,  resp. za € A.

5. Z Definice je ziejmé, ze v kazdém okruhu (M, +, ) existuji vzdy alespon dva ideély:
nulovy idedl, obsahujici pouze nulovy prvek okruhu (M, +,-), a okruh (M,+,-) sam.
Tyto idedly se nazyvaji trividlni idedly v (M, +,-).

6. Okruh (M, +, ) se nazyva jednoduchy, pravé kdyz je netrividlni a jsou-li ({0}, +,-)
a (M, +-) jeho jediné idedly.

7. Nebude-li feceno jinak, omezime se v dalsich ivahach pouze na komutativni okruhy.

Poznédmka
Bud M okruhu a Iy, I5 jeho idedly. Pak mnoziny I1NIy a I1+1, = {ay+as : a; € I1, a9 € I}
tvori idealy okruhu M.

Definice 1.25. Necht M je okruh, necht R je libovolnd podmnoZina mnoziny M. Prinik
vsech idealt okruhu M, které obsahuji mnozinu R, se nazyva ideal generovany mnozinou
R a piseme (R). MnozZina R se nazyvé systém generatoru idedlu (R) a jeji prvky

generatory tohoto idedlu.

Poznamka
1. Pokud je mnozina R koneénd, napiiklad R = {a, as, ..., a,, }, budeme misto [{ay, as, ..., a, }|
psét pouze [ay, asg, ..., ay).

2. Prazdna mnozina generuje ziejmé v libovolném okruhu nulovy ideal.

Véta 1.10. Jsou-li aq,as, ..., a, libovolné prvky z idedlu A v okruhu M, je i kazd4 jejich

linearni kombinace s koeficienty z M prvkem idedlu A tj.
(Vay, 2o, ...,z € M) a1y + asxs + - + apx, € A. (1.3)

Piiklad 1.7. V okruhu celych ¢isel Z mame uréit idedl A = [96, 14]. Pomoci (1.3) se
snazime v tomto idealu nalézt nenulové ¢islo s co nejmensi absolutni hodnotou.

Podle (1.3) musi byt 1.96+ (-6) . 14 =12 € A,

a tedy téz 1.14+(-1).12=2¢€ A

Podle (1.2) obsahuje A vSechny celociselné nasobky ¢isla 2, tj. vSechna suda ¢isla. Protoze
podle

Definice 1.23 mnozina vSech sudych ¢isel tvoii ziejmé ideal v Z, je
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A={.,-6-4-2024,6, .} =2

Véta 1.11. Necht M je okruh s jednotkovym prvkem 1 a necht R ={ay,as,...,a,} S M.
Pak idedl (R) se skldda prave ze vsech prvku tvaru (1.3), tj. (R) = A, kde

A =A{az) + asxs + ... + apnTp; 1, 20, ..., T, € M}

Poznamka
Necht M je okruh s jednotkovym prvkem 1, necht A je idedl v okruhu M. Pak plati:
le A= A= M.

Definice 1.26. Polynomem proménné z nad oborem integrity I rozumime formalni vyraz
ap + a1z + asx? + ... + ax”,

nebo zkracené

kde ag,...,a, € I a a, # 0. Prvky aq, ..., a,, nazyvame koeficienty a symbol z proménn4.
Cislo n nazyvéme stupen polynomu, znaéime deg f. Prvek a,, se nazyva vedouci koeficient
a ag absolutni ¢len. Polynom se nazyva monicky, pokud je vedouci ¢len 1. Je treba

specidlné dodefinovat nulovy polynom; pro néj polozime deg 0 = -1.

Poznamka

Na mnoziné vSech polynomu definujeme operace predpisy
max(m,n)

LY axt+ Y bixt = Y (ai+b)x, = ax’ Y (—a;)z’.
i=0 i=0 i=0 =0 i=0
m ) n ) m+n )
2. (3 ai’) - (o bix') = 30 ( X2 ajbe)a’.
i=0 i=0 i=0 jih=i

3. Mnozina vsech polynomu jedné proménné nad oborem integrity I se znaci I|[x].

4. I[x] je spolu s operacemi definovanymi v 2. obor integrity.

Piiklad 1.8. V oboru integrity Z[x] polynomu jedné proménné s celociselnymi koeficienty
méme sestrojit idedl [z, 2].
Podle Véty 1.11 (nebot v Z[x] existuje jednotkovy prvek) se tento idedl sklddd ze vsech

prvku tvaru
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z. fi(z) + 2.fo(x), kde fi(x), fo(x) € Z|x].

Tedy [z, 2] je mnozina vSech polynomu ag + ayx + ... + a,z"™ € Z[z], jejichz absolutni ¢len

ag je sudé cislo. Idedl [z, 2] je tudiz vlastni podmnozina v Z|x].

[1]

Piiklad 1.9. Hledejme idedl [z, 2] v oboru integrity Zs[z] polynomu jedné proménné nad
telesem (Zs, +, -).
Idedl [z, 2] se podle Véty 1.11 skldda z polynomu tvaru
2.g1(x) +2.92(x), kde g1(z), g2(x) € Zs[x].

Protoze Zs je téleso, existuje prvek 27! = 3 € Zs. Volime-li tedy specidlné

g1(x) =0, ga(x) = 3, mdme
r-q(r)+2-go(x)=2-042-3=1
Tedy idedl [x,2] obsahuje jednotkovy prvek 1 okruhu Zs[x], takze podle Véty 1.8
[,2] = [1] = Zs|[z].

1]

Definice 1.27. Ideal A v okruhu M se nazyva hlavni ideal v M, pravé kdyz ma alespon

jeden systém generatoru, ktery je jednoprvkova mnozina.

Priklad 1.10.

(1) Hlavnim idedlem v oboru integrity I je pro libovolny prvek a € I podmnozina
al ={am:mel} ={uel;afu}.

Opravdu:

e Pro libovolné prvky u,v € al plati: u — v = amy — amsy, my, my € I, tedy

u—v=a(m —my) €al.

e Pro libovolny prvek u € al a libovolny prvek x € I plati: ax = (am)x = a(mzx) € I.
(2) Napt. 0 = {0} A 1-1 =1 jsou ideély v kazdém oboru integrity.
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Piiklad 1.11. Ukdzeme, ze idedl [z,2] z predchoziho piikladu neni hlavni idedl v Z[z].
Predpokladejme opak, ze [z, 2] je hlavni idedl v Z[z]. Pak musi existovat polynom

p(x) € Zlx] tak, ze [x,2] = [p(z)]. Protoze 2 € [p(z)], existuje podle Véty 1.11 polynom
g(x) € Z|x] takovy, ze

2 = p(x) - g(x).

Oba polynomy p(x) a g(z) musi mit stupen 0, takze jsou vlastné celo¢iselné konstanty,

jejichz soucin je roven 2. Tedy
p(z) = £2 V p(x) = £1.

Kdyby platilo p(z) = £2, byl by kazdy prvek z [p(z)] ndsobkem ¢isla 2, avsak z € [p(z)]
a nemé ziejmé tento tvar. Nemuze vsak platit ani p(x) = 41, nebot pak by byl idedl [z, 2]
roven celému okruhu Z[z], coz nenastane.

Tedy nés predpoklad, ze [z,2] je hlavni idedl v Z[x], ved] ve vSech ptipadech ke sporu,
takze [z, 2] hlavni idedl v Z[z] neni.

Praveé ukonceny priklad dokazuje existenci idealu, které nejsou hlavni. Presto vsak existuji

okruhy, které nemaji jiné idedly nez hlavni.

1]

Definice 1.28. Okruh M se nazyva okruh hlavnich ideald, prave kdyz je kazdy ideal
okruhu M hlavni.

Priklad 1.12. Trividlnim piikladem okruhu hlavnich idealu je libovolné téleso T'. Opravdu:
Necht A je idedl v T'; jestlize A neobsahuje zadny nenulovy prvek, je A nulovy idedl, takze

A = [0]. Obsahuje-li A alespon jeden nenulovy prvek a, musi podle (1.2)
a-at=1€A,
takze A = [1] = T. Tedy vsechny ideély v T jsou hlavni.
2]

Véta 1.12. Necht M je okruh s jednotkovym prvkem. Pak okruh M je pole, pravé kdyz

mé pouze nevlastni (trividln{) idedly, tj. pravé kdyz M je jednoduchy okruh.
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Poznamka
Konstrukece faktorového okruhu:

Necht M okruh, A jeho idedl. Definujme relaci
a~bsa—be A

Protoze (M, +) je abelovskd grupa a (A, +) jeji normélni podgrupa, relace ,,~“ je ekviva-
lence a jeji bloky rozkladové tiidy M/A tj. [a] = a + A pro kazdé a € M.
Na téchto blocich definujme operace predpisy

[a] + [b] = [a + 0], [a] - [b] = [a - b].

Véta 1.13. Necht M je okruh, A je idedl v M. Pak struktura M/A = ({[a];a € M}+,-)
je okruh. Je to tzv. faktorovy okruh podle idedlu A.

Véta 1.14. Necht A je idedl v okruhu M, pak struktu (M /A, +,-) je okruh (s nulovym
prvkem A); je-li M okruh s jednotkovym prvkem 1, mé i (M/A,+,-) jednotkovy prvek
(jimz je t¥ida [1] =1+ A).

Piiklad 1.13. Vezméme okruh Q[z] polynomu jedné proménné nad télesem racionalnich
¢isel Q a za idedl A v Q[z] zvolme hlavn{ idedl generovany polynomem z® + 1, tj.

A = (z* + 1). Pak faktorovy okruh Q[z]/A = Q[z]/(z® + 1) se sklad4 ze vSech tiid tvaru
(asx® + ayx + ag) + A, kde as,aq,a9 € Q.
Operace s¢itédni a ndsobeni v Q[x]/A objasnime opét pouze na piikladech.

(22 +22 -3+ A)+ (222 -3+ A) =32 —x -3+ A,

(2% 4+ 20— 3+ A).(22% = 3x + A) = 22" + 2% — 1222 + 92 + A.
Protoze vysledna tiida neni zapsana v zédkladnim tvaru, upravime jeji zapis takto:

2zt +22) + (P +1)-122° + T — 1+ A=22(2 + )+ (@® + 1) - 122 + To — 1 + A =

=2r+1)(z*+1) = 1222 + 7o — 1 + A,
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Definice 1.29. Idedl A okruhu M se nazyva prvoidedl, jestlize pro kazdé dva prvky
a,b € M takové, ze a ¢ A,b ¢ A, je ab ¢ A. Idedl A se nazyvd maximadlni, jestlize je
A4 Maz ACJCM,Jidedl v M, plyne bud J = A, nebo J = M,

Véta 1.15. Bud A idedl okruhu M. Pak A je prvoideal, prave kdyz faktorovy okruh M/A
je obor integrity.

Véta 1.16. Bud A idedl okruhu M. Pak A je maximdlni ideal, pravé kdyz faktorovy
okruh M /A je komutativni téleso.

Poznédmka
Vime, ze komutativni okruh je télesem, pravé kdyz nema zadné vlastni idedly, viz Véta
1.12. Uvédomime-li si jeste, ze ve faktorovém okruhu M/A tiida A hraje roli nulového
prvku, muzeme ocekdvat, ze idedl A je prvoidedl, pravée kdyz faktorovy okruh M/A je

obor integrity, a ze A je maximélni idedl, prave kdyz faktorovy okruh M/A je téleso.
Veéta 1.17. Kazdy maximalni ideal komutativniho okruhu M je prvoidedl.

Definice 1.30. Necht (M, +, ) je okruh, R relace v mnoziné M; pak R se nazyva

kongurence v okruhu M, pravé kdyz je ekvivalenci v M a plati pro ni
(Va1 22,41, y2 € M)(z1Rra Ay Ry2) = [(21 + y1) R(22 + y2) A z1y1 Ry1yo).

Je-li R kongruence v okruhu M, ozna¢me M/R (disjunktni) rozklad mnoziny M indu-
kovany ekvivalenci R a dale pro libovolné x € M oznacme T, prislusnou tiidu rozkladu

M podle R tj. T, = {y € M;yRx}. Definujeme-li jesté

VT, T, € M/R) Ty + T, = Ty,

(V Tm,Ty € M/R) TxTy = Txyv

1ze ukazat, Ze tyto podminky definuji skute¢né operace v M/R a ze struktura (M /R, +, )

je okruh, ktery nazveme faktorovy okruh okruhu M podle kongruence R.

23



Priklad 1.14. V oboru integrity Z[z] zaved me relaci R timto zpusobem:

(Vf (%), g(x) € Z[z]) f(x)Rg(x) & f(0) = g(0),

takze polynom f(x) je v relaci R s polynomem g(x), pravé kdyz f(z) a g(x) maji tyz
absolutni ¢len. Je zfejmé, ze relace R je ekvivalence na Z[z].

Dale, necht fi(x), f2(x), g1(z) a g2(x) jsou libovolné polynomy ze Z[z| takové, ze fi(x) Rfa(x)
a g1(x) Rgo(z). Pak

[/1(0) = f2(0)Ag1(0) = g2(0)] = f1(0)+61(0) = f2(0)+92(0)Af1(0)-91(0) = f2(0).92(0) =
= fi(z) + g1(@)Rfo(x) + g2(2) A f1(2).91(x) R fo().92(2)

Prvky faktorového okruhu Z[z]/R jsou tedy rozkladové tiidy tvaru (pro libovolné

f(z) € Zlx])

napiiklad

Tspr5 = {g(x) € Z[z]; g(0) =5} = {an2z" + ... + ayx + 55 ay, ...,a1 € Z}.

Véta 1.18. V libovolném okruhu M lze vzajemné jednoznacné priradit idedly v M
a kongruence na M tak, ze faktorové okruhy podle idedlu a podle kongruence, které si

v tomto pritazeni odpovidaji, jsou si rovny.
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Kapitola 2

Délitelnost v oboru integrity

Definice 2.1. Necht (I, +, ) je obor integrity a, b jsou prvky z I. Rekneme, ze prvek a déli

prvek b (v oboru integrity I), pravé kdyz existuje prvek x z I tak, ze b = ax. Piseme alb.
Véta 2.1. Necht I je libovolny obor integrity. Pak plati:

1. (Va€l)ala

2. Mael)l/a

3. (VYa,b,c €I) alb ANblc= alc

4. Va € 1I) al0A (Ola < a=0)

5. (Ja,b€)albAbta

6. (VYa,b,c € 1) alb = albc

7. (Ya,b,c € I) ablc = (alc A blc)

8. (Va,b,cel)albAalc= al|(bx+cy),z,y €l

9. (Ya, by, by, by € 1) a | biA albs - Aa|by,=a |ébxm1xn el

10. (Va,b,c € I) ¢ # 0 = (a|b < aclbc).

Poznamka:

1. Na mnoziné [ tedy méame definovanou binarni relaci ,déli“. Z vyse uvedené véty je
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ziejmé, ze tato relace je reflexivni a tranzitivni, kterd neni symetricka.
2. Pokud je dany obor integrity I télesem, plyne z vlastnosti télesa a z tvrzeni (4) predchozi
véty, ze formule a|b plati pro vSechna a a nenulové b z télesa I. Proto se budeme spise

zabyvat obory integrity, které nejsou télesa.

2.1 Jednotky v oboru integrity

Definice 2.2. Necht I je obor integrity. Prvek j € I se nazyva jednotka (ve smyslu
deélitelnosti) v oboru inegrity I, pravé kdyz v oboru integrity I existuje k prvku j prvek

inverzn{ j 1.

Poznédmka
e Jinak feceno, j je jednotkou v I, pravé kdyz existuje = € I tak, ze jz =1, tj. j/1.
e Je-li j jednotka v I, pak ziejmé 1|j.
e V kazdém oboru integrity existuji vzdy alespon dvé jednotky. Jednotkovy prvek 1 a prvek

k nému opacny -1.

Véta 2.2. Nechf [ je obor integrity. Pak plati:

(1) Jestlize j je jednotka v oboru integrity I, pak j|a pro kazdé a € I.

(2) Necht J(I) je mnozina vSech jednotek v oboru integrity I. Pak (J(I),-) je podgrupa
v multiplikativni pologrupé (I,-) oboru integrity I.

(3) Necht aq,as,...,a, € I, j = ajay ---a,. Potom prvek j je jednotka v oboru integrity

I, prave kdyz pro kazdé ¢ = 1, 2,...,n je a; jednotka v I.

Dikaz.

(1) Necht j jednotka v oboru integrity I. Pak existuje prvek j=! € I tak, ze jj~! = 1. Pro
libovolny prvek a tedy plati a = 1-a = j(j7'a) a j|a.

(2) JUI)CI,J(I)#0 (1 € J(I)).

Necht ji, 72 € J(I) jsou libovolné prvky. Pak existuji z,y € I tak, ze iz =1 a joy = 1,
tedy (j12)(joy) = 1. Protoze (I,-) je komutativni, mame (j; - jo)(zy) =1 a j1j2 € J(I).
Operace - je zfejmé asociativni.

1 € J(I) je neutralni prvek struktury (J(I),-).
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Necht j € J(I) je libovolny prvek. Pak existuje j~! € I tak, ze j -7 = 1, a tedy také
g e J(I).

(3) Necht j =ay---an,a,...,a, € I.

,=" Necht j =ay---a, € J(I). Pak j|1, tedy a; - - -a,|1 a podle Véty 2.1 tvrzeni 7 také
ar|[LA---ANap|l aay,...,a, € J(I).

,<=“ Jsou-li ay,...,a, € J(I), pak podle tvrzeni (2) je také a; ---a, € J(I).

Piiklad 2.1. Ve struktuie (Z,+, -) existuji pravé dvé jednotky; jsou jimi ¢isla 1 a -1:
Protoze 1-1=1a (—1)-(—1) = 1, jsou obeé ¢isla 1, —1 jednotky. Ukazeme, zZe jiné jednotky
(Z,+, -) neexistuj.

Necht né&jaké a € Z je jednotka, pak musi existovat b € Z tak, Ze ab = 1. Potom vsak také
lab| = |a| - |b| = 1, takze |a| = 1 (a také |b|=1), coz znamend, ze a = 1 nebo a = —1. Tedy

J(Z) = {1, -1}

1]

Piiklad 2.2. Uvazujme obor integrity (Z[i], +, -). Jednotkami v Z[i] jsou prvky 1, —1, i—i:
Ziejmeé vSechny ¢tyfi uvedené prvky jsou jednotky v Z[i]. Skutecénost, ze Z[i] neobsahuje
jiné jednotky, ovéiime obdobné jako v Ptikladu 2.1. Necht g = a + bi je jednotka v Z][i],
pak existuje h = ¢ + di € Z][i] tak, ze gh = 1. Pak ale je téz

lgh| = |g] - |h] = Va? + b? - V2 + d? = 1, neboli (a® + b*)(* + d?) =1

coz vzhledem k tomu, 7Ze a,b,c,d € Z, a tedy a? b?, ¢ d* € N ddvd pro a,b (a obdobné

pro ¢, d) tyto moznosti:

(a=1Ab=0)=g=1
(a=-1ANb=0)=g=—-1
(a=0Nb=1)=g=1i
(a=0ANb=—-1)=>g=—i
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Priklad 2.3.

1. V oboru integrity polynomu jedné neurcité Q[z] nad télesem racionalnich ¢isel jsou
jednotkami pravé vSechny polynomy nultého stupné, tj. vSechna ¢isla ¢ € Q, ¢ # 0.
Kazdy polynom nultého stupné je ziejmé jednotkou. Zbyva ovérit ze v Q[z] jiné jednotky
nejsou. Bud tedy f(x) € Q[z] a necht existuje g(x) € Q[z] tak, ze f(z)g(x) = 1. Potom
ale f i g jsou nenulové polynomy; necht f mé stupen n, g stupeit m. Souéin fg ma stupen
m++n. Diky podmince f(x)g(xz) =1 je n+m = 0. Ponévadz je vsak n,m = 0, jen = m = 0.
Tedy polynom f(z) je stupen nula. Poznamenejme jesté, ze Q[z] je ziejmé piikladem oboru
integrity, v némz existuje nekoneéné mnoho jednotek. Tedy J(Qlz]) = Q*.

2. V oboru integrity Zs[x] polynomu jedné neurcité nad télesem Zs jsou jednotkami

pravé nenulové konstanty 1,2 € Zs, a tedy J(Zs[z]) = {1,2}.

1]

Piiklad 2.4. V obor integrity (M,+, -), kde M = {a + biv/5;a € Z AN b € Z} jsou
jednotkami v M pouze prvky 1 a -1.

Skutecnost, ze 1 a -1 jsou jednotky v M, je zFejma. Necht tedy prvek a + biv/5 € M je
jednotka. Pak existuje ¢ + div/5 € M tak, ze (a + biv/5) - (c + div/5) = 1, tedy

la + bi/5| - |c+ div5| = 1.

Ptejdeme-li k absolutnim hodnotam a umocnime-li celou rovnost, obdrzime
(a® + 5b%)(c* + b5d*) = 1. (2.1)

Pokud je b # 0, je sou¢in na levé strané vétsi nez 1, takze musi byt b = d = 0. Tedy

rovnost (2.1) ptejde v
a*? =1, a,ceZ, (2.2)
odkud jiz ihned plyne a = 1 nebo a = —1. Tedy J(M) = {1, —1}.

1]

Definice 2.3. Nechf I je obor integrity. Rekneme, ze prvky a,b € I jsou v I asociované,

prave kdyz a | b a soucasné b | a. Piseme a || b (resp. a ~ b).
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Poznamka
e Protoze pro kazdou jednotku j v I plati: 1|5 a 1|5 tak 7 || 1.
e Délitel prvku a € I se nazyva vlastni, jestlize neni asociovany ani s 1 ani s a. V opa¢ném
piipadé se nazyva nevlastni délitel.
e Je ziejmé, ze relace ”||” je ekvivalence na mnoziné I, a tedy existuje roklad I na tfidy

navzajem asociovanych prvku.

Véta 2.3. Necht I je obor integrity. Pak pro libovolné prvky a,b € I plati, Ze a,b jsou

asociované v oboru I, pravé kdyz existuje jednotka j € I tak, ze b = aj.

Dikaz.

,<* Pfedpokladejme, Ze b = a - j, j je jednotka v I. Pak plat{ a|b. Protoze také bj~t = a,

plati i b|a, a tedy a || b.

,=" Necht nyni a || b. Pak a|b a bla a muzeme psit a = bu,b = av, pro néjakd prvky
u,v € l. Tedya=bu=a-v-u.
e je-li a # 0,b # 0, tak kracenim dostavame uv = 1, ¢ili u, v jsou jednotky v 1.

e Piipad a = 0,0 = 0 je trividlni.

Poznamka
Mnozina vsech jednotek J(I) oboru inegrity I je podgrupa v grupé (I,-), a tedy lze zavést
rozklad mnoziny I podle grupy J(I), tj. rozklad

1/J(I) = {aJ(I) }aer-

V mnoziné I je timto rozkladem indukovand ekvivalence, kterd je podle Véty 2.3 ziejmeé
relaci ,,[|“.
Tedy pro libovolné prvky a,b € I plati a || b < a € bJ (),

neboli bJ(I) ={a € I;a=1bj,5 € J(I)}.

Priklad 2.5.

e V oboru Z jsou jednotky pouze prvky £1. Tedy a || b pravé tehdy, kdyz a = +b.
e V oboru Z[i] jsou jednotky pouze prvky +1,4i. Tedy a || b pravé tehdy, kdyz a = +b
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nebo a = +ub.
e V oboru R[z] jsou jednotky pravé polynomy stupné 0, jejichz ¢len je jednotkou v R.
Tedy f(x) || g(z) v R[z], prave tehdy, kdyz existuje ¢ € R, ¢ # 0, tak, ze f(z) = cg(x).

2]

Priiklad 2.6. Je-li T komutativni téleso, pak ke kazdému nenulovému prvku a € T existuje
prvek inverzni a !, takZze podle Definice 2.2 jsou vSechny nenulové prvky télesa T jednotky.
ProtoZe pro kazdé dva nenulové prvky a,b € T plati a = bb~'a, kde b~1a # 0, je jednotka

v T, jsou podle Véty 2.3 kazdé dva nenulové prvky z T asociované.

1]
Priklad 2.7. Pozor na nésledujici zaludnost.
® 3z +6 ||  +2 v oboru Q[z], protoze 3z + 6 =3+ (z +2) a x + 2 = £(3z + 6);
3z + 6 }f # + 2 v oboru Z[z], protoze 5 ¢ Z.

2]

Priklad 2.8.

oV (Z,+,-) existuji, pravé dvé jednotky, 1 a -1, takze J(Z) = {1, —1}. Tedy rozklad Z
na tiidy asociovanych prvku obsahuje vedle tfidy {0} vesmés dvouprvkové mnoziny tvaru
{a,—a},a € Z.

o V Z[i] existuji prave ctyti jednotky 1,—1,4, —i, takze J(Z[i]) = {1,—1,i,—i}. Tedy
rozklad Z[i] na tiidy asociovanych prvku obsahuje vedle tiidy {0} vesmés c¢tyiprvkové

mnoziny tvaru {a + bi, —a — bi, ai — b, —ai + b}.

Véta 2.4. Necht I je obor integrity. Pak pro libovolné prvky ai, as, b1, by € I plati:

(CLl H as N\ by H bg) = (al ’ by & ay ‘ bg)
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Dikaz.

e Necht ay, ag, by,by € I anecht ay || az a by || ba. Necht ay | b. Pak podle Definice 2.3
je ag | ap a by | by. Podle Véty 2.1 tvrzeni 3 dostdvame z (as | a; Aay | by Aby | by) hledany
vysledek as | bs.

e Necht nyni ay | bs. Z piedpokladu dédle plyne, Ze a; | as a by | by, tedy mdme

ay | as,as | by a by | by a opét podle Véty 2.1 tvrzeni 3 dostavame, ze ap | by. O

Poznamka
Prave dokézand véta vlastné fika, ze pravdivost ¢i nepravdivost vyroku a; | by se nezméni,
nahradime-li prvek a; nebo b; libovolnym prvkem s nim asociovanym. Proto — jak uvidime
déle i kazd4 vlastnost prvku z I, kterou lze popsat pouze pomoci relace ,|“ , se prendsi

i na prvky s nimi asociované.

Piiklad 2.9. Ukazte, ze relace ,déli“ definovand na mnoziné I/J(I) tiid asociovanych

prvki v I timto zpusobem:
(VaJ(I),bJ(I)) € I/J(I)) aJ(I)|bJ(I) < alb

je neostré usporddani v mnoziné I|.J(I).
(1) o(VaJ € I/J(I)) aJ | aJ < a | a, coz plati pro Ya € I, podle Véty 2.1 tvrzeni 1,
a tedy relace je reflexivni.

o(VaJ,bJ € I/J(I)) aJ |bJAb] |aJ = a|bAb|a= al b= aJ = bJ, relace je
antisymetricka.

o(VaJ,bJ,cJ € I/J(I)) aJ |bJAbJ |c]J=a|bAb|c=a|c= aJ|cJ, podle Véty
2.1 tvrzeni 3, relace je tedy tranzitivni.
Dana relace je opravdu neostré usporadani.
(2) @ Déle (Va € I)1/a, tak 1J/aJ podle Véty 2.1 tvrzeni 2 pro VaJ € I/J(I), tedy 1J = J
je prvni prvek uspotradané mnoziny (I/J(1),|)

e Protoze (Va € I)al0, tak aJ/0J pro VaJ € I/J(I), tedy 0J(I) = {0} je podle Véty
2.1 tvrzeni 4 posledni prvek usporddané mnoziny (I/J(1),|).
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2.2 Nejvétsi spolecny délitel

Definice 2.4. Necht ay, as, ... , a; jsou libovolné prvky z oboru integrity I. Prvek d € I

se nazyva nejveétsi spolecny délitel prvku aq, as, ... , ai v I, pravé kdyz soucasné plati:
dlagANd]agN---Nd| ay (2.3)
(le G]) [(dl | al/\dl | CLQ/\"'/\dl | Cl,k) :dl | d] (24)

Piseme d = D (ay, as, ... ,a).

Priklad 2.10. Necht I = Z; hledejme D(8,52).
Spoleénymi déliteli ¢isel 8 a 52 jsou prvky 1, -1, 2, -2, 4, -4; nejvétsimi spoleé¢nymi déliteli
jsou pak prvky 4 a -4 ( nikoliv jen prvek 4).

7 tohoto prikladu plyne, ze nejvétsi spoleény délitel ve smyslu definice nemusi byt vzdy
nejvétsim prvkem mezi vSemi spolecnymi deéliteli vzhledem k usporadani v uvazované
struktute. Adjektivum , nejvétsi preziva z doby, kdy se délitelnost studovala pouze na
mnoziné kladnych celych ¢isel. Dale z prikladu plyne, Ze nejvétsim spolecnym délitelem

danych prvku z I nemusi byt pouze jediny prvek z 1.

Véta 2.5. Necht pro prvky ay, as, ..., aj z oboru integrity I existuje D(ay, as, ..., ai) = d.
Pak plati (Vd' € I) d = D(ay,aq,...,ar) < d || d'.

Dikaz.

,=“ Necht tedy d = D(ay,...,a;). Predpoklddejme nejprve, ze téz d' = D(ay, ..., ax).
Potom (podle (2.3) aplikované na d') d' | a; pro viechna i = 1,2,....k a (podle (2.4)
vztazené k d) d' | d. Obdobné ovérime d | d', takze d || d'.

,<=“ Necht d' € I je takovy prvek, ze d' || d, tj. d'|d a d|d'.

e Protoze d'|d a d = D(ay, ...,ay), tak d'|d a d|a;,i = 1,..., k, tedy podle Véty 2.1 tvrzeni
3d|a;,i=1,..,k, tj. d je spoleény délitel prvku ay, ..., ay.

Necht d; € I je libovolny prvek takovy, ze di|a;,i = 1,...,k. Pak dy | d (d = D(ay, ..., a)),
ale zaroven podle predpokladu d | ', tedy opét podle Véty 2.1 tvrzeni 3 pak d; | d'.
Podle Definice 2.4 je tedy d' = D(aq, ..., a). O
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Poznédmka
Z Vety 2.5 tedy plyne, ze nejvétsi spoleény délitel neni danymi prvky aq, ..., ax € I (pokud
vibec existuje) urcen jednoznaéné, nybrz jednoznaéné je urcena pouze tiida asociovanych
prvku, v nichz vsichni spolecni délitelé uvedenych prvku lezi.

Dohoda:
Pro zjednoduseni vyjadiovani se dohodneme na tom, ze v dalsim nebudeme (pokud nebude
feceno jinak) mezi navzdjem asociovanymi nejvétsimi déliteli rozlisovat a budeme psat

d = dy misto pfesnéjstho d || d;.

Véta 2.6. Necht a, b, ¢ jsou libovolné prvky z oboru integrity I, pak plati:

a) existuje-li D(a,b), existuje téz D(b,a) a je D(a,b) = D(b,a);

b) existuje-li D(a,b) = d a D(d,c) (anebo D(b,c) = y a D(a,y)), existuje téz D(a,b, c),
pricemz

D(D(a,b),c) = D(a,D(b,c)) = D(a,b,c)

Dikaz.

a) Tvrzeni plyne ihned z Definice 2.4.

b) Predpoklddejme, ze existuji d = D(a,b) a d = D(d,c). Pak d/a Nd/bANd' [JdNd/c.
Podle Véty 2.1 tvrzeni 3 pak d'/a Ad'/b A d /e, tedy d je spoleény délitel prvku a, b, c.
Necht d; € I je libovolny prvek takovy, Ze dy/a A dy/b A dy/c. Pak ovem dy/d A dy/c, coz
ovsem podle (2.4) znamena, ze d;/d'. Tedy d' = D(a,b,c). O

Véta 2.7. Necht existuje nejvétsi spoleény délitel k libovolnym dvéma prvkium oboru

integrity I; pak existuje nejvétsi spolecny délitel ke kazdé n-tici aq, as, ..., a, prvku z I.

Diikaz. Budeme postupovat tplnou indukei podle n.

Pro n = 2 existuje D = (a1, as) podle predpokladu.

Necht n > 2 a predpoklddejme, Ze existuje nejvétsi spoleény délitel pro kazdou skupinu
n — 1 prvku z I. Jsou-li (aq,as,...,a,_1,a,) libovolné prvky z I, pak podle indukéniho
predpokladu existuje prvek d' = D(ay, ...,a,_1) a podle predpokladu Véty existuje prvek
d e I tak, ze d = D(d', a,).

Ukazme, ze d = D(ay, ..., ay).
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Protoze d = D(d', a,), je d/d' ANd/a,. Zaroven ovsem d'/ay A~ - -Ad'/a,—1 (podle indukéniho
predpokladu), coz znamend, ze podle Véty 2.1 tvrzeni 3 je d/ay Ad/as \---Nd/a,_1 Nd/ay,
tj. d je spoletny délitel prvki ai,as, ..., an_1, a,. Necht d; je libovolny prvek z I takovy,
ze dy/ay N\ ---NdyJan—1 N dy/a,. Pak podle (2.4) dy/d A dy/ay, tedy di/d. Opravdu tedy
d= D(ay,...,ap). O

Disledek
Jestlize ke kazdym dvéma prvkum oboru integrity I existuje nejveétsi spoleény délitel, pak
D(ay,aq, ...,a,) = D((ay,as, ...,a,-1),a,) pro kazdou n-tici prvki ay, as, ..., a, € I.
Poznamka
Pouzijeme-li navic , komutativnost® a ,asociativnost“ operace tvotreni nejvétsiho spolecného
delitele, vidime, Ze vysledek nezédlezi ani na potfadi, v némz tuto operaci provadime, ani
na poradi prvku aq, as, ..., a,, takze naptiklad

D(al,ag, CL3,CL4) = D(CLl,D(D(GQ,ag), CL4>> = D(agD((Zl, D((J,4, CL2>>>.

Definice 2.5. Necht I je obor integrity prvky a,b € I se nazyvaji prvky nesoudélné,
prave kdyz D(a,b) = 1.

Prvky ay, as, ..., a, € I nazveme nesoudélné, pravé kdyz D(ay, as, ..., a,) =1,

a nazveme je po dvou nesoudélné, pravé kdyz pro kazdé dva ruzné indexy i,j €

{1,2,...,n} je D(a;,a;) = 1.

Poznamka
e Skutecné: Pro libovolny prvek a € I je D(a,0) = a. Specidlné tedy je D(0,0) = 0.
Skutecné a | a a a | 0 podle Véty 2.1 tvrzeni 10, a kdykoliv ¢ | a at | 0, pak t | a, coz jsme
potfebovali ovérit.

e Analogicky ukézat, ze pro libovolné a,b € I plati: a | b < D(a,b) = a.

Véta 2.8. Necht v oboru integrity I existuje nejvétsi spolecny délitel k libovolnym dvéma

prvkim. Necht a1, as, ..., ai,c € I. Pak plati
D (caq, cag, ..., car) = D c(aq,as, ..., ax)

Diikaz. Pro ¢ = 0 zfejmé tvrzeni plati.

Necht déle je ¢ # 0. Oznac¢me z = D(ay, ..., a,),y = D(cay, ..., ca,). Dokdzeme, ze y || cz.
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Ponévadz x|a; pro viechna i = 1,2, ..., n, plati zfejmé cx|ca; (Véta 2.1 tvrzeni 10), a tedy
také cx|y. Zbyva dokézat, ze y|cx. Jisté c|ca; pro vsechna a;(i = 1,...,n); potom z definice
y plyne c|y. To ale znamend, Ze existuje prvek b € I tak, ze cb = y. Dosazenim do y|ca;
dostdvame cb|ca;, odkud plyne bla; pro vSechna a; takze b|x. Potom vsak cb|cz, neboli

ylex, coz jsme meli dokazat. ]

Véta 2.9. Necht v oboru integrity I existuje D(ay, as, ..., ax) = d, d # 0. Pak

a; a2 Qg

D=L 22 ..
(d’d’ ,d

)=1.

Diikaz. Necht d = D(ay, as, ..., ax). Pak d|ay, d|as, ..., d|ag, tj. existuji prvky by, ba, ..., by € I
tak, ze a1 = dby,as = dbs, ..., a = dby,.

Tedy d = D(ay,as,...,ax) = D(dby,dbs, ...,dby) = dD(by, ba, ...,b),d # 0 (viz Véta 2.8),
a proto je 1 = D(by, by, ..., bx) = D(%, %2 ... %) O

Véta 2.10. Necht a,b,c € I a nechf v oboru integrity I existuje nejvétsi spoleény délitel
D(a,b) = d. Pak plati:

1. (a]enb]|c)=ab| cd.
2. Jellid=1,pak plati: a | cAb | c=ab | c.
Diikaz. Necht a,b,c € I jsou takové prvky, ze D(a,b) = d a alc a b|c. Pak ziejmé
D(a,c) =a,D(b,c) =b.

Misto abled budeme dokazovat (ekvivalentni tvrzeni), ze D(ab, cd) = ab. Uzitim Véty 2.8
a Véty 2.6 a vztahu popsaném vyse postupné obdrzime

D(ab,cd) = D(ab,cD(a,b)) = D(ab, D(ac,bc)) = D(D(ab,ac),bc) = D(aD(b,c),bc) =

= D(ab,bc) =b- D(a,c) = ab. O

Véta 2.11. Necht a,b,c € I a necht v I existuje nejvétsi spolecny délitel k libovolnym
dvéma prvkum. Jestlize D(a,b) = D(a,c) = 1, pak D(a,bc) = 1.

Diikaz. Je a = D(a,ac) a podle Véty 2.9 je D(ac,bc) = c. Pak ale podle Véty 2.6 mdme
D(a,bc) = D(D(a,ac)bc) = D(a, D(ac,bc)) = D(a,c- D(a,b)) = D(a,c) = 1. O
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Véta 2.12. Necht a, b, ¢ jsou prvky oboru integrity I existuje k libovolnym dvéma prvkim

nejvétsiho spoleéného délitele. Jestlize a | be a D(a,b) = 1, pak a | c.

Diikaz. Je a = D(a,bc) a a = D(a,ac). Kromé toho podle Véty 2.8 je

¢ =c-D(a,b) = D(ac,bc), takze podle dusledku Véty 2.6 koneéné mame

a = D(a,bc) = D(D(a,ac),bc) = D(a, D(ac,bc)) = D(a,c- D(a,b)) = D(a,c),

a tedy a | c. O

2.3 Nejmensi spoleény nasobek

Definice 2.6. Necht a;, as, ..., a; jsou libovolné prvky z oboru integrity I. Prvek n € I se
nazyva nejmensi spolecny nasobek prvku aq,as, ..., a; v I, pravé kdyz soucasné plati:
ea [nAhay | nA---Nag|n

e pro libovolny prvek n; € I plati: jestlize a; | ny Aag | ny A -+ Aag | ng, pak n | ny.

Piseme n = [ay, as, ..., ai.

Poznédmka

e Prvek n je tedy nejmensim spole¢nym nasobkem prvku aq,...,a;, pravé kdyz n je
spoleénym nasobkem vsech a; a kdyz kazdy spolecny nasobek ny téchto prvku je ndsobkem
prvku n.

e Porovname-li pravé vyslovenou definici nejmensiho spolecného nasobku s definici nejvétsiho
spoleéného délitele, vidime, ze se od ni lisi pouze zaménou potadi prvku v relaci ,deéli®,
takze vlastné jednu definici obdrzime z druhé, nahradime-li v ni relaci ,,déli* relaci k ni
inverzni. Protoze relace ,,|“ neni symetrickd, jsou oba takto definované pojmy odlisné. Lze
vSak nahlédnout, ze z kazdého tvrzeni pro nejvétsi spoleény délitel dostaneme - pfechodem

k zminéné inverzni relaci ,,dudlni“ - tvrzeni pro nejmensi spolecny nasobek.

Véta 2.13. Necht pro prvky ai,as, ..., a; z oboru integrity I existuje [a1, ag, ..., ax] = n.

Necht n; € I je libovolny prvek. Pak plati:
ny = [a17a27 "'7ak] < n || ny.

Dikaz. Dukaz je analogicky jako u Véty 2.5. m
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Véta 2.14. Necht v oboru integrity I existuje nejmensi spoleény ndsobek k libovolnym
dvéma prvkum. Pak existuje v oboru integrity I nejmensi spolecny nasobek k libovolné

kone¢né mnoziné prvku z oboru integrity 1.
Diikaz. Dikaz je analogicky jako u Véty 2.7. m

Véta 2.15. Necht v oboru integrity I existuje nejvétsi spolecny délitel k libovolnym
dvéma prvkum. Pak v oboru integrity I existuje nejmensi spole¢ny nasobek k libovolné

kone¢né mnoziné prvku z oboru integrity 1.

Dikaz. Diky Vété 2.14 staci ukazat, ze pro libovolné dva prvky a,b € I existuje v I jejich
nejmensi spole¢ny néasobek |[a, b].

Necht a,b € I jsou libovolné prvky.

(a) Je-li a = 0 nebo b = 0, pak je [a,b] = 0.

(b) Necht je tedy a # 0 a b # 0. Podle predpokladu existuje D(a,b) = d a protoze
a#0,b#£0,jeid#0.

Protoze d | a,d | b, existuji prvky aq,b; € I tak, ze

da1 = a, dbl =b.

Podle Véty 2.9 je (a1,b1) = 1.

Ozna¢me n = da,b;. Dokazeme, ze [a, b] = n.

Protoze n = (day)by = aby = a1(dby) = a1b, je a | n a b | n, tj. n je spoleény nésobek
prvku a,b.

Predpokladejme, ze ny € I je libovolny prvek takovy, ze a | ny a b | ny.

Pak také d | ny a existuje ny € I tak, ze ny = dns.

Tedy méme da; | dngy a dby | dng a d # 0 tj. a; | ng a by | no.

Protoze (a1,b1) = 1, dostdvame podle Véty 2.10 tvrzeni 2., Ze aiby | no.

Potom v8ak daib; | dny neboli n | ny.

To ovSem znamena, ze [a, b] = n.

]

Véta 2.16. Necht v oboru integrity I existuje nejvétsi spoleény délitel k libovolnym
dvéma prvkum. Pak pro libovolné prvky a,b € I plati: D(a,b)-[a,b] = a-b. Specidlné je-li
D(a,b) =1, pak [a,b] = a-b.

37



Diikaz. Dukaz plyne ihned z dukazu Véty 2.15.
Vime, Ze n = daib; = [a,b] a a = a1d,b = byd. Tedy [a,b] = ©%1¢ = 2 kde d = D(a,b).
Tedy D(a,b) - [a,b] = ab

2.4 FEukleidovy obory integrity

V predchozi kapitole jsme zavedli definici nejvétsiho spolecného délitele v oboru integrity
I. OvSem ne vzdy k libovolnym dvéma prvkum a,b € I existuje jejich nejvétsi spolecny

délitel .

Pifklad 2.11. Uvazujme obor integrity (M,+,-) = ({a +ibv/5;a € ZAb € Z},+,-).
Zvolme si nyn{ prvky 9,3(2 +iv/5) € M.

Déliteli prvku 9 jsou pravé ésla &1, 3, £(2 4+ iv/5), £(2 — iv/5), £9; déliteli prvku

3(2 + iv/5) pak ¢éisla +1,43, (2 + iv/5), £3(2 + i1/5). Spoleénymi déliteli jsou prvky
41,43, £(2 + iv/5); zadny z nich véak nevyhovuje druhé podmince definice nejvétstho
spolecného délitele v M proto nejvétsi spoleény délitel prvka 9 a 3(2 —1—2\/5) v M neexistuje.

1]

Definice 2.7. Obor integrity I se nazyva Eukleidtiv obor integrity, pravé kdyz existuje
zobrazeni v : I — {0} = N - fikdme mu Eukleidova norma - takové, ze pro libovolnd

a,b e I1,b# 0, plati soucasné

alb=v(a) < v(,) (2.5)

(Fg,r e Nja=bg+r A (r=0Vu(r) <uv())]. (2.6)

Poznamka
Z uvedené Definice ihned plyne, ze v Euklidové oboru integrity plati:

(Va,be I,b#0)a | bAD | a = v(a) = v(b)
Véta 2.17. Necht I je Eukleidtiv obor integrity. Potom pro libovolné a,b € I,b # 0, plati
alb= (v(a) =v(b)=0b]a).
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Diikaz. Necht tedy a | b a soucasné v(a) = v(b). Podle (2.6) existuji ¢,r € I tak, ze
a = bq +r, kde bud r = 0 nebo v(r) < v(b). V prvém piipadé a = bq, a tedy b | a, coz
jsme meéli dokdzat. Kdyz r # 0, je v(r) < v(b) a také v(r) < v(a). Z piedpokladu a | b
vyplyva existence takového prvku a’ € I, ze aa’ = b. Potom ale a = bq+r = aa’q+r; odtud
r=a(l —dq),atedy a|r. To vsak podle (2.5) implikuje v(a) < v(r). Dostdvame se tak

ke sporu s v(r) < v(a). Tedy moznost r # 0 nemuze nastat, ¢imz je véta dokdzédna. [

Poznamka
Nyni se da predchozi Véta a Poznamka za Definici formulovat takto: v libovolném Euklei-

dové oboru integrity I plati:
(Va,be D[(b#0Aa]|b)= (v(a) =v(b) < a || b). (2.7)
Véta 2.18. Je-li [ Eukliduv obor integrity u € I,u # 0 a v(u) = 0, pak u je jednotka.

Diikaz. Piimo z Definice 2.7, médme 1 = uq + i,q,7 € I,i = 0 nebo v(i) < v(u). Protoze

ale pripad v(i) < 0 nemuze nastat, je i = 0, a tedy 1 = ugq. O]

Véta 2.19. Bud I Eukleidtuv obor integrity. Pak k libovolnym dvéma prvkim z I existuje

nejvetsi spoleény délitel.

Diikaz. Necht a,b € I. Jestlize b = 0, je D(a,b) = a. Piedpokladejme déle, Ze b # 0.
Z podminky (2.6) definice Eukleidova oboru integrity plyne existence prvka ¢, € I
takovych, ze a = bg, + r1, kde 1 = 0 nebo v(ry) < v(b). Jestlize r; = 0, je b | a, a tedy
D(a,b) = b. Necht tedy r; # 0; potom opét podle (2.6) aplikované nyni na prvky b a r;
existuji qo, 72 € I tak, ze b = rigs + r9, kde 19 = 0 nebo v(ry) < v(ry).

V piipadé, ze ry # 0, dostdvame r; = 19q3 + r3 a r3 = 0 nebo v(r3) < v(re). V tomto
postupu (pro 7; # 0) pokracujeme déle. Po jistém konectném poctu kroku necht jich je

n + 1 musime dospét k vysledku
Tn—1 = TnQn+1 + Tnt1, kde 7,11 = 0.

Vyplyva to ze skutecnosti, ze

1\
o

v(b) > v(ry) > v(rg) > ---
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Piepisme si jesté jednou cely postup za ptredpokladu, ze r; # 0, pro 7 = 1,2,...,n a

Tny1 = 0:

a = bqy,+m v(ry) < v(b)

b=riqs+ 19 v(ry) < v(ry)

Ty =T2q3 + 73 v(rg) < v(r3)
(2.8)

Tn—o = Tn—1"Qn+ 7y 'U(?”n> < U(rnfl)

Tn-1 = TnQn+1 + Tnt1 Trnt1 =0

Nyni dokazeme, ze r,, = D(a,b). Z posledni rovnosti v 2.8 plyne, ze 7, | r,_1,
z predposledni pak po dosazeni za 1,1 je 1,2 = T (Gnr1qn+1), a tedy r,, | r,—2. Analogicky
postupujeme ,smérem nahoru* az k vysledkum r, | b a r, | a. Tedy r, je spoletnym
délitelem prvki a,b. Zbyva ovéfit, Ze je ze viech spoleénych délitelit nejveétsi. Necht pro
libovolné = € I plati z | a a zaroven x | b. Ukazeme, ze x | r,. Nyni budeme postupovat
ysmérem dolu“. Z prvni rovnice je 11 = a — ¢1b, a tedy podle Véty 2.1 tvrzeni 8 x | rq,

z druhé ziskame x | ry atd. az dojdeme ke vztahu x | r,, coz jsme méli dokédzat. ]

Poznamka

Postup popsany formulemi (2.8) nazyvame Eukleiduv algoritmus.

Véta 2.20. (Bezoutova rovnost)
Necht I je Eukleidiv obor integrity, a,b € I. Pak existuji prvky c;,co € I tak, ze
D(a,b) = cia + cob.

Diikaz. Necht jsou splnény predpoklady Véty. Jestlize je b = 0, je D(a,b) = a a staci volit
c1 = 1, ¢y libovolné. Necht déle b # 0 . Potom diky Eukleidovu algoritmu je r; = a+(—q;)b
(v piipade, ze r; = 0, je dukaz trividlni). Dosazenim za r; do druhé rovnice v (2.8)

dostdvame 1 = (—go2)a+ (1+ g1g2)b. Déle vyjadiime prvek r3 a po dosazeni rq, ro vidime,
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ze i r3 je linedarni kombinaci prvku a, b. Takto postupujeme ,smérem dolu* az k posledni

rovnici k vyjadieni r, = D(a,b) ve formé linedrni kombinace prvku a, b.

Trivialnim dusledkem predchozi véty je.

Véta 2.21. Necht I je Eukleidiv obor integrity, a,b € I. JestliZe a,b jsou nesoudélné

prvky, existuji ¢, co € I tak, ze acy + beg = 1.
Zameéiime se na konkrétni Eukleidovy obory integrity.
Véta 2.22. (Z,+,-) je Eukleiduv obor integrity.

Diikaz. Definujme normu v takto: pro kazdé a € Z, a # 0, necht v(a) = |a|. Nejprve
ovérime, ze pro kazdé b # 0, kdyz a | b, je v(a) < v(b). Necht tedy a | b; potom existuje
x € 7 tak, ze axr = b.

Je |b| = |ax| = |a|-|z|. Jestlize |x| = 1, je |a| = |b], takze v(a) = v(b). V piipadé, ze x # 1,
je |x| > 1, coz znamena, ze |a| < |b|, a tedy v(a) < v(b).

Déle ovérime podminku (1.1) z Definice 2.7. Ta plyne z nasledujici Véty.

(Va,b € Z)3lqg,n € Z);0 #0,a=bg+n A0 <n <. O

Véta 2.23. (Véta o déleni se zbytkem)
Necht a, b jsou libovolnd celd ¢isla, b # 0. Pak existuji jednoznacné urcend celé ¢isla ¢ a r
takova, ze jsou splnény nasledujici dvé podminky:

1. Plati rovnost a = ¢ - b+ r.

2. Cislo r spliiuje nerovnost 0 < r < [b).

Dikaz.

1. Nejprve dokazeme existenci ¢isel ¢ a r. Protoze plati (—q) - (—b) = ¢ - b, muzeme bez
ujmy na obecnosti predpokladat, ze b > 0. Budeme rozliSovat dva ptipady:

(a) Cislo a je véts nebo rovno 0. Budeme postupovat indukef podle a.
e Je-li a = 0, je tvrzeni trividlni, protoze muzeme zvolit ¢ = r = 0.

e Piedpokladejme, ze pro a > 0 existuji celd ¢isla ¢, r takova, ze a = bg+r a0 < r < [b] = b.
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Potom a+1=0bg+ (r+1), kde r+1 < b. Je-li 4+ 1 < b, jsme hotovi. Je-li r+ 1 = b, pak
a+1=bg+b=(¢q+1)-0+0.

(b) Cislo @ je mensf nez 0. Podle piedchoziho existujf celd éfsla ¢, 7' takovd, ze
—a=¢q-b+r a0 <r <b Opét odlisime dva piipady.
e Jestlize ' = 0, polozme ¢ = —q' a r = 0. (Plat{ totiz a = (—¢') - b+ 0.)
e Jestlize ' > 0, polozme ¢ = —¢' — 1l ar=0—1r". Plati totiz a = (—¢' = 1) - b+ (b — 1)
ald<(b—r')<b.

2. Zbyva ukazat, ze cislo ¢ a r jsou urcena cisly a a b jednoznacné. Predpokladejme,
ze jsme vyjadrili ¢islo a dvéma zpusoby, tj. predpokladejme, ze existuji cela ¢isla
q1, G2, 71 a Ty takova, ze plati
a=q-b+nr 0<r;<b
a=qy-b+rsy 0<ry<hb.
Potom plati ¢; - b+ 11 = g2 - b+ ry a tudiz (¢1 — ¢2) - b = r1 — 5. Protoze plati
0<ri<ba0<ry<b, jelrs—r| <b Tudiz je |(¢1 — q2) - b| < b, tedy ¢1 = ¢q2. Z toho

plyne, ze ry = .

Priklad 2.12.

Naleznéte nejvétsi spolecny délitel, koeficienty cl; ¢2 v Bezoutové rovnosti a nejmensi

spolecny nasobek ¢isel a = 210, 0 = 330.
(1)Pouzijeme Eukleiduv algoritmus:

330 = 210 - 1 + 120,
210 = 120 - 1 + 90,
120 = 90 - 1 + 30,

90 = 30 - 3.
Tedy D(210,330) = 30.

(2) Oznaéme dale a = 330,b = 210, = D(210, 330). Budeme hledat celd ¢isla ¢, ¢y
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tak, aby x = cia + cob. Pouzijeme postupné tpravy ,smérem dolu“ a dostavame:

a=b-1+120 = 120=a—b
b= (a—1b)-1+90 = 90 = —a+2b
a—b=(—a+2b)-1430 = 30 = 2a — 3b

xr=230=2a—3b
Staci tedy polozit ¢; = 2,¢ = —3.

__330-210 __
(3) [330,210] = 332210 — 931,
Tedy [330,210] = 2310.

Véta 2.24. Obor integrity (Z[i], +, -) Gaussovych celych ¢isel je Eukleiduv obor integrity.

Diikaz. Definujme normu v takto: pro kazdé a + bi € Z[i] — {0} necht v(a + bi) = a* + b*.
Ziejmé v je zobrazeni Z[i] — {0} do N.

e Necht a + bi,c+ di € Z[i],c+ di # 0, takové, ze (a + bi)|(c + di). Pak existuje prvek
e+ fi € Z[i] tak, ze (a + bi)(e + fi) = (¢ + di). Tedy v((a + bi)(e + fi)) = v(c +id).
Ale, jak snadno zjistime, v((a + bi)(e + fi)) = (a* + b*)(e* + f?) a v(c + di) = * + d°.
Protoze v(a+bi) = a*+b%, plyne z predchozich rovnost{ vztah v(a+ i) < v(c+di), takze
plati (2.5) z Definice 2.7.

e Zbyva dokazat, ze existuji q; + qoi, 71 + 190 € Zli] tak, ze (a + bi) =
= (c+di) - (q1 + qoi) + (11 + 7r2i), kde r1 + 797 = 0 nebo v(ry + 7r9i) < v(c + di). Budeme
postupovat tak, ze poddme navod na nalezeni (q; + ¢2i) a (r; + roi) spliujicich vyse

uvedenou podminku. Prvky a + bi,c + di € Z[i] jsou zaroven prvky télesa komplexnich

¢isel. Lze proto vytvorit podil %Sé a nalézt prvky z,y € R (dokonce to budou prvky z Q)
tak, ze
a—+bi
- = + yi. 2.9
c+di 4 (29)

Pokud z i y jsou cela ¢isla, staci volit ¢ + qot = = + yi, 71 + 1r2t = 0.

V opacném piipadé zvolime qq, ¢ tak, aby ¢, g € Z a aby

z=al 20,5 a |y—g| =05 (2.10)
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takova qi, qo jisté existuji. Prvek rq + rot pak ziskdme ze vztahu
(r1 +1ei) = (a4 bi) — (¢ + di)(q1 + q20), (2.11)
takze ziejmé 1,19 € Z. Dosazenim z (2.9) do (2.11) dostavéame
i+ rai = (e + di)(x + yi) — (c+ di)(q1 + g21) = (¢ + di)[(z — q1) + (y — q2)1].
Oznacme, pro snazsi vyjadfovani, x — ¢, = p; a y — g2 = po. Pak
(r1 4+ 121) = (¢ + di)(p1 + poi). (2.12)

Zbyva dokazat ze v(ry + rqi) < v(c+ di).

Z (2.12) plyne v(ry + r91) = v((c + di)(py + p2i)) = (¢ + d?)(p? + p3i).

Uvédomime-li si, ze v(c+ di) = ¢® + d* a ze diky (2.10) je

(Pi+p3) = (x—q1)*+(y—q2)* £ 0,5, dostaneme ihned dokazovanou nerovnost v(ry+ryi) <

v(c+ di). Tim je dukaz Véty dokoncen. O

Poznamka

Dikaz predchozi véty obsahuje ndvod na vypocet nejvétsiho spolecného délitele v Z[i].

Priklad 2.13.

Naleznéte nejvétsi spolecny délitel, koeficienty ci,co v Bezoutové rovnosti a nejmensi
spolecny nasobek cisel a = 22 + 144, b =9 — 1.

22 +14i 9-+i 184+148i 184 148 92 T4

1 : - . P B
O B 82 2 sl N
Tedy, uzivame-li stejné znaceni jako ve zminéném dukazu, je x = R RARTE
Prvky qi, g2 urc¢ime tak, aby |z — q¢1| = 0,5, |y — ¢2| = 0, 5; polozime tedy

G1=2,q0=21%j. Q1 = q¢1 + q21 = 2+ 2i. Vypocteme déle
Ry=r1+ryi=(22+414i) — (9 —i)(2+ 2i) =22 + 14i — (20 + 16i) = 2 — 2i.

Dale postupujeme metodou Eukleidova algoritmu. Je

9—1 2420 204162 5 .
- - - = :—+22
2—21 242 8 2
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x = g,y = 2 Urcime prvky ¢| a ¢, tak, aby |z — ¢}| < 0,5 a |y — ¢5| < 0,5, polozime
¢y =2,¢5 =2 amame Qy = ¢ + ¢hi = 2 + 2i.
Pak Ry = 1 +1hi = (9 — i) — (2 — 20)(2+2i) = (9 — i) — 8 = 1 — i.
V dalsim kroku Eukleidova algoritmu je
2—2 ' 1+: 4
1—2 147 2
Ponévadz nyni jiz x,y € Z, je (2—2i) = (1—1i)-24+0 atedy D(224144,9—1i) = Ry = 1—1

a vSechny prvky s nim asociované.

(2) Oznacme déle a = 22 + 14,0 =9 — i,z = D(22 4 144,9 — 7). Budeme hledat cela
¢isla ¢, o tak, aby x = cia+cb. Pouzijeme postupné upravy ,smérem dolu“ a dostavame:

a:bQ1+R1:>R1:a—b(2+22)

b=RiQ:+ Ry = Ry=b—[a—b2+2i)](2+42i) = b— [a(2+ 2i) — b(2 + 2i)*] =
=a(—2—2i) +b(1+8i) a Ry = D(a,b). Tedy ¢; = —2 — 2i,¢co = 1 + 8i.

: 0 (224140)-(9—i) _ 21241040 | 144 _ 1084316i _ :
(3) [22 + 14,9 — 1] = — = 2. T = IEEHER = 54 4 158i.

Tedy [22 + 14,9 — 1] = 54 4 158i.

Véta 2.25. Necht T je komutativni téleso, potom obor integrity 7T[z] polynomu jedné

neurcité nad T je Eukleiduv obor integrity.

Diikaz. Pro libovolné f(z) € T|x], f(x) # 0, definujeme v(f(x)) = stf(x) - kratce jen
v(f) - jako stupen polynomu f. Ziejmé v je zobrazeni T[z] — {0} do N. Bud'te ddle
f(x),9(x) € Tla], g(x) # 0.

e Dokazme nejprve, ze plati f(z)|g(z) = v(f) < v(g).

Necht f(z)|g(x), pak existuje h(z) € T[x] tak, ze f(x)h(xz) = g(x).Protoze g(x) # 0,
je také f(z) # 0 a h(z) # 0, a tedy st g(z),st h(z),st f(x) € N. Vime, ze stupen
sou¢inu polynomu je roven souctu jejich stupnu, tedy st g(x) = st f(x) + st h(x). Pak
st f(z) < st g(z), a tedy v(f) < v(g).

e Piedpokladejme dale, ze

f@)=a+ax+---+ax (a, #0),

g(x) =bo +byx+ - +bpx  (by #0).
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Je tedy v(f) = n,v(g) = m. Checeme dokazat, ze

(3 q(@),r(x) € T2])[f(2) = g(x)q(x) + r(z) A (r(z) = 0V o(r) <v(g))]. (2.13)

Kdyz n < m, staéi polozit g(x) = 0 a r(z) = f(x) a podminka (2.13) plati. Prepokladejme
proto déle, ze n = m. Dukaz tvrzeni (2.13) provedeme matematickou indukei podle stupné
n polynomu f(x).

a) Necht nejprve n = 0, pak i m = 0 a je f(x) = ap, g(x) = by, kde ag,by # O.
Ponévadz ag, by € T, existuje ¢y € T tak, ze ag = bycy. Oznacime-li ¢(x) = ¢ a r(z) = 0,
tvrzeni (2.13) je ovéfeno.

b) Predpokladejme, ze (2.13) plati pro vsechny polynomy stupné mensiho nez n;
dokazeme, ze plati i pro polynom f(x) stupné n. Ponévadz n = m, je n —m = 0. Po-
kusime se setrojit novy polynom f;(z) tak, aby byl linedrni kombinaci polynomu f(z) a

g(x), a aby jeho stupen byl mensi nez n. K tomu sta¢i si uvédomit ze plati
ant" — anb " "™ = 0. (2.14)
Oznac¢me
filz) = f(2) = anby, 2" "g(x). (2.15)

Potom diky (2.14) je opravdu stupen fi(x) nizsi nez n podle indukéniho predpokladu

k nému tedy existuji polynomy ¢;(z), ri(z) € T|x] tak, ze
fi(x) = g(@)qu(x) +ri(z) Afri(z) = 0V o(r) <w(g)]. (2.16)
Dosadime-li do (2.16) za fi(z) podle (2.15), dostaneme
f(z) —aub " "g(x) = q(x)q (z) + ri(z)

a po uprave

f@) = g(@)(@(2) + anby,'a"™) +1r1(2).
Oznacime-li

q(z) = qu(2) + anby'a" " r(2) = 11(2),

je f(z) = g(x)q(z) + r(z), kde podle (2.16) r(z) = 0 nebo v(r) < v(g). Je-li f(z) = 0,

staci ziejme volit ¢(x) = r(z) = 0. Tim je véta dokazéana. O
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Priklad 2.14.

Naleznéte nejvétsi spolecny délitel, koeficienty cq,cy v Bezoutové rovnosti a nejmensi
spoleény nésobek polynomu f(z) a g(x) jestlize:

flx) = 2%+ 22% — 42® — 322 + 82— 5

g(x)=2°+2> -z + 1.

(1) Uzijeme opét Eukleiduv algoritmus. Vzhledem k tomu, ze D(f(x), g(z)) se nezméni,
pracujeme-li, misto s f(x), g(z) s polynomy s nimi asociovanymi, vynasobime nejprve f(z)

¢islem 2 a teprve pak provedeme déleni. Dostaneme
(2% 4+ 22% —42® — 32* + 81— 5) = (2" + 2 — v + )z + (22* — 52 — 22 + 7w — 5).

Tedy qi(z) = z,r,(z) = 22* — 5% — 222 + Tx — 5.
V dalsim kroku délime polynomy g¢(z) a ri(z); z hlediska pocetniho je vsak vyhodnéjsi

nahradit g(z) polynomem 2z° + 22? — 2z + 2 s nfm asociovanym. Je

5,29 4, 29 29

(22° + 22 — 20 + 2) = (20" — 52° — 22% + T2 — 5) (v + 5) + (7x — 7x+?),
d 29 29 29
takze qo(x) = = + 58 ro(z) = 7:{;3 STt

Polynom ry(z) opét nahradime vhodnym polynomem s nim asociovanym, tj. polyno-

mem z° — x + 1, a provedeme dalsi déleni. Dostdvame

(22* — 52° — 222 + T2 — 5) = (2 — 2+ 1)(2x — 5) + 0,

tj. g3(z) = x — 2,7r3(x) = 0.
Tedy D(f(z),g9(z)) = 2® —x + 1.

(2) Hledejme polynomy ¢, (z), ca(z) € T'[x] tak, ze D(f(x), g(x)) = f(z)c1(x)+g(x)ca(x):

f(x) = g(@)qu(2) +ri(z) = ri(2) = f(x) — g(z)q(z)
q(z) = r1(2)qe(2) + 1ra2(x) = 12(7) = 29(7) — r1()g2(7)
= 2g9(z) — ¢2(x)[f () — g(x)q1 (2)]

= [(2)(=qa2(2)) + 9(2)(2 + 1 (x)ga(2))
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Tedy ¢1(z) = —qo(x) = 2 + 3,

_ f@)g(x) (28422423322 4+82x—5) (2 +a?—x+41)
(3) [f(x),g9(x)] = Df(@)g@) e B

Véta 2.26. Kazdy Eukleiduv obor integrity je okruh hlavnich ideélu.

Diikaz. Necht I je Eukleiduv obor integrity s normnou v, necht A je libovolny idedl v I. Pro
A = {0} je A= (0) hlavni idedl, takze muzeme pfedpoklddat, ze je A # {0}. Ukdzeme, ze
prvek 0 # a € A takovy, ze v(a) < v(b) pro kazdé b € A, je generator idedlu A. Existence
takového prvku plyne z toho, ze v(1) < v(z) pro kazdé « € I\ {0}, takze existuje a € A
tak, ze v(a) = min{v(z) | 0 # x € A}. Jelikoz a € A, je (a) C A. Na druhé strané, je-li
0 # b € A libovolny prvek, existuji prvky ¢, € I takové, ze b = aq + r, kde v(r) < v(a).
Pror # 0 jer =b—qa € A, takze nerovnost v(r) < v(a) dava spor s volbou prvku a.

Tedy je nutné r = 0,b = aq € (a), ¢cimz je rovnost A = (a) dokdzéana. ]

2.5 Gaussovy obory integrity

Nejprve zavedeme pojem, ktery zobeciiuje pojem prvocisla. Jak vime, lze prvocisla v
mnoziné vSech prirozenych c¢isel N charakterizovat mnoha zpusoby, z nichz si néktera
pripomeneme.

Ptirozené ¢islo a > 1 je prvocislo, pravé kdyz
(a) je délitelné pouze ¢islem 1 a sebou samym,
(b) deéli-li sou¢in dvou piirozenych ¢isel, déli alespon jedno z nich,

(c) kazdé z ¢isel 1,2,...,a — 1 je nesoudélné s a.

Definice 2.8. Prvek a oboru integrity I takovy, ze a # 0, a }f 1 (tj. a neni jednotka v I),
se nazyva ireducibilni prvek v I, pravé kdyz ma pouze nevlastni délitele, tj. pravé kdyz

plati
WVbel)bla= (b]aVvbl]1). (2.17)

Nenulovy prvek z I, ktery neni jednotkou a neni ireducibilni, se nazyva reducibilni nebo

téz slozeny prvek z I.
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Priklad 2.15.

a) Priklady ireducibilnich prvku v oboru integrity Z jsou napt. vSechna prvocisla v N.

b) V oboru integrity M = ({a + biv/5; a € ZAb € Z},+,-) lze ukézat, ze napiiklad
¢isla +3, 2 +4+/5,2 — iy/5 jsou ireducibilni prvky a éislo 6 = (1 +4v/5)(1 —iv/5) = 2-3 je
reducibilni.

¢) V oboru integrity polynomu jedné neurcité T'[z] nad télesem T je kazdy polynom
stupné prvniho ireducibilnim prvkem: kazdy jeho délitel g(x), musi mit stupenn mensi nebo
roven jedné. M&-li g(z) stupen nula, je jednotkou T'[x], a m&-li stupen jedna, je asociovén

s danym polynomem.

1]

Definice 2.9. Necht I je obor integrity. Prvek p € I,p # 0,p }f 1 se nazyvd prvocinitelem
v I, praveé kdyz

(Va,bel)p|lab= (p|aVp|D). (2.18)
Je ihned zfejmé, ze tuto podminku téz zapsat ve tvaru
(Va,be )(p|abApta)=p|b, (2.19)

Poznamka

1. Drive nez prejdeme k vySettovani vlastnosti nové zavedenych pojmu, zduraznéme, ze
kdyz mluvime o ireducibilnim prvku ¢&i prvociniteli, je vzdy nutné uvést, jakou strukturu
pritom mame na mysli. Napiiklad ¢islo 2 je totiz prvocinitelem i ireducibilnim prvkem
z 7, avsak v oboru integrity Gaussovych celych ¢isel Z[i] neni: 2 neni ani prvocinitelem,
ani ireducibilnim prvkem:
2= (1+1)(1—1), tedy 2 je v Z[i] reducinilni.
©2/(1+i)(1—1i),ale 2¢(1+4) ani 24 (1 — i), tedy 2 neni prvocinitel v Z[i].

2. Protoze podminky (2.17) a (2.18) v definicich ireducibilniho prvku a prvoéinitele jsou
formulovany pouze pomoci relace ,,déli“, Ize podle Véty 2.4 vlastnost ,byt ireducibilnim
prvkem® respektivé byt prvocinitelem* prenést vzdy na celou ttidu asociovanych prvkiu.

Tuto skutecnost zachycuje nésledujici Véta.
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Véta 2.27. Necht a,b jsou libovolné asociované prvky v oboru integrity I. Pak oba

soucasné bud jsou, nebo nejsou ireducibilni prvky, respektivé prvocinitelé v I.

Véta 2.28. Necht p € I je prvocinitelem v I. Pak pro kazdé n € N plati
(Vay,...,a, € I) p|ajag...ap, = (i) (1= i SnAp|a).

Diikaz. Necht n > 2. Predpoklddejme, ze tvrzeni plati pro n — 1 prvku. Z plajas---ay,
plyne, ze bud plaias---a,_ 1, nebo pla,. V prvnim piipadé existuje podle indukéniho

predpokladu index i = {1,2,....,n — 1} tak, ze p | a; a Véta je dokdzana. O
Véta 2.29. Necht p je prvocinitelem v I, pak p je téz ireducibilni prvek I.

Dikaz. Predpokladejme, ze p je prvocinitel v I. Aby p byl ireducibilnim prvkem v I,
musime dokézat, ze pro kazdého délitele a € I prvku p plati a || p nebo a || 1. Jestlize
tedy a je libovolny prvek z I takovy, ze a | p, existuje ¢ € I tak, ze p = aq. Pak ale p | aq,
a ponévadz p je prvocinitelem v I, je bud p | a nebo p | ¢. V prvém pifpadé dostdvame
a | pazdroven p | a, a tedy p || a. Kdyz p | ¢, je p || ¢ (nebot z rovnosti p = aq plyne
q | p). Existuje tedy jednotka j € I takovd, ze p = jq. Protoze zaroven p = aq (a p # 0,
a tedy i g #0), je a = j neboli a || j. ]

Poznamka
Poznamenejme, ze tvrzeni obracené veéty neplati a ze tedy Definice 2.8 a 2.9 — a¢ jsou
zobecnénim dvou vlastnosti téhoz pojmu prvoéisla v N, urcuji v obecném pripadé ruzné
pojmy. Ukazku ireducibilniho prvku, ktery neni prvocinitelem, uvedeme v nasledujicim

prikladeé.

Piiklad 2.16. Necht M = {a +biv/5;a € ZAb € Z} a (M, +,-) je obor integrity. Cisla
3,2 4 iv/5,2 — iv/5 jsou ireducibilni prvky v oboru integrity
M = ({a+bivb,a € ZNbe Z},+,-) (viz Pitklad 2.15 (b)). Plat{ viak

31 (2+iV5)(2—iv5) =9

a piitom (diky ireducibilnosti prvki 2 + iv/5,2 —iv/5 v M) 31 (2 +iv/5) a 31 (2 —ivV/5).

Tedy cislo 3 neni prvocinitelem v M.
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Poznamka
Rikdme, ze obor integrity I spliuje podminku prvoéinitelovou, jestlize kazdy ireducibilni

prvek je prvocinitelem.

Véta 2.30. Necht v oboru integrity I existuje k libovolnym dvéma prvkim nejvétsi

spolecny délitel. Pak kazdy ireducibilni prvek v I je soucasné prvocinitel v 1.

Diikaz. Bud p € I ireducibilni prvek. Jestlize p | ab pro n&jaké prvky a,b € I a pta, pak
nutné (p,a) = 1 vzhledem k tomu, ze p mé pouze nevlastni délitele (podle predpokladu je

p ireducibilni). Podle Véty 2.12 tedy p | b a p je prvocinitel v I. ]

Dusledek

V Eukleidové oboru integrity je libovolny prvek ireducibilni, pravé kdyz je prvocinitel.

Definice 2.10. Reknem, 7ze obor integrity I spliiuje podminku koneénosti fetézce
délitela (pro zjednoduseni je podminku (D)), pravé kdyz pro kazdou posloupnost prvku

v I tvaru
al,ag,ag,--~EI,ai+1|ai 1=1,2,3,..., (220)
plati

neN)(VrseN)(n<rAn=<s)=a, | as, (2.21)

neboli existuje n € N tak, ze

(7% || An+1, An+1 || Qp+2, An42 || Ap43y .- -

Priklad 2.17. Z néasledujicich ¢tyt posloupnosti v oboru integrity celych ¢isel ziejmé prvni

ti1 maji tvar (2.20) a posledni tento tvar nema.

24, -24, 12, -12, 6, -6, 3, -3, 1, -1, -1, 1, ...
0,0, 0, 729, 81, 27, 27, -27, 27, 27, -27, 27, - - -
7T 71,11, 111
6,2,6,3,6,3,62, ...
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Obdobneé dalsi dvé ukézky posloupnosti prvku z Q[z] maji tvar (2.20):

To+ 2z + 1,2+ 1,537+ 537,1/2x + 1/2,12/7,3/4,1,1. ..
x-1,2x-2,3x-3,4x -4, 5x -5, ...

Vsechny z uvedenych posloupnosti, které maji tvar (2.20), spliuji podminku (2.21). To
tedy naznacuje, ze obory integrity Z a Q[z] by mohly spliiovat podminku (D). Odpovéd

nam da nasledujici véta.

Véta 2.31. V kazdém eukleidovském oboru integrity plati podminka (D).

Diikaz. Necht I je Eukleidtiiv obor integrity a necht ai, as, as, - -- € I je libovolnd posloup-
nost tvaru (2.20). Mame ukazat, ze pro ni plati (2.21).

Plati-li pro vSechny jeji ¢leny, ze a; = 0, jsou viechny spolu asociovény a staci v (2.21)
zvolit n = 1. Existuje-1i ¢len ax # 0, musi byt diky (2.20) axs1 # 0,ar42 # 0, ..., takze
dand posloupnost muze mit nulové ¢leny nejvyse na prvnich (k — 1) mistech. Protoze
posloupnost ay, as, as, ... a z ni vybrana posloupnost ag, axi1, axio,... maji tu vlastnost,
7e obé soucasné bud spliuji, anebo nespliuji (2.21), muzeme predpoklddat, ze vychozi
posloupnost méa vsechny ¢leny nenulové. Ponévadz jde o prvky Eukleidova oboru integrity,
muzeme piejit k posloupnosti jejich norem, pro néz podle (2.5) z definice Eukleidova oboru
integrity plati nerovnosti v(ay) = v(az) 2 v(as) = --- 2 0.

V této nerostouci posloupnosti prirozenych ¢isel muze nastat ostra nerovnost pouze na
koneéné mnoha (nejvyse na v(a;)) mistech, takze existuje n tak, ze pro libovolné indexy

r,skder Z2nas=mn,je
v(a,) = v(ay). (2.22)

Z tranzitivnosti relace ,déli* pak vyplyva, ze bud a, | as nebo a; | a,, takze podle Véty
2.18 plyne z (2.22) vztah a, || as.
Tedy pro libovolnou posloupnost v I tvaru (2.20) plati (2.21), ¢imz je tvrzeni véty

dokazano. n
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Véta 2.32. Necht obor integrity I spituje podminku (D) a necht a € I,a # 0 a a }f 1.
Pak prvek a lze vyjadrit ve tvaru soucinu koneé¢né mnoha prvku ireducibilnich v I neboli,

jak se téz tika, provést rozklad a v soucin ireducibilnich prvku.

Diukaz. Nejprve ukazeme, ze kazdy prvek a # 0 z I, ktery neni jednotkou, je délitelny
alespon jednim ireducibilnim prvkem. Jestlize a neni ireducibilni, pak a = a1by, kde aq, by
jsou vlastni délitelé ¢isla a. Dale budeme pokracovat iplnou indukeci. Predpokladejme, ze
pro n¢jaké n > 1 jsme sestrojili prvky aq, as, ..., an, b1, ba, ..., b, takové, ze a = ajas...a,b,
a b;y1 je vlastnim délitelem b; pro kazdé ¢ = 1,2,...,n — 1. Je-li prvek b, ireducibilni jsme
hotovy. V opa¢ném ptipadé je b, = a, 110,41 kde a1 a b,11 jsou vlastni délitelé prvku b,
aa = a103...ay,0,11b,11. Protoze I spliiuje podminku konecnosti fetézcu vlastnich délitelu,
existuje nutné index m takovy, ze prvek b,, je ireducibilni délitel prvku a. Nyni se jiz dukaz
snadno dokonéi. Jestlize a neni ireducibilni, existuje ireducibilni prvek p; tak, ze a = pya;.
Predpokladejme, ze pro néjaké n > 1 jsme sestrojili ireducibilni prvky py, ps, ..., pn a prvky
a1, 0Qz, ..., an 7 I takové, ze a = p1ps...pna, a a;4q je vlastnim délitelem prvku a; pro kazdé
t=1,...,n—1. Je-li a, ireducibilni, jsme hotovy. V opacném piipadé je podle prvni casti
dukazu a, = ppi1ani1, kde p,i1 € I je ireducibilni, a a,.1 je tudiz vlastnim délitelem
prvku a,. Z podminky konecnosti fetézcu vlastnich délitelt tedy plyne existence takového
indexu m, ze prvek a,, je ireducibilni a a = pips...pma, je rozklad prvku a na soucin

ireducibilnich prvku. n

Poznamka
Z dukazu piedchozi Véty je zfejmé, Ze plati: Necht obor integrity I spliiuje podminku (D)

anecht z € I,z # 0,z Jf 1. Pak x je délitelny alespon jednim prvkem ireducibilnim v I.

Véta 2.33. Necht I je eukleidovsky obor integrity. Potom je moZzné kazdy nenulovy prvek

z I, ktery neni jednotkou, rozlozit v soucin (konetné mnoha) ireducibilnich prvku.
Diikaz. Thned plyne z Véty 2.31 a Véty 2.32. O

Definice 2.11. Necht I je obor integrity,

a = pPipP2.--Pn, @ = q142-..9m
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necht jsou rozklady prvku a € I v souéin ireducibilnich prvki. Rekneme, ze tyto rozklady
jsou spolu asociovany, pravé, kdyz m = n a pfi vhodném ocislovéani ¢initelu plati p; || ¢;

prot=1,2,...,n.

Definice 2.12. Obor integrity I se nazyva Gaussav obor integrity, respektivé obor
integrity
s jednoznaénym rozkladem, pravé kdyz pro kazdé a € I, a # 0,a }Jf 1 existuje rozklad

v soucin ireducibilnich prvku a kdyz libovolné dva rozklady prvku a jsou spolu asociovéany.

Véta 2.34. Necht obor integrity splituje podminku (D) a necht v I k libovolnym dvéma

prvkum existuje nejvétsi spolecny délitel. Pak I je Gaussuv obor integrity.

Diikaz. Necht obor integrity I splituje predpoklady véty a necht a # 0,a Jf 1 je jinak
libovolny prvek z I. Podle Véty 2.32 existuji rozklady prvku a v sou¢in konetné mnoha
ireducibilnich prvku. Je tfeba dokazat, ze vsechny takové rozklady prvku a jsou spolu

asociovany. Necht tedy

a = p1p2---Pn = q142---4m (2.23)

jsou libovolné rozklady prvku a v soucin ireducibilnich prvku, pricemz muzeme predpokladat,
ze n < m. Asociovanost téchto rozkladu dokdzeme indukei podle n,

Jestlize n = 1, je a = p;. Ponévadz zaroven a = q;...q,, a ireducibilni prvek a = p; je
podle Véty 2.30 prvocinitel, musi podle Véty 2.28 existovat index j(1 £ j < m) tak, ze
a | gj. Protoze prvek g; je ireducibilni a a }f 1, musi platit a || ¢; neboli p; || g;. Zbyva tedy
dokazat, ze m = 1. Predpoklddejme m # 1. Je

b1 = Qj(Q1QZ-'-Qj71Qj+1---Qm)>

a protoze p; || ¢j, musi byt soucin gi...¢j_1¢j+1...¢m jednotka v I, a tedy kazdy jeho ¢initel
je jednotka v I. To vsak je ve sporu s predpokladem, ze vsechna ¢;(i = 1,...,m) jsou
ireducibilni prvky.

Predpokladejme déle, ze Véta plati pro vSechny prvky z I, jejichz ,kratsi“ rozklad ma
nejvyse n — 1 prvku. Oveérime platnost Véty pro prvek a, ktery ma rozklady (2.23). Z
(2.23) plyne

Pn(P1P2---Pn-1) = ¢1G2---Gm, (2.24)
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takze pnlqiqo..-Gm. Z predpokladu o oboru integrity I plyne, Ze p, je nejen ireducibilni
prvek, ale i prvocinitel; existuje podle Véty 2.29 index k(1 = k = m) takovy, ze p,|qx.
Diky komutativnosti struktury (I, -) muzeme ¢initele ¢; precislovat tak, ze k = m, a tedy
Pn|@m. Protoze g, je ireducibilni prvek a p, }f 1, musi platit p, || ¢n. To znamend, ze
existuje jednotka j € J(I) tak, ze jp, = ¢n. Po dosazeni do (2.24) a po zkréceni prvkem
pn # 0 dostavame

DiP2---Prn—-1 = q1G2---Gm—1] = Q1Q2~--Qm—2q;n717 (2-25>

kde ¢/,_; = jqm—1. Prvni z rozkladu v (2.25) ma n — 1 ¢initelt, a tedy podle indukéniho
predpokladu musi byt rozklady spolu asociovany. Proto je n — 1 = m — 1, a tedy téz
n = m, a pii vhodném precislovani je py || q1, ..., Pn_1 || @m_1. Protoze jiz vime, ze plati
t€Z pp || Gm, jsou rozklady (2.23) spolu asociovény, ¢imz je véta dokdzéna.

]

Bezprostiednim dusledkem prave dokazané Véty 2.34 | Véty 2.29 a Véty 2.31 je toto

tvrzeni:
Véta 2.35. Kazdy Eukliduv obor integrity je rovnéz Gaussovym oborem integrity.

Tato véta se neda obratit. Existuji Gaussovy obory integrity, které nejsou Eukleidovy,
napi. obor integrity Z[x] (viz Piiklad 1.7.)
Poznamka

e V Gaussové oboru integrity muzeme libovolny rozklad prvku a

a = PpipP2---Pm (2.26)
v soucin ireducibilnich prvku upravit tak, ze sdruzime vzdy vSechny ty ¢initele z (2.26),
které jsou spolu asociovany. Rozklad (2.26) pak muzeme psét ve tvaru

T1 T2

a=7Jq'q"q," (2.27)

kde j € J(I),q,q2,...qn jsou ireducibilni prvky z rozkladu (2.26), z nichz zadné dva
s ruznymi indexy nejsou spolu asociovany, a ri,rs,...,7, jsou nenulova prirozend ¢isla.

Takovému rozkladu (2.27) fikdme kanonicky rozklad (prvku a v souéin ireducibilnich
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prvki).
e Nékdy je uzitetné pripustit v rozkladu (2.27) téz exponenty rovné 0. Pak hovoiime

o takzvaném zobecnéném kanonickém rozkladu.
Piiklad 2.18. Cislo (—54) € Z mé napi. tento rozklad (v soucin prvoéisel):
(=54)=2-3-(-3)-3
Jeho kanonicky rozklad pak sestrojime takto:
(—54) =2-((-1)-3)-3-3=(-1)-2".3°
rovneéz
(=54) = (-1) - (=2)" - (=3)°

je jeho kanonicky rozklad. Viimnéme si, ze jednotce (-1) se pii zdpisu kanonického rozkladu

¢isla (-54) nemuzeme vyhnout.
Priklad 2.19. Pro ¢éisla 3675, 11880 € Z ktera maji rozklady
3675=3-5-(=5)-(=7)-7=3-5*-7%
11880 =2-(=2)-(-2)-3-3-3-5-11=2%.3>.5.11,
maji zobecnéné kanonické rozklady s touz mnozinou ireducibilnich prvkua tvar
3675 =2"-3.5%.72.11Y,
11880 =2°-3%.5.77- 11,

Véta 2.36. Necht [ je gausstiv obor integrity. Pak plati:

(1) Necht prvek a € I,a # 0,a # 1 mé (zobecnény) kanonicky rozklad a = jp&'ph* - - - pfn.
Pak nenulovy prvek b € I je délitelem prvku a, pravé kdyz (zobecnény) kanonicky rozklad
b= j'pi'py?---pir, kde j' je jednotka a s; € N;s; < k; pro kazdé i = 1,2,...,n. Pfitom
b je vlastnim délitelem prvku a, pravé kdyz existuje ¢ € {1,2,...,n} tak, ze s; < k; a
j€{1,2,...,n} tak, ze s; > 0 (ptipad i = j neni vyloucen);

(2) Jsou-li a = jypht,--- ,pkna b= jopit - - por dva prvky z I takové, ze
ki, ko, ..., kn, s1, 82, ..., Sp € N, pak oznac¢ime-li r; = min (k;, s;),

au; = max (k;, s;),i=1,2,---,n,je (a,b) = p'p? - - - pi» a [a, b] = p{*ps? - - pir.
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Diikaz. Je-li a = be, kde ¢ = j"p"'py®---p'», 3" || 1, pak ziejmeé j = j'j" a k; = s; +my
pro kazdé i = 1,2, ...,n, odkud snadno plyne tvrzeni (1).

Déle, prvek d = pi'ps? - - - py" je podle (1) spolecnym délitelem prvku a, b.

Je-li t libovolny spolecény délitel téchto prvku, pak ¢ = jplfplf -o-pln kde j je jednotka
vIal <kl <s; prokazdé i = 1,2,....,n podle (1). Pak ale [; < r;,i = 1,2,...,n, a

d = (a,b). Tvrzeni o nejmensim spole¢ném nasobku se dokdze analogicky. O

Poznamka
Z tvrzeni (2) predchozi Véty ihned plyne, ze v libovolném Gaussové oboru integrity [
(existuje i pro libovolnou n-tici prvka z T') nejvétsi spolecny délitel a nejmensi spoleény

nasobek.

Priklad 2.20. Pocitejme v oboru integrity Z nejvétsi spoleény délitel
D(750,910, —1320) = z a nejmensi spole¢ny nasobek [750, 910, —1320] = y.

Nejprve vytvoiime vhodné zobecnéné rozklady danych cisel:

750 =21 .31.5%.79.119. 13°
910 =2'-3%. 5.7t 11°. 13!

(—1320) = (—1)-2%-3". 5. 7% . 111 . 13"

Potom x = 2! - 3%2 . 5 . 74 . 11% . 13% kde ¢; = min (1, 1, 3), t, = min (1, 0, 1) atd.;
tedy 2 =2'-3%-51.79.11°0.13°= 2.5 = 10.

Obdobné y = 2% - 3u2 . 543 . 744 . 11%s . 13% kde u; = max (1, 1, 3), up = max (1, 0, 1),
atd.; takze y = 23 - 31 -53. 71 . 111 - 131 = 3 003 000.

Véta 2.37. Obor integrity I je Gaussovym oborem integrity, pravé kdyz v I k libovolnym

dvéma prvkum existuje nejvétsi spolecny délitel a kdyz I splnuje podminku (D).

Diikaz. Spliuje-li dany obor integrity I podminku (D) a existuje-li v ném nejvétsi spolecny
deélitel pro libovolné dva prvky, je I podle Véty 2.34 Gaussuv obor integrity.
Je-li I Gaussuv obor integrity, existuje v I podle Véty 2.36 tvrzeni (2) nejvétsi spoleény
délitel. Zbyva tedy ovérit, ze I splituje téZz podminku (D). Necht

ai, ag, ... kdea; 1 |a; (i =1,2,...) (2.28)

je libovolnd posloupnost v I. Muzeme predpokladat, ze a; # 0.A tedy i vSechny cleny této
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posloupnosti jsou nenulové. Pak existuje zobecnény kanonicky rozklad a;; necht je tvaru
ay = jpyipst - pi.

Podle Véty 2.36 tvrzeni (1) maji vSechny ¢leny posloupnosti (2.28) zobecnéné kanonické
rozklady téhoz tvaru, pouze s eventudlné mensimi exponenty. Pokud a; 1 }f a;, musi v roz-
kladu prvku a;,, alesponi jeden exponent byt mensi nez odpovidajici mocnitel v rozkladu
prvku a;. Proto v posloupnosti (2.28) muze byt nejvyse kj + ks + - - - k,, clenu, které nejsou
spolu asociovany. To znamend, Ze existuje index m takovy, ze pro s,r = m je as || a,.

Obor integrity I tedy spliuje podminku (D), ¢imz je véta dokdzana.

Poznamka

Tato Véta je nutna a postacujici podminka pro to, aby obor integrity byl Gaussuv.

2.6 Piiklady

Priklad 2.21. Naleznéte nejvétsi spolecny délitel, koeficienty ¢y, co v Bezoutové rovnosti

a nejmensi spoleény nasobek ¢isel a = 1331,b = —550.
(1) Pouzijeme Eukleidova algoritmus:

1331 = —550 - (—2) + 231
—550 = 231 - (—3) + 143
231 =143 -1+ 88

143 =88 -1+ 55

88 =955-1+33
95 =33 -1+ 22
33=22-1+4+11
22=11-240

Tedy D(1331,—550) = 11.
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(2) Ozna¢me déle a = 1331,b = =550, = D(1331, —550). Budeme hledat celd ¢isla

c1, co tak, aby x = cya + cob. Pouzijeme postupné upravy ,smérem dolu“ a dostavame:

a="b-(—2)+231 = 231 =a+2b

= (a+2b)(—3) + 143 = 143 =3a+T7b
a+2b=(3a+7b)-1+ 88 = 88 = —2a — 5b
3a+Tb=(—2a —5b) - 1455 = 55 = ba+ 12b
—2a — 5b = (5a.+ 12b) - 1 + 33 = 33=—Ta—17b
5a+12b = (—7a — 17b) - 1 + 22 = 22 = 12a + 29b
—7a —17b = (12a + 29b) - 1 + 11 = 11 = —19a — 46b

x =11 = —19a — 46b
Staci tedy polozit ¢; = —19, co = —46.

(3) [a,b] = i = [1331, =550] = 2L — 66 550.
Tedy [1331, —550] = —66550.

Piiklad 2.22. Naleznéte nejvétsi spoleény délitel a nejmensi spole¢ny nésobek ¢isel

a = 126 + 64i,b = 48 — 72i.

(1) 557 dnpra = 7 + ?223 =R
Bogl<h gl <ioa0g=25 Q=2
o Ry = 11 + rai = (126 + 64i) — (48 — 72i)(2i) = —18 — 32i
iss * Tintan — Tais T 1aal = a7 + a0
232 q'1|§% ?gié_Q2|< =¢=1¢p=2=0Q=1+2
o Ry =1y +ryi = (48 — 72i) — (=18 — 32¢)(1 + 2i) =2 — 4i
—d4l<s Y -al<i=d=5G=-T=>Q;=5-Ti
o Ry =1l +1hi = (—18 — 32i) — (2 — 4i)(5 — Ti) = 2
R
\—2—q[<1 ]—1—q|< =q=-2,¢ =—1=>Q,=-2—1i

oRy =1l + i = (2 — 4i) — (2i) (=2 — i) =0
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Tedy D(a,b) = 2i.

(2) a,b] = gty = (WECURUIST . =3 SI2000-2132 — 3000 — 5328

Piiklad 2.23. Naleznéte nejveétsi spoleény délitel polynomu f(z), g(x), h(x) jestlize:
f(x) =2x* 4+ 323 — 32? — Bx + 2

g(x) =223+ -2z —1

h(z) =225 — 223 — 2% + 4o + 1.

Podle Véty 2.6 tvrzeni b) je D(f(x),g(x),h(x)) = D(D(f(z),g(x)), h(z)).

(1) Uréime D(f(x),g(x)).
(22 + 323 =322 —bx +2): (22 +2? —x—1) =z +1

2t — P 24

22°% — 22 — da + 2
223 — 2+ +1

—32% — 32+ 3
Vzhledem k tomu, ze se nejvétsi spolecny délitelpolynomu nezméni, nahradime-li polynom
—32% — 32 + 3 polynomem z? + x + 1 s nim asociovanym. Je
3 +2*—z—-1): (P +2z—-1)=22—1
—2x% — 22% + 2x

—?+ax—1
2 —x+1
0
Tedy D(f(x),g(z)) =2*> + 2 — 1.

(2) Uréime D(D(f(x), g(x), h(z))).
(22° — 223 — 2?44+ 1) (2P +2—1)=22% — 222 + 22— 5
—22° — 224 + 223

2t —ax? —4r+1
2% + 2% — 222

203 — 322 +4x + 1
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—203 — 222 — 21

—5z? + 62 +1
522 — 5 — 5
11x — 4

Polynom 2? + z — 1 nahradime polynomem 11z + 11z — 11 s nfm asociovanym.

Dostéavame
(112 + 1w —11) : (1l —4) =2 + 2
—112% + 4z

15z — 11

—15z + %

_60
11

Tedy D(D(f(x), g(x), h(x))) = —2.

Priklad 2.24.

vvvvvv

typu Z[/s]. Pro néktera s se délitelnost chovéd pékné (jsou to dokonce Eukleidovy obory),
pro nékterd naopak velmi $patné (nejsou to ani Gaussovy obory).

Necht v dalsim je s celé &islo, jez neni délitelné druhou mocninou zZadného prvocisla,
a necht v je zobrazen{
v:Z[\/s] ={a+by/s;a € ZNb€EZ} — N takové, ze v(a + by/s) = |a* — sb?|.  (2.29)

Je dobré mit na paméti, ze pro s < 0 je v(u) = |ul?, (obytejna absolutn{ hodnota kom-
plexniho ¢isla), diky ¢emuz se da ¢asto aplikovat geometricky néhled na situaci. Nékteré
obory Z[y/s] jsou Eukleidovy, napt. s = —1, £2, 3, nékteré ne, napi. pro s = —3, 5.

D4 se dokdzat, ze pro kazdé u,v € Z[/s] plati:

(1) v(u-v) = v(u) - v(v),

(2) v(u) = 1, prave kdyz u je invertibilni.
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Dikaz.

(1) Oznacme u = a + by/s a v = ¢+ dy/s. Pak

v(u-v) =v((ac+ sbd) + (ad + be)y/s) =
= |a®c® + 2sabed 4 s*b?d* — s(a’d® + 2abed + b*c?)| =
= |a*c® + s*b*d? — sa*d® — sb*c?| =

= |a® — sb?| - |¢* — sd?| = v(u) - v(v).

(2) Pokud v(a + by/s) = |a? — sb?| = 1, pak a® — sb? = (a — by/s)(a + b\/s) = %1, a tedy
(a+by/s) | 1.
Opacné implikace plyne z (1): je-li u || 1, tj. existuje v takové, ze uv = 1, pak 1 = v(1) =

v(uv) = v(u)v(v), a tedy v(u) = v(v) = 1.

Podminku (2) Ize s uspéchem vyuzit pro hleddni invertibilnich prvku.
e V oboru Z[i]| mdme Y(a + bi) = a® + V?, tedy 9(u) = 1 & u = +1,u = +i.
e V oboru Z[iv/2] méme v(a + bi) = a® + 20?, tedy v(u) = 1 < u = £1.

Podminka (1) fikd, ze pokud u | v, pak v(u) | v(v). Navic, pokud je u vlastni délitel,
pak 1 # v(u) # v(v). Tyto vlastnosti lze s dspéchem vyuzit pro hledéni ireducibilnich
rozkladu. Jednak, je-li v(u) prvocislo, pak je u zarucené ireducibilni. Opacnd implikace
neplati, napt. v Z[i] je prvek 3 ireducibilni, ackoliv ma normu 9. Uvedend vlastnost vsak
poméha k nalezeni délitele ¢i k dukazu ireducibility: napf. pro zminény prvek 3 v Z[il,
pokud by existoval netrivialni rozklad, pak jediné na dva prvky normy 3; prvky normy 3,

ale v Z[i] nejsou.

Pro nékteré obory Z[y/s| je uvedené zobrazeni v Eukleidovou normou. Ukdzeme tento
fakt pro Gaussova celd ¢isla, tj. ukdzeme, ze zobrazeni v definované v (2.29) je Eukleidova

norma v Z[i|.

Diikaz. Je tteba ovérit podminky (2.5) a (2.6) z Definice 2.7.

e Podminka (2.5) plyne ihned z pfedchoziho tvzeni (1).
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e Pro dukaz (2.6) uvazujme a,b € Z[i],b # 0, a polozme

=-cC
zbe

(ptesny podil v C). Bud' ¢ nejblizsi prvek Z[i] k prvku z (tj. takovy, pro ktery je |z — ¢

minimélni); je-li takovych vice, zvolme libovolny z nich. Polozme
r=a—bq.

Pak zfejmé bq + r = a a zbyva dokédzat, ze v(r) < v(b). Jaké je vzdalenost ¢ a z?
V nejhorsim pripadé je z uprostied ¢tverce s celociselnymi vrcholy, tedy uréité

|z —q| < \/75 < 1. Proto

a
v(r) = |rf* = la = bgl* = [pI° - |7 — " = b - |2 — ¢ < [of* = v ().

Pro obory Z[iv/2] & Z*™/? 1ze ditkaz provést zcela analogicky, protoze i zde plati
v(u) = |ul? a jediny rozdil tak je v odhadu |z — ¢|. Pro Z[iv/3] uz ditkaz neprojde, protoze
stted obdélnika mé vzdalenost od vrcholu rovnou 1. Ve skutecnosti tento obor neni ani
Gaussuv.

Pro obory Z[s] pro s kladné schazi geometrickd predstava. Pro s = 2,3 vsak funguje
podobny algoritmus déleni: staci zaokrouhlit koeficienty presného podilu. Dukaz odhadu
normy zbytku je vsak o néco komplikovanéjsi.

Studium ruznych rozsiteni oboru celych ¢isel neni nijak samoticelné, matematici se
k témto oborum dostali pfi feSeni rady jinych uloh. K rozvoji teorie nezanedbatelné
prispély napi. pokusy dokézat timto zpusobem Velkou Fermatovu vétu (tj. dokédzat, ze
neexistuji nenulova celd ¢isla z, y, z spliujici 2™ +y™ = 2" pro néjaké n > 3). Uz Leonhard
Euler pouzil v roce 1753 pocitani v oboru Z[Z\/g] k teseni Velké Fermatovy véty pro
exponent 3 a asi nejvétsiho uspéchu touto metodou dosahl Kummer v poloviné 19. stoleti,
kdyz se mu povedlo vytesit vSechny exponenty mensi nez 100 kromé 37, 59, 67, 74.

Pro ilustraci ukazeme feseni jedné specialni diofantické rovnice. Metoda vyuziva radu
teoretickych vlastnosti oboru Z[i], napt. existence nejvétsiho spoleéného délitele a jedno-

znacnost rozkladu na ireducibilni prvky.
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Pi#iklad 2.25. Resté v oboru integrity celych éfsel rovnici
2 4+1= y3.

Nejprve rozlozime 22+ 1 = (x+1)(x—1) a dokdzeme, 7e jsou ¢isla x —i, z+1i nesoudélna.
Plati D(x+1i,z—1i) = D(z+1i,2i) = D(x—1,2i), a protoze 2i = (1+1)?, musi byt vysledek
jedno z ¢fsel 1,1 + 4, (1 + )% Pokud je z liché, pak je v(z + 1) = v(z — 1) = 2 (mod 4)
(dosadme x = 2k + 1), a tedy (1 +4)? nedéli  + i ani  — i (tj. v ireducibilnim rozkladu
téchto ¢isel je 1414 nejvyse jednou). Protoze je soucin (x +¢)(z — i) t¥et{ mocninou, pocet
¢isel 1 + ¢ v jeho ireducibilnim rozkladu musi byt délitelny tiemi; ¢ili jedind moznost je,
ze tam neni zadné. Tedy D(x +i,x — i) = 1.

Dokazali jsme, ze x + i a © — i jsou nesoudélné v Zi]. Protoze jejich souéin je tteti
mocninou ¢isla y, kazdé z nich musi byt tfeti mocninou néjakého prvku Z[i].Uvazujme
takové a + bi: z rovnosti
(a+bi)® = (a® — ab?) + (a*b — b*)i = x + 4 plyne b(a* — b?) = 1, coz m4 jediné celociselné

feSeni: b = —1,a = 0. To dava jediné celociselné reseni puvodni rovnice x = 0,y = 1.

Priklad 2.26.

Z[+/2] spolu s normou v(u) = v(a + bi) = |a® — 2b*| je Euklidiv obor integrity (respektivé
norma v je Euklidova norma).
Resent.

1. Dokézeme, Ze pro libovolné prvky u,v € Z[v/2],v # 0, plati:
ulv=v(u) <v):

Necht u =a+ b2, v=c+dv2 € Z[V2], c+ dv2 # 0 jsou takové prvky, ze

(a4 bv/2) | (c + dv/2). Pak existuje prvek e + f/2 € Z[V/2], tak, ze

c+dvV2 = (a+bv2)(e + fV2).

Tedy v((a+ bv?2) - (e + fV/2)) = v(c+ dV2).

Ale protoze vime z Pifkladu 0.4, ze v(a + bv/2)(e + fv/2) = v(a + bv/2)v(e + f1/2), tak
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la? — 20°] - |e? — 2f?| = |c® — 2d?|, a tedy
la? — 20%| < |¢® — 2d?|, neboli v(a + bv/2) < v(c + dv/2), tj. v(u) < v(v).

2. Déle dokézeme, Ze pro libovolné prvky u,v € Z[v/2],v # 0, existuji prvky
q,r € Z[\V2]) tak, ze u = vg + r,v(r) = 0 nebo v(r) < v(v).

Nechf u = a + bv/2,v = ¢+ dv/2.

~7 A a+bV2 _ a+bV2 . c—dv2 __ ac—2bd be—ad ac—2bd be—ad
Vytvoiime podil Vs = crdVE  e—dvs = 22 T 2ar V2, kde T oo € Q.

Lze tedy naldzt racionalni ¢isla x,y tak, ze

atbvd el 4 ol /) — 5 1 yy/2. (2.30)

(a) Pokud jsou z,y € Z, staci volit g1 + ¢2v/2 = & + yv/2, 71 + 1r9/2 = 0.

(b) V opa¢ném piipadé zvolime celd ¢isla ¢, ¢o tak, ze

z—q| = Z§i§Z§ —q < % aly —q| = cl)zc:;jz — | <

L (2.31)

Takova cisla g1, o jisté existuji.
Prvek r = 71 + r9v/2 ziskdme z rovnice

r =711 +19v2 = (a+bv2) — (c+ dV2)(q1 + ©2V/2), takze ri, 7 € Z. (2.32)
Dosazenim z (2.30) do (2.32) méme

r V2 = (a:+y\/§)(c~|—d\/§)—(c~|—d\/§)(q1—|—qz\/§) = (c+d\/§)[(m—fJ1)+(y—qQ)\/§].

Oznactme x — ¢ = p; a y — g2 = py. Pak
1+ 12v2 = (¢ + dv2)(p1 + pav/2). (2.33)
Z (2.33) plyne, ze

v(r +19V2) = v(c+ dV2)u(pr + paV2) = |2 — 2d%| - [p? — 2p3].

Diky (3.21) je [pf —2p3| = |(z—q1)* = 2(y — @2)*| < 3. Tedy v(r1+72v2) < v(c+dV?2).
Poznamka

Analogicky lze postupovat i v pipadé oborii integrity Z[v/3] a Z[iv/2].
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Priklad 2.27.

Naleznéte nejvétsi spolecny délitel a nejmensi spolecny nasobek cisel

a=—5043v2,b=22+15V2.

(1) S22 - 208 = 0 1 50VD = =35+ 20V2 = g1 + V2
o Ry =11 +715V2 = (=50 + 3v/2) — (22 + 15v/2)(—35 + 24v/2) = 0.

Tedy D(a,b) = 22 + 15v/2.

(2) [a,b] = 5ty = a = =50 +3v/2

[4]
Priklad 2.28. Naleznéte nejvétsi spolecny délitel a nejmensi spolecny nasobek cisel
a =104 23,0 =54 + 44/3.
54+44+/3  10—2v/3 __ 276+332v/3 __ 276 332 __ 69 , 83
()1012\/5'10—2\/3_ 5 =% T V3=ntuve
-l <3 - @l<i=>qa=3@p=4=Q=3+4/3
o R =1, +ryy/3 = (54 +44V3) — (10 + 2/3)(3 + 4V3) = —2V/3
10+2v3 | 2v/3 _ 12420v3 _ 5
g ek A= et Bl VG
G=-15-gl<i=¢="2=>0Q=-1-2/3
o Ry =7 +75v3 = (10 +2v3) + 2v/3(—1 — 2¢/3) = -2
2B -3 =>@Q=V3r"=0.
Tedy D(a,b) = —2.
(2) [a,0] = 55 = (1042V3)-(S4+44V3) _ (54 4 44+/3)(5 + v/3) = 666 + 274/3
[4]

Priklad 2.29. Naleznéte nejvétsi spoleény délitel a nejmensi spolecny nésobek ¢isel

a=4+32iv2,b=24—17i\/2.

(1) 4+432iV2 | 24+17ivV2 _ 96+68iy/2+T768iv/2+544i2/2" — 992 836iv2 __ _ 496 + 418iv/2

24—17iv/2  24+17iv/2 5764408i+/2—408i+/2—289:i21/2° 1154 1154 577 577
496 1 418 1 _ _ _ ;

|—ﬁ—Q1|§§ ﬁ—qﬂ§5:>q1—3,Q2—4:>Q1——1+2\/§
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o Ry =171 4 19in/2 = (44 32iv/2) — (24 — 147iV2) - (=1 +iv/2) = 28 — 9i/2 — 34 =
= —6—9iV/2

24-147iv2 | —649iv2 __ 1624+318iv2 _ 9 + 531\/
—6-9iv2  —6+9iv2 198

& —al <3 2o <3 $q1—1q2—2¢Q2—1+2zf
o Ry =1\ +rhin/2 = (24 — 17i7/2) — (=6 — 9iv/?2) - (1 + 2iv/2) = —6 + 4i/2

—6-9iv2  —6-4iv2 _ 9 + 20iv/2
—6+4iv2  —6—4iv2 17 17

# -l <3 Vgl <5=d=-1¢=1=Qs=—1+iV2
o Ry =17 +1hiv/2 = (=6 — 9iv/2) — (=6 + 4iv/2) - (—1 +iV2) = —4 +iV/2
—64+4iv2 | —4—iv2 __ 16 _ 5iV2
—4+iV2  —4—iv2 9 9
P-q<3 2_gl<i=g=2¢=-1=Q,=2-iV2

o Ry =1 +1ryiv2 = (=6 +4iv2) — (-4 +iv2) - (2 —iV2) = —2iV2
_4+i\/§.2z;f__%_i\/§

—2iv2  2iv2

i—ad'l<;  N-a"[<i=d" =-1,¢"=-12Q=-1-iV2
oR; =11V +rlViv2 = (—4 +iv2) — (—2iV2) - (-1 — iV2) = —iV2

—_2;\[”_2 = Q¢ =2,Rg = 0.

Tedy D(a,b) = —iV/2.

(2) la,b] = piyy = (VAT 0 = USAELN = 502i/3 — 700

Piiklad 2.30. Obor Z[v/5] neni Gaussiiv obor integrity. Dokazte.

Dikaz.
4=2-2=(/5-1)(V5+1)

e Prvky 2 a +1 + /5 jsou navzdjem neasociované, protoze viechny prvky délitelné 2
maji oba koeficienty sudé.11x"2 + 11x - 11

e Dokézeme, ze prvky 2 a £1 + /5 jsou ireducibiln.
v(u) = v(a + bV/5) = |a? — 5b%| = a® + 5b?, pro libovolny prvek u € Z[/5].
Protoze v(2) = 4,v(£1 ++/5) = |1 —5- 1| = 4 tj. normy prvkii 2 a =1 + /5 jsou 4, bude

netrivialni rozklad rozkladem na soucin dvou prvku normy 2.
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V Z[v/5] véak neexistuji prvky s normou 2: je-li u = a + bv/5 a a,b maji opacnou paritu,
pak je v(u) liché, a maji-li stejnou paritu, pak je v(u) délitelné 4.

]
2]
Priiklad 2.31. Naleznéte vSechny jednotky v oboru integrity I jestlize:
(1) I = Z[iv?2]:
(Vu € Z[iv2]) v(u) = v(a+ biv2) = |a® + 2b*| = a® + 2b°.
Prvek u € Z[iv/2] je jednotka, prave kdyz v(u) = 1 (viz Pifklad 2.24).
Tedy v(u) = a® + 2b*> = 1, coz nastane pravé tehdy, kdyz b =0 a a = +1.
Pak u =1 a u = —1 jsou viechny jednotky v Z[iv/2].
(2) I =Z[V2):
(Vu EZ[\/_]) v(u) =v(a+bv2) = |a® — 20| a |a®> — 20*| =1 < a® — 20* = +1
(a) a®?—20? = —1. Dosazujeme-li postupné do rovnice ¢isla b = 0, 1, dostdvdme hodnoty
a®> = —1,a® = 1. Tedy nejmensi kladné fedeni této rovnice je [ag, bo] = [1,1] a u =1+ /2

je jednotka v Z[v/2].

ProtoZe vlastné hleddme vsechna feSeni Pellovych rovnic a? — 20> = —1 a a? — 20* =
tak
e pro n liché, u € Z*, budou (1 + v/2)" vechna kladna fesenf rovnice a® — 20> = —1,

e pro n sudé, u € Z*, budou (1 4 v/2)" viechna kladnd fesenf rovnice a? — 2b* = 1.
(b) a®> — 2b> = +1, pro b = 0 je a> = 1 a u = %1 jsou jednotky v Z[v/2].

Tedy vemi jednotkami v oboru integrity Z[v/2] jsou u = +1 a dale u = £(1 4+ v/2)",

n € Z — {0} (viz Véta 2.2 tvrzeni (2)).

Piiklad 2.32. Dokazte, Ze v oboru integrity Z[v/5].
(1) Je prvek (2 + +/5)" jednotka pro u € Z.
(2) Jsou prvky 1 — V5 a —199 — 89/ asociované.

(1) Prvek u € Z[\V5],u = a + b\/5, je jednotka, pravé kdyz v(u) = 1, tj. pravé kdyz
la? — 5b?| = 1. Uvazujme nejprve prvek u = 2+ /5. Pak v(u) = |4 —5-1| = 1, a tedy u je
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jednotka v Z[v/5].
Podle Véty 2.2 tvrzeni (2) oviem také (2 + v/5)",n € Z, je jednotka v Z[v/5].

(2) Necht = 1 — /5,y = —199 — 89v/5. Prvky ,y jsou asociované v Z[v/5], prave
kdyz x |y Ay | x.

z _  1-/5 _  1-B —199+89v5 __ —644+288V5 __ :

Y C199-89v5  —199—89v5  —199+89v5 —4 =161 - 72V5 € Z[VE], tj. y | =
_ —199—89v/5 __ —199-89v5 145 __ —644— 288f :

e sy v i vy — =161+ 725 € Z[V/5), tj. 7 | y.

Piiklad 2.33. Dokaite, Ze v oboru integrity Z[v/3].
(1) Je prvek (2 +/3)", n € Z, jednotka.
(2) Jsou prvky 3 — 2v/3 a 45 + 264/3 asociované.

(1) Prvek u = 2+ /3 je jednotka v Z[v/3], pravé kdyz je invertibilni, tj. existuje prvek
ut € Z[\V3] tak, ze u-u~t = 1.
Jedi =2+ V3, pak u™' = ;Lo = Lo 298 — 9 B e Z[V3]. Tedy u =2+ /3 je
jednotka v Z[v/3].
Podle Véty 2.2 tvrzeni (2) je i (2 +v/3)",n € Z, jednotka v Z[v/3].

(2) Necht © = 3 —2v/3,y = 45 4 26v/3 € Z[/3]. Prvky x a y jsou asociované v Z[v/3],
prave kdyz existuje jednotka j € Z[v/3] tak, ze y = x - j.

454263 __ 454263  342v3 _ 291+168f
3-2v3 T 3-2v3  3+2v3 - —97 = 563,

Zaroven —97 — 56v/3 = —(2 + \/_) a —(2+/3)* je jednotka v Z[v/3], tedy z || y.

Priklad 2.34. Naleznéte nejvétsi spolecny délitel, koeficienty ¢y, co v Bezoutové rovnosti
a nejmensi spolec¢ny nasobek ¢isel a,b € Z[\/ﬁ], jestlize:

a=22+14v2, b=9-2.

224142 9+V2 _ 226 148
() BEF S = 7 V2

Toal<; 148_QQ‘< > @ =3,0=2=>Q=3+2V2
‘R1:7”1+7”2\/_:(22+14\/_)—( —\/_)-(3+2\/_):—1—\/§

S 2 11— 10v2 = ¢ = gy + V2, tedy 1 =7, + 752 =0
Pak D(a,b) = —1 — /2.
2Qa=b-g+r=r=a—b-q=a—0b3+2v2) = D(a,b),c; = 1,c5 = =3 — 2V/2.
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(3) [a, 0] = GO L —LvE _ 384 661/2

Priiklad 2.35. Naleznéte nejvétsi spolecny délitel, koeficienty c;, co v Bezoutové rovnosti
a nejmensf spoleény nasobek ¢isel a,b € Z[v/2], jestlize:

a=21+4v2, b=236+7V2.

36+7v2  21—4y/2 __ 700
(1) 2144v2  21-4y2 — 409 + 409\/§

700 Ch‘ < l

409 S_QQ‘S%jQ1:2:QQ:0:>Q1:2

P

ORl:r1+r2\/§:(36+7\/§)—(21+4\/§)~(2):—6—\/§

2144v2 | —6+v2 18 3 /5
—6-v2  —6+V2 4 34
—118 1 -3 1 _ _ _

oRy =1 +15V2 = (21 +4v2) — (-6 —v2) - (=3) =3+ V2
—6—/2 3-—v2 _ 16 | 3
sz sas = T T7V2

| -2 —qil <3 I-gl<5=d=-2¢=0=>Qs=—
oRy =1 +75V/2 = (=6 — v2) — 3+ V2) - (=2) = V2
34v2 V2 3
22— 1432

|1 QHS% |§ m|< :q”‘ZIL]”‘Zlin;:l-i—\/i

oR, =7 +7vV2=(3+V2)—V2-(1+2)=1
Tedy D(a,b) =1

(2)
b=a-q+r=r=b—aqg=0>0—2a
a=r-¢d+r=r=a—r¢d=a—(b—2d)(—3) = —ba+3b
r=rq¢+r'=r'c=r—rq¢=b—2a—(—b5a+3b)(—2) =—12a + 7b
=" " = " = — g = —Ba+3b— (—=12a 4+ 7b) - (1 +V2) =
= —5a + 3b+ 12a(1 + V2) — Tb(1 + v2) = a(7 + 12v/2) + b(—4 — TV2).

Tedy ¢; =7+ 12V2 o= —-4—-7V2.

(3) [CL b] (21+4\[)(36+7\[) 812‘"291\/5
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Ve své bakalarské praci jsem vytvorila prehled zakladnich pojmu z okruhtu teorie
délitelnosti v oboru integrity a objastnila jsem uvedené pojmy na piikladech.

Cilem bylo spojit matematické véty s algebraickymi dukazy a piislusnymi ptiklady.
V prvni kapitele jsem se zamértila na pojmy z teorie okruhtu. Ve druhé kapitole na
dokazovani veét.

Prohloubila jsem si znalosti z oboru integrity struktur s jednou a se dvémi operacemi.
Na konkrétnich prikladech jsem si procvicila dokazovani vét. Prace mi prinesla pochopeni
pro nalezeni nejvétsiho spolecného délitele a nejmenstho spolecného ndsobku v Z[i|. Ziskané

poznatky budu moci uplatnit v dalsim studiu, pfipadné v praxi.
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