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Anotace

Cílem této bakalá°ské práce je popsat n¥které z d·leºitých mechanických vlast-
ností p¥nového materiálu, obzvlá²t¥ pak v p°ípad¥ pruºné polyuretanové p¥ny, jeº
se hojn¥ vyuºívá jako materiál na výrobu £aloun¥ní autoseda£ek. Tyto vlastnosti
byly následn¥ simulovány na numerických modelech v softwaru Matlab. V mecha-
nickém strukturním modelu byly jednotlivé bu¬ky materiálu vyjád°eny soustavou
nelineárních pruºin a tlumi£·, jejichº parametry byly generovány zvoleným statis-
tickým rozloºením pravd¥podobnosti. Metodou uvoln¥ní vznikla soustava diferenci-
álních rovnic, °e²ených v softwaru Matlab p°i r·zných typech zat¥ºování. Jednalo se
o kinematické buzení v kvazistatickém a dynamickém reºimu.

klí£ová slova

polyuretanová p¥na, distribu£ní funkce, reologický model, strukturní bun¥£ný
model



Annotation

Purpose of this bachelor thesis was to describe some important mechanical pro-
perties of foam material, especially in the case of �exible polyurethane foam, that
is often used in the industry as material for production of car seats upholstery.
These properties were than simulated on the numerical models in Matlab software.
In mechanical model cells of the material were expressed by a system of nonlinear
springs and dashpots, whose parameters were generated by the chosen statistical
distribution function. Method of the free body diagram developed a system of or-
dinary di�erential equations, being solved in Matlab with di�erented types of load.
Types of loads were used in the means of cinematic excitement in quasistatic and
dynamic regime.
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Seznam pouºitých zkratek a symbol·

Ozna£ení Fyzikální
jednotka

Popis

µ [−] parametr lognormálního pravd¥podobnostního rozd¥lení
σ [−] parametr lognormálního pravd¥podobnostního rozd¥lení
m [−] st°ední hodnota náhodné veli£iny
v [−] rozptyl náhodné veli£iny
ρ [ kg

m3 ] hustota p¥nového materiálu
ε [−] pom¥rná deformace
Wd [J ] práce tlumící síly
z(t) [m] funkce kinematického buzení
vz(t) [m/s] funkce rychlosti kinematického buzení
Z0 [m] st°ední hodnota kmitu
Z [m] amplituda kmitu
ω [rad/s] úhlová frekvence buzení
f [Hz] frekvence buzení
tn [s] £as lineárního náb¥hu
FV i [N ] vratná síla i-té bu¬ky
Fui [N ] sloºka vratné síly vyjad°ující únosnost bu¬ky
Fpi [N ] sloºka vratné síly vyjad°ující p¥chování bu¬ky
Fsi [N ] sloºka vratné síly vyjad°ující ztrátu stability bu¬ky
Fti [N ] tlumící síla bu¬ky
Fci [N ] celková silová odezva i-té bu¬ky
hc [m] celková vý²ka vzorku p¥ny
hpi [m] volná délka pruºiny, velikost i-té bu¬ky
mui [N ] mez únosnosti bu¬ky
kui [1/m] koe�cient únosnosti
npi [−] polytropický exponent



Spi [m] konstanta sloºky síly Fpi
ppi [m] konstanta sloºky síly Fpi
c [kg/s] koe�cient tlumení
∆i [m] relativní posuv, deformace i-tého £lenu
nci [−] po£et zat¥ºovacích signál· p°i periodickém budícím signálu
a [−] exponent nelineární tlumící síly



Kapitola 1

Úvod

S p¥novými materiály se setkáváme tém¥° kaºdým dnem, proto vzniká ur£itá
pot°eba získat co nejvíce informací o jejich mechanických vlastnostech. Je nutno
p°itom rozli²ovat mezi p¥novými materiály, protoºe je veliký rozdíl mezi vlastnostmi
nap°íklad pruºné polyuretanové p¥ny a mezi vlastnostmi p¥n z polystyrenu nebo po-
lypropylenu. Nej£ast¥j²ím p°edm¥tem výzkumného zájmu posledních let je výzkum
vlastností polyuretanové p¥ny, která se v pr·myslu pouºívá na výrobu £aloun¥ní
autoseda£ek a tím tak p°i jízd¥ automobilem ovliv¬uje jízdní komfort a tedy ºivoty
kaºdého z nás. Mimo to se vyuºívá nap°íklad i ve form¥ r·zných výztuºí a polstro-
vání nábytku nebo jako hojn¥ pouºívaný biomateriál v medicín¥ vzhledem k tomu,
ºe umoº¬uje vhodnou volbou výchozích surovin p°i výrob¥ získat biodegradabilní
materiál vhodný jako rozloºitelný nosi£ bun¥k p°i hojení tkání a podobn¥.

Polyuretanová p¥na aplikovaná jako materiál £aloun¥ní autoseda£ek velmi ovliv-
¬uje ná² jízdní komfort, protoºe tlumí nárazy p°i p°ejíºd¥ní nerovností vozovky, které
jsou p°ená²eny zprost°edkovan¥ aº na sedící osobu. P°edm¥tem výzkumného zájmu
jsou tedy její pruºící a tlumící vlastnosti, jejichº souvislost od sebe nelze jednodu²e
odd¥lit, proto se mluví jako o visko-elastickém materiálu. Nej£ast¥j²í formou expe-
rimentálního výzkumu je m¥°ení a sestavování diagramu silové odezvy pro jednoosé
zatíºení tlakem, p°i n¥mº p¥na vykazuje nelineární charakter silové odezvy a jejíº
analytický popis není triviálním úkolem. Pro tento typ zatíºení je p¥na p·vodn¥ kon-
cipována, ale £ist¥ tlakové zatíºení je zjednodu²ení, protoºe nap°íklad p°i zatíºení
sedící osobou je skute£ná napjatost dána kombinací více typ· namáhání a ne jenom
jednoosým tlakovým zatíºením. Metod a p°ístup·, jakými se dají mechanické vlast-
nosti p¥nového materiálu popsat je n¥kolik a v podstat¥ by se dalo °íct, ºe existují
dva hlavní obecné p°ístupy. Jedním z nich je p¥nu popsat za pomocí metod reologie
strukturním modelem se soust°ed¥nými parametry, kdy je p¥na vyjád°ena soustavou
pruºin a tlumi£· s takovými zat¥ºovacími charakteristikami, které by popisovaly co
nejlépe její experimentáln¥ zm¥°itelné chování a práv¥ jiº zmín¥né visko-elastické
vlastnosti. Podobným modelem se zabývá nap°íklad [1]. Model, který je p°edm¥-
tem této práce sice téº vychází z reologického p°ístupu, vyjad°uje v²ak mechanické
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vlastnosti p¥nového materiálu rozprost°ené do jednotlivých bun¥k a kaºdá struk-
turní bu¬ka tak bude vytvo°ena kombinací tlumi£· a pruºin se zvolenou zat¥ºovací
charakteristikou. Dal²ím moºným p°ístupem je popsat p¥nu pomocí mikromecha-
nického modelu, jenº vyjad°uje mechanické chování jedné bu¬ky v sousvislosti ve
spojení s ostatními bu¬kami a jejich deforma£ních mechanism· na konkrétní geo-
metrii vnit°ní struktury. Tento p°ístup popisuje nap°íklad [2]. Zp·soby jakými se
dá zkoumat a zaznamenat tato vnit°ní struktura p¥ny je téº více a jsou popsány
nap°íklad v [3].
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Kapitola 2

P¥nový materiál-Polyurethanová
p¥na

2.1 Chemické sloºení a struktura materiálu

Jako hlavním zástupcem p¥nových materiál· bude uvád¥na pruºná polyureta-
nová p¥na, jejíº vnit°ní struktura byla ur£itými metodami zaznamenána a je do-
hledatelná v literatu°e, nap°. [3]. Vnit°ní strukturu ovliv¬uje v první °ad¥ chemická
reakce, jeº stojí za jejím vznikem.

Z chemického hlediska pat°í polyuretan do skupiny polymer·. Charakteristické
jsou tím, ºe ve své strukturní jednotce obsahují uskupení atom· -NH-CO-O-, jeº
se nazývá uretanová skupina. Vznikají z diizokynát·, nej£ast¥ji aromatických, které
jsou velmi reaktivní a jsou tak schopny reagovat s celou °adou látek, která obsahuje
takzvaný pohyblivý vodík. Nej£ast¥ji na sebe váºí hydroxylové, aminové nebo karbo-
xylové skupiny, jeº poté ur£ují výsledný produkt. Strukturní jednotka polyuretan·
ve form¥ uretanové skupiny obsahuje oproti jim podobným polyamid·m navíc je²t¥
kyslík v hlavním °et¥zci, který zp·sobuje jejich v¥t²í ohebnost a niº²í bod teploty
tání. Rozli£nost r·zných typ· reakcí vede k celé °ade moºných produkt·. Jsou jimi
nap°íklad lineární polyuretany, polyuretanové kau£uky, polyuretanové laky a lepidla
a práv¥ jiº zmín¥né polyuretanové p¥ny.

Obrázek 2.1: Chemická reakce, vznik polyurethanu
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Polyuretanová p¥na se p°ipravuje z polyester· se dv¥ma hydroxylovými skupi-
nami na koncích, izokyanátu a vody. Záleºí p°i tom na p°esném dávkování, které je
ur£ující pro výsledné vlastnosti. Reakcí vody s izokyanáty se uvol¬uje oxid uhli£itý,
který zp·sobuje práv¥ onu p¥novou strukturu. V závislosti na sloºení výchozí sm¥si
lze p°ipravit p¥nu s r·znou tuhostí, od m¥kkých p°es polotuhé a aº tuhé. Výsledné
p¥ny se poté rozli²ují zkratkou MDI (dephenylemethandiizokyanát) nebo TDI (tolu-
endiizokyanát) podle typu izokyanátu, který se podílel na chemické reakci a mohou
mít jak otev°ený, tak i uzav°ený pórovitý povrch. O chemickém vzniku a sloºení
pojednává nap°íklad [4].

2.2 Vnit°ní struktura a statistické rozloºení velikosti

bun¥k

P¥nový materiál se skládá z bun¥k. Pod pojmem bu¬ka není v tomto p°ípad¥
my²lena základní stavební jednotka biologické struktury, nýbrº uskupení základních
stavebních jednotek do ur£itých, p°i zjednodu²ení geometricky popsatelných útvar·,
tvo°ících nosnou £ást ve form¥ nosník· nebo podp¥r dané p¥nové struktury. Vzhle-
dem k charakteru popsané chemické reakce, zp·sobující vyp¥n¥ní struktury, je tato
struktura velmi nepravidelná. Existují postupy, který dokáºí tuto strukturu jistým
zp·sobem kvanti�kovat a pouºít ve form¥ dat k dal²í analýze. Jednou z takovýchto
metod je kup°íkladu rentgenová mikrotomogra�e, odborn¥ popsaná v £lánku [3].
Tato metoda poskytuje ur£itou bliº²í p°edstavu o seskupení nosník· struktury, je-
jich orientaci a velikosti a b¥hem zatíºení tak umoº¬uje získat p°edstavu o tom,
jaké deforma£ní d¥je v materiálu probíhají. Tomogra�cké snímky mohou poté projít
takzvaným procesem skeletonizace, který p·vodní strukturu zjednodu²í na soustavu
uzlových bod· a nosník·. Vzniknou tak snímky podobné následujícímu.

Obrázek 2.2: Tomogra�cký snímek
vnit°ní struktury

Obrázek 2.3: Snímek po následné skele-
tonizaci

Obrázek 2.4: Vnit°ní struktura p¥nového materiálu, p°evzato z [3]

15



V £lánku [3] je dále zmín¥n algoritmus, který nahrazuje p·vodn¥ sloºité geo-
metrické uspo°ádání vypln¥ním meziprostoru mezi nosníky za pomoci koulí s de-
�novaným pr·m¥rem, jakoºto tvarov¥ nejlep²í nahrazení tohoto meziprostoru. Na
základ¥ algoritmu je poté sestaven histogram relativních £etností velikosti pr·m¥ru
bu¬ky, jeº je zobrazen na následujícím obr. 2.5. Takto zaznamenaným dat·m byla
v¥nována pat°i£ná pozornost, nebo´ velikost pr·m¥ru bu¬ky byl jedním z parame-
tr· pozd¥ji popsaného strukturního simula£ního modelu. Byla snaha ze zmín¥ného
histogramu 2.5 replikovat takové teoretické statistické rozd¥lení pravd¥podobnosti,
které by se co nejvíce svým pr·b¥hem p°iblíºilo zmín¥ným dat·m a aplikovat ho v
modelu. Za jeho pomoci bylo moºné generovat hodnoty náhodných veli£in, popisu-
jících náhodn¥ rozloºené parametry modelu a simulovat tak nejen dané mechanické
chování z hlediska popsané silové odezvy p°i deformaci, ale i z hlediska nepravidel-
nosti vnit°ní struktury a vlivu na tuto odezvu.

Obrázek 2.5: Histogram £etností velikostí pr·m¥ru bu¬ky polyurethanové p¥ny, p°e-
vzato z [3]

Aby bylo moºné teoreticky popsat dané statistické rozd¥lení, je pot°eba znát
alespo¬ n¥jaké jeho parametry. V £lánku [3] se autor zmi¬uje o st°ední hodnot¥ pro
velikost pr·m¥ru bu¬ky, která £iní 0.75 mm, informace o rozptylu velikosti pr·m¥ru
bu¬ky ve £lánku chybí. Tento údaj byl pouºit jako výchozí informace pro hledání
vhodného rozloºení pravd¥podobnosti.

Z pohledu na obr. 2.5 je z°ejmé, ºe se jedná o takový typ pravd¥podobnostního
rozd¥lení, které má hodnoty rozloºeny nesymetricky kolem st°ední hodnoty a zá-
rove¬ takové, jenº je de�nováno pouze pro kladné hodnoty náhodné veli£iny. Tato
skute£nost vychází z p°edpokladu, ºe se v p°ípad¥ pr·m¥ru bu¬ky jedná o délkový
rozm¥r a tedy nabývá pouze kladných hodnot. Budeme tedy hledat a uvaºovat jedno
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z rozd¥lení pravd¥podobnosti, které tuto podmínku spl¬uje. Není moºné pouºít na-
p°íklad Gaussovo normální rozd¥lení, které se díky své symetrii a jednoduchosti pro
popis spojité náhodné veli£iny pouºívá nej£ast¥ji, protoºe pro n¥j neplatí omezení de-
�ni£ního oboru a navíc je jeho pr·b¥h symetrický vzhledem k jeho st°ední hodnot¥.
Z pohledu na zmín¥ný histogram £etností a jeho pr·b¥h se nabízí podobnost na-
p°íklad s rozd¥lením Weibullovým, Logaritmicko-normálním nebo exponenciálním.
Pro rozhodnutí o jaké typ rozd¥lení se jedná byl pouºit toolbox softwaru Matlab,
uzp·sobený pro regresi dat daným teoretickým rozd¥lením pravd¥podobnosti.

Zatímco Weibullovo rozd¥lení je v praxi nej£ast¥ji uºíváno pro modelování spo-
lehlivosti a bezporuchovosti sou£ástí, je zaloºeno na empirické volb¥ parametr·,
jejichº p°epo£et ze známé st°ední hodnoty a rozptylu náhodné veli£iny není triviální
úkol, jak dokládá nap°íklad [5]. Naproti tomu Lognormální rozd¥lení, které je odvo-
zeno z Gaussova rozd¥lení normálního, je pro moºnost jednodu²²ího výpo£tu svých
parametr· vhodn¥j²í. Existuje totiº vztah pro p°epo£et st°ední hodnoty a rozptylu
dané veli£iny na parametry tohoto rozd¥lení. Normální a lognormální rozd¥lení se li²í
p°edev²ím tím, ºe zatímco normální rozd¥lení popisuje pravd¥podobnost náhodné
veli£iny, lognormální popisuje pravd¥podobnost jejího p°irozeného logaritmu, z £e-
hoº vychází její typický ze²ikmený pr·b¥h daný omezením de�ni£ního oboru, jak je
patrné z následující obr. 2.6. Zde byla pro názornost se²ikmeného pr·b¥hu funkce
hustoty rozd¥lení pravd¥podobnosti zobrazena tato funkce pro stejné hodnoty jejích
parametr· µ = 0 a σ = 1. Jak dokládá nap°íklad [6], lognormální rozd¥lení se pro
popis náhodné veli£iny pouºívá nap°íklad v biomedicín¥, kde popisuje koncentraci
ur£ité látky v t¥le, po£et bakterií nebo velikost bun¥k ur£ité látky v daném pro-
st°edí. Na základ¥ tohoto faktu se jeví i pro ná² p°ípad popisu velikosti bun¥k v
materiálu jako vhodné °e²ení. V p°ípad¥ regrese dat lognormálním rozd¥lením navíc
vy²al p°ibliºn¥ stejná st°ední hodnota pro pr·m¥r bu¬ky, jeº je uvedena v [3].

Obrázek 2.6: P°íklad rozdílu v pr·b¥hu Gaussova normální a lognormálního rozd¥-
lení pro µ = 0 a σ = 1
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Z následujících graf· funkce hustoty rozd¥lení pravd¥podobnosti na obr. 2.7 je
z°etelná vhodnost volby daného rozd¥lení.

Obrázek 2.7: Regrese funkce hustoty rozd¥lení pravd¥podobnosti

Obrázek 2.8: Regrese funkce kumulované hustoty rozd¥lení pravd¥podobnosti
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Z pohledu na regresní k°ivku je patrné, ºe pro popis charakteru p·vodních dat
z histogramu je nejvhodn¥j²í pouºít lognormální rozd¥lení. D¥je se tomu jak v p°í-
pad¥ funkce hustoty rozd¥lení pravd¥podobnosti tak i v p°ípad¥ distribu£ní funkce
kumulované pravd¥podobnosti. Lognormální rozd¥lení je navíc výhodné, protoºe lze
spo£ítat jeho parametry ze známých hodnot st°ední hodnoty m a rozptylu v dané
veli£iny, coº je uºite£né z hlediska volby parametr· modelu. Protoºe o ostatních
veli£inách, které vystupují v popsaném modelu, statisticky nam¥°ené údaje chybí,
budeme p°i jejich generování p°edpokládat, ºe funkce popisující jejich pravd¥podob-
nostní rozd¥lení je stejná jako v p°ípad¥ velikosti pr·m¥ru bu¬ky. Pro generování
náhodných hodnot parametr· popisujících vlastnosti p¥ny bude tedy vyuºito lo-
gnormálního rozd¥lení pravd¥podobnosti.

2.3 Logaritmicko-normální rozd¥lení pravd¥podob-

nosti

Pro generování náhodných hodnot parametr· modelu je pot°eba znát parametry
náhodnému rozd¥lení nutné pro výpo£et funkce hustoty rozd¥lení pravd¥podobnosti
f(x) a distribu£ní funkce F (x). Vzhledem k tomu, ºe se jedná dvouparametrické
rozd¥lení závislé na parametrech µ a σ, je pot°eba najít vztah pro p°epo£et na tyto
parametry ze zadané st°ední hodnoty m a rozptylu v.

Obecn¥ slouºí pro popis rozd¥lení náhodné veli£iny podle daného rozd¥lení její
funkce hustoty rozd¥lení pravd¥podobnosti. Za její pomoci budou generovány hod-
noty náhodných veli£in. V p°ípad¥ lognormálního rozd¥lení je de�nována ve tvaru:

f(x) =
1

σ · x
√

2π
e

−(ln x−µ)
2σ2 (2.1)

Hustota pravd¥podobnosti je de�novaná jen pro kladné hodnoty náhodné veli£iny
x, pro x ≤ 0 platí, ºe f(x) = 0.

Pro distribu£ní funkci lognormálního rozd¥lení platí následující vztah:

F (x) =

ˆ x

0

f(x)dx =
1

2

[
1 + erf

(
lnx− µ
σ
√

2

)]
(2.2)

P°i£emº pro chybovou funkci erf platí:

erf(x) =
2√
π

ˆ x

0

e−t
2

dt (2.3)

Pro pot°eby generování parametr· v pozd¥j²ím výpo£tu bylo pot°eba získat para-
metry rozd¥lení µ a σ ze známé zadané st°ední hodnoty m a v pro náhodnou veli£inu
x = m± v. Pro p°epo£et parametr· vycházíme nejd°íve ze známých parametr· µ a
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σ.
Pro st°ední hodnotu a rozptyl platí následující vztahy:
St°ední hodnota:

m = eµ+
σ2

2 (2.4)

Rozptyl:

v = (eσ
2 − 1) · e2µ+σ2

= (eσ
2 − 1) ·m2 (2.5)

Úpravou vztahu (2.5) získáme vztah pro inverzní výpo£et σ jako:

σ =

√
ln
( v

m2

)
+ 1 (2.6)

Po dosazení do (2.4) a úprav¥ získáme vztah pro inverzní výpo£et µ:

µ = ln

(
m√
v
m2 + 1

)
(2.7)

Pozn.: Algoritmus pro generování náhodných veli£in za pomoci funkce hustoty roz-
d¥lení pravd¥podobnosti je uveden ve zdrojovém kódu p°iloºeném v p°íloze.
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Kapitola 3

Mechanické vlastnosti p¥nového
materiálu

Mechanické vlastnosti p¥nového materiálu velmi závisí na tom, o jaký typ a
strukturu p¥nového materiálu se jedná, tedy na vlivech, jako je pórovitost struk-
tury, pom¥rná hustota materiálu a to, jestli se jedná z hlediska deformace o p¥nu
elastomerickou nebo elasto-plastickou. O rozdílech mezi elastomerickým a elasto-
plastickým p¥novým materiálem pojednává nap°íklad [7]. Silová odezva závisí téº
na uskupení vnit°ní struktury a na tom, jakým zp·sobem struktura vznikla a ja-
kým sm¥rem jsou orientovány strukturní jednotky jednotlivých bun¥k. Záleºí totiº
na tom, jestli jsou bu¬ky struktury zat¥ºovány ve sm¥ru vyp¥n¥ní materiálu nebo
ve sm¥ru kolmém na tento sm¥r, jak dokládá nap°íklad [2].

I p°es r·zné typy p¥nových materiál· existují podobnosti v jejich mechanic-
kých vlastnostech a silové odezv¥. Protoºe bude pozd¥j²í simula£ní model vycházet
z reologického modelu popisujícího vlastnosti pruºné polyuretanové p¥ny, jakoºto
zástupce elastomerických p¥n s otev°enými póry, bude p°i popisu kladen nejvy²²í
d·raz práv¥ na její vlastnosti. Polyuretanová p¥na se jako materiál °adí obecn¥
mezi visko-elastické materiály s nelineárních charakterem silové odezvy na defor-
maci, neplatí pro ni tedy Hooke·v zákon a tudíº p°ímá úm¥rnost mezi nap¥tím a
deformací. Hlavním typem zat¥ºování pro p¥nu p°ichází v úvahu p°edev²ím jedno-
osé zat¥ºování tlakové, pro jehoº aplikaci jsou p¥ny v¥t²inou vyuºívány nap°íklad
ve form¥ autoseda£ek, polstrování a podobn¥. V²echny polymerní p¥ny vykazují p°i
tomto typu zatíºení podobnou závislost mezi nap¥tím a deformací se svými t°emi
fázemi, které mají sv·j typický pr·b¥h a které budou postupn¥ popsány. P°i experi-
mentáln¥ m¥°eném pr·b¥hu silové odezvy p¥nového materiálu jde navíc zpozorovat
jeho tlumící vlastnosti. Platí, ºe nelze od sebe odd¥lit ú£inek tlumící a vratné síly,
jako to dokládá nap°íklad [1], silová odezva vykazuje hysterezi mezi zat¥ºováním a
odleh£ováním, jako je patrné nap°íklad z následujícího grafu 3.2.
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Obrázek 3.1: Skeletní k°ivka zat¥ºovací cha-
rakteristiky, p°evzato z [3] Obrázek 3.2: Hysterezní k°ivka zat¥ºovací

charakteristiky, p°evzato z [3]

Protoºe mechanismus deformace vnit°ní struktury p¥ny je velmi komplexní pro-
blém, vznikají r·zné metody, jak tyto mechanismy popsat pomocí model·, které by
dané experimentáln¥ zm¥°itelné pr·b¥hy zat¥ºování vhodn¥ simulovaly a existují téº
r·zné p°ístupy, jak tyto modely vytvo°it.

Ze zmín¥ných graf· závislosti mezi nap¥tím a pom¥rnou deformací je na první
pohled patrná nelinearita silové odezvy a skute£nost, ºe Young·v modul pruºnosti
jakoºto te£na ke grafu pr·b¥hu k°ivky v daném bod¥ je funk£n¥ závislá na pom¥rné
deformaci. Graf na obr. 3.3 slouºí pouze pro ilustraci nelineární silové odezvy, ne-
jedná se pokus o její linearizaci. V pr·b¥hu zat¥ºování p¥ny se tedy m¥ní hodnota
jejího Youngova modulu pruºnosti.

Obrázek 3.3: Pr·b¥h prom¥nného Youngova modulu pruºnosti, p°evzato z [8]

Vzhledem ke zm¥nám,ke kterým ve vnit°ní struktu°e b¥hem zat¥ºování dochází
je zat¥ºování z hlediska deformace rozd¥leno na 3 fáze, o níº takto mluví i literatura
[3].
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3.1 Typické fáze silové odezvy p°i zatíºení

První fáze-borcení vnit°ní struktury

První fáze zat¥ºování má tém¥° lineární pr·b¥h silové odezvy na deformaci, gene-
rovaná vratná síla je tém¥° p°ímo úm¥rná deformaci a deformace je elastická, takºe
p°i odleh£ení p¥na nabude svého p·vodního tvaru. V uvedené literatu°e [3] se tato
fáze popisuje uloºením deforma£ní energie ve vratném ohybu jednotlivých nosných
element· p¥nové struktury orientovaných ve sm¥ru paralelním ke sm¥ru zat¥ºování.
Deformace v této po£áte£ní fázi zat¥ºování je povaºována za elastickou, protoºe po
odleh£ení materiál nabude svého p·vodního tvaru.

Plateau fáze zat¥ºování

V dal²í fázi zat¥ºování, v literatu°e b¥ºn¥ ozna£ované plateau, roste generovaná
síla v závislosti na deformaci velmi pomalu pro v¥t²í oblast deformací. Opa£n¥ by se
dalo °íci, ºe malý nár·st zat¥ºující síly vede k velkému nár·stu deformace. N¥kdy je
tento rychlý nár·st pom¥rné deformace p°i malé zm¥n¥ vn¥j²ího nap¥tí ozna£ován
jako ztráta stability vnit°ní struktury a oblast lokalizace nap¥tí, jak popisuje [9].
To jestli dojde k heterogennímu nebo homogennímu charakteru deformace ovliv¬uje
nap°íklad relativní hustota nebo pórovitost p¥nového materiálu a to, jestli se jedná o
strukturu s uzav°enými £i otev°enými bu¬kami. Tato lokalizace se m·ºe n¥kdy pro-
jevit aº pásmy s vy²²í hodnotou pom¥rné deformace a nap°íklad na tomogra�ckých
snímcích se dá tento jev zpozorovat, jak dokládá následující snímek 3.4 z £lánku [3].

Obrázek 3.4: Pásy lokalizace deformace vnit°ní struktury, p°evzato z [3]
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Jev lokalizace pásem deformace je znázorn¥n na vyzna£ených bu¬kách A aº E.
Pro p°ípad elasto-plastomerické p¥ny dojde v této oblasti zat¥ºování jiº k plastické
deformaci a zat¥ºovací charakteristika má tak odli²ný tvar neº v p°ípad¥ elasto-
merické p¥ny, jak dokládá nap°íklad snímek 3.7. Jevu ztráty stability a lokalizace
deformace bude brána v dal²í kapitole pozornost a bude zahrnut i do výpo£etního
modelu a ozna£ován jako vliv ztráty stability bun¥k. Deformace vnit°ní struktury je
pro tuto fázi zat¥ºování popisována jako kombinace ohybu a tahu vláken.

Vliv rozdílu mezi elestomerickou a elastoplastickou p¥nou p°i plateau fázi zat¥-
ºování je patrný z následujících graf· 3.7:

Obrázek 3.5: Elastomerická p¥na Obrázek 3.6: Elastoplastická p¥na

Obrázek 3.7: Rozdíl v zat¥ºování pro eleastomerickou a elastoplastickou p¥nu, p°e-
vzato z [7]

Zhu²´ovací fáze zat¥ºování

P°i dal²í fázi zat¥ºování p°ejde plateau fáze plynule do takzvané zhu²´ovací fáze,
kdy dojde p°i pomalém nár·stu pom¥rn¥ deformace k rychlému nár·stu nap¥tí a
tedy i k pom¥rn¥ vysokému nár·stu pom¥rné hustoty a Youngova modulu pruºnosti,
jejichº hodnota se v této fázi blíºí takové hodnot¥, kterou by m¥l p¥nový materiál ve
své pevné fázi v nezp¥n¥né form¥. Z hlediska deforma£ního mechanismu si m·ºeme
tuto fázi p°edstavit tak, ºe deformované bu¬ky struktury postupn¥ dosedají na sebe
a zmen²uje se prostor mezi nimi, materiál taky nabývá vlastností materiálu ve své
pevné nevyp¥n¥né fázi.
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3.2 Heterogenní charakter deformace vnit°ní struk-

tury

B¥hem druhé, neboli plateau fáze zat¥ºování dojde ke ztrát¥ stability této struk-
tury a záleºí na daném materiálu, zdali si silová odezva zachová i p°i této fázi sv·j
rostoucí pr·b¥h s prom¥nlivou hodnotou sm¥rnice a tady Youngova modulu pruº-
nosti jako zobrazeno nap°íklad na obr. 3.1 nebo zdali dojde nejd°íve k dosaºení
lokálního maxima v silové odezv¥, poté k pozvolnému poklesu Youngova modulu a
tedy i klesajícímu charakteru silové odezvy, která ve zhu²´ovací fázi zat¥ºování p°e-
jde op¥t do rostoucího charakteru. Graf silové odezvy v tomto p°ípad¥ tedy vykazuje
ve svém pr·b¥hu dv¥ hodnoty lokálních extrém·, jak je v dal²ím textu znázorn¥no
nap°íklad na obr. 3.16. Tento jev je spojován se ztrátou stability vnit°ní struktury
materiálu a její projev byl zji²t¥n jako lokalizování pásem nebo oblastí s vy²²í hod-
notou deformace.

Zm¥°ením a zaznamenáním t¥chto pásem lokalizované deformace se zabývá £lá-
nek [9], v n¥mº je popsán postup jak tento jev zaznamenat za pomocí digitální
korelace rastrových obraz·. Jak je ve zmín¥ném £lánku popisováno, nejv¥t²í vliv
na heterogenní projev deformace má hustota daného p¥nového materiálu. Zmín¥ná
metoda je v £lánku [9] uºita p°i experimentu na dvou charakteristických hodnotách
hustoty materiálu, v prvním p°ípad¥ pro pom¥rn¥ malou hodnotu hustoty ρ = 21 kg

m3 ,
ve druhém p°ípad¥ pro relativn¥ vysokou hodnotu hustoty ρ = 72 kg

m3 . Z m¥°ení jsou
poté vyhodnoceny jednak diagramy silové odezvy pro oba p°ípady a také sestavení
polygon· £etností pom¥rných deformací pro danou hodnotu pom¥rné deformace
vzorku.
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Obrázek 3.8: Zat¥ºovací diagram pro vzorek p¥ny s nízkou hustotou, p°evzato z [9]

Obrázek 3.9: Polygon £etností pom¥rných deformací pro vzorek p¥ny s nízkou hus-
totou, p°evzato z [9]
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Obrázek 3.10: Zat¥ºovací diagram pro vzorek p¥ny s vysokou hustotou, p°evzato z
[9]

Obrázek 3.11: Polygon £etností pom¥rných deformací pro vzorek p¥ny s vysokou
hustotou, p°evzato z [9]

Z p°iloºených polygon· £etností pom¥rné deformace je patrné pro plateau za-
t¥ºovací fázi pro vzorek s malou hustotou, ºe pom¥rná deformace má bimodální
charakter, to znamená, ºe pom¥rná deformace je kombinací dvou hodnot, nízké a
vysoké hodnoty pom¥rné deformace. Ostatní dv¥ fáze zat¥ºování mají charakter
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unimodální, tedy hodnota pom¥rné deformace má svoji jednu dominantní hodnotu.
Cílem pozd¥j²ího simula£ního výpo£tu bylo získat p°i zobrazení relativní £etnosti
pom¥rn¥ deformace zobrazené v histogramu obrazec p°ipomínající tyto polygony
£etností pom¥rné deformace. Písmen·m A-H odpovídají k nim p°íslu²né zat¥ºovací
stavy ve grafu silové odezvy. Ukazuje se, ºe zatímco pro p¥nu s nízkou hodnotou re-
lativní hustoty je velmi patrná skoro konstantní plateau fáze zat¥ºování, pro p¥nu s
vysokou hustotou tato konstantní plateau fáze zaniká a k°ivka pr·b¥hu silové odezvy
si zachovává rostoucí charakter po celou dobu zat¥ºování. Z p°íslu²ných histogram·
pro p¥nu s vysokou hustotou je patrné, ºe v·bec nedojde k bimodálnímu charakteru
pom¥rné deformace, deformace si tedy zachovává homogenní charakter.

V £lánku [9] se téº nachází odvození vztahu pro p°ír·stek deforma£ní energie od
ohybu a od tahu nosných element· struktury p¥nového materiálu. Odvození t¥chto
vztah· vychází z modelu, který geometrii vnit°ní struktury vyjad°uje jako struk-
turu propojených nosník· p°ipomínající svým tvarem krystalovou m°íºku. Pom¥rná
deformace ε je odvozena z nato£ení t¥chto nosník· vzhledem k po£áte£nímu úhlu,
ve kterém se nosník nacházel p°ed zatíºením. V odvozených výpo£etních vztazích
jsou p°ír·stky deforma£ní energie závislé na velikosti pom¥rné deformace a zárove¬
na pom¥rné hustot¥ materiálu, de�nované v tomto p°ípad¥ jako objem bu¬ky ku
objemu prostoru, který bu¬ka zabírá. Z t¥chto vztah· je odvozen vztah pro výpo£et
celkové deforma£ní energie jako sou£et energie od ohybu a od tahu. P°i zobrazení
celkové deforma£ní energie a nap¥tí v závislosti na pom¥rné deformaci a relativní
hustot¥ vychází následující grafy:

Obrázek 3.12: Celková deforma£ní energie Obrázek 3.13: Nap¥tí

Obrázek 3.14: Závislost deforma£ní energie a nap¥tí na relativní hustot¥ a pom¥rné
deformaci, p°evzato z [9]

Pro názornost pro vybrané hodnoty relativních hustot p°ejdou grafy p°ír·stku
deforma£ní energie do následující podoby:

Tyto závislosti poté dávají p°edstavu o vlivu relativní hustoty materiálu na p°í-
r·stek celkové deforma£ní energie a jakým podílem se na ní podepí²e p°ír·stek defor-
ma£ní energie od tahového nap¥tí a jakým od ohybového nap¥tí. Tímto zp·sobem se
dojde k záv¥ru, ºe pro p¥nu s malou hodnotou relativní hustoty je p°ír·stek energie
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Obrázek 3.15: Závislost deforma£ní energie na relativní hustot¥ a pom¥rné deformaci,
p°evzato z [9]

od ohybu zanedbatelný, coº je zp·sobeno pravd¥podobn¥ práv¥ onou ztrátou stabi-
lity p°i plateau fázi zat¥ºování, coº má za následek, ºe pr·b¥h p°ír·stku celkové ener-
gie je konvexní. Naproti tomu u p¥ny s vysokou hustotou je tento p°ír·stek energie
od ohybu dominantní a celkový pr·b¥h deforma£ní energie má nekonvexní pr·b¥h.
Popsané skute£nosti slouºí k odvození následující nap¥´ové odezvy na obr. 3.16 pro
p¥nový materiál s vlivem ztráty stability vnit°ní struktury:

Obrázek 3.16: Zat¥ºovací diagram pro p¥nu s heterogenním zp·sobem deformace [9]
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V simula£ním výpo£tu bude na tento jev kladen d·raz a bude provedena simu-
lace p°i kvazistatickém typu zat¥ºování pro model uvaºující ztrátu stability a tedy
heterogenní charakter deformace a pro model bez uvaºování tohoto vlivu a tedy
homogenní charakter deformace.

3.3 Hystereze nap¥tí a práce tlumící síly

Vzhledem k tomu, ºe silová odezva p¥nového materiálu vykazuje b¥hem periodic-
kého zat¥ºování jinou silovou odezvu p°i stla£ování a jinou p°i odleh£ování, mluví se
o takzvané hysterezi. P°i experimentálních m¥°ením v [1] bylo pro polyuretanovou
p¥nu zji²t¥no, ºe p°i periodickém kinematickém buzení má celková silová odezva v
závislosti na deformaci následující pr·b¥h:

Obrázek 3.17: Vliv tlumící síly na celkovou silovou odezvu, p°evzato z [1]

Tento jev je zp·soben útlumem materiálu, které zp·sobuje b¥hem jednoho pra-
covního cyklu energetické ztráty. Vratná síla p·sobí v celkové silové odezv¥ jako
jakási skeletová k°ivka, kolem které je symetricky rozloºena síla tlumící, která má
odli²ný pr·b¥h p°i stla£ování vzorku a p°i jeho odleh£ování a zp·sobuje práv¥ onu
zmín¥nou hysterezi. Na základ¥ tohoto poznatku je de�nována takzvaná disipa£ní
energie jako práce tlumící síly za jeden pracovní zat¥ºovací cyklus, tedy plocha ohra-
ni£ená hysterezní k°ivkou. Autor £lánku [1] do²el na základ¥ experiment· k záv¥ru,
ºe hodnota velikost disipa£ní energie zp·sobená prací tlumící síly je v p°ípad¥ har-
monického a trojúhelníkového budícího signálu lineárn¥ závislá na hodnot¥ budící
frekvence. Tomuto poznatku bude v dále popisovaném strukturním modelu v¥nována
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téº pozornost a bude snaha dosáhnout pro práci tlumící síly simula£ního modelu také
lineární závislosti. Práce tlumící síly je de�nována takto:

Wd =

˛
Ftdx (3.1)
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Kapitola 4

Simula£ní model polyurethanové
p¥ny

V p°ípad¥ simula£ního mechanického modelu byl p°evzat reologický model p¥-
nového materiálu z diserta£ní práce doc., Ing. Cirkla, Ph.D. [1] a dopln¥n o n¥které
dal²í skute£nosti, o níº bude v dal²ím popisu °e£. P°esný popis p°evzatého modelu
polyuretanové p¥ny je uveden v p°íloze A.

Reologie je v¥dní obor zabývající se deformací a te£ením látek a v p°ípad¥ polyu-
rethanové p¥ny popisuje její deforma£ní vlastnosti, protoºe p¥na, jakoºto nelineární
materiál vykazuje vysoké hodnoty pom¥rných deformací a visko-elastické vlastnosti.

Uvaºovaný simula£ní model spo£ívá v nahrazení t¥chto vlastností p¥ny jakoºto
kontinua soustavou pruºin a tlumi£· s nelineární zat¥ºovací charakteristikou. Pru-
ºiny zde zastupují elastické vlastnosti p¥ny a jejich silová odezva odpovídá svým
pr·b¥hem pr·b¥hu silové odezvy p¥nového materiálu, popsaného v kapitole 3 a zob-
razeného nap°íklad na obr. 3.1 se svými typickými zat¥ºovacími fázemi. Tlumi£e
v modelu zastupují tlumící vlastnosti materiálu vzhledem k p°edpokladu, ºe cel-
ková silová odezva vykazuje hysterezní pr·b¥h. Jednotlivé sloºky sil jsou popsaný
analytickými vztahy tak, aby výsledný pr·b¥h, získaný jejich kombinací co nejblíºe
odpovídal skute£nému pr·b¥hu celkové silové odezvy.

4.1 Budící funkce

Ve v²ech p°ípadech simulace byl jako typ zat¥ºování zvolen p°edepsaný pohyb
jako funkce £asu, tedy kinematické buzení základny. V p°ípad¥ kvazistatického re-
ºimu zat¥ºování byla uvaºována funkce buzení základny jako lineární funkce £asu p°i
co nejniº²í rychlosti deformace, v dynamickém reºimu se jednalo o budící periodickou
funkci pro trojúhelníkové a harmonické buzení.
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Kvazistatický reºim

Tak jako v praxi nelze u polyurethanové p¥ny odd¥lit ú£inky tlumící a vratné síly
i v p°ípad¥ simula£ního modelu vychází oba reºimy zat¥ºování ze stejného výpo£tu.
Aby se v²ak jednalo o kvazistatický reºim, musí být zp·sob zat¥ºování volen tak,
aby rychlost zat¥ºování byla co nejniº²í a konstantní, aby se pokud moºno zamezilo
vlivu tlumící síly. Za tímto ú£elem byla pro závislost zm¥ny deformace v £ase p°i
kvazistatickém zat¥ºování volena lineární závislost deformace v £ase.

z (t) = v · t (4.1)

P°i£emº v = konst

Dynamický reºim

V dynamickém reºimu byl jiº uvaºován jak ú£inek vratné, tak i tlumící síly.
Pro tyto ú£ely bylo kinematické buzení dáno jako periodická funkce pro zvolenou
frekvenci buzení.

Harmonický polohový signál

V prvním p°ípad¥ periodické funkce se jedná o harmonickou funkci sinus zadanou
v následující podob¥:

z (t) = Z0 + Z sin [ω (t− tn)] (4.2)

Pro rychlost tedy platí:

vz (t) =
dz

dt
= Zω cos [ω (t− tn)] (4.3)

Pro úhlovou rychlost ω p°i zadané frekvenci f platí:

ω = 2π · f (4.4)

Konstanta Z0 vyjad°uje st°ední polohu výchylky základny a Z amplitudu vý-
chylky, popisující kmitání kolem této polohy. Konstanta tn vyjad°uje dobu lineárního
náb¥hu do této st°ední polohy výchylky. Je t°eba zajistit plynulý nájezd z polohy
z(t = 0) = 0 mm na st°ední polohu z(t = tn) = Z0, £ehoº se docílí lineární funkcí.
Spojitého p°echodu mezi ob¥ma pr·b¥hy se docílí z p°edpokladu, ºe sm¥rnice te£ny
v £ase tn jakoºto doby náb¥hu musí být stejnou hodnotu jako pro sinusoidu v tomto
£ase. Platí tedy:
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z (t = tn) = Z0 (4.5)

vz (t = tn) = Z · ω (4.6)

Lineární funkce má p°edpis:
z (t) = v · t (4.7)

Pro rychlost náb¥hu tedy platí:

v =
Z0

tn
= Z · ω (4.8)

Úpravou p°edchozího vztahu vyjde pro £as náb¥hu:

tn =
Z0

Z · ω
(4.9)

Obrázek 4.1: Harmonická budící funkce s lineárním náb¥hem v závislosti na £ase
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Obrázek 4.2: Pr·b¥h rychlosti buzení harmonické budící funkce

Trojúhelníkový budící signál

P°i zadané amplitud¥ Z platí pro výchylku budící funkce:

z (t) =

{
2Z0

T
(t− nT ) pro t ∈ 〈nT, nT + T/2〉

−2Z0

T
[t− (n+ 1)T ] pro t ∈ 〈nT + T/2, (n+ 1)T 〉

(4.10)

Doba periody T je tedy de�nována jako doba, za kterou signál dosáhne z nulové
polohy poºadovanou amplitudu Z0 a vrátí se zp¥t do nulové polohy.
Pro rychlost platí:

vz (t) =
dz

dt
=

{
2Z
T

pro t ∈ 〈nT, nT + T/2〉
−2Z
T

pro t ∈ 〈nT + T/2, (n+ 1)T 〉
(4.11)

Na následujícím obr. 4.3 je zobrazena budící funkce pro dobu periody T = 1 s.
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Obrázek 4.3: �asový pr·b¥h trojúhelníkové budící funkce

Obrázek 4.4: �asový pr·b¥h trojúhelníkové budící funkce

4.2 Strukturní simula£ní model p¥ny

Smyslem strukturního modelu je nahradit p¥nu jakoºto kontinuum s rozloºe-
nými parametry diskrétní soustavou s parametry soust°ed¥nými do jednotlivých
bun¥k struktury. V p°ípad¥ p¥ny se jedná o nahrazení soustavou pruºin a tlumi£·,
jeº slouºí jako vyjád°ení visko-elastických vlastností jednotlivých bun¥k materiálu.
Nepravidelnosti vnit°ní struktury se docílí za pomoci toho, ºe tyto zmín¥né sou-
st°ed¥né parametry budou povaºovány za náhodnou veli£inu a generovány podle
postupu popsaného v kapitole 2.

Cílem modelu je získat p°edstavu o silové odezv¥ sil p°ená²ených jednotlivými
bu¬kami v závislosti na daném zp·sobu zat¥ºování. Dále bylo smyslem dokázat hete-
rogenní charakter deformace na základ¥ zvoleného pr·b¥hu vratné síly. Je o£ekáváno
získat p°i zobrazení £etností pom¥rných deformací bun¥k pro jednotlivé zat¥ºovací
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stavy podobné histogramy £etností, které jsou uvedené v kapitole 3 na obr.3.9 a 3.11.
Model má téº slouºit k ov¥°ení lineární závislosti práce tlumící síly na budící frek-
venci p°i periodickém zp·sobu kinematického buzení.

Ve v²ech p°ípadech zat¥ºování bude model koncipován tak, ºe jednotlivé elementy
jsou schopné p°ená²et osová nap¥tí ve sm¥ru zat¥ºování, coº je jedno ze zjednodu²ení
oproti skute£né napjatosti p¥nového materiálu. Sestavený model vychází alespo¬ z
hlediska vratné síly ze simula£ního modelu se soust°ed¥nými parametry z diserta£ní
práce doc., Ing. Cirkla, Ph.D. [1]. V jeho p°ípad¥ se jedná o model se soust°ed¥-
nými parametry, který nahrazuje visko-elastické vlastnosti p¥ny jednou soustavou
nelineárních pruºin a tlumi£· z hlediska materiálu jako celku a ne soust°ed¥né v
jednotlivých bu¬kách. Navíc zohled¬uje i p°ír·stek síly od smykového t°ení, jakoºto
vliv p¥chování st¥n bun¥k p¥nového materiálu p°i stla£ování. Tlumící síla je v p°í-
pad¥ bun¥£ného modelu téº zjednodu²ena z hlediska lineární závislosti na rychlosti
zat¥ºování, coº nemusí odpovídat skute£nosti a tomuto jevu bude téº v¥nována po-
zornost. Oproti p·vodnímu modelu se téº zm¥nilo °azení pruºin a tlumi£·. Zatímco
p·vodní model vychází z reologického modelu pro visko-elastické materiály známého
jako Maxwell·v, kdy pruºina a tlumi£ jsou °azeny sériov¥, zde jde o °azení paralelní,
známé jako Kelvin-Voight·v model [11].

Obrázek 4.5: Reologický strukturní model zohled¬ující jednotlivé bu¬ky

Takovéto uskupení paraleln¥ spojené pruºiny s tlumi£em zastupují v modelu
jednu bu¬ku a takto vytvo°ené bu¬ky jsou sériov¥ spojeny do °et¥zce, vyjad°ující
celkovou vý²ku vzorku p¥ny. V p°ípad¥ pruºiny v modelu se jedná o pruºinu s neli-
neární zat¥ºovací charakteristikou sestavenou z matematických elementárních funkcí
tak, aby pr·b¥h této charakteristiky odpovídal co nejlépe zm¥°itelné silové odezv¥
vratné síly na deformaci a blíºil se tak pr·b¥hu odezvy zobrazené nap°íklad na
obr. 3.1. Tlumící síla je v p°ípad¥ bun¥£ného modelu zlinearizovaná, coº se pozd¥ji
m·ºe jevit jako moc velké zjednodu²ení oproti skute£né silové odezv¥ p¥nového ma-
teriálu. Pr·b¥h generované síly celkové jakoºto sou£tu sloºek síly vratné a tlumící
by m¥l vykazovat hysterezní chování zobrazené nap°íklad na obr. 3.2.
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4.2.1 Vratná síla

Aby bylo dosaºeno pr·b¥hu vratné síly a tím skeletové k°ivky pr·b¥hu celkové
síly generované p¥nou, je pot°eba najít funk£ní závislost, která by takovémuto pr·-
b¥hu odpovídala. Celkový pr·b¥h vratné síly vznikne jako sou£et sloºek této síly,
vyjad°ující jednotlivé fáze zat¥ºování.

První fáze zat¥ºování

Sloºka síly Fu, zastupující první fázi zat¥ºování zp·sobuje v celkovém pr·b¥hu
tém¥° lineární náb¥h na hodnotu síly, ozna£enou jako mez únosnosti a ve grafu pr·-
b¥hu vratné síly tvo°í tato hodnota horizontální asymptotu. Konstanta únosnosti
ku v exponentu závislosti Fu ovliv¬uje tvar k°ivky v míst¥ náb¥hu na hodnotu meze
únosnosti mu, udávající polohu horizontální asymptoty. Silová odezva pruºin je zá-
vislá na jejich deformaci, proto bude velikost této sloºky generované síly závislá na
relativním posuvu mezi £leny vyjad°ující sousední bu¬ky. Relativní posuv je v tomto
p°ípad¥ dán jako rozdíl posuv· mezi i-tým a i+1 £lenem °et¥zce:

Fui (xi − xi+1) = mui ·
[
1− exp−kui·(xi−xi+1)

]
(4.12)

Fáze plateau a zhu²´ovací fáze

Pro popis plateau fáze zat¥ºování a jejího p°echodu do zhu²´ovací fáze poslouºí
polytropická závislost. Vertikální asymptota této závislosti je dána konstantou hpi,
jeº vyjad°uje velikost bu¬ky i-tého £lenu a zárove¬ tak volnou délku dané pruºiny.
Takováto závislost je podobná polytropické závislosti stla£ování ideálního plynu a
ve své podstat¥ vyjad°uje i skute£nost, ºe pokud deformace bu¬ky dosáhne hod-
noty 100%, vzroste hodnota síly pro tuto hodnotu deformace nade v²echny meze,
coº ve skute£ném pr·b¥hu silové odezvy p¥ny vyjad°uje práv¥ ona zhu²´ovací fáze.
Exponent polytropické závislosti npi ovliv¬uje strmost p°echodu do zhu²´ovací fáze.
Polytropická závislost je dána tímto p°edpisem:

Fpi (xi − xi+1) = ppiSpi

[(
hpi

hpi − (xi − xi+1)

)npi
−
(

hpi
hpi + (xi − xi+1)

)npi]
(4.13)

Celková vratná síla i-tého prvku je potom sou£tem sloºek síly Fui a Fpi :

FV i (xi − xi+1) = Fui + Fpi (4.14)
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P°i výpo£tu budeme v²ak uvaºovat i vliv ztráty stability bun¥k a heterogenní
charakter deformace v plateau fázi zat¥ºování tak, abychom získali podobnou zá-
vislost jako je ve grafu 3.16 v kapitole 3. Toho se dosáhne tak, ºe se k p·vodnímu
pr·b¥hu p°i£te funkce s lineární závislostí a se zápornou sm¥rnicí ks.

Fsi (xi − xi+1) = −ksi (xi − xi+1) (4.15)

Celková síla modelu s uvaºováním ztráty stability potom bude dána sou£tem t¥chto
3 sloºek síly jako:

FV i (xi − xi+1) = Fui + Fpi + Fsi (4.16)

Na následujícím grafu je z°etelný vliv sloºky síly Fs na p·vodní zat¥ºovací cha-
rakteristiku polyuretanové p¥ny. Tato závislost má docílit podobný pr·b¥h jako je
zobrazeno na 3.16 v kapitole 3.

Obrázek 4.6: vliv sloºky síly Fsi na celkový pr·b¥h FV i

Pro srovnání graf pro stejné hodnoty parametr· a ks = 0 a tedy zachování progre-
sivní silové odezvy. :
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Obrázek 4.7: Vratná síla bez vlivu ztráty stability

4.2.2 Lineární tlumící síla

Jak jiº bylo °e£eno, tlumící síla je oproti p·vodnímu p°evzatému modelu zjedno-
du²ena a slouºí tak spí²e k prvotnímu p°iblíºení danému problému disipace energie
a hystereze p°i odleh£ování. Vychází ze vztahu:

Ft = cẋ (4.17)

Díky sériovému zapojení a relativnímu pohybu mezi bu¬kami je tlumící síla op¥t
p°ímo úm¥rná relativní rychlosti mezi i-tým a i+1 prvkem. Proto pro tlumící sílu
i-té bu¬ky platí:

Fti (ẋi − ˙xi+1) = c (ẋi − ˙xi+1) (4.18)

Na následujícím grafu je zobrazen pr·b¥h této tlumící síly v závislosti na výchylce.
V dal²ím textu bude moºnost porovnat tuto závislost s nelineární závislostí tlumící
síly.
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Obrázek 4.8: Tlumící síla p°i harmonic-
kém buzení

Obrázek 4.9: Tlumicí síla p°i trojúhel-
níkovém buzení

Obrázek 4.10: Pr·b¥h lineární tlumící síly

4.2.3 Metoda uvoln¥ní a sestavení rovnic

P°i sestavování rovnic se vychází ze skute£nosti, ºe uskupení pruºina-tlumi£ jsou
mezi sebou propojeny sériov¥ a p°ená²ená osová síla mezi nimi je dána silovou rov-
nováhou mezi nimi, známou z Newtonova zákona akce a reakce. Pro p°ená²enou
osovou sílu mezi prvky i-tým a i+1 prvkem °et¥zce tedy platí:

Ni = Ni+1 (4.19)

Obrázek 4.11: Schéma uvoln¥ní i-té bu¬ky

Pro p°ehlednost a odvození soustavy pohybových rovnic pro libovolný po£et
prvk· pouºijeme nejd°íve soustavu 4 bun¥k a tedy 3 neznámých posuv·. Bude platit
následující soustava pohybových rovnic:

FV 1 (z(t)− x1) + c (vz(t)− ẋ1) = FV 2 (x1 − x2) + c (ẋ1 − ẋ2)

FV 2 (x1 − x2) + c (ẋ1 − ẋ2) = FV 3 (x2 − x3) + c (ẋ2 − ẋ3)

FV 3 (x2 − x3) + c (ẋ2 − ẋ3) = FV 4 (x3) + cẋ3

(4.20)
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Pozn.: Kv·li moºnosti °e²it soustavu diferenciálních rovnic numericky v Matlabu
v °e²i£i ODE15s p°evedeme soustavu do maticového tvaru, do tkzv.: Mass Matrix
Form. �e²i£ ODE15s je p°izp·soben na °e²ení takzvaných sti� problém· a °e²ení
problému se soustavou diferenciálních algebraických rovnic, zaloºených na metod¥
zp¥tné diferenciace a Gearov¥ metod¥.

Soustava diferenciálních pohybových rovnic bude v maticové podob¥ ve tvaru:

M · ẋ(t) = F (t,x(t)) (4.21)

Matice soustavy M obsahuje tedy koe�cienty vektoru derivací neznámých po-
suv· [x1, x2, x3]

> a sloupcový vektor F sloºený ze sou£tu sil vratných tvo°í vektor
pravé strany soustavy.

Pro 4 bu¬ky má soustava diferenciálních rovnic v maticovém tvaru tedy podobu: −2c 1c 0
1c −2c 1c
0 1c −2c

 ·
 ẋ1(t)
ẋ2(t)
ẋ3(t)

 =

 FV 2 − FV 1 − cvz(t)
FV 3 − FV 2

FV 4 − FV 3

 (4.22)

Vzhledem k rovnováze mezi sousedními £leny a tedy návaznosti neznámých funkcí
posuv· xi lze soustavu diferenciálních rovnic zobecnit pro libovolný po£et p bun¥k.
V tomto p°ípad¥ se bude jednat o soustavu n diferenciálních rovnic, p°i£emº platí,
ºe n = p−1 vzhledem k tomu, ºe £asová výchylka první bu¬ky je dána budící funkcí
z(t). Matice soustavy M bude mít vºdy na hlavní diagonále −2c a na vedlej²ích
diagonálách 1c.

Obecná soustava diferenciálních pohybových rovnic pro libovolný po£et prvk·
má tedy podobu:

FV 1 (z(t)− x1) + c (vz(t)− ẋ1) = FV 2 (x1 − x2) + c (ẋ1 − ẋ2)

FV 2 (x1 − x2) + c (ẋ1 − ẋ2) = FV 3 (x2 − x3) + c (ẋ2 − ẋ3)

· · ·

FV n−1 (xn−1 − xn) + c ( ˙xn−1 − ẋn) = FV n (xn) + cẋn

(4.23)

Soustava pohybových diferenciálních rovnic v maticovém tvaru pro libovolný
po£et bun¥k má tedy tuto podobu:

−2c 1c · · · 0
1c −2c · · · 0
...

... . . . 1c
0 · · · 1c −2c




˙x1(t)
ẋ2(t)
...

ẋn(t)

 =


FV 2 − FV 1 − cvz(t)

FV 3 − FV 2
...

FV n − FV n−1

 (4.24)
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�e²ením soustavy je vektor posuv· [x1, x2, · · ·xn]>, ze kterých jsou podle odvo-
zených vztah· zp¥tn¥ po£ítány síly p°ená²ené jednotlivými bu¬kami. Po£áte£ní pod-
mínky pro danou soustavu jsou nulové, coº vychází z p°edpokladu, ºe p°ed po£átkem
zat¥ºování jsou v²echny bu¬ky v klidové pozici a jejich deformace je tedy nulová. Ze
zp¥tn¥ spo£ítaných sil vratných a tlumících ze vztah· 4.16 a 4.17 p°ená²ené i-tým
£lenem °et¥zce je zp¥tn¥ spo£ítána celková síla na dané bu¬ce z p°edpokladu, ºe
pruºina tlumi£ jsou °azeny paraleln¥ a platí tedy:

Fci = FV i + Fti (4.25)

4.3 Kvazistatický model výpo£tu pro jednotlivé bu¬ky

Kvazistatický model uvaºující bez vlivu ztráty stability bun¥k

Pro výpo£et kvazistatického reºimu zat¥ºování byl pouºit stejný výpo£et jako
pro dynamický reºim, pouze byla budící funkce z(t) upravena na lineární závislost,
popsanou v kapitole 5 vztahem (4.7) a koe�cient tlumení c byl volen tak, aby tlumící
síla Fti co nejmén¥ ovlivnila pr·b¥h celkové síly Fci. �ídícím parametrem pro gene-
rování náhodných parametr· pro jednotlivé bu¬ky je st°ední hodnota t¥chto veli£in
a jejich rozptyl, ze kterých je podle vztah· uvedených v kapitole 2 po£ítáno funkce
hustoty rozd¥lení pravd¥podobnosti pro logaritmicko-normální rozd¥lení a z n¥ho
pak generovány hodnoty náhodné veli£iny. St°ední hodnoty a rozptyly pro simulaci
byly voleny následovn¥:

Parametr St°ední hodnota Rozptyl Fyzikální jednotka
mu 35 5 [N ]
ku 40 1 [N/mm]
hp 0.75 0.03 [mm]
np 4 0.05 [1]
k5 = Sppp 3 0.05 [N ]

Tabulka 4.1: Volené hodnoty pro výpo£et parametr· náhodným rozd¥lením bez vlivu
ztráty stability

Pozn.:V p°iloºeném zdrojovém kódu jsou tyto konstanty ozna£eny po °ad¥ k1 aº k5,
konstanta ztráty stability je ozna£ena k7.

Velikost maximální deformace je po£ítána z celkové délky °et¥zce hc. Ta je dána
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sou£tem délek jednotlivých element·, tedy sou£tem volných délek jednotlivých pru-
ºin, jejichº hodnotu pro i-tou bu¬ky °et¥zce a vyjad°uje konstanta hpi. Pro celkovou
délku °et¥zce tedy platí:

hc =

p∑
i=1

hpi (4.26)

Velikost maximální hodnoty budící funkce z(t) je volena tak, aby pro celkovou po-
m¥rnou deformaci °et¥zce vy²la hodnota εc = 80%. Proto platí:

Z0 = 0.8hc (4.27)

Koe�cient tlumení c byl zvolen na hodnotu c = 0.1 kg/s. Z d·vodu co nejmen²ího
vlivu tlumící síly Fti byla volena co nejvy²²í doba simulace tak, aby pro sm¥rnici
lineární funkce z(t) vy²la co nejniº²í hodnota a tím co nejniº²í hodnota rychlosti
zat¥ºování vz(t). Proto byla tato hodnota £asu simulace volena na hodnotu tn = 500
s. Vzhledem k lineární budící funkci z(t) je moºno o£ekávat, ºe spo£ítané výchylky
jednotlivých £len· °et¥zce budou budou p°ibliºn¥ lineárn¥ závislé na £ase. Vstupní
parametry budící funkce vypadaly následovn¥:

Parametr Hodnota Fyzikální jednotka
Z0 0.8 · hc [mm]
tn 500 [s]
c 0.1 [kg/s]

Tabulka 4.2: Vstupní parametry pro výpo£et budící funkce pro kvazistatický reºim
zat¥ºování bez vlivu ztráty stability
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Pro £asovou závislost výchylky prvního £lenu vy²el tento, p°ibliºn¥ lineární pr·-
b¥h:

Obrázek 4.12: Pr·b¥h relativní výchylky na první £lenu °et¥zce p°i kvazistatické
zat¥ºování

Pr·b¥hy ostatních výchylek vycházely podobn¥ a zachovávaly si také p°ibliºn¥
lineární pr·b¥h.

Graf pr·b¥hu vratné síly generované první bu¬kou a závislé na relativní výchylce
p°edpokládaný pr·b¥h:

Obrázek 4.13: Vratná síla první bu¬ky v závislosti na deformaci
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Z £asové závislosti jednotlivých sloºek sil je potom patrné, ºe parametry jsou
zvoleny tak, ºe tlumící síla Fti má v·£i celkové síle bu¬ky Fci zanedbatelný vliv.

Obrázek 4.14: Sloºky síly v £asové závislosti p°i kvazistatickém reºimu zat¥ºování
pro c = 10 kg/s

Pro sestavení histogram· relativní £etnosti pom¥rné deformace bun¥k bylo po-
t°eba nejd°íve pom¥rnou deformaci spo£ítat z p°edpokladu, ºe volná délka pruºiny
je zárove¬ velikost bu¬ky hpi. Pro absolutní deformaci i-té bu¬ky platí:

∆i = xi − xi+1 (4.28)

Proto pro pom¥rnou deformaci εi i-tého prvku °et¥zce platí:

εi =
∆i

hpi
(4.29)
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Relativní £etnost takto získaných pom¥rných deformací byla zobrazena v histo-
gramu a byla získány následující obrazce:

Obrázek 4.15: Histogram rozd¥lení £etností pom¥rných deformací bun¥k

P°i sestavování histogram· byla snaha získat podobné obrazce jako je tomu v p°ípad¥
obr. 3.11 v kapitole 3 a demonstrovat na nich, ºe pokud do modelu není zapo£ítána
ztráta stability bu¬ky, pom¥rná deformace si zachovává unimodální charakter a se-
stavené histogramy mají tak podobný tvar jako je tomu ve zmín¥ných histogramech
v kapitole 3. Vlivem volby velikosti Z0 v závislosti na délce °et¥zce je relativní de-
formace εi skute£n¥ v poslední fázi zat¥ºování rozmíst¥na kolem hodnoty εi = 0.8
tedy 80% délky °et¥zce hc.

Pro demonstrativní ú£ely vlivu náhodného rozd¥lení parametr· náhodn¥ vybra-
ných bun¥k p°ikládám grafy závislostí celkové síly na deformaci. Patrný vliv gene-
rování náhodné veli£iny je z graf· z°ejmý zejména pro konstantu hpi, vyjad°ující
velikost i-té bu¬ky a v pr·b¥hu síly její vertikální asymptotu.
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Obrázek 4.16: Vliv rozd¥lení náhodné veli£iny na pr·b¥h celkové síly

Kvazistatický reºim zat¥ºování uvaºující vliv ztráty stability bun¥k

P°i výpo£tu uvaºujícím ztrátu stability jednotlivých bun¥k byla mezi vstupní
parametry pro generování náhodných veli£in zahrnuta konstanta ks a závislost vratné
síly se u n¥kterých bun¥k zm¥nila na vztah (4.16). Vstupní hodnoty pro výpo£et
náhodných parametr· pak vypadaly následovn¥:

Parametr St°ední hodnota Rozptyl Fyzikální jednotka
mu 35 5 [N ]
ku 40 1 [N/mm]
hp 0.75 0.03 [mm]
np 4 0.05 [1]
k5 = Sppp 3 0.05 [N ]
ks 100 5 [N/mm]

Tabulka 4.3: Volené hodnoty pro výpo£et parametr· náhodným rozd¥lením pro mo-
del uvaºující ztrátu stability

Pro konstantu ks platí, ºe její výskyt a tedy výskyt ztráty stability na i-tém prvku
°et¥zce se volí téº náhodn¥. Její projev je °ízen jako generovaná náhodná veli£ina z
uniformního rozd¥lení pravd¥podobnosti a je generována tak, ºe ztráta stability se
projeví u p°ibliºn¥ 40% bun¥k. Na silové odezv¥ první bu¬ky se neprojeví nikdy, ve
výpo£tu je konstanta ks1 vºdy rovna 0.

Parametry pro výpo£et budící funkce byly následující:
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Parametr Hodnota Fyzikální jednotka
Z0 0.8hc [mm]
tn 200 [s]
c 10 [kg/s]

Tabulka 4.4: Vstupní parametry pro výpo£et budící funkce pro kvazistatický reºim
zat¥ºování s vlivem ztráty stability

Pozn.: P·vodní zám¥r bylo volit parametry buzení stejné jako v p°edchozím p°ípad¥,
objevily se v²ak problémy s výpo£etním £ase a parametry tak byly zm¥n¥ny.

Pro relativní výchylku prvního £lenu vy²la následující £asová závislost:

Obrázek 4.17: Histogram rozd¥lení £etností pom¥rných deformací bun¥k pro hete-
rogenní deformaci

Zatímco v p°edchozím reºimu zat¥ºování vy²la pro relativní výchylku v £ase p°i-
bliºn¥ lineární závislost, jak dokládá obr. 4.12, do²lo v tomto p°ípad¥ k naru²ení
této lineární závislosti, z £ehoº by se dalo pravd¥podobn¥ usuzovat, ºe pokud ztratí
stabilitu jedna bu¬ka °et¥zce, projeví se to nejen na ní samotné, ale na ztrát¥ stabi-
lity celého systému.

Graf relativní výchylky v £ase pro vybrané bu¬ky °et¥zce vypadá následovn¥:
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Obrázek 4.18: Vliv ztráty stability na vybrané bu¬ky °et¥zce systému

Graf síly vratné pro první bu¬ku vykazuje stejný pr·b¥h jako je tomu v p°ed-
chozím p°ípad¥.

Obrázek 4.19: Vratná síla první bu¬ky p°i kvazistatickém zat¥ºování a vlivu ztráty
stability

Pozn.: Ztráta stability se na silové odezv¥ projeví pouze u vybraných bun¥k, první
bu¬ka vykazuje vºdy stejnou závislost vratné síly.
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Obrázek 4.20: Vliv ztráty stability na celkovou silovou odezvu vybraných bun¥k

Pro p°ehlednost je m¥°ítko graf· upraveno tak, aby byla zm¥na pr·b¥hu funkce se
ztrátou stability patrná.

P°i sestavení histogram· relativní £etnosti pom¥rných deformací jednotlivých
bun¥k je patrný vliv stability a tedy vliv heterogenního charakteru deformace. Platí
navíc skute£nost, ºe k rozd¥lení pom¥rných deformací na dv¥ dominantní dochází
postupn¥. Nejd°íve si deformace v první £ásti zat¥ºování zachovává unimodální cha-
rakter. Tento pak plynule p°echází v bimodální a v posledních fázích zat¥ºování
získává op¥t unimodální charakter. V tomto p°ípad¥ tedy platí teorie popsaná v [9],
ºe k rozd¥lení pom¥rné deformace na dv¥ dominantní hodnoty dochází teprve aº ve
fázi plateau zat¥ºovací charakteristiky, tedy na t¥chto histogramech mezi hodnotami
εi p°ibliºn¥ 0.1 aº 0.5.
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Obrázek 4.21: Histogram rozd¥lení £etností pom¥rných deformací bun¥k

4.4 Dynamický reºim - harmonické buzení

Pro výpo£et dynamického reºimu byly voleny stejné hodnoty pro generování ná-
hodných veli£in, jeº jsou uvedeny v tabulce 4.3. Budící funkce z(t) nejprve dosáhne
za pomocí lineární závislosti st°ední hodnoty kmitu Z0 = 0.5hc a poté kmitá harmo-
nicky kolem této polohy s amplitudou kmitu Z = 0.2hc. Harmonický budící signál
je dán vztahem (4.2) a k n¥mu p°íslu²ná rychlost jako £asová derivace podle (4.3).
Dal²ím vstupním parametrem je frekvence buzení periodického signálu f . Z ní pak
snadno ur£it dobu jedné periody jako T = 1/f . �as náb¥hu na harmonický signál je
ur£en vztahem (4.9). Horní integra£ní meze pro dobu simulace je dána v závislosti
na zvoleném po£tu zat¥ºovacích pracovních cykl· nc jako:

tk = ncT (4.30)
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Vstupní parametry pro výpo£et budící funkce byly pro typ buzení harmonickým
signálem voleny následovn¥:

Parametr Hodnota Fyzikální jednotka
Z0 0.5hc [mm]
Z 0.2hc [mm]
f 1 [Hz]
c 50 [kg/s]
nc 5 [−]

Tabulka 4.5: Vstupní parametry pro výpo£et budící funkce pro dynamický reºim
zat¥ºování

Pro první £len °et¥zce vy²la následující £asová závislost relativní výchylky:

Obrázek 4.22: �asová závislost relativní výchylky první bu¬ky pro harmonický reºim
zat¥ºování
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Tato skute£nost odpovídá p°edpokladu, ºe budící funkce má sinusový pr·b¥h,
ostatní £asové závislosti relativní výchylky vychází op¥t podobn¥:

Obrázek 4.23: Relativní výchylka vybraných bun¥k p°i harmonickém budícím signálu

Vzhledem k tomu, ºe tlumení v tomto typu zat¥ºování hraje roli, projeví se
na pr·b¥hu celkové síly v závislosti na dráze vliv hystereze p°i odleh£ování, jak
dokládá graf závislosti celkové síly na relativní výchylce. Graf samotné tlumící síly
Fti poukazuje následující závislost. První £ást celkové síly p°ipomíná pr·b¥h samotné
síly vratné FV , protoºe budící funkce z(t) je v této oblasti ve své £ásti lineárního
náb¥hu.

Obrázek 4.24: Závislost celkové síly p°ená²ené první bu¬kou v závislosti výchylce
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Sou£tem sloºek síly tlumící Fti a vratné FV i vznikne síla celková:

Obrázek 4.25: Závislost celkové síly p°ená²ené první bu¬kou v závislosti výchylce

P°i vynesení pr·b¥h· silové odezvy první bu¬ky do graf· v £asové závislosti
vyjde následující závislost:

Obrázek 4.26: �asová závislost celkové síly p°ená²ené první bu¬kou pro budící frek-
venci f = 1 Hz a harmonický budící signál
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P°i zobrazení silové odezvy vybraných bun¥k p°i harmonickém buzení je op¥t
patrný vliv náhodného rozd¥lení na tvar hysterezní k°ivky:

Obrázek 4.27: Vliv náhodného rozd¥lení na tvar hysterezní k°ivky silové odezvy p°i
harmonickém buzení
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Stejná situace nastává v p°ípad¥ £asové závislosti jednotlivých sloºek síly:

Obrázek 4.28: Silová odezva vybraných bun¥k p°i harmonickém buzení v závislosti
na £ase

4.5 Dynamický reºim - trojúhelníkové buzení

Pro výpo£et dynamického reºimu zat¥ºování p°i buzení trojúhelníkovým signá-
lem byly voleny tyto parametry:

Parametr Hodnota Fyzikální jednotka
Z0 0.7hc [mm]
f 1 [Hz]
c 50 [kg/s]
nc 5 [−]

Tabulka 4.6: Vstupní parametry pro výpo£et budící funkce pro dynamický reºim
zat¥ºování bez vlivu ztráty stability

Pro výchylku první bu¬ky v závislosti vy²la následující £asová závislost:
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Obrázek 4.29: Výchylka první bu¬ky v £ase

Na základ¥ této skute£nosti se dá usuzovat, ºe pr·b¥h relativní výchylky op¥t re-
spektuje pr·b¥h kinematického buzení.

Pro tlumící sílu v p°ípad¥ trojúhelníkového buzení vychází následující pr·b¥h.:

Obrázek 4.30: Závislost celkové síly p°ená²ené první bu¬kou v závislosti výchylce

Tlumící síla má sice hysterezní pr·b¥h, av²ak hodnoty síly na koncích de�ni£ního
oboru a tedy odpovídající amplitud¥ výchylky vykazují skokovou zm¥nu v pr·b¥hu
síly. Tato skute£nost je zp·sobená pravd¥podobn¥ problémem s derivováním výsled-
ných posuv· bun¥k získaných numerickým °e²ením soustavy diferenciálních rovnic.
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Vzhledem k tomu, ºe °e²i£ diferenciálních rovnic softwaru Matlab ODE15s stejn¥
jako ostatní ODE °e²i£e je °e²i£em s prom¥nlivým integra£ním krokem, není moºno
dosáhnout konstantní vzorkovací frekvence výsledného pr·b¥hu. Skoková zm¥na v
derivaci poté vzniká vºdy v míst¥ zm¥ny sm¥ru zat¥ºování, jak je patrné z následu-
jícího snímku:

Obrázek 4.31: Relativní rychlost vybraných bun¥k
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Nerovnom¥rnost vzorkování je znázorn¥na na následujícím detailním snímku z
grafu relativního posuvu první bu¬ky:

Obrázek 4.32: Nerovnom¥rné vzorkování °e²ení

V termínu odevzdání práce se bohuºel nepoda°ilo tuto skokovou zm¥nu v derivaci
odstranit.

Pr·b¥h celkové silové odezvy v závislosti na deformaci je poté následující:

Obrázek 4.33: Celková silová odezva první bu¬ky

P°i zobrazení sloºek síly v £asové závislosti je patrné, ºe si vratná sloºka celkové si-
lové odezvy zachovává podobný pr·b¥h, jako v p°edchozím p°ípad¥ s harmonickým
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buzením. Tlumící síla respektuje obdélníkový pr·b¥h, jakoºto derivaci trojúhelníko-
vého pr·b¥hu relativní výchylky.

Obrázek 4.34: Celková silová odezva první bu¬ky v závislosti na £ase

Vliv náhodného rozloºení parametr· bun¥k na celkovou silovou odezvu v £asové
závislosti je patrný z následujících graf·:
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Obrázek 4.35: Celková silová odezva vybraných bun¥k v £asové závislosti p°i trojú-
helníkovém buzení
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Kapitola 5

Práce tlumící síly

Jak jiº bylo zmín¥no, v £lánku [1] bylo zji²t¥no a experimentáln¥ dokázáno, ºe
disipa£ní energie a tedy energie zma°ená tlumící silou za jeden pracovní ob¥h je
dána plochou hysterezní smy£ky, kterou tlumící síla v závislosti na dráze ohrani£uje
a závisí lineárn¥ na hodnot¥ frekvence budícího signálu. Byla tedy snaha tuto vlast-
nost veri�kovat i na tomto simula£ním modelu. Tato skute£nost byla vyzkou²ena na
první bu¬ce, kdy byla po£ítána práce tlumící síly za jeden pracovní ob¥h daného
signálu. Byla tedy nutnost toto ov¥°it pro oba typy periodického kinematického bu-
zení, u kterých vzniká hystereze mezi stla£ováním a odleh£ováním. Pro typy tedy
platil vztah:

Wd =

˛
= Ft1d∆1 (5.1)

Pozn.: Pro výpo£et byla pouºita numerická integrace pomocí lichob¥ºníkového pravi-
dla, v Matlabu se jedná o p°íkaz TRAPZ.

Zmín¥ná práce budící síly byla pro oba p°ípady periodického buzení po£ítána
pro vektor hodnot budících frekvencí f = {0.1, 0.5, 0.7, 1, 1.5, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10} Hz.
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Obrázek 5.1: Práce tlumící síly pro harmonický budící signál

Obrázek 5.2: Práce tlumící síly pro trojúhelníkový budící signál

V p°ípad¥ harmonického buzení a tedy obr. 5.1 je lineární závislost patrná, vypo-
£ítané hodnoty velmi dob°e sledují lineární závislost. V p°ípad¥ obr. 5.2 a trojúhel-
níkového buzení je situace hor²í, pro budící frekvence f = 4 a f = 5 Hz se hodnoty
práce tlumící síly velmi vzdalují lineárnímu pr·b¥hu. Tato skute£nost m·ºe být
zp·sobena i problémy ve skokové zm¥n¥ pr·b¥hu sil p°i trojúhelníkovém buzení, jak
bylo znázorn¥no v p°edchozí kapitole.
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Kapitola 6

Porovnání a zhodnocení výsledk·

Za ú£elem ov¥°ení modelu a tedy porovnání výsledných simulovaných pr·b¥h·
sil poslouºí experimentáln¥ zm¥°ené pr·b¥hy silové odezvy skute£ného vzorku po-
lyuretanové p¥ny, které byly nam¥°eny a popsány v [1]. Silová odezva celkové síly v
závislosti na deformaci zde pro harmonický signál vycházela následovn¥:

Obrázek 6.1: Silová odezva na harmonický budící signál skute£ného vzorku polyu-
retanové p¥ny, p°evazato z [1]

P°i porovnání této skute£né silové odezvy s odezvou modelu na obr. 4.25 lze
dojít k záv¥ru, ºe model sice vykazuje nejd°íve podobnou silovou odezvu v oblasti
lineárního náb¥hu a hysterezi v oblasti periodického signálu, tato hystereze se svým
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charakterem od modelu li²í. V simula£ním modelu totiº hystereze vykazuje zuºující
se charakter v oblasti vy²²ích deformací, coº neodpovídá skute£nosti, znamenalo by
to totiº, ºe tlumení v oblasti vy²²ích hodnotách pom¥rných deformací p°estává mít
vliv na pr·b¥h celkové silové odezvy na deformaci.

Podobná situace nastává i pro trojúhelníkový budící signál, kdy skute£ná silová
odezva pro r·zné hodnoty budících frekvencí vykazuje pr·b¥h zobrazený na násle-
dujícím obr. 6.2.

Obrázek 6.2: Silová odezva na trojuhelníkový budící signál skute£ného vzorku poly-
uretanové p¥ny, p°evazato z [1]

P°i porovnání s pr·b¥hem získaným simula£ním modelem p°i trojúhelníkovém bu-
zení je sice situace v ohledu hystereze p°i vy²²ích deformacích lep²í, hysterezní k°ivka
svým tvarem neodpovídá experimentáln¥ zm¥°itelnému pr·b¥hu. Tyto skute£nosti
vedou k úvaze,ºe náhrada tlumící síly jednotlivých bun¥k lineární závislostí síly na
rychlosti zat¥ºování je nedosta£ující.
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Kapitola 7

Moºnost zlep²ení chování modelu
zavedením nelineární tlumící síly

V literatu°e [1] bylo dokázáno, ºe skute£ná tlumící síla polyuretanové p¥ny závisí
nejen na rychlosti zat¥ºování, ale i na výchylce. Technický pr·vodce [10] uvádí, ºe
tuto závislost tlumící síly na výchylce poddajných prvk· popisuje výraz:

Ft (x, ẋ) = c |x|a ẋ (7.1)

Vzhledem k tomu, ºe jsou uvaºovány pouze deformace tlakové, p°ejde vztah 7.1
do podoby:

Ft (x, ẋ) = cxaẋ (7.2)

Pro tlumící sílu v °et¥zci bun¥k bude vzhledem k relativním posuv·m mezi bu¬-
kami pro i-tý £len °et¥zce platit:

Fti(xi − xi+1, ẋi − ˙xi+1) = c (xi − xi+1)
a (ẋi − ˙xi+1) (7.3)

Následující grafy znázor¬ují rozdíl mezi lineární a nelineární charakteristikou
tlumící síly pro koe�cient tlumení c = 50 kg/s , frekvenci zat¥ºování p°i harmonickém
signálu f = 1 Hz a v nelineárním p°ípad¥ a = 3.
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Obrázek 7.1: Nelineární tlumící síla Obrázek 7.2: Lineární tlumící síla

Obrázek 7.3: Porovnání lineární a nelineární tlumící síly p°i harmonickém buzení

Soustava pohybových rovnic v p°ípad¥ nelineární tlumící síly

Pro odvození pohybových rovnic vycházíme pro p°ehlednost op¥t z p°ípadu 4
bun¥k. Na základ¥ Newtonova zákona akce a reakce a tedy rovnováhy sil mezi sou-
sedními £leny:

FV 1 (z(t)− x1) + c (z(t)− x1)a (vz(t)− ẋ1) = FV 2 (x1 − x2) + c (x1 − x2)a (ẋ1 − ẋ2)

FV 2 (x1 − x2) + c (x1 − x2)a (ẋ1 − ẋ2) = FV 3 (x2 − x3) + c (x2 − x3)a (ẋ2 − ẋ3)

FV 3 (x2 − x3) + c (x2 − x3)a (ẋ2 − ẋ3) = FV 4 (x3) + cxa3ẋ3
(7.4)

Úpravou (7.4) do maticové podoby získáme soustavu maticových rovnic v násle-
dující podob¥. Tato se od p·vodního p°ípadu s lineární tlumící silou li²í p°edev²ím
tím, ºe matice M (t, x(t)) není konstantní, nýbrº je funkcí £asu a jednotlivých po-
suv·:

M (t,x(t)) · ẋ(t) = F (t,x(t)) (7.5)

Matice soustavy M (t,x(t)) pro 4 bu¬ky má tedy tuto podobu:
−c [(z(t)− x1)a + (x1 − x2)a] c (x1 − x2)a 0

c (x1 − x2)a −c [(x1 − x2)a + (x2 − x3)α] c (x2 − x3)a

0 c (x2 − x3)a −c [(x2 − x3)a + xa3]


(7.6)

68



Vektor pravé strany F (t,x(t)) je ve tvaru: FV 2 − FV 1 − c (z(t)− x1)a vz(t)
FV 3 − FV 2

FV 4 − FV 3

 (7.7)

Op¥t m·ºeme vyuºít návaznosti mezi sousedními £leny a pro p prvk· °et¥zce
získáme tedy následující zobecn¥nou soustavu pohybových rovnic:

FV 1 (z(t)− x1) + c (z(t)− x1)a (vz(t)− ẋ1) = FV 2 (x1 − x2) + c (x1 − x2)a (ẋ1 − ẋ2)

FV 2 (x1 − x2) + c (x1 − x2)a (ẋ1 − ẋ2) = FV 3 (x2 − x3) + c (x2 − x3)a (ẋ2 − ẋ3)

· · ·

FV n−1 (xn−1 − xn) + c (xn−1 − xn)a ( ˙xn−1 − ẋn) = FV n (xn) + cxanẋn
(7.8)

Tuto soustavu diferenciálních rovnic m·ºeme op¥t p°epsat do maticové podoby.
Prvky hlavní diagonály jsou pro p°ehlednost ozna£eny fi a vychází následovn¥:

fi = −c [(xi − xi+1)
a + (xi+1 − xi+2)

a] (7.9)

Prvky vedlej²ích diagonál pro p°ehlednost zna£eny jako gi jsou dány ve tvaru:

gi = c (xi − xi+1)
a (7.10)

Maticová soustava diferenciálních rovnic pro nelineární tlumící sílu v zobecn¥né
podob¥ pro p prvk· °et¥zce má tedy podobu:

f1 g1 · · · 0
g1 f2 · · · 0
...

... . . . gn−1
0 · · · gn−1 fn




˙x1(t)
ẋ2(t)
...

ẋn(t)

 =


FV 2 − FV 1 − c (z(t)− x1)a vz(t)

FV 3 − FV 2
...

FV n − FV n−1

 (7.11)

Pozn.:V dob¥ odevzdání práce se nepoda°ilo simula£ní výpo£et touto formou uvést
do provozu a jeho pouºitelnost z·stává nezodpov¥zena.
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Kapitola 8

Záv¥r

Cílem této bakalá°ské práce bylo vytvo°it zjednodu²ený reologický strukturní
model p¥nového visko-elastického materiálu. Jednalo se o soustavu sériov¥ °azených
pruºin a tlumi£·, známou z literatury jako Kelvin-Voight·v model. Tento model m¥l
simulovat silovou odezvu jednotlivých strukturních bun¥k materiálu a umoºnit tak
získat p°edstavu o jeho deforma£ních a silových pom¥rech.

Pro vyjád°ení nepravidelnosti vnit°ní p¥nové struktury byl nalezen algoritmus
pro generování jednotlivých parametr· modelu za pomoci zvoleného statistického
rozd¥lení pravd¥podobnosti. Byly zvoleny zp·soby zat¥ºování vhodným typem ki-
nematického buzení. Pro kvazistatický reºim zat¥ºování se jednalo o lineární závislost
výchylky v £ase a v p°ípad¥ dynamického reºimu zat¥ºování se jednalo postupn¥ o
harmonickou a trojúhelníkovou periodickou budící funkci.

Za pomoci metody uvoln¥ní vznikla z vytvo°eného modelu soustava diferenciál-
ních rovnic, kterou se poda°ilo zobecnit pro libovolný po£et bun¥k struktury. Mate-
matický popis silové odezvy v závislosti na deformaci p¥nového materiálu byl volen
na základ¥ poznatk· o mechanickém chování a silové odezv¥ polyuretanové p¥ny
p°i jednoosém tlakovém zatíºení a jeho typických fázích z hlediska silové odezvy.
Vhodnou volbou závislosti pro vratnou sílu vznikla navíc moºnost simulovat hete-
rogenní zp·sob deformace vnit°ní struktury, popsaný v [9]. Simulace touto formou
vykazovala dobré výsledky a bylo skute£n¥ dosaºeno podobných výsledk·, jakých
dosáhl autor £lánku [9] b¥hem m¥°ení a zaznamenávání £etnosti pom¥rné deformace
pomocí korelace rastrových snímk·.

P°i periodickém budícím signálu a tedy dynamickém reºimu zatíºení se jiº pro-
jevil ú£inek tlumící síly. Pro její popis byla nejd°íve zvolena lineární závislost na
rychlosti zat¥ºování, tato úvaha se v²ak ukázala jako nedosta£ující. Nedostate£nost
této úvahy se projevila p°edev²ím na tvaru hysterezní smy£ky v celkové silové odezv¥,
která vzniká mezi stla£ováním a odleh£ováním vzorku. Tvar hysterezní k°ivky totiº
p°i daných zvolených silových závislostech neodpovídal experimentáln¥ zm¥°eným
pr·b¥h·m.
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Moºnou nad¥jí ke zlep²ení chování modelu dává nelineární závislost tlumící síly
na deformaci, popsaná v literatu°e [10]. Zatím byl v²ak pouze odvozen postup vý-
po£tu, simulace výpo£tu touto formou v²ak stále z·stává nedo°e²ena.

Na simula£ním modelu byla dále zkoumána je²t¥ dal²í vlastnost a tou byla line-
ární závislost velikosti práce tlumící síly na velikosti frekvence budícího signálu. Tato
linearita se na simulovaném modelu projevila, p°i£emº lep²ích hodnot bylo dosaºena
v p°ípad¥ harmonického budícího signálu.

Je t°eba °íci, ºe se jedná o zjednodu²enou formu reologického modelu p¥nového
materiálu, který sice popisuje silovou odezvu jednotlivých bun¥k, opomíjí v²ak n¥-
které z d·leºitých vlastností, které v p·vodním modelu vystupují. Je jimi nap°íklad
t°ecí síla zp·sobená smykových t°ením bun¥k p°i p¥chování materiálu b¥hem defor-
mace. Ú£inek smykového t°ení a tedy t°ecí síly by téº mohl vést ke zlep²ení chování
modelu z hlediska tvaru hysterezní smy£ky. Ve fázi dal²ího vývoje by mohl tedy být
do modelu zaveden ú£inek t°ecí síly a nelineární závislost síly tlumící. V neposlední
°ad¥ by m¥l být v simulaci trojúhelníkovým signálem odstran¥n problém s derivací
výsledných posuv·, zp·sobující neºádoucí skok ve výsledné silové odezv¥. Dále by
mohl tento model porovnán s mikromechanickými modely, zkoumajícími skute£né
deforma£ní mechanismy strukturních jednotek vnit°ní struktury materiálu.
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P°íloha A

Simula£ní model polyurethanové
p¥ny

V p°ípad¥ p°evzatého modelu z diserta£ní práce doc. Ing. Cirkla [1] se jedná o re-
ologický model se soust°ed¥nými parametry. Reologický model proto, ºe zohled¬uje
visko-elastické vlastnosti polyurethanové p¥ny. Výsledná síla generovaná p¥nou je
totiº kombinací vratných (elastických) a tlumících (viskózních) ú£ink· síly, jeº jsou
v modelu od sebe odd¥leny a vyjád°enou soustavou pruºin a tlumi£·. V modelu je
zastoupen i ú£inek t°ecí síly. Výsledná síla vznikne jako sou£et t¥chto ú£ink·. Jednot-
livé sloºky jsou vyjád°eny analytickými p°edpisy tak, aby jejich celková kombinace
co nejlépe odpovídala experimentáln¥ zm¥°itelným pr·b¥h·m zat¥ºování.

Obrázek A.1: Schéma pro jedno-hmotový model, p°evzato z [1]
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Obrázek A.2: Stla£ování pneumatického válce, p°evzato z [1]

Vratná síla

Po£áte£ní fáze - borcení struktury materiálové matrice

V první £ásti zat¥ºování odolávají bu¬ky materiálu deformaci, dokud nep°ekro£í
svojí danou mez únosnosti, vyjád°enou konstantou mu. Tato konstanta slouºí jako
horizontální asymptota v pr·b¥hu vratné síly. Koe�cient exponentu ku vyjad°uje
zak°ivení pr·b¥hu p°i náb¥hu do mezi únosnosti bu¬ky. Tento pr·b¥h náb¥hu do
meze únosnosti práv¥ popisuje jiº ve 3. kapitole zmín¥nou lineární £ást zat¥ºovací
charakteristiky. Deformace v této fázi má elastický charakter.

Fu (x) = mu ·
(
1− exp−ku·x

)
(A.1)

Fáze plateau a zhu²´ovací fáze - p¥chování materiálu

V dal²í £ásti pr·b¥hu vratné síly je tato síla podobná polytropické charakteris-
tice vyjad°ující stla£ování ideálního plynu. Dochází p°itom k dosedání jednotlivých
vláken bun¥k materiálové matrice a její kompresi. Pr·b¥h této sloºky síly je ovlivn¥n
velikostí vzorku hp, která tvo°í v pr·b¥hu vertikální asymptotu.

Fp (x) = ppSp

[(
hp

hp − x

)np
−
(

hp
hp + x

)np]
(A.2)

Sou£tem síly Fu a Fp vznikne celková vratná síla v závislosti na deformaci jako:

FV (x) = Fu + Fp (A.3)

Tlumící a t°ecí síla

P°i zat¥ºování periodickým polohovým signálem dochází k hysterezi, celková síla
generovaná p¥nou má tedy rozdílný pr·b¥h p°i zat¥ºování a odleh£ování p¥ny a
dochází tak k disipaci energie. Proto je pot°eba do modelu zavést tlumící sílu. Ta je
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Obrázek A.3: Maxwell·v £len, p°evzato z [1]

vyjád°ena tkzv.: Maxwellovým £lenem, coº je kombinace zapojení nelineární plynové
pruºiny a nelineárního tlumi£e, vyjad°ující visko-elastické vlastnosti p¥ny.

Plynová pruºina má op¥t polytropickou charakteristiku:

Fti = p0iS0i

[(
hi

hi − (x− xti)

)n0i

−
(

hi
hi − (x+ xti)

)n0i
]

(A.4)

Pro nelineární tlumi£ platí vztah:

Fti = civ
ni
ti , i = 1..m (A.5)

Vzhledem k tomu, ºe jsou tyto dva £leny zapojeny sériov¥, platí mezi nimi následující
rovnost sil:

p0iS0i

[(
hi

hi − (x− xti)

)n0i

−
(

hi
hi − (x+ xti)

)n0i
]

= civ
ni
ti (A.6)

Úpravou získáme:

dxti
dt

=
p0iS0i

ci

[(
hi

hi − (x− xti)

)n0i

−
(

hi
hi − (x+ xti)

)n0i
] 1
ni

(A.7)

76



�e²ením této diferenciální rovnice (A.7) je neznámý posuv nelineárního tlumi£e xti,
jehoº dosazením do vztahu (A.4) získáme velikosti tlumící síly Ft

Zárove¬ v modelu je uvaºován ú£inek t°ecí síly vzhledem k tomu, ºe p°i stla£o-
vání a dosedání bun¥k na sebe dochází ke smykovému t°ení mezi st¥nami bun¥k.
Z toho d·vodu je v modelu zastoupen pasivní odpor a zárove¬ pr·b¥h koe�cientu
smykového t°ení fT popsaný funkcí arctan v kombinaci s mocninou funkcí kv·li
p°edpokladu nulové smykové síly p°i nulové rychlosti, coº sice nemusí odpovídat
skute£nosti, ale z hlediska modelu je to výhodné. Pro koe�cient smykového t°ení
tedy platí:

fT =
2fT0
π

arctan (k1v) + k2 |v| sign (v) (A.8)

Pro stanovení t°ecí síly je nejd°íve t°eba znát sou£et vratné a tlumící síly:

FV t = Fv +
m∑
i=1

Fti (A.9)

Pro sílu smykového t°ení poté platí:

FT = fTFV t (A.10)

Pro celkovou silovou odezvu polyurethanové p¥ny platí:

F = FV t + FT (A.11)
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P°íloha B

Zdrojový kód simula£ního výpo£tu

B.1 Kvazistatický reºim výpo£tu

%soubor ode_kvazistatika.m pro generování soustavy diferenciálních rovnic

%musí být uloºen ve stejném adresá°i jako je hlavní výpo£et

%

function dx=ode_kvazistatika(t,x,k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,c,z0,n,p,tn)

if t<=tn

zt=z0/tn*t;

vz=z0/tn;

end

F=zeros(p,1);

if (zt-x(1))>0

F(1)=k1(1).*(1-exp(-k2(1).*(zt-x(1))))

+k5(1).*((k3(1)./(k3(1)-(zt-x(1)))).^k4(1)

-(k3(1)./(k3(1)+(zt-x(1)))).^k4(1))

-k7(1)*(zt-x(1));

else

F(1)=k6(1).*(zt-x(1));

end

for ii=2:p-1

if (x(ii-1)-x(ii))>0

F(ii)=k1(ii).*(1-exp(-k2(ii).*(x(ii-1)-x(ii))))

+k5(ii).*((k3(ii)./(k3(ii)

-(x(ii-1)-x(ii)))).^k4(ii)

-(k3(ii)./(k3(ii)+(x(ii-1)-x(ii)))).^k4(ii))

-k7(ii)*(x(ii-1)-x(ii));
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else

F(ii)=k6(ii).*(x(ii-1)-x(ii));

end

end

if x(p-1)>0

F(p)=k1(p).*(1-exp(-k2(p).*x(p-1)))

+k5(p).*((k3(p)./(k3(p)-x(p-1))).^k4(p)

-(k3(p)./(k3(p)+x(p-1))).^k4(p))

-k7(p)*x(p-1);

else

F(p)=k6(p).*(x(p-1));

end

dx=zeros(n,1);

%akce a reakce, rovnost sil na prvni a druhe bunce

dx(1)=F(2)-F(1)-c*vz;

%vektor prave strany soustavy diferencialních rovnic, spocitany z rovnosti

%na i a i+1 clenu retezce

dx(1)=F(2)-F(1)-c*vz;

for jj=2:n

dx(jj)=F(jj+1)-F(jj);

end

end

%%Hlavní výpo£et:

clc;

clear all;

close all;

p=300; %pocet bunek

n=p-1; %pocet rovnic

% mez unosnosti bunky mu [N]

m1=35; %strední hodnota

v1=5; %rozptyl

mu1 = log((m1^2)/sqrt(v1+m1^2));

sigma1 = sqrt(log(v1/(m1^2)+1));

k1 = lognrnd(mu1,sigma1,p,1);

% konstanta exponentu ku [Nmm-1]

m2=40; %strední hodnota
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v2=1; %rozptyl

mu2 = log((m2^2)/sqrt(v2+m2^2));

sigma2 = sqrt(log(v2/(m2^2)+1));

k2 = lognrnd(mu2,sigma2,p,1);

% prumer bunky hp [mm]

m3=0.75; %strední hodnota

v3=0.03; %rozptyl

mu3 = log((m3^2)/sqrt(v3+m3^2));

sigma3 = sqrt(log(v3/(m3^2)+1));

k3 = lognrnd(mu3,sigma3,p,1);

% exponent polytropy np [1]

m4=4; %strední hodnota

v4=0.05; %rozptyl

mu4 = log((m4^2)/sqrt(v4+m4^2));

sigma4 = sqrt(log(v4/(m4^2)+1));

k4 = lognrnd(mu4,sigma4,p,1);

% k5=Sp*Pp [N]

m5=3; %strední hodnota

v5=0.05; %rozptyl

mu5 = log((m5^2)/sqrt(v5+m5^2));

sigma5 = sqrt(log(v5/(m5^2)+1));

k5 = lognrnd(mu5,sigma5,p,1);

% linearni funkce pro pripad prechodu

%v tah a tím zaporne hodnoty

% deformaci,pouze pro kontrolu

m6=10; %stredni hodnota

v6=0.05; %rozptyl

mu6 = log((m6^2)/sqrt(v6+m6^2));

sigma6 = sqrt(log(v6/(m6^2)+1));

k6 = lognrnd(mu6,sigma6,p,1);

% parametr pro ztratu stability ks [N/mm]

m7=100;

v7=5;

mu7=log((m7^2)/sqrt(v7+m7^2));

sigma7 = sqrt(log(v7/(m7^2)+1));

koef=(rand(p,1)<0.6);

%uniformni rozdeleni generujici, ktere bunky ztrati stabilitu

k7=lognrnd(mu7,sigma7,p,1).*koef;
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k7(1)=0; %První bunka beze ztraty stability

%procentualni podíl bunek se ztratou stability

procento=(1-sum(koef)/p)*100;

h=sum(k3); %delka retezce [mm]

z0=0.8*h; %strední hodnota amplitudy buzeni, kontrola:

%relativní deformace na konci zat¥ºování musí vyjít 80%

c=10; %konstanta tlumeni

tn=100; %£as nájezdu je zárove¬ interval pro lineární funkci buzení

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

M=zeros(n,n); %Mass matrix, koeficienty jsou sestaveny z tlumici konstanty

for jj=1:n

for ii=1:n

if ii==jj

M(ii,jj)=-2.*c;

end

end

end

for jj=1:n

for ii=1:n

if ii==jj-1 || ii==jj+1

M(ii,jj)=1.*c;

end

end

end

tspan=[0 tn]; %integracni meze pro cas

x0=zeros(n,1); %pocatecni podminky

%nastaveni vypoctu pro ode, mass matrix a tolerance, vypocet ODE

options = odeset('Mass',M,'MassSingular','on','BDF','on','RelTol',1e-3);

[t,x]=ode15s(@(t,x)ode_kvazistatika(t,x,k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,c,z0,n,p,tn)

,tspan,x0,options);

% Vypocet drahy a rychlosti 1. bunky

L=length(t);

zt=zeros(1,L);

vz=zeros(1,L);

for i=1:L

if t(i)<=tn

zt(i)=z0/tn*t(i);
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vz(i)=z0/tn;

end

end

zt=zt';

vz=vz';

figure;

plot(t,zt); %zobrazení budici funkce prvni bunky v casove zavislosti

grid on;

xlabel('t [s]','Fontsize',15);

ylabel('z[mm]','Fontsize',15);

title('Prubeh budici funkce z(t)','Fontsize',15)

figure;

plot(t,vz);

grid on;

xlabel('t [s]','Fontsize',15);

ylabel('vz[mm/s]','Fontsize',15);

title('Prubeh rychlosti budici funkce vz(t)','Fontsize',15)

% deformace bunek delta=xi-xi+1

zx=[zt x];

delt=-diff(zx,1,2); %relativni deformace delta=xi-xi+1

delta=[delt zx(:,p)];

for k=1:p

figure;

plot(t,delta(:,k),'o','LineWidth',2);

grid on;

xlabel('t[s]','Fontsize',25);

ylabel('delta x [mm]','Fontsize',25);

str1=sprintf('Relativni vychylka bunky cislo: %i', k);

title(str1,'Fontsize',25);

end

%%

%vypocet rychlosti:

dx=diff(x,1,1); %delta x

dt=diff(t,1,1); %delta t

vx=zeros(size(dx));

for i=1:n

vx(:,i)=dx(:,i)./dt(:); %rychlost bunek

end;
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%relativni rychlost delta v = vi -vi+1 posledni bunka absolutni rychlost

v=[vz(1:end-1) vx];

delv=-diff(v,1,2);

deltav=[delv vx(:,n)];

F1b=zeros(length(vz(1:end-1)),n);

F2b=zeros(length(vz(1:end-1)),n);

F3b=zeros(length(vz(1:end-1)),n);

Fcv=zeros(length(vz(1:end-1)),n);

%sila na obecne bunce:

for j=1:p

for i=1:length(vx(:,1))

if (delta(i,j))>0

F1b=k1(j)*(1-exp(-k2(j)*(delta(i,j))));

F2b=k5(j)*((k3(j)/(k3(j)-(delta(i,j)))).^k4(j)

-(k3(j)/(k3(j)+(delta(i,j)))).^k4(j))

-k7(j)*delta(i,j);

Fcv(i,j)=F1b+F2b;

else

Fcv(i,j)=k6(j).*(delta(i,j));

end

F3b(i,j)=c*(deltav(i,j));

Fc=Fcv+F3b;

end

end

Grafy

for i = 1:p

figure;

plot(delta(1:end-1,i),Fcv(:,i),'g','LineWidth',2); %vratna sila

xlabel('delta x [mm]','Fontsize',25);

ylabel('Sila [N]','Fontsize',25);

grid on;

str=sprintf('Vratna sila bunka cislo: %i',i);

title(str,'Fontsize',25);

axis([0 0.95*max(delta(:,i)) 0.8*min(Fcv(:,i)) 0.65*max(Fcv(:,i))]);

figure;

plot(delta(1:end-1,i),F3b(:,i),'b','LineWidth',2); %tlumici sila

grid on;

xlabel('delta x[mm]','Fontsize',25);
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ylabel('Ft [N]','Fontsize',25);

str=sprintf('Tlumici sila bunky cislo: %i',i);

title(str,'Fontsize',25);

figure;

plot(delta(1:end-1,i),Fc(:,i),'r','LineWidth',2);% celkova sila

xlabel('delta x [mm]');

ylabel('Celkova Sila [N]');

grid on;

str=sprintf('Celkova sila bunky cislo: %i',i);

title(str,'Fontsize',25);

end

for i=1:p

figure;

%casova zavislost slozek sily

plot(t(1:end-1),Fc(:,i),'r','LineWidth',2); hold on;

plot(t(1:end-1),Fcv(:,i),'g','LineWidth',2);

plot(t(1:end-1),F3b(:,i),'b','LineWidth',2);

grid on;

xlabel('t [s]','Fontsize',25);

ylabel('Sila [N]','Fontsize',25);

legend('Celkova','Vratna','Tlumici');

str=sprintf('Bunka cislo: %i',i);

title(str,'Fontsize',25);

axis([min(t) max(t) min(F3b(:,i)) 1.2*max(Fc(:,i))]);

end

%Pomerne deformace a zobrazení v histogramu:

epsilon=zeros(size(zx));

for i=1:p

epsilon(:,i)=delta(:,i)/k3(i);

end

%Zobrazeni histogramu pomernych deformaci

Lc=length(epsilon(:,1)); %Pocet zatezovacich stavu

figure;

subplot(2,4,1)

hist(epsilon(floor(0.1*Lc),:),0:0.01:1);

axis([0 1 0 0.5*p]);

xlabel('Pomerna deformace epsilon [-]','Fontsize',15);

84



ylabel('Relativni cetnost [-]','Fontsize',15);

grid on;

subplot(2,4,2)

hist(epsilon(floor(0.2*Lc),:),0:0.01:1);

axis([0 1 0 0.5*p]);

grid on;

xlabel('Pomerná deformace epsilon [-]','Fontsize',15);

ylabel('Relativni cetnost [-]','Fontsize',15);

subplot(2,4,3)

hist(epsilon(floor(0.3*Lc),:),0:0.01:1);

axis([0 1 0 0.5*p]);

grid on;

xlabel('Pomerna deformace epsilon [-]','Fontsize',15);

ylabel('Relativni cetnost [-]','Fontsize',15);

subplot(2,4,4)

hist(epsilon(floor(0.4*Lc),:),0:0.01:1);

axis([0 1 0 0.5*p]);

grid on;

xlabel('Pomerna deformace epsilon [-]','Fontsize',15);

ylabel('Relativni cetnost [-]','Fontsize',15);

subplot(2,4,5)

hist(epsilon(floor(0.5*Lc),:),0:0.01:1);

axis([0 1 0 0.5*p]);

grid on;

xlabel('Pomerna deformace epsilon [-]','Fontsize',15);

ylabel('Relativni cetnost [-]','Fontsize',15);

subplot(2,4,6)

hist(epsilon(floor(0.7*Lc),:),0:0.01:1);

axis([0 1 0 0.5*p]);

grid on;

xlabel('Pomerna deformace epsilon [-]','Fontsize',15);

ylabel('Relativni cetnost [-]','Fontsize',15);

subplot(2,4,7)

hist(epsilon(floor(0.8*Lc),:),0:0.01:1);

axis([0 1 0 0.5*p]);

grid on;

xlabel('Pomerna deformace epsilon [-]','Fontsize',15);

ylabel('Relativni cetnost [-]','Fontsize',15);

subplot(2,4,8)

hist(epsilon(Lc,:),0:0.01:1);

axis([0 1 0 0.5*p]);

grid on;

xlabel('Pomerna deformace epsilon [-]','Fontsize',15);
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ylabel('Relativni cetnost [-]','Fontsize',15);
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B.2 Dynamický reºim výpo£tu harmonické buzení

%soubor ode_sinus.m pro generování soustavy diferenciálních rovnic,

%musí být uloºen ve stejném adresá°i jako hlavní výpo£et.

function dx=ode_sinus(t,x,k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,c,f,z0,n,p,z,tn)

omega=2*pi*f;

%

%Budící funkce, sinus s lineárním náb¥hem do £asu tn

if t<=tn

zt=z0/tn*t;

vz=z0/tn;

else

zt=z0+z.*sin(omega*(t-tn));

vz=z.*omega.*cos(omega*(t-tn));

end;

F=zeros(p,1);

if (zt-x(1))>0

F(1)=k1(1).*(1-exp(-k2(1).*(zt-x(1))))

+k5(1).*((k3(1)./(k3(1)-(zt-x(1)))).^k4(1)

-(k3(1)./(k3(1)+(zt-x(1)))).^k4(1))

-k7(1)*(zt-x(1));

else

F(1)=k6(1).*(zt-x(1));

end

for ii=2:p-1

if (x(ii-1)-x(ii))>0

F(ii)=k1(ii).*(1-exp(-k2(ii).*(x(ii-1)-x(ii))))

+k5(ii).*((k3(ii)./(k3(ii)

-(x(ii-1)-x(ii)))).^k4(ii)

-(k3(ii)./(k3(ii)+(x(ii-1)-x(ii)))).^k4(ii))

-k7(ii)*(x(ii-1)-x(ii));

else

F(ii)=k6(ii).*(x(ii-1)-x(ii));

end

end

if x(p-1)>0

F(p)=k1(p).*(1-exp(-k2(p).*x(p-1)))
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+k5(p).*((k3(p)./(k3(p)-x(p-1))).^k4(p)

-(k3(p)./(k3(p)+x(p-1))).^k4(p))

-k7(p)*x(p-1);

else

F(p)=k6(p).*(x(p-1));

end

dx=zeros(n,1);

%akce a reakce, rovnost sil na prvni a druhe bunce

dx(1)=F(2)-F(1)-c*vz;

%vektor prave strany soustavy diferencialních rovnic, spocitany z rovnosti

%na i a i+1 clenu retezce

dx(1)=F(2)-F(1)-c*vz;

for jj=2:n

dx(jj)=F(jj+1)-F(jj);

end

end

%%Hlavní výpo£et:

clc;

clear all;

close all;

p=300; %pocet bunek

n=p-1; %pocet rovnic

% mez unosnosti bunky mu [N]

m1=35; %strední hodnota

v1=5; %rozptyl

mu1 = log((m1^2)/sqrt(v1+m1^2));

sigma1 = sqrt(log(v1/(m1^2)+1));

k1 = lognrnd(mu1,sigma1,p,1);

% konstanta exponentu ku [Nmm-1]

m2=40; %strední hodnota

v2=1; %rozptyl

mu2 = log((m2^2)/sqrt(v2+m2^2));

sigma2 = sqrt(log(v2/(m2^2)+1));

k2 = lognrnd(mu2,sigma2,p,1);
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% prumer bunky hp [mm]

m3=0.75; %strední hodnota

v3=0.03; %rozptyl

mu3 = log((m3^2)/sqrt(v3+m3^2));

sigma3 = sqrt(log(v3/(m3^2)+1));

k3 = lognrnd(mu3,sigma3,p,1);

% exponent polytropy np [1]

m4=4; %strední hodnota

v4=0.05; %rozptyl

mu4 = log((m4^2)/sqrt(v4+m4^2));

sigma4 = sqrt(log(v4/(m4^2)+1));

k4 = lognrnd(mu4,sigma4,p,1);

% k5=Sp*Pp [N]

m5=3; %strední hodnota

v5=0.05; %rozptyl

mu5 = log((m5^2)/sqrt(v5+m5^2));

sigma5 = sqrt(log(v5/(m5^2)+1));

k5 = lognrnd(mu5,sigma5,p,1);

% linearni funkce pro pripad prechodu

%v tah a tím zaporne hodnoty

% deformaci,pouze pro kontrolu

m6=10; %stredni hodnota

v6=0.05; %rozptyl

mu6 = log((m6^2)/sqrt(v6+m6^2));

sigma6 = sqrt(log(v6/(m6^2)+1));

k6 = lognrnd(mu6,sigma6,p,1);

% parametr pro ztratu stability ks [N/mm]

m7=100;

v7=5;

mu7=log((m7^2)/sqrt(v7+m7^2));

sigma7 = sqrt(log(v7/(m7^2)+1));

koef=(rand(p,1)<0.6);

%uniformni rozdeleni generujici, ktere bunky ztrati stabilitu

k7=lognrnd(mu7,sigma7,p,1).*koef;

k7(1)=0; %První bunka beze ztraty stability

%procentualni podíl bunek se ztratou stability

procento=(1-sum(koef)/p)*100;

f=1; %frekvence buzení
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T=1/f; %doba periody [s]

nc=5; %po£et zat¥ºovacích cykl·

z0=0.70*h; %amplituda buzeni

c=100; %konstanta tlumeni

omega=2*pi*f; %uhlova rychlost buzeni

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

M=zeros(n,n); %Mass matrix, koeficienty jsou sestaveny z tlumici konstanty

for jj=1:n

for ii=1:n

if ii==jj

M(ii,jj)=-2.*c;

end

end

end

for jj=1:n

for ii=1:n

if ii==jj-1 || ii==jj+1

M(ii,jj)=1.*c;

end

end

end

tspan=[0 tn]; %integracni meze pro cas

x0=zeros(n,1); %pocatecni podminky

%nastaveni vypoctu pro ode, mass matrix a tolerance, vypocet ODE

options = odeset('Mass',M,'MassSingular','on','BDF','on','RelTol',1e-3);

[t,x]=ode15s(@(t,x)ode_sinus(t,x,k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,c,f,z0,n,p,z,tn)

,tspan,x0,options);

% Vypocet drahy a rychlosti 1. bunky

L=length(t);

zt=zeros(1,L);

vz=zeros(1,L);

for i=1:L

if t(i)<tn

zt(i)=z0/tn*t(i);

vz(i)=z0/tn;

else

zt(i)=z0+z.*sin(omega*(t(i)-tn));

vz(i)=z.*omega.*cos(omega*(t(i)-tn));
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end;

end;

zt=zt';

vz=vz';

figure;

plot(t,zt); %zobrazení budici funkce prvni bunky v casove zavislosti

grid on;

xlabel('t [s]','Fontsize',15);

ylabel('z[mm]','Fontsize',15);

title('Prubeh budici funkce z(t)','Fontsize',15)

figure;

plot(t,vz);

grid on;

xlabel('t [s]','Fontsize',15);

ylabel('vz[mm/s]','Fontsize',15);

title('Prubeh rychlosti budici funkce vz(t)','Fontsize',15)

% deformace bunek delta=xi-xi+1

zx=[zt x];

delt=-diff(zx,1,2); %relativni deformace delta=xi-xi+1

delta=[delt zx(:,p)];

for k=1:p

figure;

plot(t,delta(:,k),'o','LineWidth',2);

grid on;

xlabel('t[s]','Fontsize',25);

ylabel('delta x [mm]','Fontsize',25);

str1=sprintf('Relativni vychylka bunky cislo: %i', k);

title(str1,'Fontsize',25);

end

%%

%vypocet rychlosti:

dx=diff(x,1,1); %delta x

dt=diff(t,1,1); %delta t

vx=zeros(size(dx));

for i=1:n

vx(:,i)=dx(:,i)./dt(:); %rychlost bunek

end;

%relativni rychlost delta v = vi -vi+1 posledni bunka absolutni rychlost
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v=[vz(1:end-1) vx];

delv=-diff(v,1,2);

deltav=[delv vx(:,n)];

F1b=zeros(length(vz(1:end-1)),n);

F2b=zeros(length(vz(1:end-1)),n);

F3b=zeros(length(vz(1:end-1)),n);

Fcv=zeros(length(vz(1:end-1)),n);

%sila na obecne bunce:

for j=1:p

for i=1:length(vx(:,1))

if (delta(i,j))>0

F1b=k1(j)*(1-exp(-k2(j)*(delta(i,j))));

F2b=k5(j)*((k3(j)/(k3(j)-(delta(i,j)))).^k4(j)

-(k3(j)/(k3(j)+(delta(i,j)))).^k4(j))

-k7(j)*delta(i,j);

Fcv(i,j)=F1b+F2b;

else

Fcv(i,j)=k6(j).*(delta(i,j));

end

F3b(i,j)=c*(deltav(i,j));

Fc=Fcv+F3b;

end

end

Grafy

for i = 1:p

figure;

plot(delta(1:end-1,i),Fcv(:,i),'g','LineWidth',2); %vratna sila

xlabel('delta x [mm]','Fontsize',25);

ylabel('Sila [N]','Fontsize',25);

grid on;

str=sprintf('Vratna sila bunka cislo: %i',i);

title(str,'Fontsize',25);

axis([0 0.95*max(delta(:,i)) 0.8*min(Fcv(:,i)) 0.65*max(Fcv(:,i))]);

figure;

plot(delta(1:end-1,i),F3b(:,i),'b','LineWidth',2); %tlumici sila

grid on;

xlabel('delta x[mm]','Fontsize',25);

ylabel('Ft [N]','Fontsize',25);

str=sprintf('Tlumici sila bunky cislo: %i',i);
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title(str,'Fontsize',25);

figure;

plot(delta(1:end-1,i),Fc(:,i),'r','LineWidth',2);% celkova sila

xlabel('delta x [mm]');

ylabel('Celkova Sila [N]');

grid on;

str=sprintf('Celkova sila bunky cislo: %i',i);

title(str,'Fontsize',25);

end

for i=1:p

figure;

%casova zavislost slozek sily

plot(t(1:end-1),Fc(:,i),'r','LineWidth',2); hold on;

plot(t(1:end-1),Fcv(:,i),'g','LineWidth',2);

plot(t(1:end-1),F3b(:,i),'b','LineWidth',2);

grid on;

xlabel('t [s]','Fontsize',25);

ylabel('Sila [N]','Fontsize',25);

legend('Celkova','Vratna','Tlumici');

str=sprintf('Bunka cislo: %i',i);

title(str,'Fontsize',25);

axis([min(t) max(t) min(F3b(:,i)) 1.2*max(Fc(:,i))]);

end
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B.3 Dynamický reºim výpo£tu trojúhelníkové bu-

zení

% Soubor ode_trojuhelnik.m pro generování soustavy diferenciálních rovnic,

%nutno uloºit samostatn¥

%do stejného adresá°e jako hlavní výpo£et.

%

function dx=ode_trojuhelnik(t,x,k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,c,z0,n,p,T,f)

%výpo£et budícího signálu

u=mod(t+T,T); %pocita zbytek po deleni intervalu

zt=(u<=T/2).*u.*z0./(T/2)+(u>T/2).*(T-u).*2*z0./T;

vz=(2*z0/T)*square(2*pi*f*t);

F=zeros(p,1);

if (zt-x(1))>0

F(1)=k1(1).*(1-exp(-k2(1).*(zt-x(1))))

+k5(1).*((k3(1)./(k3(1)-(zt-x(1)))).^k4(1)

-(k3(1)./(k3(1)+(zt-x(1)))).^k4(1))

-k7(1)*(zt-x(1));

else

F(1)=k6(1).*(zt-x(1));

end

for ii=2:p-1

if (x(ii-1)-x(ii))>0

F(ii)=k1(ii).*(1-exp(-k2(ii).*(x(ii-1)-x(ii))))

+k5(ii).*((k3(ii)./(k3(ii)

-(x(ii-1)-x(ii)))).^k4(ii)

-(k3(ii)./(k3(ii)+(x(ii-1)-x(ii)))).^k4(ii))

-k7(ii)*(x(ii-1)-x(ii));

else

F(ii)=k6(ii).*(x(ii-1)-x(ii));

end

end

if x(p-1)>0

F(p)=k1(p).*(1-exp(-k2(p).*x(p-1)))

+k5(p).*((k3(p)./(k3(p)-x(p-1))).^k4(p)

-(k3(p)./(k3(p)+x(p-1))).^k4(p))

-k7(p)*x(p-1);

else

F(p)=k6(p).*(x(p-1));
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end

dx=zeros(n,1);

%akce a reakce, rovnost sil na prvni a druhe bunce

dx(1)=F(2)-F(1)-c*vz;

%vektor prave strany soustavy diferencialních rovnic, spocitany z rovnosti

%na i a i+1 clenu retezce

dx(1)=F(2)-F(1)-c*vz;

for jj=2:n

dx(jj)=F(jj+1)-F(jj);

end

end

%% Samostatný soubor pro spu²t¥ní výpo£tu:

clc;

clear all;

close all;

p=300; %pocet bunek

n=p-1; %pocet rovnic

% mez unosnosti bunky mu [N]

m1=35; %strední hodnota

v1=5; %rozptyl

mu1 = log((m1^2)/sqrt(v1+m1^2));

sigma1 = sqrt(log(v1/(m1^2)+1));

k1 = lognrnd(mu1,sigma1,p,1);

% konstanta exponentu ku [Nmm-1]

m2=40; %strední hodnota

v2=1; %rozptyl

mu2 = log((m2^2)/sqrt(v2+m2^2));

sigma2 = sqrt(log(v2/(m2^2)+1));

k2 = lognrnd(mu2,sigma2,p,1);

% prumer bunky hp [mm]

m3=0.75; %strední hodnota

v3=0.03; %rozptyl

mu3 = log((m3^2)/sqrt(v3+m3^2));

sigma3 = sqrt(log(v3/(m3^2)+1));

k3 = lognrnd(mu3,sigma3,p,1);
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% exponent polytropy np [1]

m4=4; %strední hodnota

v4=0.05; %rozptyl

mu4 = log((m4^2)/sqrt(v4+m4^2));

sigma4 = sqrt(log(v4/(m4^2)+1));

k4 = lognrnd(mu4,sigma4,p,1);

% k5=Sp*Pp [N]

m5=3; %strední hodnota

v5=0.05; %rozptyl

mu5 = log((m5^2)/sqrt(v5+m5^2));

sigma5 = sqrt(log(v5/(m5^2)+1));

k5 = lognrnd(mu5,sigma5,p,1);

% linearni funkce pro pripad prechodu

%v tah a tím zaporne hodnoty

% deformaci,pouze pro kontrolu

m6=10; %stredni hodnota

v6=0.05; %rozptyl

mu6 = log((m6^2)/sqrt(v6+m6^2));

sigma6 = sqrt(log(v6/(m6^2)+1));

k6 = lognrnd(mu6,sigma6,p,1);

% parametr pro ztratu stability ks [N/mm]

m7=100;

v7=5;

mu7=log((m7^2)/sqrt(v7+m7^2));

sigma7 = sqrt(log(v7/(m7^2)+1));

koef=(rand(p,1)<0.6);

%uniformni rozdeleni generujici, ktere bunky ztrati stabilitu

k7=lognrnd(mu7,sigma7,p,1).*koef;

k7(1)=0; %První bunka beze ztraty stability

%procentualni podíl bunek se ztratou stability

procento=(1-sum(koef)/p)*100;

f=1; %frekvence buzení

T=1/f; %doba periody [s]

nc=5; %po£et zat¥ºovacích cykl·

z0=0.70*h; %amplituda buzeni

c=100; %konstanta tlumeni

omega=2*pi*f; %uhlova rychlost buzeni

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
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M=zeros(n,n); %Mass matrix, koeficienty jsou sestaveny z tlumici konstanty

for jj=1:n

for ii=1:n

if ii==jj

M(ii,jj)=-2.*c;

end

end

end

for jj=1:n

for ii=1:n

if ii==jj-1 || ii==jj+1

M(ii,jj)=1.*c;

end

end

end

tspan=[0 tn]; %integracni meze pro cas

x0=zeros(n,1); %pocatecni podminky

%nastaveni vypoctu pro ode, mass matrix a tolerance, vypocet ODE

options = odeset('Mass',M,'MassSingular','on','BDF','on','RelTol',1e-3);

[t,x]=ode15s(@(t,x)ode_trojuhelnik(t,x,k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,c,z0,n,p,T,f)

,tspan,x0,options);

% Vypocet drahy a rychlosti 1. bunky

L=length(t);

zt=zeros(1,L);

vz=zeros(1,L);

%vypocet budiciho signalu

u=mod(t+T,T); %pocita zbytek po deleni intervalu

zt=(u<=T/2).*u.*z0./(T/2)+(u>T/2).*(T-u).*2*z0./T;

vz=(2*z0/T)*square(2*pi*f*t);

zt=zt';

vz=vz';

figure;

plot(t,zt); %zobrazení budici funkce prvni bunky v casove zavislosti

grid on;

xlabel('t [s]','Fontsize',15);

ylabel('z[mm]','Fontsize',15);

title('Prubeh budici funkce z(t)','Fontsize',15)
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figure;

plot(t,vz);

grid on;

xlabel('t [s]','Fontsize',15);

ylabel('vz[mm/s]','Fontsize',15);

title('Prubeh rychlosti budici funkce vz(t)','Fontsize',15)

% deformace bunek delta=xi-xi+1

zx=[zt x];

delt=-diff(zx,1,2); %relativni deformace delta=xi-xi+1

delta=[delt zx(:,p)];

for k=1:p

figure;

plot(t,delta(:,k),'o','LineWidth',2);

grid on;

xlabel('t[s]','Fontsize',25);

ylabel('delta x [mm]','Fontsize',25);

str1=sprintf('Relativni vychylka bunky cislo: %i', k);

title(str1,'Fontsize',25);

end

%%

%vypocet rychlosti:

dx=diff(x,1,1); %delta x

dt=diff(t,1,1); %delta t

vx=zeros(size(dx));

for i=1:n

vx(:,i)=dx(:,i)./dt(:); %rychlost bunek

end;

%relativni rychlost delta v = vi -vi+1 posledni bunka absolutni rychlost

v=[vz(1:end-1) vx];

delv=-diff(v,1,2);

deltav=[delv vx(:,n)];

F1b=zeros(length(vz(1:end-1)),n);

F2b=zeros(length(vz(1:end-1)),n);

F3b=zeros(length(vz(1:end-1)),n);

Fcv=zeros(length(vz(1:end-1)),n);

%sila na obecne bunce:

for j=1:p
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for i=1:length(vx(:,1))

if (delta(i,j))>0

F1b=k1(j)*(1-exp(-k2(j)*(delta(i,j))));

F2b=k5(j)*((k3(j)/(k3(j)-(delta(i,j)))).^k4(j)

-(k3(j)/(k3(j)+(delta(i,j)))).^k4(j))

-k7(j)*delta(i,j);

Fcv(i,j)=F1b+F2b;

else

Fcv(i,j)=k6(j).*(delta(i,j));

end

F3b(i,j)=c*(deltav(i,j));

Fc=Fcv+F3b;

end

end

Grafy

for i = 1:p

figure;

plot(delta(1:end-1,i),Fcv(:,i),'g','LineWidth',2); %vratna sila

xlabel('delta x [mm]','Fontsize',25);

ylabel('Sila [N]','Fontsize',25);

grid on;

str=sprintf('Vratna sila bunka cislo: %i',i);

title(str,'Fontsize',25);

axis([0 0.95*max(delta(:,i)) 0.8*min(Fcv(:,i)) 0.65*max(Fcv(:,i))]);

figure;

plot(delta(1:end-1,i),F3b(:,i),'b','LineWidth',2); %tlumici sila

grid on;

xlabel('delta x[mm]','Fontsize',25);

ylabel('Ft [N]','Fontsize',25);

str=sprintf('Tlumici sila bunky cislo: %i',i);

title(str,'Fontsize',25);

figure;

plot(delta(1:end-1,i),Fc(:,i),'r','LineWidth',2);% celkova sila

xlabel('delta x [mm]');

ylabel('Celkova Sila [N]');

grid on;

str=sprintf('Celkova sila bunky cislo: %i',i);

title(str,'Fontsize',25);

end
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for i=1:p

figure;

%casova zavislost slozek sily

plot(t(1:end-1),Fc(:,i),'r','LineWidth',2); hold on;

plot(t(1:end-1),Fcv(:,i),'g','LineWidth',2);

plot(t(1:end-1),F3b(:,i),'b','LineWidth',2);

grid on;

xlabel('t [s]','Fontsize',25);

ylabel('Sila [N]','Fontsize',25);

legend('Celkova','Vratna','Tlumici');

str=sprintf('Bunka cislo: %i',i);

title(str,'Fontsize',25);

axis([min(t) max(t) min(F3b(:,i)) 1.2*max(Fc(:,i))]);

end
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B.4 Výpo£et práce tlumící síly

%soubor wd_sinus.m nutno uloºit do stejného adresá°e jako hlavní výpo£et,

%slouºí ke generování tlumící síly pro r·zné frekvence

%dále nutno uloºit soubor ode_trojuhelnik.m

%z dynamického výpo£tu trojúhelníkového buzení

%do stejného adresá°e pro generování

% soustavy diferenciálních rovnic

function Wd=wd_trojuhelnik(f)

global k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 p

n=p-1; %pocet rovnic

% mez únosnosti bu¬ky [N]

m1=35; %st°ední hodnota

v1=5; %rozptyl

mu1 = log((m1^2)/sqrt(v1+m1^2));

sigma1 = sqrt(log(v1/(m1^2)+1));

k1 = lognrnd(mu1,sigma1,p,1);

%k1(1:p)=5;

% konstanta exponentu [Nmm-1]

m2=40; %st°ední hodnota

v2=1; %rozptyl

mu2 = log((m2^2)/sqrt(v2+m2^2));

sigma2 = sqrt(log(v2/(m2^2)+1));

k2 = lognrnd(mu2,sigma2,p,1);

%k2(1:p)=100;

%pr·m¥r bu¬ky [mm]

m3=0.75; %st°ední hodnota

v3=0.03; %rozptyl

mu3 = log((m3^2)/sqrt(v3+m3^2));

sigma3 = sqrt(log(v3/(m3^2)+1));

k3 = lognrnd(mu3,sigma3,p,1);

% k3(1:p)=1;

% exponent polytropy [1]

m4=4; %st°ední hodnota

v4=0.05; %rozptyl

mu4 = log((m4^2)/sqrt(v4+m4^2));

sigma4 = sqrt(log(v4/(m4^2)+1));

k4 = lognrnd(mu4,sigma4,p,1);
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k4(1:p)=3;

% k5=Sp*Pp [N]

m5=3; %st°ední hodnota

v5=0.05; %rozptyl

mu5 = log((m5^2)/sqrt(v5+m5^2));

sigma5 = sqrt(log(v5/(m5^2)+1));

k5 = lognrnd(mu5,sigma5,p,1);

%k5(1:p)=3;

% linearni funkce

m6=10; %st°ední hodnota

v6=0.05; %rozptyl

mu6 = log((m6^2)/sqrt(v6+m6^2));

sigma6 = sqrt(log(v6/(m6^2)+1));

k6 = lognrnd(mu6,sigma6,p,1);

%k6(1:p)=10;

k7(1:p)=0;

h=sum(k3); %delka retezce [mm]

%frekvence buzeni

T=1/f; %doba periody [s]

z0=0.7*h; %amplituda buzeni

c=10; %konstanta tlumeni

nc=1; %pocet zatezovacich cyklu

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

M=zeros(n,n); %Mass matrix, koeficienty jsou sestaveny z tlumici konstanty

for jj=1:n

for ii=1:n

if ii==jj

M(ii,jj)=-2.*c;

end

end

end

for jj=1:n

for ii=1:n

if ii==jj-1 || ii==jj+1

M(ii,jj)=1.*c;

end

end
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end

tspan=[0 nc*T]; %integracni meze pro cas

x0=zeros(n,1); %pocatecni podminky

options = odeset('Mass',M,'MassSingular','on','BDF','on','RelTol',1e-10);

[t,x]=ode15s(@(t,x)ode_trojuhelnik(t,x,k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,c,z0,n,p,T,f),

tspan,x0,options); %vypocet ODE

%% Výpo£et dráhy a rychlosti 1. bu¬ky

%vypocet budiciho signalu

u=mod(t+T,T); %pocita zbytek po deleni intervalu

zt=(u<=T/2).*u.*z0./(T/2)+(u>T/2).*(T-u).*2*z0./T;

vz=(2*z0/T)*square(2*pi*f*t);

%% deformace bun¥k delta=xi-xi+1

zx=[zt x];

delt=-diff(zx,1,2); %relativni deformace delta=xi-xi+1

% delta=[delta x(1:end-1,p)]; %posledni bunka ma absolutni deformaci

delta=[delt zx(:,p)];

% %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%

%vypocet rychlosti:

dx=diff(x,1,1); %delta x

dt=diff(t,1,1); %delta t

vx=zeros(size(dx));

for i=1:n

vx(:,i)=dx(:,i)./dt(:); %rychlost bunek

end;

%relativni rychlost delta v = vi -vi+1

v=[vz(1:end-1) vx];

delv=-diff(v,1,2);

deltav=[delv vx(:,n)];

nv=length(deltav(:,1));

F1b=zeros(length(vz(1:end-1)),n);

F2b=zeros(length(vz(1:end-1)),n);

F3b=zeros(length(vz(1:end-1)),n);

Fcv=zeros(length(vz(1:end-1)),n);
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%sila na obecne bunce:

for j=1:p %od prvni bunky

for i=1:length(vx(:,1))

if (delta(i,j))>0

F1b=k1(j)*(1-exp(-k2(j)*(delta(i,j))));

F2b=k5(j)*((k3(j)/(k3(j)-(delta(i,j)))).^k4(j)

-(k3(j)/(k3(j)

+(delta(i,j)))).^k4(j));

Fcv(i,j)=F1b+F2b;

else

Fcv(i,j)=k6(j).*(delta(i,j));

end

F3b(i,j)=c*(deltav(i,j));

Fc=Fcv+F3b;

end

end

%%Pom¥rné deformace a zobrazení v histogramu:

epsilon=zeros(size(zx));

for i=1:p

epsilon(:,i)=delta(:,i)/k3(i);

end

%%

%Prace tlumici sily na prvni bunce

delta1=delta(1:end-1, 1);

delta1=delta1';

Ft1=F3b(:,1)';

Wd=trapz(delta1, Ft1);

end

%% hlavní soubor pro spu²t¥ní výpo£tu:

clc;

clear all;

close all;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
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%%

global k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 p

p=200;

% mez únosnosti bu¬ky mu [N]

m1=35; %st°ední hodnota

v1=5; %rozptyl

mu1 = log((m1^2)/sqrt(v1+m1^2));

sigma1 = sqrt(log(v1/(m1^2)+1));

k1 = lognrnd(mu1,sigma1,p,1);

% konstanta exponentu ku [Nmm-1]

m2=40; %st°ední hodnota

v2=1; %rozptyl

mu2 = log((m2^2)/sqrt(v2+m2^2));

sigma2 = sqrt(log(v2/(m2^2)+1));

k2 = lognrnd(mu2,sigma2,p,1);

%pr·m¥r bu¬ky hp [mm]

m3=0.75; %st°ední hodnota

v3=0.03; %rozptyl

mu3 = log((m3^2)/sqrt(v3+m3^2));

sigma3 = sqrt(log(v3/(m3^2)+1));

k3 = lognrnd(mu3,sigma3,p,1);

% exponent polytropy n [1]

m4=4; %st°ední hodnota

v4=0.05; %rozptyl

mu4 = log((m4^2)/sqrt(v4+m4^2));

sigma4 = sqrt(log(v4/(m4^2)+1));

k4 = lognrnd(mu4,sigma4,p,1);

% k5=Sp*Pp [N]

m5=3; %st°ední hodnota

v5=0.05; %rozptyl

mu5 = log((m5^2)/sqrt(v5+m5^2));

sigma5 = sqrt(log(v5/(m5^2)+1));

k5 = lognrnd(mu5,sigma5,p,1);

m6=10; %st°ední hodnota

v6=0.05; %rozptyl

mu6 = log((m6^2)/sqrt(v6+m6^2));

sigma6 = sqrt(log(v6/(m6^2)+1));
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k6 = lognrnd(mu6,sigma6,p,1);

%parametr pro ztratu stability ks [N/mm]

m7=100;

v7=5;

mu7=log((m7^2)/sqrt(v7+m7^2));

sigma7 = sqrt(log(v7/(m7^2)+1));

koef=(rand(p,1)<0.6);

k7=lognrnd(mu7,sigma7,p,1).*koef;

k7(1)=0;

procento=(1-sum(koef)/p)*100;

%[Hz]

f=[0.1, 0.5, 0.7, 1, 1.5, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10];

nf=length(f);

Wd=zeros(nf, 1);

% Výpo£et tlumící síly a její práce pro jednotlivé frekvence

for i = 1:nf

Wd(i)=wd_trojuhelnik(f(i)) ;

end

figure;

plot(f, Wd,'o', 'LineWidth', 2); grid on;

xlabel('f [Hz]', 'Fontsize', 25);

ylabel('Wd [mJ]', 'Fontsize', 25);

title('Práce tlumící síly v závislosti na frekvenci', 'Fontsize', 25);

Wd=Wd';

%%

%linearni regrese

p=polyfit(f, Wd, 1);

x1=linspace(min(f),max(f), 100);

y1=polyval(p, x1);

a=num2str(p(1));

b=num2str(p(2));

figure;

hold on;

plot(f, Wd,'o', 'LineWidth', 3);

plot(x1, y1, 'LineWidth', 2);

xlabel('f [Hz]', 'Fontsize', 25);
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ylabel('Wd [mJ]', 'Fontsize', 25);

title('Práce tlumící síly v závislosti na frekvenci','Fontsize', 25);

% legend(a, b);
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