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Abstrakt
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Uvod

Voda ma na objekty, ktoré s fiou pridu do kontaktu vel'mi Specifické vplyvy. Okrem
chemickych je v strojarstve nutné sa zaoberat’ hlavne fyzikdlnymi G¢inkami posobiacimi
na telesa vystavované prudeniu vody, pripadne inych kvapalin. Pri vysokych rychlostiach
pradenia vznikaju sily, ktoré mozu mat neziaduce destrukéné nasledky. U mechanizmov,
ktorych funk¢nost’ je uzko spojend s vysokymi rychlostami kvapalin (turbiny, cerpadld, lodné
Sroby, ...) je preto vel'mi dolezité precizne odhadnut’ vsetky mozné rizika. V dosledku
nespravnych tvah pri konstrukcii méze dojst’ napriklad k poSkodzovaniu povrchu, trhlinam,
unavovym lomom a inym. V snahe obmedzit’ tieto pripady sa kladie stdle vacsi doraz
na vypocty a merania v navrhovej faze konstrukcie.

Niektoré typy neziaducich ucinkov mozu byt spdsobované takzvanymi pridavnymi
ucinkami, ktoré hraju v pohybovych rovniciach ponorenych telies nemalt tlohu. Z nich sa
daji za najdolezitejSie povazovat’ pridavnd hmotnost’ (pripadne pridavny polarny moment
zotrvacnosti pre rovnice rotacného pohybu) a pridavné tlmenie. Pridavna hmotnost méze
nezanedbatelne zvysit’ zotrvacné sily a nasledne aj kineticka energiu telesa bez ohl'adu na to,
¢1 kvapalina v jeho blizkosti pradi alebo nie. V zavislosti na prideni sa moéze zvySovat
alebo znizovat’ timenie telesa. Tito zmenu sposobuje pridavné tlmenie, ktoré v pripade, ze ma
zaporné hodnoty, vyvolava u telesa samobudené kmitanie. Tento jav mdze spiet’ napriklad
k tnavovému lomu, v najhorSich pripadoch méze mat za nasledok okamzité odtrhnutie
v namahanom mieste. Z tohto dovodu by moznost’ samobudené¢ho kmitania pri jednotlivych
ulohach nemala byt podceniovand a mala by sa vzdy zvazit'.

Vypocet pridavnych uU¢inkov numerickymi metédami je hlavne s uvazovanim
viskoznej kvapaliny pomerne komplikovany a beZzne sa zatial nevyuziva. Ich urCovanie
neobsahuje napr. ani program Ansys - Fluent, ktory je z CFD vypoctovych programov
najrozsirenej$i. Tato praca je zamerand na teoreticki demonsStraciu numerického vypoctu
pridavnych u€inkov pre jednoduchti dvojrozmernt ulohu s obtekanym telesom, ktoré
Vv prudiacej kvapaline kmita bud’ transla¢ne alebo torzne.

12
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1 Pohyb tuhého telesa v kvapaline - odvodenie rovnic

Tato kapitola vychadza z konzultacii a prednasok. Uvedené st vSetky rovnice potrebné
pre vypocet pridavnych ucinkov telesa vSeobecného tvaru v uzavretom priestore bez vol'nej
hladiny. Vo vztahoch je pouzivana Einsteinova suma¢na symbolika.

1.1 Sdradnicové systémy

Uvazujme Karteziansky suradnicovy systém pevne spojeny so zemou a nezavislu
premennu X, vyjadrujicu polohu. Kontinuum mézeme popisovat’ dvomi sposobmi:

a) Lagrangeovo pojatie kontinua predpoklada, ze v case t;, od ktorého sledujeme
pohyb Castice je zndma pociatocnd poloha X,; kazdej Castice v obore V, v ktorom

vySetrujeme (jej pohybovy stav). Polohovy vektor X, Castice zavisi teda na pociato¢nej polohe

Xp; & cCase t:
o o, 4. (1.1.1)
dt ot dt

kde u; je malé posunutie Castice. To znamena, ze Lagrangeovo pojatie je zaloZené

na sledovani pohybu kaZdej Castice po jej trajektorii. Pre zrychlenie a, teda plati:

LU (1.1.2)
dt ot

b) Eulerovo pojatie kontinua vychadza z predstavy pol'a fyzikalnej veli¢iny (napriklad
rychlosti alebo tlaku) zavislej na polohe x, a case t. Pri tomto pojati sa pri vypocte zrychlenia

a, derivaciou rychlosti v, podla ¢asu t vyskytne v rovnici konvektivny ¢len:

a =B M (1.1.3)
dt ot ox,

1.2 Pohybova rovnica makroskopickej ¢astice

Pri odvodeni pohybovej rovnice makroskopickej Castice budeme vyuzivat Gauss-
Ostrogradského vetu (dalej G-O veta), pomocou ktorej sa moze objemovy integral previezt
na plosny (a naopak):

of :
Jadv =£ fn,ds ; (12.1)

]

kde f je vSeobecna funkcia a objem V je ohrani¢eny plochou S s normalovym vektorom

n;.

13
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& dF Dalej budeme vychadzat’ z Newtonovej definicie povrchovej sily F°
dS posobiacej na kriva plochu:
S
dF° = o;n,ds. (1.2.2)

Tenzor napétia o; mozeme rozloZit' na vratni Cast’ 7; a nevratnu Cast' I1;; . Vratny tenzor

napitia 7;; sa da pre kvapaliny vyjadrit pomocou tlaku p vztahom:

7, =—P&;. (1.2.3)
Nevratny tenzor napdtia IT; pre kvapaliny zavisi na tenzore rychlosti deformacie €; :

IT; =2ne; +bo;ey ; (1.2.4)

kde 7 reprezentuje dynamicku viskozitu a b je takzvana druhd viskozita. Pre vodu maju
hodnoty:

n=10"°Pa-s; b=10°Pa-s. (1.2.5)
Pre tenzor rychlosti deformécie ; plati:

v,
o, = 2| M Ni| g =M (1.2.6)
2( OX; OX OX,

] 1
Z tychto rovnic je zrejmé, Ze druha viskozita b suvisi iba so stlacitelnostou kvapaliny

a urCuje fyzikalny odpor castice kvapaliny vo¢i zmene objemu. Dynamicka ($mykova)
viskozita 7 potom vyjadruje odpor Castice vo¢i zmene tvaru.

Uvazujme teda makroskopick Casticu s objemom V ohrani¢ent povrchom S, ktory
Je orientovany vektorom n;. Na tuto ¢asticu s hmotnostou m pdsobi sila zotrvacna, sila od

vonkajsieho prostredia F.” asila povrchova F°. Pre rovnovéhu tychto sil plati rovnica:

m%#ﬁpﬁ; (1.2.7)

kde v pripade, ze vonkajsie prostredie posobi len gravitaénymi silami, plati:
F"=mg,. (1.2.8)
Povrchové sily sa podla (1.2.2) daju vyjadrit’ integralom:

S

14
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Element hmotnosti m6zeme pomocou hustoty p rozlozit’:
m=pV. (1.2.10)

Po dosadeni rovnic (1.2.8) az (1.2.10) do rovnice (1.2.7) ziskame s vyuzitim G-O vety (1.2.1)
tvar:

dv, _lj%d

avi V = pa. . 1.2.11
Py yolo} ( )

v i
Ak povazujeme objem V za dostato¢ne maly, mézeme pohybovil rovnicu zapisat’ v tvare:

dv, Jdo;
— B —pg.. 1.2.12
P o PY; ( )

Rovnica (1.2.12) plati v kazdom bode oboru Vi (bez hranic) a pre kazdy makroskopicky
systém (teda pre pruzné telesa, kvapaliny aj plyny). DalSie Gpravy zavisia iba na dosadeni

prislusnych vztahov za oy (podla druhu prostredia) a dosadeni spravneho vztahu za ?j_t
(podl’a toho, ¢i uvazujeme Lagrangeovo (1.1.2) alebo Eulerovo pojatie kontinua (1.1.3)).

1.3 Zakon o zachovani hmotnosti makroskopickej ¢astice

Zakon o zachovani hmotnosti vychddza z predpokladu, ze hmotnost m
makroskopickej Castice je nemenna:

dm
—= 131
pm (13.1)
Po dosadeni rovnice (1.2.10) dostaneme:
d(pVv
(V) _dpy, o, (13.2)
dt dt dt
Kedze plati:
v _a Vv (1.33)
V.  0ox dtv = ox
modzeme vydelenim vzt'ahu (1.3.2) veli¢inou V ziskat’ vyraz:
dp  ov,
L 4+ p—L=0. 1.34
dt P X, ( )

Ak vyjadrime derivaciu p V Eulerovych suradniciach, ziskame:

15



Iﬁ VUT-EU-ODDI-13303-11-11 ;@ﬁ

R —

op 0
—+—(pv.)=0. 1.35
6’[+8Xi( V) ( )

Budeme uvazovat’, ze tlak p zavisi iba na hustote p a absolutnej teplote T (tzv.

barotropna kvapalina). Tuto zavislost mdézeme potom vyjadrit v tvare Taylorovej rady
a koeficienty urcit’ z experimentu. Ak sa vSak obmedzime len na izotermické deje a linearnu
zavislost’ tlaku na hustote, moézeme pisat’:

dp:a—pdpzczdp, (1.3.6)
op

kde ¢ nazyvame rychlostou zvuku alebo rychlostou $irenia tlakovej viny. Vzt'ah sa nazyva
stavovou rovnicou pre kvapaliny a ked’ ho dosadime do rovnice (1.3.4), ziskame vyjadrenie:

dp ., ov,
L 4+c i :O . 137
dt pax. ( )

Touto rovnicou je urceny zakon o zachovani hmotnosti makroskopickej ¢astice pre kvapalinu.
Nazyva sa rovnicou kontinuity (d’alej RK).

1.4 Pohybovy stav kvapaliny

Pohybovy stav kvapaliny uréujeme spravidla v Eulerovych suradniciach. Po dosadeni
vztahov (1.2.3) az (1.2.6) za o;; v rovnici (1.2.12) dostaneme zapis:

ot OX; OX;OX;  OX;0X; OX,0X,  OX,

YR o, 0, 0%,
p—'+p—'vj—77( L |- +@=pgi. (1.4.1)

] i
Stistava troch rovnic (1.4.1) sa nazyva Navier-Stokesovymi rovnicami (d’alej N-S rovnice)
a obsahuje Styri nezname (zlozky rychlosti v, a tlak p). Sustavu je preto nutné doplnit
o Stvrtd rovnicu vyjadrujucu zakon zachovania hmotnosti, ¢ize RK (1.3.7). Rovnice (1.4.1)
a (1.3.7) tvoria uzavrety systém, ku ktorému sta¢i zadat’ pociatoc¢né a okrajové podmienky.
Okrajové podmienky treba uréovat’ na zaklade d’alSich predpokladov o kvapaline.

1.5 Idealna kvapalina

Za idealnu kvapalinu povazujeme kvapalinu, ktorej dynamickd a zaroven druha
viskozita sa rovna nule:

n=0Pa-s; b=0Pa-s. (1.5.1)

Po zanedbani viskozit v sustave N-S rovnic (1.4.1) ziskame sustavu Eulerovych rovnic, pre
ktor¢ plati:

ov. oV, op
_'+ —IV—|——= . 1.5.2
P P Vit yolof ( )

] 1

16
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Tieto rovnice je taktieZ potrebné doplnit’ o RK (1.3.7). Takto ziskame sustavu Styroch rovnic
0 Styroch neznamych (zlozky rychlosti a tlak), ku ktorym je nutné zadat' pociatocné a
okrajové podmienky.

Pociatocné podmienky sa zadavaju v kazdom bode oboru V pre zvoleny cas t,, ako
pre rychlost’ v, (Xj ,to) , tak aj pre tlak p(xj ,to). Pre okrajové podmienky na rozhrani
kvapaliny a kontaktnych telies plati, ze normalové zlozky ich rychlosti sa musia rovnat’:

v.n =un. (1.5.3)

U idealnej kvapaliny nezaddvame doty¢né zlozky rychlosti, kedze tu nepdsobi Smykové
napatie kvoli nulovej viskozite. Okrajové podmienky na hraniciach kde kvapalina do oboru V
vteka, alebo z neho vyteka zaddvame v tvare:

(1.5.4)

1.6 Vypocet malych kmitov tuhého telesa v idealnej kvapaline - transla¢ny pohyb

Predpokladajme, Ze sa tuhé teleso nachadza v idealnej, nestladitelnej kvapaline. Dalej
predpokladajme, ze vykonava malé kmity okolo rovnovéaznej polohy translaénym pohybom

o rychlosti u; (viz. Obr. 1.1). Na povrch tohto telesa S posobi tlakova sila od kvapaliny
((1.2.9) a (1.2.3)), takze jeho pohybovu rovnicu piSeme v tvare:

myus” +byu; +kyu; — [ pnds = f;, (1.6.1)
S

LR U

kde f. je vonkajsie zat'azenie telesa zavislé na Case (tzv. budiaca sila).

Obr. 1.1 Translacny pohyb

Pre nestlac¢itel'nu kvapalinu sa v RK (1.3.4) zanedba derivacia hustoty p a mézeme ju
pisat’ v tvare:

% =0. (1.6.2)
OX.

Pohybova rovnica idealnej kvapaliny (1.5.2) za predpokladu, ze zanedbame vplyv
gravitacie, bude mat’ tvar:

17
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ov. o op
— i pop—tvyv +—L=0.. 1.6.3
PP Vita ~0 (1.6.3)

] 1

Obmedzime sa len na nevirivé prudenie, ktoré je definované nulovym vektorom viru rychlosti
Q. (Castica kvapaliny vykonava iba translacny pohyb). V takom pripade je nulovy aj tenzor
rychlosti rotacie «; a plati:

o= Y Ni|_g o NN (16.4)
2( 0Xx; OX OX: OX

i j i

Ak vezmeme do uvahy rovnost (1.6.4), ziskame po dosadeni do Eulerovej rovnice (1.6.3)
vyjadrenie:

v, v p o, 0 (1 j
—t+p—v.+—=0 = p—+—| =vVv.p+p|=0,. 1.6.5
Pa P a0 T P Tax\ 2 Pt R (165)

V pripade, Ze oznacime:
L _U; 166
Evjvjp+p—U, (1.6.6)

dostaneme z vyrazu (1.6.5) zjednoduseny tvar Eulerovej rovnice:

NV o MU (16.7)
o o o pox

Po dosadeni do RK pre nestlacitelnu kvapalinu (1.6.2), ktordt moézZzeme zderivovat’
podla ¢asu, zistime, Ze U musi spliiovat’ Laplaceovu rovnicu:

2
ﬁzo = o[ =0 = N =0 = oV =0=AU. (1.6.8)
OX; ox; \ ot oX% \ p OX OX,0X;

Ak by sa jednalo o ulohu, v ktorej by kvapalina okolo telesa neprudila alebo pruadila vel'mi

malou rychlostou, mohol by sa v rovnici (1.6.3) zanedbat’ konvektivny ¢len pgv—iv ; asubsti-
X .
J
tacia U by mala len zlozku tlaku p . Dalsi postup rieSenia by to vSak neovplyvnilo.

Budeme predpokladat, ze teleso je vystavené uclinkom stacionarneho pradenia
kvapaliny. V case t, je teleso pod vplyvom stacionarneho prietoku v pokoji. Uvazujeme

taktieZ, Ze je teleso zavesené na pruzindch a tlmicoch, ktoré mu umoziuji len translacny
pohyb. Za uvedenych predpokladov 0 nevirivom pradeni (1.6.4) moézeme tvrdit, Ze plati
rovnica (1.6.8). Tuto rovnicu doplnime 0 pociatoéné podmienky Vv Case t; :

Vi(Xj’tO):VOi; p(xj’to):po; ui(xj’to)zoi; ui.(Xj’t0>:0i; (1.6.9)

18
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a 0 okrajové podmienky podla vztahov (1.5.3) a (1.5.4) (znacenie povrchov podla Obr. 1.2):

 Dpivin =V o0 Toving =0 Stvin =urn,. (1.6.10)

TN T T IV 777

M S r2
/ r//K(/ AL

Obr. 1.2 Oznacenie povrchov

Zderivovanim podmienok (1.6.10) podl'a ¢asu a dosadenim vyjadrenia zrovnice (1.6.7)
obdrzime upravené okrajové podmienky, pre ktoré plati:

I: Qni =0; I'y: ﬁni =0; I @ni =0; S: ﬁni =—pu’n,. (1.6.11)
OX; OX OX; OX;

Rovnice (1.6.8) a (1.6.11), spolu s pohybovou rovnicou telesa (1.6.1), predstavuju zviazany
systém, ktorého rieSenie moze byt dost’ zlozité. RieSenie teda zjednoduSime predpokladom,
kedy funkciu U vyjadrime v zavislosti na zrychleni telesa uj", pomocou ¢oho sa dé odstranit

¢len zrychlenia z okrajovej podmienky (1.6.11). Preto zavedieme substitiiciu:
U (x,t)=—ph, (x)u; (t); (1.6.12)

kde h; je nova, neznama funkcia. Na zdklade tohto vztahu upravime Laplaceovu rovnicu
(1.6.8) a okrajové podmienky (1.6.11):

oh, =0, =Ah; (1.6.13)

axox. oV o
oh; oh; oh; oh;

ry—n=0;; Iy —n=0;; I" —n=0,; S —n=n,. (1.6.14)
oX OX; oX OX:

Funkciu h; je mozné vypocitat’ z rovnic (1.6.13) a (1.6.14). Nasledne ur¢ime zlozky rychlosti

V;. Vyuzijeme k tomu upravenu Eulerovu rovnicu (1.6.7):

oV, 10U © .
= =—(huy')

= ; (1.6.15)
ot poX,  OX

Z ¢oho po integracii podla ¢asu ziskame:
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vi(xk,t)=2—r)lj(xk)u}(t)+ci(xk). (16.16)

Vzniknuta integracnu funkciu C, uré¢ime z pociatoénych podmienok (1.6.9). Po ich dosadeni

do predoslej rovnice dostaneme rovnost’.
v, =C;.

(1.6.17)

Tento vztah je odvodeny z podmienky pre ¢as t,, ale plati pre 'ubovolny ¢as t a vo vSeobec-
nosti mézeme po dosadeni do (1.6.16) pisat’:

oh; |
v, :&uj +Vy; - (1.6.18)

Ked’Ze uz pozname zlozky h; a rychlosti v;, mdZeme rozpisanim rovnice (1.6.6)
stanovit tlak p:

W1 oh; oh; |
p=—phu; _Ep v0i+auj V°i+87uj . (1.6.19)

1
Po roznasobeni dostaneme:

a_hjvou' 1 ahl °ahk .

Lo Lo 1.6.20
ox 2 e ok ! (1.6:20)

(1] 1
p =_phjuj _EpvoiVOi -pP

Ked dosadime vzt'ah (1.6.20) do pohybovej rovnice telesa (1.6.1), ziskame po tpra-
vach:

oo oo . ah . 1 ah ah
m,u; +pIhjnidS u; +b..u.+pja—)(’v0knid8 uj+—,oI—X’—k
S S

iU ndsS uiu, =
k 2 S a 1 aXI

[ j

(1.6.21)
= { ——0. n.dsS
i 2 SVOjVOji :

Ztejto rovnice sa daju jednoducho vyjadrit pridavné Uc¢inky od kvapaliny spojené
S translacnym pohybom telesa. Oznac¢ime preto:

M; = pj h;n,dS - tenzor pridavnych hmotnosti; (1.6.22)
S
oh, , . .
B, =p J. a—VOknidS - tenzor pridavného tlmenia; (1.6.23)
S Xk
1 0h; onh, : :
o == p|——%ndS - tenzor nelinearneho pridavného timenia; 1.6.24
Nijk sz 8X| 8X, i p ( )

S
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=4

F, - _% p[Vojvo;nds - staticka vztlakova sila. (1.6.25)
S

Pohybovl rovnicu mézeme potom zapisat’ v skratenom tvare:

(my + My Jus + (I + By Jus + By uius +ku, = f +Fy . (1.6.26)

Velkosti zloziek tenzorov pridavnych Gc€inkov zavisia na tvare telesa a tvare oblasti, ktord ho
obklopuje. Vplyv ma aj volna hladina, ak sa teleso pohybuje v jej blizkosti. Z rovnice je
zrejmé, Ze ucinok kvapaliny sa prejavi znizenim vlastnych frekvencii kmitajuceho telesa kvoli
zdanlivému zvySeniu hmotnosti 0 My, ktord je zavisla len na hustote kvapaliny, nie
na rychlosti jej prudenia. Ma teda rovnaké hodnoty aj v pripade, Ze kvapalina neprudi.
Pridavné tlmenie B; je zdvislé na hustote aj rychlosti kvapaliny. V pripade, Ze ma niektory

jeho ¢len zéaporni hodnotu, dochddza k samobudenému kmitaniu. Pre odstranenie tohto javu
je preto dolezité vhodne volit tvar telesa v zavislosti na oakéavanej rychlosti teciceho média.
Z rovnice nelinedrneho tlmenia B, vyplyva, Ze zmenou rychlosti toku nedosiahneme zmenu
velkosti jeho zloziek. Narozdiel od pridavnej hmotnosti sa v§ak v pripade Gplného zastavenia
kvapaliny méze zanedbat'. Statickd vztlakova sila F; je zavisld na rychlosti a hustote

kvapaliny a znizuje G¢inok budiacej sily f,.

1.7 Vypocet malych kmitov tuhého telesa v idealnej kvapaline - rotaény pohyb
Uvazujme teleso, ktoré je umiestnené v idedlnej, nestlaCitel'nej kvapaline a moze

vykonavat' len rotacny pohyb. V pripade, ze sa obmedzime na 2D ulohu, mozeme

predpokladat’, Zze existuje len jedna mozna os rotacie. Z uhlovej rychlosti telesa tak ziskame
skalarnu veli¢inu, ked’ze plati:

o =(0,0,0; =¢"). (1.7.1)

Suradnicovy systém volime tak, aby os rotacie telesa prechadzala jeho pociatkom a splynula
S 0SOU X, .

—
_—

/
C —
Obr. 1.3  Rotacny pohyb

Pre rychlost’ na povrchu telesa moézeme potom v rovinnych ulohach pisat”:

uy :gijk¢;xk = &g P X, - (1.7.2)
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Pre povrchovi silu F° plati rovnica (1.2.9), z ktorej pre idealnu kvapalinu dostaneme zapis
momentu na povrchu telesa dM *:

dM? =g, x,dRS =&, X, pndS; (1.7.3)

¢ize pre 2D tlohy:

M® = M; =z, [xpn,ds; (1.7.4)
S

kde S je povrch telesa. S uvazovanim rotacného pohybu moézeme pre 2D ulohy pisat
pohybovl rovnicu v tvare:

J(p“+b¢'+k¢—gajijj pndS =M, . (1.7.5)
S

M, je budiaci krutiaci moment zavisly na Case.

Dalej predpokladame nevirivé pridenie, takze platia rovnosti (1.6.4). Rovnaka ako
pri translacnom pohybe ostava aj upravena Eulerova rovnica (1.6.7), ¢im z RK pre nestlaci-
tel'nt kvapalinu (1.6.2) opét’ dostaneme Laplaceovu rovnicu pre funkciu U (1.6.8).

Pre pociato¢né podmienky v case t, tiez predpokladdme, ze teleso bolo do tohoto
momentu Vv kl'ude:

Vi(Xj’tO):VOi; p(xj’to):po; @(Xjrto):(); (0.(Xj’to)zo- (1.7.6)

Okrajové podmienky st odvodené z rovnakého predpokladu, ako pri translacnom pohybe.
Na povrchu S dosadime za rychlost’ telesa u’ vyraz (1.7.2) (oznacenie povrchov plati podla
Obr. 1.2):

; Tovin, =0; Sivin =g, X0'N,. (1.7.7)

Oproti translaénému pohybu je teda rozdielna iba podmienka na ploche S. Dalej preto
mozeme postupovat’ rovnako, ako v predoslom pripade a po zderivovani (1.7.7) podla ¢asu t
do podmienok dosadime rovnicu (1.6.7). Derivaciou normalového vektoru n. na okraji telesa

on. . .
ziskame Clen a—t', ktory (narozdiel od translaéného pohybu) nie je nulovy. V pripade, ze

budeme uvazovat’ len malé torzné kmity vSak bude tento ¢len natol’ko maly, ze ho mozZeme
zanedbat’. S tymto predpokladom ziskame po upravach okrajové podmienky v tvare:

ouU ouU ouU ouU
I —n,=0; I'); —n,=0; I —n,=0; S: —n, =—ps, X @"N,. 1.7.8
v 2 o x x Péi %P ( )
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Podobne ako v predoSlom pripade budeme musiet’ v tejto ulohe z okrajovych podmienok
odstranit’ veli¢inu @™ . Zavedieme preto substituciu:

U (%,t)=—ph(%)e™ (1), (1.7.9)

kde h je nova neznama funkcia zavisla na polohe. Po dosadeni do Laplaceovej rovnice
(1.6.8) a okrajovych podmienok (1.7.8) ziskame po tpravach:

2
oh _ (1.7.10)
OX;0X;
I: a—hni =0; I, a—hni =0; It Ll n=0; S: a—hn = &z XN (1.7.11)
oX; OX; OX oX;

Z rovnic (1.7.10) a (1.7.11) sa da jednoznacne urcit’ funkcia h a mézeme vypocitat’ pridavné
ucinky v pohybovej rovnici telesa. Po dosadeni rovnice (1.7.9) do vztahu (1.6.7) a naslednym
zintegrovanim podl'a ¢asu dostaneme rovnicu pre vypocet rychlosti v, :

a_oh .

iy Q" =V, =2X—h(p'+Ci; (1.7.12)

kde C; je integratnd funkcia zavisld na x;. Ur¢ime ju tak, Ze do predoSlej rovnice dosadime

pociato¢né podmienky (1.7.6), ¢im dostaneme:
Voi =G (1.7.13)

Aj ked’ je odvodena z Casu t,, plati pre akykol'vek ¢as t a mozeme ju dosadit’ do rovnice
(1.7.12):

oh
V.=—0p +V,. 1.7.14
i 6X- (0 Qi ( )

Pomocou rovnic (1.6.6), (1.7.9) a (1.7.14) vyjadrime tlak p:

p=—ph(/)"—lp(a—h¢’+vo-j£a—h¢'+vo-j=
27 ox Y\ ox; '
=—ph¢"—lp8—ha—h(p'2—pa—h¢vo

2" ox ox ox.

(1.7.15)

— OV,. V.
Zp 0i " 0i

Toto vyjadrenie tlaku pouzijeme v pohybovej rovnici (1.7.5) a obdrzime vztah:

) o0 ° 8h °
Jo +£3jkp_[xjhnkd8 @” +be +g3jka‘va0i&nde Q"+
S i
1.7.16
oh oh ( )

+&p = pIXJ o ox

—ndS ¢? +kp=M, —&; %pfvmvmxjnkds.
S
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=
Oznacme:
Jp =&3p I x;hn,dS - pridavny polarny moment zotrva¢nosti; (1.7.17)
S
oh e . . :
B =¢y pJ- XV, Fv nds - sucinitel’ pridavného torzného tlmenia; (1.7.18)
S Xi
1 oh ¢oh A . . .
By = &3 Epé[ X 6_)(,6_)(, nds - su¢. nelinearneho prid. torzného timenia; (1.7.19)
My =—&35 % pI VoiVoi XN, dS - staticky krutiaci moment. (1.7.20)
S

Pohybovu rovnicu (1.7.16) mézeme nasledne zapisat’ v skratenom tvare:
(J+3:)9" +(b+B)g" +Byo? +kp =M, + M. (1.7.21)

Vysledna pohybova rovnica je podobna ako v pripade transla¢ného pohybu a plyna z nej
aj podobné zavery. Pridavny polarny moment zotrvacnosti J, ma na pohyb telesa rovnaky

efekt ako pridavna hmotnost M. ZvySuje jeho zotrvaéné sily a znizuje vlastné frekvencie

kmitania. Taktiez plati, Ze vplyvom rychlosti prudenia, ktora speje k zapornym hodnotam
pridavného torzného tlmenia B, dochadza k samobudenému kmitaniu. Analogicky vyznam
ako pri translacnom pohybe maju aj nelinearne pridavné torzné tlmenie B, a staticky krutiaci

moment M, (obdoba statickej vztlakovej sily F,).

1.8 Realna kvapalina

Ak uvazujeme realnu kvapaliu, nemozeme zanedbat’ vplyv viskozity (1.2.5) v sustave
N-S rovnic (1.4.1). Musime preto pocitat aj s trecimi zlozkami povrchovych sil F° (1.2.9).

Pociatocné podmienky sa zadavaji rovnako ako pri ideédlnej kvapaline pre zvoleny ¢as
t,, ako pre rychlost’ v, (X i ,to) , tak aj pre tlak p(x i ,to). Pre okrajové podmienky na rozhrani
kvapaliny a telesa plati, Ze rychlost kvapaliny sa musi rovnat' rychlosti steny (kvapalina
nemdze klzat’ po povrchu):

Vi =y (1.8.1)

Okrajové podmienky na hraniciach, kde kvapalina do oboru V vteka, alebo z neho vyteka
zadavame v tvare:

Vi =Viyi- (1.8.2)
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1.9 Vypocet malych kmitov tuhého telesa v realnej kvapaline - translaény pohyb

Teleso je opdt’ obtekané stacionarnym prietokom. Predpokladame taktiez, Ze v Case t,
je teleso v pokoji, takze pre pociatoéné podmienky opét’ plati:

Vi(Xj’tO):VOi; p(xj’to):po; ui(xj’to)zoi; ui'(xj'to)zoi' (1.9.1)

Ked'Ze uvazujeme realnu kvapalinu, na povrchu telesa a stien bude kvapalina usadat, z ¢oho
plynu okrajové podmienky podla rovnic (1.8.1) a (1.8.2) (znacenie - viz. Obr. 1.2):

; v, =05 Siv, =u/. (1.9.2)

Pre d’alsi postup vypoctu je potrebné rozdelit’ rychlost’ kvapaliny v, na stacionarnu zlozku v

a nestacionarnu zlozku W, :

v, (X, 1) = (%)) +wi (x;.1). (1.9.3)
Rovnako treba na stacionarnu zlozku p, a nestacionarnu zlozku o rozdelit’ aj tlak p:
p(xj,t): po(xj)+a(xj,t). (1.9.4)
Po rozlozeni rychlosti a tlaku sa daji N-S rovnice (1.4.1), RK (1.3.7) a okrajové
podmienky (1.9.2) rozdelit na rovnice pre stacionarne (¢leny obsahujace len stacionarne
zlozky) a nestacionarne prudenie (¢leny obsahujice aspon jednu z nestacionarnych zloziek):

a) Rovnice pre stacionarne pradenie:

Navier-Stokesova rovnica

. 2y 0%V, 2
p%VOj -n Oy +— —b—a Vo +%=Oi (1.9.5)
OX; OX;0X;  OX;0% OX0X,  OX;

Rovnica kontinuity

op, 2 OVy
—2v. +pc-—2=0 1.9.6
ox O P OX. ( )

Okrajové podmienky
Ve =V Tt Vo =V v =0; Sivg; =0, (1.9.7)

b) Rovnice pre nestacionarne pradenie:
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Navier-Stokesova rovnica

: : 2 o°w, 2
pl M Koy O OW O OV OW D0 (g
ot ox OX: ox; X, ax X%, OX.0X,  OX;

i i i

Rovnica kontinuity

8_0 Py W, +8_O'V0I +a W, + pc’ —L 2 W, —=0 (1.9.9)
ot ox oX oX oX

Okrajové podmienky

I:w, =0, I',;w, =0, Imw, =0, S:w, =u’ (1.9.10)

Na teleso pdsobia okrem tlakovych sil aj G¢inky viskozity. Pre rovnicu celkovej sily
posobiacej od kvapaliny (1.2.9) na povrch telesa S preto po rozpisani plati:

FiS:_[( pn, —I1, J)ds (1.9.11)

S

Ked'Ze uvazujeme realnu kvapalinu, musime o trecie zlozky tejto sily rozsirit aj pohybovi
rovnicu pre translacny pohyb (1.6.1). Dosadenim rovnic (1.2.4) a (1.2.6) do vyjadrenia
povrchovej sily (1.9.11) teda ziskame pohybovi rovnicu telesa v tvare:

o0 . aV| 8\/ av
m,us* +byul +kju, —I{pni —77[07+8—X’]nj —baT"ni}dS =f,. (1.9.12)
i k

S i

Rovnicami (1.9.8) az (1.9.10) a (1.9.12) je jednozna¢ne uréeny nestacionarny pohyb tuhého
telesa v redlnej kvapaline. V d’alSom rieSeni sa ale obmedzime len na linearny problém, takze

.. , ., y oW, oo ,
Vv rovniciach zanedbame nelinearne ¢leny a—'Wj a —W,. Dostaneme tak upravent N-S

X; OX;
rovnicu a RK:
_ 2 o*Ww. 2
pf D, Doy, (O | O O |y, O OOy (1.9.13)
ot ox, ox; X, 8x X0, OX.0X,  OX;
00 Py 9% 4 p2 Mg, (1.9.14)
ot ox OX OX;

Aj napriek zanedbaniu nelinearnych ¢lenov bude rieSenie v tomto pripade podstatne
zlozitejSie nez za predpokladu idedlnej kvapaliny. Podobne ako v predoslych pripadoch bude

potrebné zaviest’ substitiiciu, pomocou ktorej sa vyluci €len u; z okrajovych podmienok.
Predpokladajme teda, Ze existuji zovieobecnené funkcie o (X,t) a £ (Xj,t), pre ktoré

v Case t, platia pociatocné podmienky:
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o (X.1) =0y B(%.t)=0. (1.9.15)
Za tohto predpokladu vyjadrime zlozky rychlosti a tlaku pre nestacionarne pradenie vztahmi:

w, =Iaik (t—7)us(7)dz; G=!ﬂk (t—7)us(7)dz; (1.9.16)

t

kde 7 je element Casu t. Pri dosadeni do N-S rovnic a RK pouzijeme vetu o derivacii
integralu podla parametru, kde pre dve vseobecné spojité¢ funkcie f(x,y) a g(y),

definované vzt'ahom:

?,(Y)

g(y)= [ f(xy)dx; (1.9.17)
a(y)
plati
()
- J q(X’Y)C'XHPE(Y)“(402(3’)’>')—(p1’(>/)f(401( ).y). [1] (1.9.18)
oy %(y)ay

Pomocou tejto vety ziskame po upravach nové tvary rovnic (1.9.13) a (1.9.14):

: 2 82 . O’a;
o Oy N oV, oty + ooy, Voj |- o«a, X b X N OB, =0, ; (1.9.19)
ot 6xj OX; OX; 8x 8x iOX OXOXj  OX;
9B apo b 2 00
— —V, c? =0,. 1.9.20
ot —~ T 8X Ay + Ox. 0i +p OX k ( )

Okrajové podmienky (1.9.10) taktiez vyjadrime pomocou funkcie ¢, :
r:e,=0,; I, ¢, =0,; I oy, =0,.; S: ¢y =6,0; (1.9.21)

kde 6 vyjadruje Diracovu funkciu zavisla na Case (tzv. jednotkovy impulz). Pre tato funkciu
a funkciu ¢, plati vzajomny vztah:

[o(t=7)ay () dr =g (1). 2] (1.9.22)

Rovnice (1.9.19) az (1.9.21) uz nezavisia na veli¢ine U; a daju sa z nich urcit’ funkcie

oy (X i ,t) a f, (X i ,t). Nasledne mozeme napisat’ pohybovi rovnicu telesa (1.9.12) v tvare:
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Oay;  Oay .
— ndS uidzr +
OX, X

t

m;u;™ +byuj _U'Bin‘ds u}dH”n(
s /) (1.9.23)

day .
+[[b—Lnds usdz +kyu; = f,.

(] aXk

Z rovnice (1.9.23) vyplyva, ze pridavné uc¢inky od redlnej kvapaliny nie st v case t
konstantné. Okrem c¢asu t st zavislé aj na frekvencii odozvy. Vypocet je teda ovela
naroc¢nejsi, nez za predpokladu idedlnej kvapaliny.

1.10 Vypocet malych kmitov tuhého telesa v realnej kvapaline - rota¢ny pohyb

Pri rotatnom pohybe budeme taktiez uvazovat, ze je v case t;, teleso v pokoji,

obtekané stacionarnym prietokom. Pociato¢né podmienky sa teda nemenia (1.7.6). Celkovu
rychlost’ a tlak je treba rozdelit na stacionarnu a nestacionarnu zlozku rovnako ako
pri translacnom pohybe (1.9.3) a (1.9.4). Pre stacionarne zlozky platia rovnaké rovnice
a rovnaké okrajové podmienky (1.9.5) az (1.9.7). Rovnaké vztahy platia aj pre N-S rovnicu
(1.9.13) a RK (1.9.14) nestacionarnych zloziek. Ked’ze teleso uz nekona translacny pohyb,

nahradime ¢len u’ podla vztahu (1.7.2), vd’aka ¢omu bude okrajova podmienka na povrchu
telesa pre nestacionarne zlozky rychlosti zavisla na rychlosti nataania ¢°. Tato veli¢inu
mozeme za predpokladu 2D 1lohy povazovat za skaldr. Pre okrajové podmienky
nestacionarnych zloziek nasledne podla (1.9.10) plati (viz. Obr. 1.2):

Iiiw, =0;; T'iw, =0;; Ttw, =0;; S:w, =g,X%¢". (1.10.1)

Povrchové sily od kvapaliny vyvolavajice moment M® (v rovinnych tlohéach taktiez
nahraditel'ny jednou hodnotou) pdsobiaci na teleso obsahuji okrem tlakovej aj trecie zlozky.
Po dosadeni rozpisanej rovnice (1.2.9) do (1.7.4) ziskame vzt'ah:

M® =M =&y [ x; (pn —TTyn, )dS. (1.10.2)
S

Rozpisanim a dosadenim obdrzime rozsireni pohybovu rovnicu (1.7.5) z momentovej
rovnovahy:

oV, oV oV
Jo +be" +kp—¢c,, | X. | pn, —=n| =< +—L|n —b—Ln, [dS=M, . 1.10.3
% % 4 31k£ {p k n[@x, axkj I o k:| K ( )

Rovnako ako pri translatnom pohybe sa obmedzime len na linearny problém
a nelinearne ¢leny zanedbame. Dalej zavedieme funkcie ¢ (X i ,t) a ﬂ’(xi ,t), pre ktoré v Case

t, plati:
a (X:t,)=0;; B(x.t)=0. (1.10.4)

Pomocou nich vyjadrime nestacionarne zlozky rychlosti a tlaku:
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b

% e
D=

W, =J‘ai (t-7)¢" (r)dz; G=!ﬁ(t—f)¢.(f)d7.

t

(1.10.5)

Dosadenim do N-S rovnic (1.9.13) a RK (1.9.14) ziskame s vyuzitim vety o derivacii
integralu podl'a parametru (1.9.17) a (1.9.18):

: : : 2. O« 0.
paa,+p o aj+8a, Vo; |-7 O T B s +%=Oi; (1.10.6)
ot OX; OX; OX;OX;  OX;0X, OX0X; O,
B Py By 2%, (1.10.7)
ot Ox OX; OX;

Pre okrajové podmienky teraz platia vzt'ahy, ktoré uz nie su zavislé na velié¢ine ¢":
9

I, =0;; T',i=0;; Tl =0;; St =g4%0. (1.10.8)

o opat’ vyjadruje Diracovu funkciu a plati pre nu:

[o(t-2)a (z)dr = (1). [2] (1.10.9)

Po vypogitani funkcii o (x;,t) a B(x,t) z rovnic (1.10.6) az (1.10.8) mozeme
vyjadrit’ pohybovu rovnicu (1.10.3) v tvare:

(1] Ll L] aa aa 'Y
Jo™ +bg —gsjkjjxjﬂnkds @ dr+g3jkjjxjn£a—;+67']n,d8 p'dr+
tS tS 1 k

(1.10.10)

9% 1 dS p'dr+kp=M, .
X

+53jk_Hij p
S

t 1

Podobne ako pri translanom pohybe su pridavné ucinky zavislé na Case t a frekvencii

odozvy. To znamena, ze ich hodnota nie je konsStantnd, a teda vysledkom ich vypoctu bude
funkcia (narozdiel od pridavnych ti¢inkov idealnej kvapaliny).

[3]
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2 Zadanie ulohy

S ohl'adom na predoslé odvodenia pohybovych rovnic budeme uvazovat idealnu
nestlaciteln kvapalinu. Tato kvapalina prudi tunelom, v ktorom sa nachadza konkrétne teleso
zvoleného tvaru. UvaZujeme potencialne rovinné pradenie. Teleso mdZe pod jeho vplyvom
kmitat’ translaénym (dva stupne vol'nosti) alebo rotacnym pohybom (jeden stupeii vol'nosti).

Povodny zamer vypocitat’ pridavné G¢inky konkrétnej lopatky pomocou programu
Ansys - Fluent sa ukazal ako nesmierne naro¢ny. V tomto CFD programe mali byt’ vypocitané
hodnoty pociatocnej rychlosti v, a funkcie h; (z Eulerovej rovnice, RK a okrajovych

podmienok). Kvoli vypoctu funkcie h; by vSak bolo potrebné k zdkladnym algoritmom

doprogramovat’ nové fukcie. Z dovodu vysokej narocnosti tohto kroku je cela uloha pocitana
Vv programe Matlab.

Kedze je odvodenie numerickych vypoctov pre l'ubovolny tvar siete pomerne
komplikované, budeme sa zaoberat’ len ulohami rozdelitelnymi rovnobeznou sietou
(zlozenou z priamok). Za tychto podmienok mdzeme pracovat’ len S telesami nespojitych
obvodov zloZenych z tseéiek zvierajacich pravé uhly. Uvazujme teda teleso s obdiznikovym
tvarom. Zvolené rozmery tunelu, telesa (a jeho umiestnenia) a zvoleny smer pradenia st
znazornené na Obr. 2.1.

7T NI I T 777
100 smer prudenia

\ s = . . n

150

S S A /////A(// ///
Y 400

Obr. 2.1 Rozmerové zadanie ulohy (1:4)

Vyska tunelu S ma zadané tri hodnoty. Pomocou zmeny tejto hodnoty bude demonstrovana
zavislost’ pridavnych ucinkov telesa na vzdialenosti od steny tunelu. Vypocet prebiehal
pre hodnoty s = 40, 90 a 140 mm. Pri vypoéte rotaéného pohybu volime os otacania
v tazisku telesa.

Rychlost’ pridenia v, je definovanad vstupnou rychlostou, ktorda ma konstantnu
hodnotu 1 m/s po celom priereze I'; (viz. Obr. 1.2). Potrebné hodnoty pociato¢nej rychlosti
V,; ha hranici telesa a kvapaliny treba dopocitat’.

Za zadanych predpokladov treba urcit’ hodnoty pridavnych ucinkov pre translacny
By, By @ Foi) @ rotatny pohyb (Jp, B, By a Mys).

ij? ij?

(M

30



Iﬁ VUT-EU-ODDI-13303-11-11 ;@ﬁ

R —

3 Numerické metody

Pri numerickych nahradach odvodenych rovnic budeme vyuzivat rovnobeznu siet’.
Treba vyjadrit’ zavislosti jednotlivych uzlov buniek na susednych uzloch. Z takto nadefinova-
nych vztahov sa nasledne daju potrebné veliCiny uréit’ vypoétom iteratného charakteru.
Délezit¢ je odvodit numerické nahrady derivacii podla polohy a integralov
po krivke (dvojrozmerné zobrazenie povrchu). Nasledujuce vzt'ahy st odvodené na zakla-
de konzultacii.

3.1 Derivacie podla polohy

Derivacia podl'a polohy sa vyskytuje v mnohych rovniciach vypoctu. Ma vyuZzitie
hlavne v Laplaceovych rovniciach a okrajovych podmienkach. Potrebujeme preto odvodit
nahradu prvej aj druhej derivacie. Odvodenia sa budu vzt'ahovat’ k vSeobecnej funkcii f

zavisle] na polohe X . UvaZzujme karteziansky suradnicovy systém, v ktorom plati, Ze
vzajomna poloha dvoch susednych uzlov musi mat’ nenulova len jednu zlozku vektoru X .

V pripade dvojrozmernej tilohy sa teda siet moze skladat len z obdiznikovych utvarov,
ktorych hrany musia byt rovnobezné s osami siradnicového systému. Na zéklade tychto
predpokladov mézeme vyjadrit’ hodnotu funkcie f susednych buniek v kladnom aj zapornom

smere osi x, pomocou Taylorovho rozvoja:

2
f (X +Ax,X,)= f(xl,x2)+—8f(Xl’xz)lAXﬁ—8 f(xi’XZ)lef+
ox, 1! o 2!
(o) 1 (3.1.1)
+#—Axf+...;
OX, 3!
_ (X)L ()1,
F4 =A%, %)= (x,x,) o, EA o2 20
(o) 1 (3.1.2)
RILLYE PV I
0% 3!

V tomto rozvoji sa nachadzaju derivacie podla polohy, ktoré sa daju jednoducho vynat'.

Pre urcenie prvej derivacie teda od seba od¢itame predoslé rovnice a po upravach
ziskame numericky vztah prvej derivacie podla osi X, (z rozvoja pouzijeme len prvé tri
Cleny, ostatné mézeme kvoli ridovo niz§im hodnotam zanedbat)):

of (%, %) (% +Ax%,%)—f(x—Ax,X,) (3.1.3)

oX, 2AX%,

Rovnakym sposobom sa da odvodit’ aj derivacia v smere X, :

O (%) _ F (%% +4%)~ f (%, % —AX,) (3.1.4)
X, 2AX, . a
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Tato nahrada derivacie sa nazyva centralnou metddou, ktora sa vSak neda pouzit’ v pripade,
7e sa nachadzame na okraji domény a nepozname rozvoj funkcie na obe strany. V takom
pripade ju musime nahradit’ jednou z dvoch menej presnych metod:

a) Doprednd metdda je definovana vztahom, ktory vyuziva len nasledujuci uzol
buniek:

o (x, %)  Fx+Ax,%)—f(X.X%) .

= , 3.15
ax1 o (3.1.5)
O (%,%) _ f 00X +8%)= T (%,%) (3.1.6)
OX, AX,
b) Spétna metdda je podobna, ale vyuZiva predosly uzol buniek:
of (%) _ f (%)= f (4 =8%%). (3.1.7)
X, AX
O (%) _ F0u%)= (%% =A%) (3.1.8)

OX, AX,

Druhu derivaciu podla osi X, mozeme z rovnic (3.1.1) a (3.1.2) ziskat’ ich s¢itanim.

Rovnako sa da odvodit aj druha derivacia podl'a osi X,. Po upravach dostaneme:

2 _ —
o _ F (X +A%,%,) 2f(X12,X2)+f(X1 A%, %) (3.1.9)

28 AX;

7 F (XX +A%)—2F (x, %)+ f (X, %, —AX,)
e AXS

. (3.1.10)

3.2 Vyutzitie derivacii

Prva derivacia je v zadanej ulohe potrebna hlavne pri definovani okrajovych
podmienok. Existuju dva typy okrajovych podmienok:

a) Dirichletova okrajova podmienka sa mdze pouzit’ v pripade, Ze pozndme rozlozenie
hodndt pocitanej veliCiny na povrchu média. V takom pripade sa hodnoty na povrchu pocas
iteracii nemenia, ¢o mdéze mat’ za nésledok napriklad rychlejsiu konvergenciu. Ak je aspon
jeden bod v pocitanej doméne zadany Dirichletovou podmienkou, existuje v pripade spravne
zvolenej sustavy rovnic len jedno spravne riesenie.

b) Neumanovou okrajovou podmienkou byva uréena derivacia pocitanej veliCiny
podla polohy. V numerike je teda na povrchu uréena len zavislost’ na susednych uzloch, nie
konkrétna hodnota. V pripade, ze si okrajové podmienky zadané podl'a Neumana, musime
uzly na okraji iterovat’ spolu s ostatnymi uzlami v doméne. Numericky je pocitand pomocou
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rovnic (3.1.5) az (3.1.8). Ak nepozname vysledni hodnotu v ziadnom uzle a vsetky steny st
nadefinované touto okrajovou podmienkou, neexistuje jednoznacné rieSenie. RieSenia su v
takom pripade zavislé na inicializacii a mozu sa lisit’ o konStantn hodnotu K .

Druha derivacia ma vyuzitie hlavne v Laplaceovej rovnici:

o 0%

Af = =——+—
OXOX  O%  OX,

=0. (3.2.1)

Do Laplaceovej rovnice (3.2.1) dosadime vztahy (3.1.9) a (3.1.10). Po uprave ziskame:

2f (xl,x2)+2f (X, %) F(x+Ax, %)+ f (xl—Axl,xz)Jr

AX? AXS AX] (322)
s f (X0 % + A%, )+ T (X, X, —AX,) |
AX2 ’

z ¢oho sa da jednoducho vyjadrit’ vzt'ah pre hodnotu vSeobecnej funkcie f v zavislosti
na okolnych hodnotach:

AX2
f(xl,xz):z(Tijf)(f(xl+Axl,x2)+f(xl—Axl,xz))+ 2
3.2.3
A 2
+2(TXiAXf)(f(xl,x2+Ax2)+ f (%, % —Ax,)).

Toto vyjadrenie reprezentuje numerickt nahradu rovnice (3.2.1) a plati pre 'ubovolné
dizky Ax, a Ax, v Kartezianskom stradnicovom systéme. V pripade, ze by sa dizky Ax

a AXx, V celej vypoctovej doméne rovnali:
AX = AX, =A; (3.2.4)

¢o by znamenalo, Ze bunky budu $tvorce s konStantnou hranou (rovnomernd siet), daju
sa vztahy (3.1.3) az (3.1.8) a (3.2.3) zjednodusit. Laplaceovu rovnicu (3.2.1) mdézeme
v takom pripade nahradit’ aritmetickym priemerom okolnych uzlov:

f(xl,xz):%(f (% A% )+ T (6 =A%)+ f (X, % +A)+ f (x,X,—A)). (3.2.5)

Z uvedenych numerickych ndhrad vyplyva, Ze ak existuje veli¢ina, pre ktora plati
Laplaceova rovnica (3.2.1), a pozname pre nu zaroven okrajové podmienky na celom povrchu
kvapaliny, daju sa jej hodnoty numericky vypocitat metédou sieti v celom objeme. V takom
pripade sa do uzlov inicializuji 'ubovol'né hodnoty, ktoré su nasledne upravované iteraciami.
Iteracie prebiehaju postupnou upravou hodnét v uzloch podla rovnice (3.2.5) a naslednou
upravou na okrajoch podla zadanych okrajovych podmienok. Za jednu iteraciu sa povazuje
uprava vSetkych uzlov vratane tych na okraji.
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Problém konvergencie by mohol nastat’ v rohoch telesa. Kvoli nespojitosti povrchu
platia v tychto bodoch dve okrajové podmienky zaroven. Treba preto vzdy pocitat’ aritmeticky
priemer hodnot, ktoré by sme ziskali jednotlivymi okrajovymi podmienkami. V pripade, Ze by
uloha skuto¢ne divergovala, mohli by byt hodnoty v rohoch pocitané pomocou Laplaceovej
rovnice. V takom pripade by bol roh obtekaného telesa nahradeny radiusom o hodnote dizky
jednej bunky A a dal by sa povazovat’ za spojity (Obr. 3.1). Pomocou tejto Gpravy by nemalo
dochadzat’ k divergencii vypoctu.

/

Obr. 3.1 Roh telesa a jeho nahrada radiusom
3.3 Integraly po krivke

Povrch sa v dvojrozmernych ulohach premieta do krivky. Pre vypocet plosnych
integralov bude preto stacit’ odvodenie integralu po krivke. Urcitym integralom l'ubovolnej

2D funkcie f(X) ziskame obsah plochy "pod" grafom tejto funkcie. Numericky vypocet

ur¢itého integralu tak ziskame rozdelenim funkcie na konstantné useky, ktoré nahradime
useckami a naslednym s¢itanim obsahov lichobeznikov "pod™ nimi (Obr. 3.2).

f(x)

Obr. 3.2  Numerickd nahrada urcitého integralu

Ked’ze vSetky plochy v zadanej tlohe st vyjadrené useckami, mdézeme pre urcité
integraly pisat’:

) ™ f () )+ f (X 4+ AX X
i) K=y
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X,

2(2) Xo(2) =A%, f , X +f , X + AX
RTINS P CEA LRI ERT )
Yo X2=X5)

(3.3.2)

Uvazujeme rovnomernu siet a teda plati rovnost’ (3.2.4). Predoslé vztahy teda mdzeme

zovseobecnit’ do tvaru:

k4 @ f(x %)+ f (X +AX
[ FOux)de =23 A ) 2(X1 ),
%) X=Xy )
) 22 (x %)+ F (XX +A
f(x.)d,= > A (%) 2(X1 2 )
Xa(1) X2 =Xo(1)
[4]

(3.3.3)

(3.3.4)
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4 Vypocet prudenia

Z odvodenych vzorcov pre urcenie pridavnych ucinkov na teleso (1.6.22) az (1.6.25)
(pripadne (1.7.17) az (1.7.20) pre rotacny pohyb) vyplyva, ze prvym krokom musi byt
vypocet rozlozenia pociato¢nej rychlosti Vj; a neznamej funkcie h; (pripadne jednorozmernej

h) a jej derivacii po povrchu telesa. Kvoli ich vypoctu je potrebné rozdelit' kvapalinu
v objeme na bunky. S ohladom na numerické rovnice odvodené Vv kapitole 3 je zrejmé, ze
vytvorenim rovnomernej siete dosiahneme najjednoduchS$iecho mozného vypoctu.
Vysietujeme preto zadani doménu s obtekanym telesom na Stvorcové bunky s hranou A 0
dizke 1 mm. Pre konkrétnejsie definicie okrajovych podmienok, ktoré sa v tomto pripade
vzdy vyjadrené na zdklade normalovych vektorov rozloZzime povrchy na jednotlivé steny
(Obr. 4.1). Okrem toho je na obrazku znazornena vstupna rychlost’ Vi -

(L ;:1
V(T g
T et RIS et = e SR
R I
x1 "3 C’L

Obr. 4.1 Rozdelenie stien (1:4)

Podl'a Obr. 4.1 pre normalové vektory na jednotlivych stenach s ohl'adom na zvolenu
orientaciu osi X, a X, plati:

rin=-4n,=0; I',;n=4,n,=0; I';;n=0,n,=-1 I';:n =0,n,=1 4.0.1)
S:n=1n,=0; S,:n=-1,n,=0; S;:n =0,n,=1L S,:n =0,n, =-1.

Znazornenie osi X, a X, na Obr. 1.4 vyjadruje len ich smer a orientaciu. Vypocet transla¢ného
pohybu sice nie je zavisly na polohe pociatku stradnicového systému, pri vypocte torznych
kmitov vSak vychddzame z podmienky, Ze os X, a os rotacie su totozné. Pociatok sa teda
nachadza v t'azisku telesa.

4.1 Vypocet pociatocnej rychlosti

Rovnicou (1.6.4) bolo stanovené nevirivé pradenie. Pre tento typ pradenia existuje
potencial rychlosti ¢, z ktorého sa da derivaciou vypocitat’ rychlost’:

o¢

v, = —. 411
Oi 8Xi ( )
Vypocet rychlosti pomocou potencidlu ¢ je jednoduchsi vd’aka tomu, Ze sa jedna o skalarnu
funkciu. Staci teda vypocitat hodnoty potencialu ¢ pociato¢nej rychlosti v, , vd’aka comu by

bolo zname aj rozlozenie samotnej rychlosti. Ked’ze uvazujeme nestlacite'na kvapalinu, plati
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RK v tvare (1.6.2). Ked’ do nej dosadime vyjadrenie pociato¢nej rychlosti z potencialu (4.1.1),
ziskame Laplaceovu rovnicu:

o (og)
&(&j_o_A¢' 4.12)

Jej numericky zapis plati podl'a (3.2.5) v tvare:

B )= (% +A0%) + 9% =A%)+ (%%, +A)+6 (5%, ~4)). (4.1

Pre pociato¢nt rychlost’ platia rovnaké okrajové podmienky ako v rovniciach (1.6.10).
Po vyjadreni pomocou potencialu (4.1.1) teda ziskame:
o¢

o¢ o¢
I': —n=v .. I:¢=0;: " —/—n=0; S: —=n. =0. 41.4
1 8X. i n(l) 2 ¢ 8Xi i 8Xi i ( )

Na vystupe I', bol potencidl nadefinovany Dirichletovou podmienkou, lebo rozloZenie

rychlosti nemusi byt konstantné ako na vstupe. S uvazenim vzt'ahov (4.0.1) plati na jednotli-
vych stenach (za vstupnu rychlost’ Vo bola dosadena hodnota -1 m/s, lebo je orientovana

proti smeru normalového vektoru):

o¢ o¢ o¢
r.—=1, I,;¢=0; Iy, —=0; I',; —=0; 415
1 axl 2 ¢ 3 8X2 4 8X2 ( )
Sl:%:o; 82:%:0; SS:%:O; 84:%:0; (4.1.6)
0%, OX, OX, OX,

zZ ¢oho vyplyva numericky zapis:

I ¢(X1’X2):¢(X1+A’X2)_A; I ¢(X1’X2):0; (4.1.7)
Uyl p(%, %) = h(X % +A); Tyl d(%, %) =4(%, %, —A); B

S; (X %) =B (X —AX%); Syt h(X %) =(X +A%,);

(4.1.8)
Sa: ¢(X11X2):¢(X1’X2_A); 84: ¢(X1’X2):¢(X11X2+A)-

Pomocou rovnic (4.1.3), (4.1.7) a (4.1.8) bolo vypocitané rozlozenie potencialu ¢
pociatocnej rychlosti v,; pre vSetky tri zadané hodnoty vysky tunela s. Vd’aka tomu, ze bola

na vystupe nadefinovanid Dirichletova okrajovd podmienka, existuje len jedno spravne
rieSenie. RozloZenie potencialu bolo skonvergované na 2 500 000 iteracii. Vysledné hodnoty
mali byt symetrické podl'a osi X, (vyplyva to z okrajovych podmienok), a ked’ze Uprava
hodnét ¢ na uzloch pocas iteracie prebieha odhora nadol, symetria bola dosiahnuta az pri ko-

neénom vysledku. Vdaka splneniu podmienky symetrie na 9 desatinnych miest bola
odhadnutéd aj presnost’ vypoctu. To znamena, Ze nespojitosti v rohoch telesa nemali ziadny
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negativny vplyv na konvergenciu, takze hodnoty v tychto miestach v podstate spliujt
okrajové podmienky. Pre vizualizdciu vyplnenych kontir bol navrhnuty kratky program
prirad’'ujici hodnotam konkrétne farby (Obr. 4.2).

0,000
-0,132
-0,264
-0,396
-0,529

0,000
-0,109
0,218
-0,327
-0,436

0,000
-0,105
0,211
0,316
-0,422

Obr. 4.2  Potencidl pociatocnej rychlosti [m*ls] (1:4)

Nasledne boli vypocitané derivacie potencialu ¢ podla polohy (t.j. pociatocné
rychlosti v, ). Kde to bolo mozné, bola pouzitd centralna derivacna metoda (3.1.3), (3.1.4).

Z vysledku rychlosti sa dala jednoducho urcit’ spravnost vypoctu, ked'ze rychlostné pole
spliiuje okrajové podmienky na vSetkych stenach. Okrem toho su vysledky vektorov
pociatocnej rychlosti rozlozené podla predpokladov. NajndzornejSie su kontiry velkosti

vektorov rychlosti |vy;| (Obr. 4.3).

- 4,492

3,369
2,246
1,123
0,000
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3,420
2,565
1,710
0,855
0,000

2,430
1,620
0,810
0,000

=
» 3,240

Obr. 4.3 Velkost vektoru pociatocnej rychlosti [m/s] (1:4)
4.2 Vypocet funkcie h a jej derivacii - translaény pohyb

Funkcia h; méa v translathom pohybe dve zlozky, ktoré boli pocitané zvIast.
Laplaceova rovnica plati pre kazdu zlozku rovnako (1.6.13) a podl'a (3.2.5) teda plati:

h, (X, %,) =%(hj (X +A, %) +h; (X =A%) +h; (%, %, +A)+h; (%, %, —A)) : (4.2.1)

Podmienky na okraji vypoctovej domény su taktiez zhodné pre obidve zlozky a st
odvodené z rovnic (1.6.14) a (4.0.1):

[ hj(xl,xz):hj (X, +A,%,); Ty h, (X, 2)=hj (X —AX,);

(4.2.2)
Lyihy (x,%,) =h; (%, % +A); T,ih (%, %) =h; (%, % -A).

Rozdiel jednotlivych zloziek sa prejavi kvoli normdlovym vektorom urcujucim
okrajova podmienku na povrchu obtekaného telesa. Z (1.6.14) a (4.0.1) pre zlozku h, plati:

S hy (% %) =h (% =A%, )+ A, Syt hy (X%, ) =hy (X +A,%, )= A,

(4.2.3)
Sa: hl(xll Xz) = h1(X1’X2 _A); 84: hl(xl’ Xz) = h1(X1’X2 +A)-

Zlozka h, bola taktiez vyiterovana na 2 500 000 iteracii (pomocou rovnic (4.2.1),
(4.2.2) a (4.2.3)), ¢o spelo k presnosti na devat’ desatinnych miest (zistené na zaklade symetrie
podla osi X, ), takZe nespojitosti v rohu opédt’ nemali vplyv na konvergenciu. Spravnost’ mohla

byt’ jednoducho overend, ked’ze hodnoty na okraji domény aj telesa sa bud’ rovnaju, alebo st
zmenené o konsStantni hodnotu. Vzhl'adom k tomu, Ze ziadna okrajova podmienka nie je
zadana podl'a Dirichleta, méze byt’ k vysledku pripocitana 'ubovol'na konstanta k . Vysledky
pre vSetky tri vysky tunelu S st znazornené na (Obr. 4.4).
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Obr. 4.4 Funkcia h (translacia) [m] (1:4)
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Vo vypoctoch pridavnych G¢inkov je potrebna okrem funkeie h; aj jej derivacia podla

polohy. Z vysledkov su opit najnazornejSie kontiry velkosti vektoru derivacie podla X

(Obr. 4.5). Hodnoty derivacii spliiovali okrajové podmienky, ¢o sa da povazovat' za dalsi

dokaz spravneho vypoctu.
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Obr. 4.5 Velkost vektoru derivacie h, podla X (translacia) [-] (1:4)

Pre zlozku h, taktiez plati na okraji telesa podmienka (1.6.14). Kvoéli rozdielnosti
normalovych vektorov podla (4.0.1) vSak dostaneme od (4.2.3) rozdielne rovnice:

Sl: h1(X1’X2):h1(X1_A’X2); Sz: hl(X11X2):h1(X1+A’X2);

4.2.4
Syih (%, %) =h (%, %, —A)+A; S,h (%, %) =h (X, %, +A)-A. ( )

Na zéklade tejto zmeny musela byt’ druhé zlozka funkcie h; pocitana zvlast (z rovnic

(4.2.1), (4.2.2) a (4.2.4)). Pocet iteracii bol zanechany a spravnost’ rieSenia sa dala overit
podobne ako u prvej zlozky. Z vysledku je vSak zrejmé, Ze matica ma byt dokonale
antisymetricka podl'a osi X, . Konvergencia prebiehala vo v§etkych troch pripadoch bez prob-

Iémov a vysledKy sa opdt’ mozu lisit’ o konstantu k . Vysledok je zobrazany na Obr. 4.6.
- k+0,199
k+0,100
k
k-0,100
k-0,199
k+0,084
k+0,042
k
k-0,042
k-0,084
k+0,070
k+0,035
k
k-0,035
k-0,070

Obr. 4.6 Funkcia hy (translacia) [m] (1:4)
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Z nej bola takisto vypocitana derivacia podla x . Velkosti tychto vektorov su

znazornené na Obr. 4.7. Aj v tomto pripade spliioval vysledok okrajové podmienky, takze
vypocet sa da povazovat za spravny.

o 13,873
10,405
6,937
3,468
0,000

"

7,621
5,716
3,811
1,905
0,000

6,596
4,947
3,298

- — S
o
1,649

. N
.. B
. 0,000

Obr. 4.7 Velkost vektoru derivacie h, podla x. (translacia) [-] (1:4)

4.3 Vypocet funkcie h a jej derivacii - rotaény pohyb

Rota¢ny pohyb dava v dvojrozmernom priestore telesu k dispozicii len jeden stupeni
vol'nosti. Z toho plynie dosledok, ze funkcia h ma len jednu zlozku a jedna sa tak o skalarnu
veli¢inu. Narozdiel od translacného pohybu sa teda nemusi iterovat’ viac zloziek zvlast,
z ¢oho vyplyva, ze vypocet pridavnych G¢inkov pri torznom kmitani je v 2D menej narocny
na Cas. Laplaceova rovnica a podmienky na okraji domény st rovnaké ako pri translacnom
pohybe, ¢o vyplyva z rovnic (1.7.10) a (1.7.11):

h(xl,xz):%(h(x1 + A%, %, )+ (X =A%, %, ) +h (X, %, +A%, ) +h(x, X, —A%,));  (4.3.1)

ih(x,%)=h(x +A,%,); T,ih(x,%)=h(x—-A,X%,);

ng h(xllxz):h(xl,xz +A), F4: h(Xl,Xz): I“|(X1’X2 _A) (432)

Na povrchu telesa platia po zvazeni vyjadreni (4.0.1) v podmienke (1.7.11):
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Sih (X%, ) =h (X =A%, )= X,A; S, h (X, %, ) =h (X +A,%, )+ XA,
S (%%, ) =h (X, %, —A)+ X A; ;1M (%, %,)=h(X, %, +A)=xA.

(4.3.3)

Na zaklade tychto predpokladov bol vypocitany priebeh funkcie h opét na 2 500 000
iteracii bez nejakych problémov pri konvergencii. Z vysledku je vidiet, Ze matica ma
tendenciu byt antisymetricka podla osi X, vd’aka ¢omu sa dala overit' spravnost’ vypoctu.
RieSenia sa opdt mozu lisit o konStantu Kk, ktora je zavisla na inicializacii. Kontrola
na povrchu telesa bola naro¢nejSia ako pri translaénom pohybe, pretoze funkcia h sa tu
v zavislosti na susednych uzloch nemeni o konstantnii hodnotu (meni sa o nasobok dizky
ramena). Vysledky st zndzornené vyplnenymi kontirami na Obr. 4.8. Rozdiely maxima
a minima sa v tomto pripade 1i8ili o raidovo mensie hodnoty ako v predoslom pripade (preto je
stupnica zaokruhlend na viac desatinnych miest).

- k+0,00149
k+0,00074
: -_ -
-

k-0,00074
k-0,00149
k+0,00082
k+0,00041
k

k-0,00041
k-0,00082
k+0,00077
k+0,00038
k

k-0,00038
k-0,00077

Obr. 4.8 Funkcia h (rotacia) [m*]  (1:4)
Nasledne boli vypocitané derivacie funkcie h podla polohy, na ktorych sa dala

jednoduchsie overit’ spravnost’, ked’ze derivacia na okraji telesa sa mala rovnat’ dizke ramena
X, . Velkosti tychto vektorov st zndzornené na Obr. 4.9.
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5 Vypocet pridavnych acinkov

Rovnice pre vypocet pridavnych ucinkov st vyjadrené v kapitolach 1.6 ((1.6.22) az
(1.6.25)) a 1.7 ((1.7.17) az (1.7.20)). Pre ich vypocet boli vytvorené samostatné programy,
ktoré vyuzivaju hodnoty vypocitané v predchadzajticej kapitole. Ukazalo sa, Ze konkrétne
rovnice na vypocet jednotlivych zloziek st pomerne dlhé. Niektoré su uvedené v skratenom
tvare.

5.1 Pridavna hmotnost’

Tenzor pridavnej hmotnosti pocitany pomocou rovnice (1.6.22) ma numerické
vyjadrenie:

S
Xt —A

Mis = 3 2] (b (60) (30 +4)) - (R (6 J+hy (%, +a)) [ 62.)

—y33
X=Xy
S4
Xt =A

M, =p ng%A[(hz (xfl,x2)+ h, (xfl,x2 +A))—(h2 (x1SZ : x2)+ h, (xlSz X, +A))} . (5.1.2)

g

Ma=p 3 ZA[ (068 ) +h (g e a08))~(n (46 +h (g +a0d)) [ 613
X =x7

S2
X2 -A

M,, =p —A[(hz(xl,x§3)+h2(xl+A,x§3))—(hz(xl,x§4)+h2(x1+A,x§4))}. (5.1.4)

>‘1:"15’1 2

Podla rovnic (5.1.1) az (5.1.4) boli vypocitané vSetky zlozky tenzorov My pre s = 40, 90

a 140 mm. Okrem toho sa da vypocitat’ pridavnd hmotnost’ tuhého obdiZnikového telesa
Vv neobmedzenom priestore. V pripade, Ze pomer stran a/b = 5 (viz. Obr. 5.1), platia
pre zlozky pridavnych hmotnosti rovnice:

M,, =1,98p7b?; (5.1.5)
M, =1,21p7a’; (5.1.6)

azlozky M, a M,, sa rovnaju nule.

2b

X2

23

x1

Obr. 5.1 Tuhé teleso v neobmedzenom priestore
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Vysledky vypoctov (5.1.1) az (5.1.6) su znazornené v Tab. 5.1. Hodnoty M,, a M,
sa blizili nule pre vSetky vysky s, dajii sa preto povazovat za zanedbatelné. Clen M,
vyjadruje pridavnii hmotnost’ pre kmitanie v Smere osi X, a ¢len M,, vV smere 0si X,.
Vo vysledkoch je jasne vidiet' zvySovanie pridavnej hmotnosti s priblizujucou sa stenou.

s [mm] 40 90 140 -
M,, [kg]| 2,787 | 1,077 | 0848 | 0,622
M,, [kg]lo77 102|669 1072|629 10?| 0
M,, [kg]|835 107%°[5,66 107%[2,14 10| 0
M,, [kg]| 30,505 | 13,916 | 11,629 | 9,503

Tab. 5.1 Zlozky tenzorov pridavnej hmotnosti
5.2 Pridavné tlmenie

Z rovnice (1.6.23) ziskame pomocou (3.3.3) a (3.3.4) numerické vyjadrenia zloziek

tenzoru pridavného tlmenia Bj:

X34 —A
Bu=p ) Z (x1 X )vk(xfl,xz)+%(xf1,x2+A)vk(xfl,x2+A) —
%4 2 OX
; e , ‘ (5.2.1)
(6)2( )vk(xfz,x2)+a—2:(xfz,x2+A)vk(xfz,x2+A)ﬂ;
e s oh, (s s
2, 5. 32l [ S50 0. 25 ) 11, 8) |-
Xa x53 k
(5.2.2)
[ah (x1 X )vk(xfz,x2)+g—)r:2(xfz,x2+A)vk(xfz,x2+A)ﬂ;
k
“A s ahl
21 k"1 72 P k
B _pzs“; AH ( )v (x x3)+ax (x1+A X5 )v (X1+A X3 )}
. s . ‘ (5.2.3)
—[%(ny;“)w(XngS“)+£(X1+A1X25")Vk(X1+A,X§“)Hi
XA 2
B, =p ZS Z%A{(g_)r:z(xl’XZSS)vk(Xl’X283)+2_:2(X1+A7 X7 Vi (% + A X5 )J—
ot ‘ ‘ (5.2.4)

_[Z_:i(xl X5 Vi (% %" )+Z_:E(X1 AV, (X A )H
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Vysledky poéitané pre vsetky tri pripady vysky s st uvedené v Tab. 5.2. Vysledky majt
v porovnani s pridavnou hmotnostou radovo nizSie absolutne hodnoty a je preto kvoli
numerike tazsie urcit, kde sa jedna o vel'mi maly vysledok a kde sa jedna o vysledok nulovy.
Hodnoty zloziek B, a B,, vSak vzdy mali absolutnu hodnotu pohybujicu sa radovo okolo

10®, z &oho vznikol predpoklad, Ze sa mdzu povazovat za nulové.

[mm] | 40 90 140

-2,66 10°°|-25,510°|-1,80 10°°
-13,8 10°|-5,68 10°|-5,37 10°°
-2,74 10°|-259 107*|-209 10"
114,6 10°|-51,9 10°%|-271 10°®

Tab. 5.2 Zlozky tenzorov pridavného tlmenia
Hoci sa niektoré zlozky blizia nule, vSetky maju zdporni hodnotu. Z toho vyplyva, ze
za zadanych podmienok bude pri moznosti transla¢ného pohybu vo vSetkych troch pripadoch

dochadzat’ k samobudenému kmitaniu telesa.

5.3 Nelinearne pridavné timenie

Numerické zépisy zloziek nelinearneho pridavného tlmenia By, ziskame vyjadrenim
rovnice (1.6.24) pomocou (3.3.3) a (3.3.4):

et B (G (Soenea] ]

2 2 (5.3.1)
a S a S .
(e aFieni]
R oh, oh, oh, oh,
Bui1z = Bz = ,0 232 |:£8:1 o (X1 ,X2)+a:1 ox (X1 X +A)j_
o 19 2 i (5.3.2)
oh, oh, /s, 0 2 _
_[a_:?a_xl(xl ,xz) ahl o (Xl X2 +A)J_'
Bui = PX23IZ_1: {[[ ( Xz)] + Z_r;lz(xfllxz +A)J ]
e (5.3.3)

[Bes](Reenes] |
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1 S&1 N o)
Bu2u prl_xﬁ;EA [(a_hll(xpxza)j +[6:I1(X1+A,Xz3)j ]
, , (5.3.4)
e e
oh, oh, s,\ , oh, oh, S5
Buziz = Byom = XZXSlg {(8:1 X (Xi!xz )+6_|;I1§I(X1+A,X2 )j_
(5.3.5)
oh, oh, 5.\, o ah
_(a_xla—xl(xi,x2 ) o ox (X1 +A, X5 )ﬂ
&1 e N
Buzz = Z Z;,E {K (Xl X5? )j +(6_X|2(X1+A'X23)J ]
o (5.3.6)

B (]

Z vypocitanych hodnoét sa za nulové a teda zanedbatel'né daju povazovat’ zlozky By,;,, By
By, @ Bygp, - Vysledné hodnoty st vyjadrené v Tab. 5.3. Vo vysledku ¢lenov By,,, @ By,

je vidiet, ze ich hodnoty sa nemenia imerne so zmenou vysky tunela S. Hodnoty ostatnych
clenov (By,y; a By, ) S rastiicou vyskou narastali.

s [mm] 40 90 140
By [K9/m] 3,54 10°(11,810° | 859 10°
By = Bui [K0/M][1,62 10° | 1,53 10° |1,45 10°
By [Ko/m] 178,210 | 142 10° | 773 10°
By, [ko/m]  [-392 10°|-22,6 1072[20,8 102
Byziz = Buz [K@/M][9,45 10| 1,30 10 |-170 1073
By [ko/m]  |-44510°|-19,4 10° |-16,7 10°

Tab. 5.3 Zlozky tenzorov nelinedarneho pridavného tlmenia

5.4 Staticka vztlakova sila

Pre silu F,; (1.6.25) platia numerické vztahy:
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oo, S Lal( 000 ()
: > (5.4.1)

X=x2 J=1
_(vgj (xlSZ , x2)+v§j (xlSZ X, + A))J;

S

2 2
Fou =50 2 D2 (028 v, (6 + 28 - (5.4.2)
(

X St J:]_

(vOJ (xi,x 3)+v o x1+A,x253))]

Vo vysledkoch je vidiet, ze zlozka F,, sa blizi nulovej hodnote, ¢o spiiia predpoklady. Sile
v smere X, sa absolitna hodnota zvySovala s rasticou hodnotou s (viz. Tab. 5.4).

s [mm]| 40 90 140
Fo: [N] |1,80 10°|-13,8 10°|-946 10°°
Fo. [N] 5,18 10°}-1,20 10°}-1,14 10°°

Tab. 5.4 Zlozky statickych vztlakovych sil

5.5 Pridavny polirny moment zotrvac¢nosti

Pridavné ucinky rota¢ného pohybu maji vzdy len jednu zloZzku. Jedna sa teda o ska-
lary. Vyplyva to z faktu, Ze teleso ma v 2D len jeden stupenn volnosti. Numericky vypocet

pridavného polarneho momentu zotrvacnosti J, ziskame rozpisanim rovnice (1.7.17):

]
X=X,

+[6h (x5 )+ (% +A)h (67 %, +A) ]| + (55.1)

+p{X522A[xlh(xl, X5 )+ (X +A) (X +A, %7 )]—

X1="1Sl

X34 —A
Jo zp{ > —[xzh(xlsl,x2)+(x2+A)h(xf1,x2+A)]+

_[th(xl,xzs“)+(x1+A)h(xl+A,x234 )]}

Vysledné hodnoty su uvedené v Tab. 5.5, kde je jasne vidiet, ze hodnota J, sa s rozSirujucim
tunelom zniZzuje podobne ako pridavna hmotnost’ M;. Vysledky sa pohybuji v radovo

nizsich hodnotach kvoli malym rozmerom telesa.

s [mm] 40 90 140
J» [kg-m’l6,08 10?(3,36 10(3,12 10°

Tab. 5.5 Pridavné polarne momenty zotrvacnosti
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5.6 Pridavné torzné tlmenie

Z rovnice (1.7.18) dostaneme pre sucinitel’ pridavného torzného timenia B numericky
vypocet:

o RN

X,=x8 i=1 i
{xzvg—f_h(xfﬂx) (%, +A) af (%%, +A)}}
+p{12512[

x=x1 i=1

{&%(m@) (x+2) aa, (% + A% )}}

(5.6.1)

5 )+ 8) 2 )}

Vysledky boli opét’ urované pre tri vysky tunelu s a st uvedené v Tab. 5.6.

s [mm] 40 90 140
B [kg-m?/s][11,8 10°(32,3 10° 15,0 10°

Tab. 5.6 Sucinitele pridavného torzného tlmenia

Podobne ako v pripade translatného pohybu sa absolutna hodnota tlmenia zvySovala s roz-
Sirujicim sa tunelom. V tomto pripade boli vSak vSetky hodnoty kladné. Pri moznosti
rota¢ného pohybu okolo taziska by teda nedochddzalo k samobudenému kmitaniu, hoci sa
jedna o ta ista tlohu. To znamend, ze samobudené kmitanie nie je zavislé len na tvare telesa
a priestoru, ktory ho obklopuje, ale aj na spoésobe uchytenia.
5.7 Nelinearne pridavné torzné timenie

Sucinitel’ nelinearneho pridavného torzného tlmenia B, mé podl'a (1.7.19) vyjadrenie:

YR M

X, )(53 i=1

+[x2 (g_z(xfz,xz)jz+(XZ+A)[§_Q(@2,XZ+A)I”+
+%p{&i{x{%(& X )jz +(X1+A)(§—2(X1+A,X? )ﬂ—

{Xl[ﬁ_)z(&,x&)jz (4 +A) (% X +A xs‘t)ﬂ}

(5.7.1)
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Vysledky B, dosahuju absolutne hodnoty pohybujtce sa radovo okolo hodnoty 107, ¢o sa

s ohl'adom na presnost’ iterovanych veli¢in 10° neda povazovat za relevantné. Vsetky
vysledky st vyjadrené v Tab. 5.7, vyznam ma vSak len vysledok pre s = 140 mm.

s [mm] 40 90 140
By [kg-m’][-13.4 10%2|-8,07 10%2-13,2 10°°

Tab. 5.7 Sucinitele nelinearneho pridavného torzného timenia
5.8 Staticky kritiaci moment

Staticky krutiaci moment M., ktory znizuje vplyv budiaceho kratiaceho momentu

M, bol vypocitany numerickym vyjadrenim rovnice (1.7.20):

xg“—A 2
M =—%p{ > Z—[xzvgi(xfl,xz)+(x2+A)v§i (xfi,x2+A)]+

33 =
X=x3 1=l

+|:X2V§i (Xisz ) X2)+(X2 +A)V5 (Xlsz %2 +A)}} "

+P{X§Ai[&v§i (Xl X )+ (% +A)VG, (Xl +AX )]_

(5.8.1)

x1:x151 i=1

_[legi (X006 )+ (% + AYVE (% + A, XG0 )J}

Jeho vysledky dosahuju (podobne ako vysledky B, ) ve'mi malych hodnét (viz. Tab. 5.8) a
vzhl'adom na presnost’ iteracnych vypoc¢tov nemaji vyznam. S prihliadnutim k vysledkom
statickej vztlakovej sily F, pri translacnom pohybe je zjavné, ze M,, musi mat’ rddovo
nizsie hodnoty kvoli malym rozmerom telesa. Staticky krutiaci moment sa teda v danej tilohe
da povazovat’ za zanedbatel'ny.

s [mm] 40 90 140
M [N-m]|-65,7 10%2]-27,3 102|-28,9 10

Tab. 5.8 Statické krutiace momenty
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6 Navod k programom

Vsetky vypoCty prebiehali v programe Matlab, kde bolo vytvorenych Sest’ vypocto-
vych a jeden vykresl'ovaci program. Kazdy z nich v sebe obsahuje popisky jednotlivych Casti.

6.1 Iteracné programy

Boli vytvorené Styri iteratné programy pre vypoCet potencidlu ¢ a funkcii h;

(pripadne h) a ich derivacii podl'a polohy v ulohach tvarovo podobnych zadaniu tejto prace.
V kazdom programe je prvy odstavec venovany zadaniu pozadovanych rozmerov, vstupnej
rychlosti a poctu iteracii. VSetky rozmery su zadavané od l'avého horného rohu domény.
Zmena zadanych parametrov ulohy sa teda jednoducho dosiahne prepisanim tychto hodnot
vV prvom odstavci. Programy po spusteni automaticky rozdelia priestor rovnomernou sietou
s milimetrovymi bunkami a iteruju funkciu, pre ktorej vypocet su ur¢ené. Po dosiahnuti
pozadovaného poctu iterdcii okamzite vypocitaju aj derivacie podla polohy. Programy st
uvedené v prilohe a maju za Gcel vypocitat’ veli¢iny uvedené v Tab. 6.1.

Nazov programu Pocitané veliciny

potencial fi.m 0, Vy;
0

translacia funkcia hl.m hl, —hl
- - oX

oh,

translacia funkcia h2.m hz, -
- - OX;

oh

rotacia funkcia h.m h, —

- - OX

Tab. 6.1 Pocitané veliciny iteracnych programov
6.2 Pridavné programy
Dalsie dva vypoétové programy st uréené pre vypocet pridavnych éinkov:

a) translacia pridavne ucinky.m je program obsahujuci rovnice (5.1.1) az (5.1.4)
a (5.2.1) az (5.4.2). Vypocita pridavné ucinky translacného pohybu pomocou vysledkov
Z programoV potencial fi.m, translacia funkcia hl.mad translacia funkcia h2.m.

b) rotacia pridavne ucinky.m vypo€ita pridavné ucinky rota¢ného pohybu
z rovnic (5.5.1) az (5.8.1). Pouziva pri tom hodnoty z programov potencial fi.m

d rotacia funkcia h.m.

Okrem toho je priloZeny program vykreslovac_ kontur.m, ktory vykresl'uje vyplnené
kontlry volenej veli¢iny. V prvom kroku ndjde maximalnu a miniméalnu hodnotu, podl’a ¢oho
vytvori farebnu stupnicu. Nésledne kazdému uzlu domény priradi jeden farebny pixel podla
hodnoty volenej veli¢iny a vykresli. Oznacéenie pozadovanej veliCiny treba zadat namiesto
podciarkovnikov v piatich poznamkou zvyraznenych riadkoch.
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Utelom diplomovej prace bola demonstracia vypoétu pridavnych G¢inkov na teleso
vystavené rovinnému prudeniu idedlnej kvapaliny. Teleso mohlo vykonavat’ bud’ translacny,
alebo len rotacny pohyb. Realizicia vypoctov pridavnych uUc¢inkov je zavisla na rozlozeni
hodndt pociatonej rychlosti a umelo vytvorenej funkcie h; po povrchu skimaného telesa.

Prave kvoli ur€eniu tejto funkcie nemohli byt hodnoty veli¢in na okraji pocitané pomocou
programu Ansys - Fluent, ako sa povodne zamyslalo. Ich vypocet bol teda od zakladu
nadefinovany v programe Matlab.

Numericky iteratny vypocet pozadovanych veli¢in na okraji telesa je zalozeny
na nahrade Laplaceovej rovnice a okrajovych podmienok pomocou Taylorovho rozvoja.
Odvodena itera¢nd metdda je obmedzend na pravouhlu siet. Z toho vyplyvaji tvarové
obmedzenia telesa, ktorého pridavné G¢inky sa daju urit. V zadanej teoretickej tilohe sa
metdda osvedcila rychlou konvergenciou, o méa za nasledok moznost’ rychleho a presného
vypoctu. Rovnice pre vypocet samotnych pridavnych ucinkov obsahuju integraly iterovanych
veli¢in po povrchu telesa. V 2D tlohach sa vypocty zjednoduSia na integraly po krivke
(v tomto pripade useckach), ¢o sa da numericky nahradit’ pomerne jednoduchym a presnym
sposobom. Z vypocitanych hodn6t sa potvrdilo, Ze hodnoty pridavnej hmotnosti M;
(pripadne J,) sa SO zuzujicim sa okolnym priestorom zvy3ovali. Dalej bolo pomocou
vypocitanych hodndt pridavného tlmenia zistené, ze za rovnakych podmienok pradenia
a tvaru ulohy bude k samobudenému kmitaniu dochadzat’ len pri moznosti translacného
pohybu. V pripade torzného kmitania zavisia pridavné ucinky na polohe osi otaCania. Ak sa
vSak os nachadza v tazisku zadaného telesa, pri zvolenej rychlosti pradenia k samobudenému
kmitaniu dochadzat’ nebude.

Pre vypocet pridavnych uc¢inkov na teleso 'ubovol'ného tvaru by bolo potrebné hlavne
zdokonalenie numerickych nédhrad Laplaceovej rovnice a okrajovych podmienok. V pripade,
7e by bola navrhnuta metdda aplikovatel'na na volitelny tvar siete, bolo by mozné vypocet
S uvazovanim idedlnej kvapaliny vyuZivat na priblizné odhady moznosti samobudené¢ho
kmitania v praxi.
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Zoznam pouzitych symbolov a skratiek

- druha viskozita [Pa-s]
- sti¢initel’ torzného tlmenia [N-m-s][kg-m?-s™]
- tenzor timenia [N-m™-s][kg-s™]

o o o

=

- st¢initel’ pridavného torzného tlmenia [N-m-s][kg-m?-s™]
- tenzor pridavného tlmenia [N-m™-s][kg-s™]

- sti¢initel’ nelinearneho pridavného torzného timenia [kg-m?]

- tenzor nelinearneho pridavného tlmenia [kg-m™]

=
=
E

- rychlost §irenia tlakovej viny (zvuku) [m-s™]
- integra¢na funkcia [m-s™]

O° m mwww

- tenzor rychlosti deformacie [s™]

D

- vSeobecna funkcia
- budiacasila [N]

- staticka vztlakova sila [N]

—~ —h
N o

-n
o

- sila od vonkaj$ieho prostredia [N ]

T
w

- povrchova sila [N]
- v§eobecna funkcia

(o]

- gravitaéné zrychlenie [m-s~]

«

- umelo vytvorena funkcia (pri idealnej kvapaline, torznych kmitoch) [m?]
- umelo vytvorena funkcia (pri idealnej kvapaline, translacnych kmitoch) [m]

> =

- polarny moment zotrvaénosti [ kg-m?]

[ SR

o

- pridavny polarny moment zotrvacnosti [kg-m?]
- sucinitel’ torznej tuhosti [N-m]

- tenzor tuhosti [N-m™]

- hmotnost’ [kg]

- tenzor hmotnosti  [kg]

~ X

3 3

- tenzor pridavnej hmotnosti [Kg ]

=

- budiaci krttiaci moment [N-m]

e

- staticky kratiaci moment [N-m]

w X
%)

- moment od povrchovych sil [N-m]
- normalovy vektor [-]

- poradové ¢islo  [-]
-tlak [Pa]
- pociato¢ny tlak [Pa]

czPzZ2 2L

e
o

- vyska tunelu [m]

- plocha, povrch telesa [m?]
. - povrch steny telesa [ m?]

- Cas [S]

- »nm ;m®»
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t - pociatoény ¢as [S]

U, - posunutie [m]

u; - rychlost’ (derivacia posunutia podla ¢asu) [m-s™]

Thy - zrychlenie (druh4 derivacia posunutia podl'a asu) [m-s7]

U - substitu¢na funkcia [Pa]

v, - rychlost kvapaliny [m-s™]

Vo - pociato&na rychlost’ kvapaliny (stacionarna zlozka rychlosti) [m-s™]

Vi - vstupna / vystupna rychlost [m-s™]

Vo) - normalova zlozka vstupnej / vystupnej rychlosti [m-s™]

% - objem [m®]

i - objem neuvazujuci povrch [m?]

W, - nestacionarna zlozka rychlosti [m-s™]

X - v§eobecna premenna

X; - polohovy vektor [m]

Xoi - poCiato¢na poloha [m]

y - v§eobecna premenna

Q - umelo vytvorena funkcia (pri realnej kvapaline, torznych kmitoch) [m-s™]
o - umelo vytvorena funkcia (pri realnej kvapaline, translaénych kmitoch) [s™]
p - umelo vytvorena funkcia (pri realnej kvapaline, torznych kmitoch) [Pa]

B - umelo vytvorena funkcia (pri realnej kvapaline, translaénych kmitoch) [Pa-m™]
r - povrch okolia [m?]

'y - povrch steny okolia [m?*]

) - Diracova funkcia (jednotkovy impulz) [s™]

J; - Kroneckerove delta [-]

Eij - Levi-Civitov tenzor [-]

o - potencial podiato¢nej rychlosti [m?-s™]

Q - uhol natoc¢enia [rad]

o - rychlost’ natogenia (derivéacia uhlu natoenia podla ¢asu) [rad-s™]

o~ - zrychlenie natodenia (druha derivacia uhlu nato¢enia podl'a ¢asu) [rad-s?]
n - dynamicka (Smykova) viskozita [Pa-s]

IT; - nevratna Cast’ tenzoru napatia [Pa]

o) - hustota kvapaliny [kg-m™]

o - nestacionarna zlozka tlaku [Pa]

op - tenzor napidtia [Pa]

T - casovy usek [t]

7 - vratna Cast’ tenzoru napétia [Pa]

o; - tenzor rychlosti rotacie [s™]

Q - vektor viru rychlosti [s7]

A - dizka hrany $tvorcovej bunky [m]
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CFD - computational fluid dynamics (programy pre vypocet dynamiky kvapalin)
G-O veta - Gauss-Ostrogradského veta

N-S rovnica - Navier-Stokesova rovnica

RK - rovnica kontinuity
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