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Uvod

Cilem této bakalarské prace je ¢tenafe seznamit s programem pocitacové al-
gebry Maxima, zpracovat vybrané partie algebry a provést ¢tenafe fesenim jejich
prikladt za pomoci programu Maxima.

Program maxima se zabyva manipulaci symbolickych a numerickych vyrazu.
Tyto programy fadime do tzv. systémt pocitacové algebry (oznacované pod zkrat-

kou CAS z anglického: Computer algebra system). Existuji jak komer¢ni, tak

veve

veve

GULAR a zejména Maxima. Jako jeden z prvnich CAS systémi byl program
Macsyma (MAC’s SYmbolic Manipulator), ktery byl vyvinut v roce 1968 v MIT
(Massachusetts Institute of Technology).

Maxima byla roku 1982 vyvinuta profesorem Williamem F. Shelterem z Uni-
verzity Texas jako verze programu Macsyma. Program je napsan ve funkcionalnim
programovacim jazyce LISP, pfesnéji v jeho dialektu Common Lisp, se kterjm se
autor tohoto textu seznamil v priibéhu svého studia na této fakulté. Roku 1998
se profesoru Shelterovi podarilo ziskat povoleni na zvefejnéni zdrojového kédu
DOE Macsyma od Department of Energy pod licenci GNU General Public Li-
vSechny jeho odvozena dila. Dva roky poté inicializoval na SourceForge samotny
projekt MAXIMA, o jehoz udrzbu se staral az do své smrti v roce 2001.

Program se stal natolik populéarni, Ze se kolem néj vytvorila silna komunita,
ktera se stard o vyvoj programu dodnes. Posledni verzi programu na opera¢nim
systému Windows je Maxima 5.31.2 (2013-10-08), s kterou budeme pracovat
i v naSem textu. Maximu lze spustit na vice operacnich systémech, kromé Win-
dows se jedna také o Linux a MacOS X. Jak jiz bylo feceno, Maxima zvlada
manipulaci se symbolickymi a numerickymi vyrazy, véetné derivace, integrace,
Taylorovych polynomil, feseni obecnych diferencialnich rovnic a feseni soustavy
lineadrnich rovnic. Zvlada praci s mnozinami, vektory, maticemi a polynomy, coz

nas v tomto textu bude zajimat nejvice.
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1 Instalace a prvni prohlidka programu

1.1 Instalace programu Maxima

V této casti textu si projdeme samotnou instalaci programu. Veskeré insta-
lacni soubory si mizeme volné stahnout na strance http://sourceforge.net/
projects/maxima/files/, kde si mizeme vybrat z verzi jak pro operacni sys-

témy Windows, tak i pro Linux.

1.1.1 Instalace Windows

Po stazeni posledni verze programu, tedy verze 5.31.2, spustime instalacni
soubor. V priitbéhu instalace budeme vyzvani k souhlasu s licen¢nimi podminkami.
Po odsouhlaseni podminek vybereme slozku, do které bude program nainstalovan.
V dalsim kroku mame moznost vybrat komponenty, které budou nainstalovany.
My vybereme moznost Full instalation, a tim nainstalujeme vse.

V dalsim okné muzeme zvolit pojmenovani slozky nebo zaskrtnout jeji ne-
vytvofeni v nabidce start. Po stisknuti tlacitka Next se objevi predposledni di-
alogové okno, kde nastavime, zda chceme vytvorit zastupce na plose ¢i nikoliv.
V dalsim kroku si prohlédneme kompletni nastaveni instalace a stisknutim tla-
¢itka Install zapocne samotna instalace. Po precteni readme souboru klikneme

na tlac¢itko Nezt a instalaci ukoncéime stisknutim Finish.

1.1.2 Instalace Linux

Nyni ukédZeme jak program nainstalovat v linuxové distribuci Ubuntu (verze
10.04.1). Jednou z moznosti je spustit aplikaci Centrum softwaru pro Ubuntu,
kterou najdeme v zalozce Aplikace. Poté ve spusténé aplikaci vyhledame program
wxMaxima a kliknutim na Nainstalovat spustime instalaci.

Druhou moznosti je instalovat pres Termindl. Ten najdeme v zalozce Aplikace
> Prislusenstvi. Zde staci napsat ptikaz ,sudo apt-get install wrmazima®. Po
stisknuti klavesy enter budeme vyzvani k ovéreni hesla spravce, bez né¢hoz by

neslo aplikaci nainstalovat. Po tispésné autorizaci se spusti instalace.
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1.2 Prvni prohlidka programu

V této podkapitole provedeme ¢tenafe spusténim programu a zakladni praci
s prikazovym fadkem, soubory a napovédou. Zminime se také o tom, jak program

ukondit.

1.2.1 Spusténi programu

Program mutzeme spustit jako konzolovou aplikaci XMaxima nebo s podporou

grafického uzivatelského rozhrani wxMaxima. V dal$im textu budeme pracovat
s variantou wxMaxima, ktera je z pohledu uzivatele mnohem pohodInéjsi nez
XMaxima. OvSem méjme na paméti, ze se jedna stale o stejny program,
a tedy v obou verzich mtizeme vyuzivat stejné funkce. V systémech Windows staci
poklepat na ikonu wxMaxima. V pripadé Ubuntu najdeme program wxMaxima
v zalozce Aplikace > Véda > wrMaxima nebo program spustime v prikazovém
radku prikazem ,wrmazxima“.

Po zapnuti si mtizeme vSimnout, Ze je aplikace vybavena bohatym menu, které
nam kromé obvyklych polozek jako je vytvoreni, otevieni, uloZeni, exportovani
souboru a vypnuti programu nabizi mnoho dalsich funkci. Diky témto predde-
finovanym funkcim je prace mnohem pohodlnéjsi a efektivnéjsi. Neni tieba si
pamatovat velké mnozstvi ptfikazi pro nasi budouci praci s programem. Ovsem
zkuSenéjsi uzivatel postupem casu nejspise upfednostni piimo psani piikazi do

prikazového fadku pred hledanim potfebné polozky v menu.

1.2.2 Prikazovy radek

Abychom mohli zac¢it s programem Maxima pracovat, musime se nejprve se-
znamit s pravidly pro zapisovani vyrazi do prikazového radku. Kazdy vyraz musi
byt ukoncen stfednikem. Samotné vyhodnoceni fadku probéhne po stisknuti kla-
vesy Shift + Enter. Je povoleno do jednoho fadku vepsat vice vyrazi, ovsem
kazdy z nich musi byt ukoncen strednikem. Stejné tak je mozné vyhodnotit za-
roven vice radki, které mtzeme psat pomoci klavesy Enter. Pokud je uzivatel

zvykly na opacné chovani klaves Enter a Shift + Enter, muze si jejich funkc-
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nost v programu zameénit. V menu vybereme sekci Editovat a vybereme polozku
Nastaveni. Zde zaskrtneme moznost , Enter vyhodnocuje vyraz“. Po stisknuti
tlacitka OK budou funkce klaves Shift + Enter a Enter prohozeny. V ukézce

provedeme vyhodnoceni dvou prirozenych ¢isel v jednoradkovém i viceradkovém

prikazu.
(%i1) 15 20;
(%01) 1
(%02) 20
(%i3) 1;

20;
(%03) 1
(%04) 20

Vsechny vstupy (z anglického input) jsou v piikazovém Fadku oznaceny jako
(%ix), vystupy (z anglického output) jako (%ox), kde x je pfirozené ¢islo. Snadno
se tedy mtzeme odkazovat na jiz vyhodnocené vyrazy.

Pro potladeni zobrazeni vysledku vyhodnoceni slouzi znak $, ktery zapisujeme
na konci prikazu misto stiedniku. I kdyz vysledek nezobrazime, mame moznost
s nim dale pracovat. Vyhodnoceni vyrazu bez zobrazeni vysledku a nasledné

pouziti tohoto vyrazu si mizeme demonstrovat nasledujici ukazkou.
(%15) 6+21$
(%i6)  hob/3;
(%06) 9
Nechceme-li vyraz vypocitat, ale jen ho vypsat do vystupu, vlozime pred vyraz

apostrof *. V ptikladu pouzivame funkei diff(), ktera slouzi k derivovani. O tom,

s jakymi argumenty ji 1ze volat, se dozvime v podkapitole 3.5.
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(%i7) ’diff(x"3 + 3*x + 2, x, 1);
(%o7) L (&% 432 +2)
dz

Pokrocilejsi uzivatel jisté oceni naseptavac, ktery po stisknuti klaves Ctri+K
automaticky doplni rozepsany nazev funkce nebo nabidne moznosti vsech funkci

obsahujici rozepsany fetézec znaki.

1.2.3 UloZeni, nacteni, export a tisk souboru

Béhem prace mizeme kdykoli svou rozdélanou praci ulozit a pozdéji znovu na-
¢ist. Zminéné moznosti nalezneme v menu pod polozkou Soubor nebo pouzijeme
standardni klavesové zkratky Ctrl+S pro ulozeni souboru a Ctrl+QO pro otevieni
jiz uloZeného souboru. Soubory jsou ukladany ve formatu *.wzm jakozto zkratky
wxMazima dokument. Program podporuje export do jazyka HTML a také do ja-
zyka TEX, coz je i pro tvorbu tohoto textu velmi uzite¢na funkce programu. Tisk

najdeme v menu Soubor a polozce Tisk. Pripadné staci pouzit zazitou klavesovou

zkratku Ctri+P.

1.2.4 Napovéda

Je bezesporu neoddélitelnou soucasti programu. Napovéda obsahuje rozsahlou
dokumentaci vsech funkci programu. Jedinou nevyhodou stale ztustava absence
ceské verze tohoto manualu. Proto miize byt pro zacatecnika obtizné se v samotné
napoveédé danych funkci popsanych v odbornéjsim anglickém jazyce orientovat.
Napovédu spustime klavesou FI nebo v menu Napovéda polozka Napovéda pro-
gramu Mazima. Nemusime ovSem hledat vzdy jen v napovédé. Piimo
v ptikazovém fadku si mizeme pomoci funkcemi describe(), example(), apropos().

Funkce describe() nam vypise popis dané funkce, jejiz nazev vlozime jako
argument do zavorek. Na vystupu vraci hodnotu true, jestlize najde napovédu
zadané funkce v argumentu. Pokud ji nenalezne, vrati hodnotu false.

Nyni jsme schopni zjistit, jaky vyznam dand funkce ma. Ovsem ptiklady po-
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v/

nam slouzi funkce ezample(). Jiz z ndzvu mtzeme odhadnout, Ze funkce example
bude vypisovat priklady pouziti funkce zadané v argumentu. Program dané pti-
klady nevypisuje pouze jako text, ale saim je zadava a vyhodnocuje, takze se na
né muzeme odkazovat.

Pro hledéni funkei obsahujicich dany fetézec pouzijeme funkei apropos(), které
jako argument predame fetézec znakd. Na vystupu poté najdeme seznam funkci
spliujicich tuto podminku. Jelikoz se jedna o fetézec znak®, musime argument
vepsat do uvozovek. Chceme-li o danych funkcich zjistit vice, pouzijeme jiz pro

nas znamé funkce describe() nebo example().

1.2.5 Ukonceni programu

Pro ukonceni programu wxMaxima zvolime v menu Soubor a moznost Ukon-
¢it. Aplikace se da ukoncit také klavesovou zkratkou Ctri+(@Q. Pokud svoji dosa-

vadni praci nemame ulozenou, budeme vyzvani, zda ji chceme ulozit ¢i nikoliv.
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2 Zakladni uzivatelska vybava

V této kapitole se seznamime se zakladni vybavou pro praci v programu wx-

Maxima. Pro lepsi pochopeni budeme vzdy udavat i nadzorné priklady.

2.1 Standardni operace

Program pouziva klasickou infixovou notaci, tedy takovou, kdy se operator
piSe mezi dva operandy. Takze jisté nebude zadny problém s klasickymi opera-
cemi, které zastupuji standardni znaky +, -, * a /. N-tou mocninu ¢isla x miizeme
vyjadriit za pomoci stiisky takto: x"n. Ekvivalentné ji také lze vyjadfit znakem **,
tedy x**n. Odmocniny miZeme zapisovat formou mocniny. Pro druhou odmoc-
ninu mizeme zvolit funkei sqrt(), ktera jako argument bere ¢islo, které hodlame
odmocnit. Uzivatel musi dbat na priority jednotlivych operaci a uzavorkovani

vyrazi. V prikladu si ukazeme, jak je uzavorkovani dilezité.
(hil) x**3+4;
(%ol) 2* +4

(hi2)  x**(3+4);

(%02) 27

2.2 Zapis matematickych konstant

Jedna se o tyto konstanty: Eulerovo ¢islo, imaginarni jednotka, Ludolfovo
¢islo, kladné nekonecno, zaporné nekonecno, logickd pravda a nepravda. Pro jed-
noduchost jisté postac¢i piima demonstrace zapisu téchto konstant v prikazovém

rfadku presné dle jiz zminéného potadi.
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(%110) Y%e;
hi;
hpi;
inf;
minf;
true;
false;

2.3 Prirazeni hodnot, vyrazu a funkci

U hodnot a vyrazli, které mohou obsahovat i dalsi proménné, realizujeme
pritazeni pomoci dvojtecky. Pro vytvofeni funkce jedné nebo vice proménnych
vyuzivame kombinace znaktu ,:=“. Do zavorek za jméno funkce vlozime nazvy

proménnych oddélené ¢arkou. Vytvorime tedy vyraz f a funkci g(x).
(hil7) f: x72 + 3;
(%o017) x* +3

(%118) g(x) := x"2 + 3;
(%018) g (x) := 2> + 3
Pro ziskani hodnoty funkce g(z) v bodé t¥i pouzijeme nasledujici piikaz.

(%119) g(3);

(%019) 12
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Pokud bychom chtéli vyhodnotit piikaz f(3);, skonéilo by vyhodnoceni chy-
bou, jelikoz f neni funkce, a tedy neocekava zadny argument. Pritazené hodnoty
zrusime piikazem kill(), ktery jako argument bere ndzev proménné, u které se ma
pfifazeni zrusit. VSechny proménné zrusime piikazem kill(all).

2.4 Presnost a zobrazeni realnych d¢isel

Pro tyto ucely si vystacime s polozkou Numerické vypocty v hlavnim menu.
Dale se budeme odkazovat pfimo na polozky tohoto podmenu. Pokud chceme
misto symbolického tvaru ¢isla pouzivat tvar numericky, pouzijeme polozku
v menu Prepnout numericky vystup. Pokud chceme pievést na numericky tvar

pouze dany vyraz, pouzijeme moznost Prevést na float (plovouci tadovd carka)

(%i21).
(%i20) Y%pi;
(%020) =
(%i21) float (%), numer;
(%021) 3.141592653589793
Nestaci-li ndm standardni pocet Sestnacti zobrazenych cifer, miizeme pomoci
Nastavit presnost. .. pocet cifer zvysit ¢i snizit (%i23).
(%123) fpprec: 50;
(%023) 50
Zména se ovsem projevi pouze pokud zvolime v menu moznost Presnost big-
float (%i24).

(%i24) bfloat (%pi);
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(%024) 3.141592653589793238462643383279502884197169399375150

Ve vystupu (%024) ndm pismeno ,,b“ oddéluje desetinnd mista od exponentu.

Vystup bychom tedy mohli napsat také takto:

3.1415926535897932384626433832795028841971693993751 - 10°

2.5 Komplexni cisla

Komplexni ¢isla zapisujeme v algebraickém tvaru, tedy ve tvaru a + b1, kde a,
b € R a i je imaginarni jednotkou, kterou zapisujeme pomoci znaku %i. Zavedeme

si tedy dvé komplexni ¢isla 21, 22.

(%i26) =z1: 4+3x%%i;
z2: 1+5%%1i;

(%026) 3i+ 4
(%027) 5i+ 1

S komplexnimi ¢isly lze provadét standardni operace. Ziskdme tedy naptiklad

podil zavedenych komplexnich ¢isel.
(%128) z1/z2;

31+4
51+1

(%028)

Pro ziskani zékladniho tvaru pouzijeme funkci rectform(). Chceme-li ziskat
realnou ¢ast komplexniho ¢isla, pouzijeme funkei realpart(). V ptipadé imaginarni
¢asti pouzijeme funkci imagpart(). Prevedeme tedy komplexni ¢islo z vystupu

(%028) do zdkladniho tvaru a poté ziskdme jeho redlnou ¢ast.
(%129) rectform(%);

19 174
20 =2 _ "~
(%029) 56 = 36
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(%i30) realpart(%);

19

Absolutni hodnotu komplexniho ¢&isla ndm vrati funkce abs(). Argument kom-
plexniho éisla potom vraci funkce carg(). Chceme-li komplexni éislo zobrazit

v exponencialnim tvaru, pouzijeme funkci polarform().
(%i31) abs(zl);
(%031) 5

(%132) carg(zl);

3
(%032) atan (Z)
(%133) polarform(zl);

(%033) 5etan(2)

Touto kapitolou jsme ziskali zdkladni Groven pro praci v programu Maxima.
Pro nase ucely je tato troven dostacujici a muzeme prejit k dalsi kapitole této
prace. Pokud budeme v priibéhu prace vyuzivat pro nas zatim neznamou funkci,

vzdy jeji popis a pouziti uvedeme.
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3 Prace s polynomy v programu Maxima

V této kapitole se zaméfime na praci s polynomy v programu Maxima. Sezna-
mime se s moznostmi zapisu polynomi, zakladnimi operacemi, funkcemi pro praci
s polynomy. Ukazeme si vypocet hodnoty polynomu v daném bodé, délitelnost,
nejvétsi spolec¢ny délitel, derivaci a hledani kofenti polynomu. U dilezitych pojmi
uvedeme vzdy i definici pro pfipomenuti. Cel4 teorie je prehledné zpracovana ve

skriptu [3].
3.1 Zapis polynomu
Ze vseho nejdiive si ujasnime, jak je polynom definovan.

Definice 3.1.1. Necht T je ¢iselné téleso,n € NU {0}, ag,a4,...,a, € T,z ¢ T

pak vyraz

f(l‘) = ang;” —+ an—1$n_1 +...+ax+ay= Z Cbil’i
=0

nazveme polynomem jedné neurcité  nad T, kde prvek a;z’ se nazjva ¢len i-tého
stupné a prvky ag,as,...,a, € T jsou koeficienty f(x). T[z] ozna¢ime mnoZinu
vSech polynomt jedné neurc¢ité x nad T. Vyraz f(z) v tomto tvaru budeme po-

vazovat za tzv. kanonicky tvar polynomu f(x).

Pfi zapisu polynomu v programu Maxima mame dvé moznosti. S prvni jsme se
jiz seznamili v podkapitole 2.3, kde jsme za pomoci fetézce ,,:=* definovali funkce.
Domluvme se, ze budeme vzdy polynom zapisovat v kanonickém tvaru. Tedy vzdy
budeme uvadét polynom jako sumu jednotlivych ¢lent (v roznasobeném tvaru)
a jednotlivé ¢leny budeme zapisovat sestupné podle vyse mocniny. Vytvorime

tedy polynom f(x) takto:

(%i1) f£(x) := 2*%x"4 - 3*x"3 + 4%x"2 - 5*x + 6;

(%ol) f(x):=2a"—32° +42°+ (=5)z+6
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Ekvivalentnim zapisem je pouziti funkce define(), které jako vstupni argu-
menty zaddme nazev polynomu s neurcitou a vyraz, ktery se danému nazvu pii-

fadi. Nyni tedy vytvofime polynom g(x).

(%12) define(g(x), x"2 - 3*x + 1);

(%02) g(x):=2*—-3x+1

U kazdého polynomu, s vyjimkou nulového (f(z) = 0), miZzeme urcit stupen

polynomu. Tento pojem nam objasnuje nasledujici definice.

Definice 3.1.2. Necht f(x) € T[z]. Pak stupném polynomu f(x) rozumime ¢islo
n € NUO pro které plati:

(a, #0) A (Vi€ N;i >n,a; =0)
Stupen polynomu f(x) oznacujeme symbolem: st f(z).

Predpokladame-li, Ze mame polynom v kanonickém tvaru. Pak pro zjisténi
stupné polynomu slouzi funkce hipow(). Funkce pfijima dva argumenty. Prvnim

je polynom a druhym je neurcita. Zjistime tedy stupen polynomu f(x).
(%13) hipow(f(x),x);

(%03) 4

Pred pouzitim je potieba mit polynom v kanonickém tvaru, jinak bychom
mohli dostat mylny vysledek. Pokusime se zjistit stupenn polynomu f(x) umoc-

néného na druhou.
(%i4) hipow(f(x)"2,x);
(%04) 4
Jak je vidét, dostali jsme opét stejny stupen, i kdyz by tentokrat stupen

mél mit dvojnésobnou hodnotu. Proto budeme vzdy funkce hipow() a lopow()
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pouzivat na polynomy v kanonickém tvaru.

P1i nasi praci mize nastat situace, kdy budeme potiebovat zjistit koeficienty
u jednotlivych ¢lent polynomu. K tomu nam poslouzi funkce coeff(), ptipadné
bothcoeff(). Obé jako argument berou polynom a neuréitou s mocninou, u které

se ma koeficient hledat. Funkce coeff() vraci samotny koeficient. V ukazkach obou

funkci budeme hledat koeficient u élenu s neurcitou 2.

(hi5)  f(x);
(%05) 2x* —32* +42> —51+6
(%i6) coeff(f(x),x"3);

(%06) —3

Funkce bothcoeff() vraci seznam, ve kterém je jako prvni uveden hledany

koeficient a jako druhy polynom bez clenu se zadanou mocninou.

(%17) bothcoeff(f(x),x"3);

(%07) [-3,22* +42% — 5z +6]

Nyni se pokusime ziskat vedouci ¢len polynomu. Tedy prvek a,z” polynomu
f(z) stupné n. Nejprve nalezneme stupeii polynomu n. Pomoci néj funkei coeff()
ziskame hodnotu koeficientu vedouciho ¢lenu. Nakonec vynasobime hodnotu ko-

eficientu a neurcité v prislusné mocniné n.

(%18) n:hipow(f(x),x);
coeff (f(x),x"n)*x"n;

(%08) 4
(%09) 2!

Daéle se podivame, jak je definovana hodnota polynomu v bodé.

Definice 3.1.3. Necht f(z) € T[z], f(z) = > ,az’, ¢ € T pak hodnotou
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n
polynomu f(z) v bodé ¢ rozumime > a;c’ .
i=0

Pro ziskani hodnoty polynomu v daném bodé ¢ staci zadat ptikaz f(c). Také
muzeme pouzit funkei subst(), kterd jako argumenty nejprve bere hodnotu, jakou
budeme substituovat, poté co budeme substituovat a jako posledni argument
udavame, kde budeme substituovat. Oba zptisoby nam ukéaze nasledujici ptiklad,

ve kterém budeme zjisfovat hodnotu polynomu f(z) v bodé c.
(%i10) f£(c);

(%010) 2¢* =3¢ +4c* —5¢+6

(%1i11) subst(c,x,f(x));

(%ol1) 2¢* =3 +4c> —5¢+6
Prvni moznost je zcela jisté pfimocarejsi a pohodlné;jsi.
3.2 Standardni operace

Pfipomeneme si, jak je definovan soucet a soucin polynomt na T|x].

Definice 3.2.1. Necht f(z), g(z) € T[z], kde f(z) = apz"+an,_12" 4. . .+apz?,
g(2) = bpax™ + by 2™+ ...+ bex®, kde n,m € NU {0}. Na mnoZiné T[z]
definujeme soucet f(x) + g(z) a soucin f(z) - g(x) takto:

maz(m,n)
a) f(z)+g(x) = Z (a;+b;)-2", kde pro i > n (resp. i > m) polozime a; = 0
=0
(resp. b; = 0).

n+m

b) f(z)-g(z) = Z ci-x' kde ¢; = Zai,h-bh :
i=0 h=0
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Se standardnimi operacemi v programu Maxima jsme se setkali v podkapitole
2.1 a pfi praci s polynomy tomu neni jinak. Mizeme tedy provadét klasické
operace tak, jak jsme zvykli u ¢iselnych téles.

(hi12) f(x)+g(x);
f(x)-g(x);
f(x)*g(x);
f(x)/g(x);
f(x)"3;
(%012) 22* =32 + 52 —8x + 7
(%013) 22* —32* + 32 — 22 +5
(%o014) (2 —3z+1) (22* —32° +42° — 52+ 6)

22 — 322 +422—-5x+6
22 —-3z+1

(%016) (2a* — 32 + 42> — 52 4 6)°

(%015)

V ukézce jsme postupné ziskali vysledky souctu (%o012), rozdilu (%o013), sou-
¢inu (%o014), podilu (%o015) polynomi f(z) a g(x) a umocnili jsme polynom f(x)
(%016).

Nyni se zamérime na to, jak je to s rovnosti dvou polynom1.

Definice 3.2.2. Necht f(z), g(z) € T[z], kde f(z) = apz"+a,_12" 4. . .+apz?,
9(2) = b @™ +bpp_ 1™ 4. Abpx®, kde n, m € NU{0}. Rekneme, Ze f(z) = g(z)
praveé kdyz plati:

[stf(x) =n=m=stg(x)] AN[Vie{0,1,...,n},a; =0b]

Rovnost dvou polynomi mtzeme ovérit v programu maxima za pomoci pii-
kazu is(), ktery vraci hodnotu true nebo false v zévislosti na vyhodnoceni ar-

gumentu funkce. Vyzkousime tedy rovnost polynomu f(z) a g(x).
(5hi17) is(f(x) = g(x));

(%017) false
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3.3 Rozklad polynomu

Polynomy nemusi byt vzdy v kanonickém tvaru. Mohou byt ve tvaru soucinu.
Za jakych podminek lze polynom prepsat do tvaru soucinu si pripomeneme

v definici.

Definice 3.3.1. Necht f(x) € T[z], stf(z) > 1. Rekneme, Ze f(z) je rozloZitelny
(reducibilni) nad T, jestlize

dg(x), h(z) € T[x], stg(x) > 1, sth(x) > 1 tak, ze f(x) = g(z) - h(x) .
V opacném ptipadé je f(z) nerozlozitelny (ireducibilni) nad T.

Jak jste si mohli vSimnout ve vystupech (%o014), (%015), (%016), jsme dostali
vysledny polynom v jiném nez kanonickém tvaru. Chceme-li polynom zobrazit
v kanonickém tvaru, pouzijeme funkci ezpand(). Funkce expand() sviij argument

roznésobi a zobrazi ho v kanonickém tvaru.

(%118) expand(%016);

(%018) 82' — 36 2™ + 1022 — 23127 + 456 2° — 73527 + 1024 2° — 1257 2° +
1344 2" — 1169 2° + 8822 — 540 + 216

Pro rozlozeni na souéin (faktorizovani) pouzijeme funkce factor()nebo gfac-
tor(). Funkce factor() se snazi sviij argument rozlozit ve tvaru sou¢inu nad redl-
nymi &sly. Tedy nedokéZe rozlozit polynom h(z) = x? + 1, coZ si ukdZzeme

v nasledujici ukazce.

(%119) factor(%o18);

(%019) (22* —32° +42° =52 +6)°

(%120) h(x):= x"2 + 1;

(%020) h(z) :=2* +1
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(%i21) factor(h(x));

(%021) 2* + 1

S timto rozkladem si ovSem poradi funkce gfactor(), které je urcena pro roz-
klad na sou¢in nad komplexnimi ¢isly. Ovétime tedy, zda funkce gfactor() rozloz

polynom h(x).
(%i22) gfactor(h(x));
(%022) (z —1i) (z+1)
Dalsi moznosti, jak zapsat polynom, je pomoci tzv. ,Hornerova pravidla“.
Uvedeme pouze vétu, diikaz je proveden naptiklad v [3].

Véta 3.3.1 (Hornerovo schéma). Necht T je komutativni téleso a f(x) = ag +
arr+asr’+. . +a,x" € Tlz],stf(x) =n > 1,c € T anecht q(z) = bg+bix+boz*+
oAby je Castecny podil a r je zbytek pii déleni polynomu f(z) dvojélenem

(r —¢). Pak plati: b,_1 = an, b0 = ap_1+cby_1,...,b0 = a3 + cby, 7 = ag + cby.

V programu Maxima k nému slouzi funkce horner(). Argumenty jsou polynom
a neurcitd. U polynomu s jednou neurcitou se neurcitd uvadét nemusi a staci

pouze jeden argument.

(hi23) f(x);

(%023) 22* —32° + 42> — 52 +6
(%i24) horner(f(x));

(%024) z (x (x (22 —3)+4)—5)+6
(%125) horner (f(x),x);

(%025) x (x (x (22 —3)+4)—5)+6
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Funkce vraci reprezentaci polynomu f(x) v zévislosti na vété 3.3.1, tedy
v zavislosti na Hornerovu pravidlu. My si nyni ukazeme, Ze tento tvar opravdu
vede na vypocet hodnoty polynomu f(z) v bodé ¢. Mame tedy polynom obecné
v tomto tvaru:

f(z) = apa"™ + ap_12™ 4 ...+ ap2®

Postupnym roznasobenim zavorek bychom zjistili, Ze néasledujici vyjadieni poly-

nomu f(z) je s predeslym ekvivalentni.

flz) =ap+x(a; + x(az + ... x(ap_1 + anx)...))
Pak tedy plati:

fle) =ap+clay + clas + ... c(an—1 + anc)...))

Budeme-li nyni do této rovnice postupné dosazovat vztahy z véty 3.3.1, dosta-
neme nasledujici tvary polynomu:

f(e) =ap + clar + c(az + . .. c(an-1 + buc) . ..))

f(e) = ao+ clay + clag + .. . ¢(bn-1) .. )

f(e) = ao + c(br)

fo=r.

To je presné v souladu s danou vétou o Hornerové schématu. Bohuzel z této
reprezentace na prvni pohled nevidime koeficienty bg, b1, . ..b,_1 ¢aste¢ného po-
dilu ¢(z) z véty 3.3.1. Pro ziskani zminénych koeficientti ¢tenafe odkazujeme na
podkapitolu 3.4.

Jako posledni se zminime o Taylorové rozvoji.

Definice 3.3.2. Necht f(z) € T[z|,stf(x) = n > 1,dy,dy,...,d, € T,c € T.
Polynom

do+dy(x —¢) +do(x — ) + ...+ dp(x — )"

se nazyva Taylortv rozvoj polynomu f(x) v bodé ¢, jestlize je roven polynomu
f(@).
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V programu Maxima k nému nélezi funkce taylor(). Argumenty jsou polynom,
neurcita, bod v jakém se ma rozvoj provést a jako posledni argument se udava
pocet prvnich c¢lend, které se maji zobrazit. Provedeme tedy Taylortiv rozvoj
polynomu f(z) ve dvou riznych bodech.

(%126) taylor(f(x),x,1,4);
taylor(f(x),x,2,3);

(%026)/T/ 4+2 (x—1)+7(x—-1)°+5@Ex—-1)>+2@—-1)"+..
(%027)/T/ 20439 (x —2) + 34 (x — 2)> + 13 (x — 2)> + ...

Znak /T/ uvedeny za ¢islem vystupu znaci, ze se jednd o Taylortiv rozvoj

a ten tedy mtze na vystupu obsahovat jen nékolik svych prvnich clenii.

3.4 Déleni polynomu
V této sekci si priblizime, jak se daji délit polynomy v programu Maxima.

Definice 3.4.1. Necht f(x), g(z) € T[z]. Rekneme, Ze f(z) déli g(z) (resp.
g(x) je délitelny f(x), g(x) je ndsobkem f(x)), jestlize Ih(z) € T[x] takovy, ze
g(x) = f(x) - h(x). Tuto skutecnost znacime jako f(x) | g(z), v opacném piipadé

f(@) 1 g(x).

Snadno je vidét, Ze relace ,,|“ je reflexivni a tranzitivni. Kazdy polynom f(x)
je délitelny jednickou (1 | f(z)) a déli nulovy polynom (f(z) | 0).

Pro déleni polynomii budeme pouzivat funkci divide(), kterd jako vstupni
argumenty bere délenec, délitel a jako tfeti argument piijimé nézev neurcité,
podle které se déli. Pokud polynomy obsahuji pouze jednu neurcitou, staci uvést
prvni dva argumenty. Funkce vraci seznam, ve kterém je prvni hodnotou ¢astecny

podil a druhou je zbytek po déleni.
(%i28) divide(f(x), (x+1+%1i));

(%028) [x —i+1,0]
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(%129) divide(f(x), (x+1));

(%029) [z +1,1]

S vysledkem mtizeme dal pracovat a piepsat ho jako soucet ¢astecného podilu
a zbytku. Jelikoz je vysledkem seznam, je potieba se dostat na jednotlivé prvky
seznamu. K tomu slouzi hranaté zavorky, do kterych se vepise n-ty prvek ze

seznamu. Prepsani vysledku mtze vypadat napriklad takto.

(%130) %029[1] + %029[2]/(x+1);

1
(%030) ;e 1

x
Nyni si ukdzeme, jak hledat nejvétsi spoleény délitel dvou polynomi.

Definice 3.4.2. Necht fi(z),..., fu(x) € T[z]. Polynom D(z) € T'[z] nazveme
o foulx) €T
A...N[D

nejvétsi spoleény délitel fi(x), [x], jestlize:

)
1) [D(x) [ fi(@)] A [D(x) | fa(2)] | ()]

()
()

2) Vd(z) € T[x], jestlize [d(x) | fi(x)] Ald(x) | fa(x)] A ... Ald(z) | fu(x)], pak
[d(z) | D(z)]
Pokud je stupen nejvétsiho spoleéného délitele polynomu fi(x), ..., f.(x) ale-

spon jedna, pak fikdme, Ze polynomy jsou soudé€lné. V opac¢ném pripadé jsou
polynomy nesoudélné.

V programu k tomuto tcelu slouzi funkce ged(), argumenty jsou dva nebo vice
polynomt a neurcita téchto polynomi. U polynomi jedné neurcité opét nemusime
posledni argument uvadét. Funkce vraci hodnotu nejvétsiho spolecného délitele.
V prikladu si funkci vyzkousime.

(%i31) ged((x~2 + 2%x + 1), (x+2)*(x+3));

ged((x72 + 2xx + 1), (x+1)*(x+3));
ged((x72 + 2xx + 1), (x+1)*(x+3), (x+1)*(x"3 + 3*x +4));

(%031) 1
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(%032) x+1
(%033) = +1

Obdobnou funkei, kterd vypocitava nejvétsi spoleény délitel, je funkce ezged().
Opét ji mizeme predat jako argumenty i vice nez dva polynomy. Funkce vraci
seznam, ve kterém je prvni hodnotou nejvétsi spolecny délitel a ostatnimi prvky

jsou argumenty (tedy polynomy) vydélené nejvétsim spoleénym délitelem.

(%134) ezgcd((x"2 + 2xx + 1), (x+1)*(x+3), (x+1)*(x"3 + 3xx +4));

(%034) [z + 1,2+ 1,2+ 3,2° + 32 + 4]

Snadno vidime, ze pokud bychom prvnim ¢lenem seznamu vynasobili ostatni,

dostaneme pivodni polynomy. Tedy funkce pracuje presné tak, jak jsme si uvedli.

3.5 Derivace polynomu

Definice 3.5.1. Necht f(z) € T[], f(z) = ap+ a1z +asz® + .. .+ a,x", stf(z) =
n > 1. Pak derivaci polynomu f(x) rozumime f’(z) € T[x] a plati:
f'(z) = a1 + 2asx + 3asz® + ... +na,2" ! = Z ja;rt !
i=1
Derivaci polynomu stupné nula rozumime nulovy polynom. Jiz mame definovanou
prvni derivaci polynomu. Samoziejmé Ze mizeme uvazovat na mnoziné T|x]

i derivace vyssich fadu. Jejich definici zavedeme matematickou indukci.

Definice 3.5.2. Necht f(z) € T[z],k € NU {0}. Pak k-tou derivaci f*)(z)
polynomu f(z) definujeme indukei takto:

fO = f()

fO = f(2)

f® = (f*&V(2)) pro k> 1

Derivace by urcité neméla chybét v nasem rejstiiku ovladanych operaci.
V programu Maxima ji zajistuje funkce diff(). Jejimi argumenty jsou polynom,
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neurcitd a cislo derivace. Jedna-li se o prvni derivaci, miizeme posledni argu-
ment vypustit. Nejprve provedeme prvni derivaci g(x), kde vypustime posledni

argument.

(%135) diff(g(x),x);

(%035) 5a* +42° +3

Poté provedeme tteti derivaci g(x) i s poslednim argumentem.

(%hi36) diff(g(x),x,3);

(%036) 602> + 24

3.6 Koreny polynomu
Hledéani kotenti je jednou z nejcastéjsich uloh pii praci s polynomy.

Definice 3.6.1. Necht f(z) € T[z],c € T" O T. Pak fekneme, ze ¢ je kofenem

polynomu f(z), jestlize plati f(c) = 0.

My si ukdzeme funkei solve(), pfijimajici polynom, u kterého se maji kofeny

hledat. Jednotlivé kofeny ndm budou vraceny v seznamu.
(51i37) g(x) := x°3 - 9xx -28;
(%037) g(x) :=2> -9z — 28

(%138) solve(g(x));

(%038) [x = —V3i—2,0=3i—2,z =4

Pozadujeme-li ziskat jen redlné kofeny, pouzijeme funkci algsys(). Té jako ar-
gumenty pfedame dva seznamy. Do prvniho seznamu vlozime vyraz a do druhého

vlozime neurcitou, pro kterou se ma dany vyraz fesit. Za funkci jesté pfipojime
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prikaz ,realonly:true®, ktery ndm zajisti vraceni pouze realnych korent. Samotna
funkce vraci seznam, ve kterém jsou seznamy kotentd. Nejprve tedy vypocitame

vSechny komplexni kofeny polynomu g(z).

(%139) algsys(lg(x)]1, [x1);

(%039) [[x = V3i—2], [z = —V3i—2], [z = 4]

Nyni pfipojime ptikaz ,realonly:true” a ziskdme tedy pouze realné koteny.
(%i40) algsys(lg(x)], [x]), realonly:true;

(%0040) [[z = 4]

Nasledujici definice nam definuje pojem k-nasobného kofene polynomu.

Definice 3.6.2. Necht f(z) € T[z], k € NU{0}. Prvek ¢ € TV O T nazveme
k-nasobnym kotfenem polynomu f(z), jestlize [(x —c)* | f(x)]A[(x =)k 1 f(2)].
Je-li k£ = 1, mluvime o jednoduchém kofenu f(z). Pokud k = 0, pak ¢ neni

kofenem f(x).
Definici miizeme také chapat tak, jak je popsano v nasledujici poznamce.

Poznamka 3.6.1. Prvek ¢ € T" O T k-nasobnym kofenem f(z) € Tlz] &

[f(2) = (= c)* - g(x)] A lg(c) # 0]

Jiz vime, Ze funkce solve() vraci kofeny polynomu. Zjistime tedy kofeny néa-

sledujiciho polynomu.
(%141) solve(x"4-10*x"3+36*x"2-54*x+27) ;

(%041) [z =1,z = 3]

Nasobnost jednotlivych kofentd se dozvime pomoci piikazu ,,multiplicities;®.

(%i42) multiplicities;
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(%042) [1, 3]

Jednotlivé prvky v seznamu odpovidaji nasobnosti kofent vracenych funkeci
solve(). V nasem ptipadé je tedy ¢islo tfi trojndsobnym kofenem a ¢islo jedna je

jednoduchym kofenem. O tom se nyni presvédc¢ime.

(%143) factor(x"4-10%x"3+36%x"2-54*x+27) ;

(%043) (z —3)% (z —1)

Polynom jsme upravili do tvaru soucinu a je tedy na prvni pohled jasné, Ze

¢islo tii je opravdu trojnasobnym kofenem. Cislo jedna je kofenem jednoduchym.
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4 Algebraické rovnice a jejich reseni

V této kapitole ¢tenare seznamime s pojmem algebraicka rovnice. Poté si uka-
zeme binomické, reciproké a kubické rovnice spolecné s jejich fesenim. Linedrnim
se v tomto textu vénovat nebudeme.

V minulé kapitole jsme se jiz seznamili s problematikou rovnosti polynomu.
Na tento problém se ovSem miizeme divat i z jiného pohledu, a to tak, ze budeme
pro dva polynomy hledat vSechna takové a z nadtélesa T’ télesa T, ve kterych se
budou polynomy rovnat. Tedy pro dané dva polynomy f(z), g(x) € T[z] budeme

resit rovnici:

Tuto rovnici nazveme algebraickou rovnici a véechna o € T', ktera ji budou vyho-
vovat, oznacime jako resent dané algebraické rovnice. Pokud od rovnice odec¢teme
polynom g(z), dostaneme na levé strané rovnice polynom h(x) = f(z) — g(z)

a na pravé strané nulu. Rovnice bude tedy v tomto tvaru:
h(z) =0

Tuto rovnici nazyvame obecnou algebraickou rovnici. Ta je s puvodni rovnici
ekvivalentni, a tudiz ma stejnou mnozinu feseni. Tuto lohu mizeme zase zpétné
chapat jako hledani kofenii polynomu A(x). Vicendsobné kofeny polynomu h(x)
budeme v algebraickych rovnicich oznacovat jako vicenasobné feseni. Jako stupen
rovnice budeme rozumét stupen polynomu h(x).

Déle se zaméiime na algebraickou fesitelnost.

4.1 Algebraicka resitelnost

V tvodu kapitoly jsme uvedli, ze pfi feseni algebraickych rovnic hledame
vSechna feSeni « z nadtélesa T’ télesa T. Uvedeme si tedy definici vytvoreni

nejmensiho télesa obsahujiciho téleso T a prvek a.

Definice 4.1.1. Necht (T, +, ) je téleso, (T’,+,-) je jeho nadtéleso a A C T'.

Pak téleso (T(A),+, -), které je prinikem systému vSech podtéles télesa (T’ +, -)
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obsahujici mnozinu TUA, nazveme télesem vzniklym adjunkci mnoziny A k télesu

T (Rozsifenim télesa T o mnozinu A).

Poznamka 4.1.1. Pro A = {a} hovofime o jednoduchém rozsifeni, které znacime

T(a).

Pf1i feSeni rovnic budeme casto rozsifovat o n-té odmocniny z cisla a, tzv.

radikdly.

Definice 4.1.2. Necht a je libovolny nenulovy prvek z télesa T, pak jednoduché
algebraické rozsiteni T(1/a) nazveme rozsifenim télesa T pomoci radikalu {/a.

O télese T({/a) téz Fikdme, ze vzniklo adjunkei radikdlu {/a k télesu T.
Nyni mtzeme definovat pojem algebraickée reseni rovnic.

Definice 4.1.3. Rekneme, Ze algebraicka rovnice a,z" + a,_ 12" ' + ... + a1z +
ap = 0 stupné n € Nyn > 1 nad télesem T je algebraicky feSitelnd (FeSitelna
pomoci radikall), jestlize existuje koneéna posloupnost téles tvaru T = Ty, C

T, C ... C Ty spliujici nasledujici podminky.
1) Téleso T}, obsahuje vSechna feSeni dané rovnice.

2) Kazdé téleso T,y je rozsifenim télesa T; pomoci n&jakého radikdlu n/a;,

kde a; € T;,i € {0,1,...,k—1}.

Nyni se podivame na rtzné typy algebraickych rovnic.

4.2 Kvadraticka rovnice s imaginarnimi koeficienty

Definice 4.2.1. Kvadratickou rovnici (rovnici 2. stupné) nad ¢iselnym télesem
T nazveme rovnici tvaru

ar’ +br+c=0,

kde a,b,c € T,a # 0.

Néasledujici véta mluvi o fesitelnosti kvadratické rovnice.
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Véta 4.2.1. Kazda kvadraticka rovnice nad c¢iselnym télesem T je algebraicky

fesitelna a jeji feSeni lezi v télese T(v D).

Kvadratické rovnice s imaginarnimi koeficienty tedy pocitame stejné jako kva-
dratické rovnice s redlnymi koeficienty. Vyuzivame znamého vzorce pro vypocet

kofenu

—b++D

T12 =
2a

kde D = b?—4ac. Pokud D mé4 nenulovou imaginarni slozku, miizeme pro vypocet

odmocniny diskriminantu vyuzit téchto vzorct pro komplexni ¢islo z = u + vi.

a) Je-li v > 0, pak \/z = ] \/1/2(u—|— Vu? +v?) —|—i\/1/2(—u+ Vu?+0?) .

b) Je-li v < 0, pak \/z = £| \/1/2(u—|— Vu? +v?) — i\/1/2(—u +Vu?+v?) .

Dalsi moznosti je diskriminant D prevést na goniometricky tvar a pomoci vzorce

pro druhou odmocninu z komplexniho ¢isla

o+ 2km o a+2kw
2k = \/ |z[[COS(T) + zsm(T)] ;

kde k = {0, 1}, ziskat potfebné odmocniny diskriminantu.

Piiklad 4.1. Reste rovnici 22 + (=1 — 4i)z —i — 5 = 0 nad C.

Reseni: Resenim této rovnice jsou koreny polynomu na levé strané rovnice, tedy

—(—1—44) £ 5+ 12

T1,2 =
’ 2

Nyni vyuzijeme vzorcii pro vypocet odmocnin komplexniho ¢isla.

VEF 121 = £ \/1/2(5 + VB +122) +iy/1/2(=5 + V37 + 122) | = £(3+ 2))

Odtud dostavame

C(—1— 4i) £ (3 +20)
T2 = 92 )

tedy 1 =2+ 31 axy = —1+1.
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Samoziejme si vysledky ovéfime za pomoci programu Maxima. Tentokrat ne-
pouzijeme funkci solve(), ale pouzijeme funkci gfactor(). Ta rozlozi polynom nad

komplexnimi ¢isly.
(hi1) gfactor(x"2 + (-1-4x%i)*x - 5 -%i);

(%0l) (x—3i—2) (x —i+1)

Funkce nam vratila rozklad polynomu na pravé strané rovnice. Z tohoto roz-
kladu poté snadno zjistime kofeny polynomu, a tedy i feSeni rovnice. ReSenim

jsou opravdu x1 =2+ 3t a 1o = —1 4 1.

4.3 Kubické rovnice

Definice 4.3.1. Kubickou rovnici nad ¢iselnym télesem T nazveme rovnici tvaru

azx® + ayx® + a1x + ag = 0, kde as, az, ay, a9 € T, az # 0.

Ted, kdyz vime, jak kubicka rovnice vypadd, zaméfime se na jeji feSeni. Uka-
Zeme si, jak TeSeni najit v jednotlivych ptfipadech zadani kubické rovnice.
a) rovnice v soucinovém tvaru

Pokud bychom méli rovnici ve tvaru soucinu linearnich cinitelti
a(x —x1)(x — x2)(x —23) =0,

jsou fesenim prave cisla xy, zo, 3.

b) rovnice bez absolutniho ¢lenu
V rovnici agz® 4+ asx? + a;x = 0 na levé strané vytkneme z, tim jsme nalezli
jedno feseni x; = 0. Dalsi dvé TeSeni vypocitame z kvadratické rovnice
asx? + asr + a; = 0.

c) ostatni
V téchto pripadech vyuzivame tzv. Cardanovych vzorci. My si uvedeme

obecny postup bez odvozovani. Cely postup si mize ¢tenar podrobné projit

v [4] str. 27.
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Re$me rovnici azz® + as2z? + a1z + ag = 0.

Nejprve celou rovnici vydélime koeficientem a3 a dostaneme rovnici:
2% 4+ box? + bz + by = 0 (1)

kde by = 22 by = % by = 2. Poté se substituci x = y— b2 zbavime kvadratického
as’ as’ as 3

Clene a po upravé dostaneme tuto rovnici:
vV +py+g=0 (2)
Déle zavedeme substituci y = u + v. Po dosazeni do (2) ziskdme rovnici
u? +0° + Buv +p)(u+v)+g=0. (3)

Nyni si pro neznamé u a v muzeme dovolit zvolit podminku 3uv + p = 0, tj.

uv = —%. Z rovnice (3) pak dostaneme
ud +0d = —q. (4)
Déle po umocnéni podminky uv = —£ na tieti dostaneme
3
T (5)

—o -
Z poslednich dvou vztahti plati, Ze prvky u® a v3 jsou feSenim kvadratické rovnice

2 p3
——=0. 6
2rg-L (6)

Tuto rovnici nazyvame kvadratickou rezolventou kubické rovnice. Pro diskrimi-

nant této rovnice plati

2 3
4q p
) .

3
p
1 o7

D:q2—|—42—7:4(

Tedy obé feseni lezi v télese T(v/A), kde v/A je libovolny druhy radikal z prvku

A = % + g—i, ktery nazveme diskriminantem kvadratické rezolventy kubické rov-

nice a plati



Tedy u a v jsou libovolné tteti radikaly z prvki u? a v3. ReSeni rovnice (2) pak
ziskame z nasledujicich vzorcti, které oznacujeme jako Cardanovy vzorce:
1 =u-+w,
Yo = eu + &2,
_ 2
Ys = e +¢ev,
kde ¢ je libovolna primitivni tfeti odmocnina z jedné a u,v je libovolna dvojice
vazana vztahem uv = —£. Poté nezbyva nez provést zpétnou substituci a ziskat

tak TeSeni xy, x5, x3 rovnice (1).

Véta 4.3.1. Kazda kubicka rovnice nad c¢iselnym télesem T je algebraicky fesi-

telnd a jeji feseni lezi v T(VA, u, €), kde u je libovolny tieti radikal z u®.
Nasledujici véta objasnuje fesitelnost kubickych rovnic s redlnymi koeficienty.

Véta 4.3.2. Je-li
a) A < 0, mé kubickd rovnice tfi rizné realna feseni.
b) A =0, ma kubickd rovnice dvé realna feseni z toho jedno dvojnésobné.
c) A > 0, ma kubicka rovnice jedno realné a dvé navzajem komplexné sdruzena
feSeni.
Cardanovy vzorce ovSem nejsou pouzitelné vzdy. My si nyni ukézeme piiklad,

ktery tak trochu poukazuje na omezené praktické vyuziti téchto vzorci.

P#iklad 4.2. Reste rovnici 23 — 132z — 12 = 0 nad C.

Reseni: pro diskriminant kvadratické rezolventy této rovnice plati:

2197 1225
27 27

A= (5P + (5 = (=6 + (5) =36 -

Dostali jsme zaporny diskriminant, coz znamena, Ze rovnice ma tfi riizna realna

feSeni. Funkci solve() se o tom nyni presvédcime.
(%i2) solve(x~3-13%x-12);

(%02) [r=4,2=—-1,x=-3]
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Vidime, ze fesenim této rovnice jsou ¢isla z; = 4,z = —1, x5 = —3. Pokusime-

li se feseni ziskat pomoci Cardanovych vzorci, dostaneme je v této forme:

u:3 \/_ 3/6+351

v=—2

5 &

T =u+v={/6+323+ ¢6—5/3,

Ty =cu+e?v =e{/6+ B34+ 2¢/6 — B3
x5 =c*u+ev=e>{/6+ L3 +e7/6 — B3

Tento piipad nazyvame casus irreducibilis (nerozlozitelny piipad). Resit tyto
rovnice je mozné pomoci tzv. goniometrického reseni. My se ovSem v téchto pri-
padech zaméfime na vypocet feSeni pomoci tzv. numerickych metod pro pribliznée

resent algebraickiych rovnic v nasledujici kapitole.

4.4 Kvartické rovnice (rovnice 4. stupné)

Definice 4.4.1. Kvartickou rovnici nad ¢iselnym télesem T nazveme rovnici
tvaru
asxt 4+ asx® + asx® + ayx + ag = 0, kde ay, as, as, a1, a0 € T, ay # 0.

Kazda kvarticka rovnice nad ¢iselnym télesem T je algebraicky fesitelna. Re-
Seni pomoci radikali vSak mtize byt problematické. My se zaméfime pouze na
feSeni rovnic v programu Maxima. Postup FeSeni téchto rovnic je uveden v [4]
str. 33. Vypocet téchto rovnic je v programu Maxima opravdu snadny. Pristupme

tedy rovnou k prikladu.

P#iklad 4.3. Reste rovnici 2% + 72® — 2322 — 392 + 54 = 0.

Reseni: Pouzijeme funkci solve().
(%13) solve(x~4+7*xx"3-23%x"2-39*x+54) ;

(%03) [r=3,2=-22=1z=-9
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Na vystupu jsme dostali feseni rovnice v1 =3, 1o = =2, z3=1a x4 = 9.
Véta 4.4.1. Algebraické rovnice stupné n > 4 nejsou obecné vzdy algebraicky
resitelné.

V téchto pripadech je nutné hledat feseni pomoci numerickych metod, které
si pfedstavime v kapitole 5. OvSem i pro nékteré ptipady téchto rovnic dokézeme
najit jednoduse feseni. Jedna se o pripady binomickych a reciprokych rovnic.
4.5 Binomické rovnice

Definice 4.5.1. Binomickou rovnici rozumime algebraickou rovnici ve tvaru:
" —a=0,

kde a € C,a # 0,n > 1. Rovnice ma v C n rtznych feSeni (n-té odmocniny

z Cisla a).

Binomické rovnice muzeme fesit goniometricky a v nékterych ptripadech alge-
braicky. Goniometrické feseni spoc¢iva v tom, ze komplexni ¢islo a vyjadiime
v goniometrickém tvaru a poté, dle zndmého vzorce pro vypocet odmocniny
z komplexniho ¢isla, najdeme feseni rovnice. U algebraického zptisobu vyuzivame

vzorcu pro rozklad dvojcélenu. Obé feseni si ukdzeme na jednoduchém prikladu.

Priklad 4.4. Reste rovnici 2° — 5 = 0.
Reseni:
a) goniometricky zpusob

PtepiSeme cislo a do goniometrického tvaru komplexniho ¢isla.
a = |5|(cos O + isin Om)

pomoci vzorce pro n-tou odmocninu komplexniho d¢isla:

2k 2k
xr = V/|2|(cos P okn + isin u),k: €{0,1,...,n—1}
n n
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lehce vypoditame feseni 2, = v/5, 15 = —\3/5(1_;\/3), x5 = —/5(LE3)

b) algebraicky zpusob
® —5 =21 (V5) = (2 — V5) (2 + 2V/5 + V5?)

Z rozkladu vidime, Ze feSenim bude x; = /5. Dalsi dvé komplexni feseni
Ty = —\3/5(1_;‘/3),553 = —\3/5(#) dostaneme vyfesenim kvadratické rovnice

(22 + 2v/5 + v/52) = 0.

Dany piiklad nyni vyfesime v programu Maxima funkei solve().

(%i4) solve(x"3 - 5);

_ VB5si—bs  V3BIit s

(%04) [z 5 , 5

1
= 53]
Snadno vidime, Ze jsme dostali stejné FeSeni.

4.6 Reciproké rovnice

Definice 4.6.1. Algebraicka rovnice tvaru a,z" + a,_ 12" ' + ...+ a1x +ag =
0,a, # 0 nad C se nazyva:

a) reciprokd rovnice 1. druhu: jestlize a,, = ag,a,—1 = a1,a,-2 = as,. ..
obecné a,_r = ax, k € {0,1,...,n}. Polynom na levé strané této rovnice se
nazyva reciproky polynom 1. druhu.

b) reciproka rovnice 2. druhu: jestlize a, = —ag,a,-1 = —a1,0,_ 2 =
—asg, ..., obecné a,_ = —ag, k € {0,1,...,n}. Polynom na levé strané této
rovnice se nazyva reciproky polynom 2. druhu.

Pro vSechna TeSeni reciproké rovnice c je feSenim také % Postup reseni téchto
rovnic je nasledujici:

i) Je-li reciproka rovnice 2. druhu, pak je FeSenim rovnice ¢ = 1. Vydélime-li

rovnici dvoj¢lenem x — 1, dostaneme reciprokou rovnici 1. druhu.
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ii) Reciproka rovnice 1. druhu, ktera je lichého stupné, ma feseni ¢ = —1. Vydé-
lenim reciproké rovnice dvojclenem x + 1 ziskame reciprokou rovnici 1. druhu

sudého stupné.

iii) Reciprokou rovnici 1. druhu sudého stupné n = 2m prevedeme na alge-
braickou rovnici polovi¢niho stupné m. Nejprve vydélime rovnici ™ a poté
vytkneme z prvniho a posledniho ¢lene, druhého a predposledniho atp. jejich
koeficient. V rovnici zavedeme substituci y = = + % Dostaneme tak obecnou

rovnici m-tého stupné s neznamou y.

Priklad 4.5. Reste rovnici 26 +22° + 2% —22 - 22 —1=0
Reseni: Jedna se o reciprokou rovnici 2. druhu, tudiz jednim feSenim bude ¢; = 1.

Nyni vydélime obé strany rovnice dvojclenem x — 1. Dostaneme tedy rovnici
2+ 32 +42® + 42 + 30 +1=0 . (1)

Rovnice (1) je reciproka 1. druhu lichého stupné. Dal$im feSenim je c¢; = —1.
Vydélime tedy rovnici (1) dvojélenem z + 1. Po tpravé dostaneme nésledujici
rovnicl

ot +22° 4227 + 20 +1=0 . (2)

Ziskana rovnice (2) je 1. druhu sudého stupné. Pokrac¢ovat budeme vydélenim

rovnice x2

) 2 1
e +2r+2+-+—5=0. (3)
r

Z rovnice (3) vytkneme spoleéné koeficienty u prvniho a posledniho ¢lene. Poté

to samé i u druhého a predposledniho
(m2+i)—|—2(m+l)+2=0. (4)
x? x

Zavedeme substituci y = = + %, kde x? + :%2 = y? — 2 a dosadime do rovnice (4).
Po tpravé dostaneme rovnici

¥’ +2y=0 (5)
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Rovnici (5) snadno vyfesime a nalezneme feSeni vyhovujici rovnici (5). ReSeni
. . o o . R < . o 1
jsou tato: y; = 0,y = —2. Musime se jesté vratit zpét ze substituce y = = + <

Po dosazeni y1, y» dostaneme tyto rovnice.

2?4+ 1=0 (6)

2 +22+1=0 (7)

Z rovnice (6) ziskdme c3 = +i a ¢y = —i. Z rovnice (7) ziskdme kofeny c; = —1
acg=—1.

Resenim jsou tedy &sla ¢; = 1,¢0 = —1,¢5 = i, ¢4 = —1, kde Teseni ¢, = —1

je trojnasobné. O tom se presvédéime funkei solve() a piikazem ,multiplicities;*

v programu Maxima.

(%i5) solve(x"6 + 2%x°5 + x~4 - x°2 - 2%x -1);
(%05) [x=—i,x=d,0=1,2=—1]

(%i6) multiplicities;

(%06) [1,1,1,3]

Ve vystupu vidime, Ze jsme Teseni spocitali spravné a feseni co = —1 je

opravdu trojnasobné.
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5 Numerické metody pro priblizné resSeni alge-
braickych rovnic

Program Maxima podporuje ptiblizné feseni algebraickych rovnic. My si pro
priblizeni uvedeme danou metodu i s algoritmem vypoctu. Pro lepsi pochopeni
spocitame ukazkovy piiklad a poté pripojime feSeni za pomoci funkce, ktera tuto
metodu pfi svém vypoctu vyuziva v programu Maxima.

Jesté néz se zaméfime na numerické hledani feseni, uvedeme si tzv. Sturmovu
metodu, které zjistuje pocet redlnych kofenti polynomu na daném intervalu. Nez
vyslovime samotnou metodu, musime se nejprve seznamit s pojmem Sturmova

posloupnost.

Definice 5.0.2. Posloupnost polynomi

f(:L‘) = fO(x)a fl(x)v cee fn-&-l(x)v kde n = Stf(l‘)7 fO(x>’ s 7fn+1(l‘) € T[‘T]

se nazyva Sturmovou posloupnosti pfislusnou polynomu f(x), jestlize plati né-

sledujici

a) VsSechny realné kofeny polynomu fy(z) jsou jednoduché.

b) fo(z) = f(z)

c) fi(z) = —fo(z)

d) Pro dalsi ¢leny plati: fii1(x) = —rem(fi—1(x), fi(x)),i = {1,2,...,n}, kde
rem(f;_1(x), fi(x)) je zbytek po déleni polynomu f;_;(z) polynomem f;(x).

e) (fur1(z) # 0) A (st fosr(z) = 0)

Dtikaz nasledujici véty uvadét nebudeme.

Véta 5.0.1 (Sturmova). Pocet realnych kofent polynomu f(z) v intervalu (a, b)
je roven W (b) — W (a), kde W (z) je pocet znaménkovych zmén ve Sturmoveé po-
sloupnosti fo(z), fi(z), ..., for1(x) v bodé z. Do znaménkovych zmén nepocitame

nuly.
Priklad 5.1. Urcete pocet realnych koreni polynomu

f(r)=2° -8z +6
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Regend: Sestavime Sturmovu posloupnost polynomu P(z).
fo(z) =2 — 8246

fi(z) = =322 +8
fo(z) = 162 — 18
fa(z) = —1

Polynom f5(z) je zbytek po déleni polynomu fy(z) polynomem fi(x) vyna-
sobeny cislem tfi. Tuto pravu jsme si mohli dovolit, jelikoz nam v metodé jde
pouze o znaménka. Stejné tak jsme upravili i f3(z). Nyni si sestavime tabulku

pro urceni poctu realnych korenti.

x | Jolw) filzx) foz) fs(z) | W(z)
0
3

_m - - - -
00 + - + -

Tab. 1: Tabulka zmén Sturmovy posloupnosti.
Podle Sturmovy véty na intervalu (—oo, 00), dle vztahu W (oo) — W(—o00) = 3,
jsou tii realné koreny.

My se ted podivame, jak piiklad vyFesit za pomoci programu Maxima. Pou-
zijeme funkci nroots(). Jako argument vlozime polynom f(z) a poté dva krajni
body intervalu, ve kterém se maji realné kotreny hledat. Pfedchozi ptiklad bychom

vyTesili nasledujicim prikazem.
(%i1) nroots(x~3 - 8*x +6, minf,inf);

(%o01) 3

Ovéfili jsme tedy, ze polynom f(z) ma tii redlné kofeny. Jako prvni metodu

numerického urcovani kofentl polynomu si uvedeme metodu pileni intervalu.

46



5.1 Metoda puleni intervala

Bud f(z) € T|x] polynom majici na intervalu (a,b) jeden jednoduchy ko-
fen. Urcime posloupnost bodt xq, s, ..., ,,, kterd konverguje ke korenu. Body
posloupnosti ur¢ime nasledovne:

1. xy=a,20=0

2. $3:$1‘;‘x2

3. Pro konstrukci dalsiho bodu x4 vyuZijeme interval (xi,x3), pokud

f(z1)f(z3) < 0. Interval (z3, x9) vyuzijeme v piipadé, kdy f(x2)f(z3) < 0.
Pro f(x1)f(z3) = 0 je x3 kofenem polynomu f(z).
Takto ptlime intervaly az do té doby, dokud nenalezneme ptiblizny koten, ktery
by vyhovoval nasi zvolené odchylce. Jako pfiblizny kofen oznacime prvek z;, ktery

vznikl piilenim intervalu o délce mensi nez 2¢, kde ¢ je pfedem zadana odchylka.

Priklad 5.2. Urcete ptibliznou hodnotu kofenu polynomu f(z) = 2% — 8z + 6
na intervalu (0, 1) s pfesnosti € = 1072

Reseni: Sestavime tabulku.

a | 2] b sgns@) | sonf(U50) | sons) | It

0 1/2 1 ¥ ¥ N

1/2 | 3/4 1 + + - |05

3/4 | 7/8 1 + - - 1025

3/4 | 13/16 | 7/8 + + - 0125

13/16 | 27/32 | 7/8 + - - 0,0625
13/16 | 53/64 | 27/32| + - - 0,03125
13/16 | 105/128 | 53/64 |  + - ~ ] 0,015625 < 2¢

Tab. 2: Metoda piileni intervalu

Jelikoz je splnéna podminka o délce intervalu a odchylky presnosti €, bude

kofen polynomu f(z) lezet v intervalu (¢ — e, ¢ + ¢), kde

13 105

16 ' 128 _ 209
P— pr— pr— . 1 4 2 .
c 5 Srg = 081640625
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Priklad nyni vyfeSime za pomoci programu Maxima, ve kterém bude vysle-
dek samoziejmé presnéjsi. Budeme k tomu potfebovat funkei find_root(), té jako
argumenty preddme polynom f(x) a krajni body intervalu, na kterém chceme
kofen hledat. Na vystupu obdrzime pfibliznou hodnotu kofene polynomu f(z).

Reseni tedy bude vypadat nasledovné.
(%12) find_root(x~3 - 8*x +6,0,1);

(%02) 0.81855805172667

Presvédcime se, zda jsme v pozadované odchylce.
(%i3) %i2 - 0.81640625;

(%03) 0.0021518017266738

Vidime, ze hodnota je mensi nez nase zvolené ¢, a tedy piiklad byl vyfeSen
spravné. Nez prejdeme k dalsi numerické metodé, seznamime ¢tenate s funkci
realroots(). Funkce vypocitava raciondlni aproximaci kofenii. Funkce pfijima na
vstupu polynom a nepovinny argument ¢, ktery udava s jakou presnosti se maji
koreny hledat. Tato funkce vyuziva Sturmovu metodu pro urceni intervali s jed-
nim realnym kofenem, ve kterych poté pomoci metody pileni intervalu kofeny
aproximuje. Vypocteme tedy zminény piiklad i za pomoci funkce realroots().
Prikazy ,numer:true“ a ,numer:false“ urcuji, zda nam bude vysledek vracen v

numerickém nebo racionalnim tvaru.
(%i4) realroots(x”3 - 8*x + 6), numer:false;

105610233 27466251 78143983

(%04) [x:——7aj‘:—’x:—
33554432 33554432 33554432

]

(%i5) realroots(x"3 - 8*x + 6), numer:true;

(%05) [r = —3.147430211305618, z = 0.81855806708336,
x = 2.328872174024582]
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Opét jsme nalezli (s jistou odchylkou) stejny kofen z = 0.81855806708336.

Nyni se mtizeme zaméiit na dalsi metodu.

5.2 Newtonova metoda (metoda tecen)

Je itera¢ni metoda (Itera¢ni metodou chapeme proces opakovani stejného po-
stupu vypoctu, ktery vede k dosdhnuti pozadovaného vysledku). Newtonova me-
toda hleda ptibliznéjsi feseni rovnice f(z) = 0 v misté, ve kterém tecna ke grafu
funkce sestrojend z bodu f(zy) protind osu z. Bod z; oznacujeme jako k-tou
aproximaci kofene polynomu f(z). Smérnice teény z bodu zj je f'(zy). Dany
prisecik teény s osou x oznacime xp, ;. Vypocitat ho mizeme pomoci vztahu

v definici 5.2.1.

Definice 5.2.1. Nechf polynom f(z) € T[z] ma kofen ¢ € R. Itera¢ni metoda:

f(fﬁk)

Tht1 = Tl — f/(xk),k’:{o,l,...,n},l'kGR,Ik_H eR

se nazyva Newtonova metoda.

Pro k = 0 ozna¢ujeme prvek zy € R jako ptivodni odhad (aproximaci) kofene
polynomu f(x). Iteraci opakujeme a ziskdvame blizsi aproximace (x1, s, ... Z,)
az do té doby, kdy je hodnota f(x,) dostatecné blizko nuly. Pro lepsi pochopeni
uvedeme grafické znazornéni této metody. Na obrazku 1 je zndzornéna aproximace
z bodu z; na bod zy, ;. Teéna v bodé f(xy) je oznacena fialovou barvou. Graf

funkce je oznacen modrou barvou.
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Obr. 1: Newtonova metoda tecen

Priklad 5.3. Provedte prvni t¥i iterace Newtonovy metody a urcete pribliznou
hodnotu feseni rovnice f(z) =0, kde f(z) = 23 — 8z + 6 s poc¢atecni aproximaci
g = 1.

Reseni: Sestavime tabulku aproximaci.

k T
0 1
1 0,8
2 | 0.81842105263158
3 | 0.81855804403377

Tab. 3: Newtonova metoda - tabulka aproximaci.

7 tabulky vidime, ze priblizné feSeni je 3 = 0.81855804403377.

V programu Maxima pouzijeme funkci newton(). Nejdiive si ovSem musime
nacist knihovnu obsahujici tuto funkci. Knihovnu nac¢teme piikazem ,load(newton);*.
Poté jiz mtizeme pouzit funkci newton(), které preddme polynom a hodnotu po-

catecni aproximace. Nas konkrétni priklad bychom vytesili takto:
(%i6) 1load(newton);

(%06) C:/PROGRA2/MAXIMA 1.2/share/mazima/5.31.2/share/

numeric/newton.mac
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(%i7) mnewton(x~3 - 8xx +6,1);

(%07) 0.81855805172667

Jisté jste si vSimli, Ze u této funkce neudavame presnost. Pro urceni feseni
s presnosti na x desetinnych mist vyuzijeme nasich znalosti z kapitoly 2.4 a pou-
zijeme piikaz ,fpprec: x;“. Spoc¢itame tedy priklad s presnosti na ¢tyii desetinna

mista.

(%i8) fpprec: 4;

(%08) 4

(%i9) newton(x"3 - 8*x + 6,1);

(%09) 8.184b — 1

Vidime, ze se nam opravdu podafilo urcit feseni s pfesnosti na ¢tyfi dese-
tinnd mista. Jako dalsi uvedeme funkci allroots(), kterd vyuziva tzv. Jenkinstv-
Traubtv algoritmus. Samotnou metodu vzhledem k jeji naroc¢nosti rozebirat ne-
budeme. Ctenar si ji miize nastudovat na tomto odkazu !. My si ukdzeme rovnou
pouziti této funkce, kterd dokaze vypocitat i komplexni kofeny. Jako jediny ar-
gument funkci pfedame polynom, u kterého se maji kofeny hledat. Na vystupu

obdrzime seznam kofenti. Vyfesme tedy nasledujici priklad.
Priklad 5.4. Vypoctéte piiblizné hodnoty vSech kofenti polynomu f(z) = 23 —
8z + 6.

Reseni:
(%110) allroots(x~3 - 8*x +6);

(%010) [z = 0.81855805172667, z = 2.32887218197108, x = —3.147430233697754|

"http://dml.cz/bitstream/handle/10338.dmlcz/141061/PokrokyMFA_46-2001-1_4.
pdf
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Abychom se presvédcili, ze funkce zvlada i hledani komplexnich kofent, pou-

zijeme funkci allroots() na polynom z? + 1.
(%i11) allroots(x~2 +1);

(%ol1) [z =1.04,2 = —1.01]

Funkce opravdu vraci komplexni kofeny.

5.3 Regula falsi (Metoda tétiv)

Tato metoda je nazyvana také metodou tétiv a my si nyni priblizime proc.
Spojime-li tse¢kou dva body o soufadnicich [a, f(a)], [b, f(b)] dané kiivky f(x)
(tuto usecku nazyvame tétivou kiivky), jejichz soucin funkénich hodnot je za-
porny f(a) - f(b) < 0, pak prisecik piimky prochézejici body [a, f(a)], [b, f(b)]
s osou x je bod ¢, ktery je zpfesnéni feSeni rovnice f(x) = 0. Celou situaci si

miuizeme prohlédnout na obrazku 2.
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Obr. 2: Regula falsi - metoda tétiv

Vypocet hodnoty ¢ miizeme interpretovat nasledujicim vztahem:

a-f(b)+b-f(a)
f(b) = f(a)
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Dalsi pfesnéjsi feseni hleddme bud v intervalu (a,c), pokud je f(a) - f(c) < 0,
nebo v intervalu (¢, b) pokud je f(c) - f(b) < 0. Tento postup aplikujeme do té
doby, dokud neni splnéna podminka | f(c)| < €, kde € je pfedem zvolena odchylka.

Metodu si predvedeme znovu na nasem ukazkovém ptikladu.

Priklad 5.5. Urcete piiblizné feseni rovnice f(z) = 0, kde f(z) = 2* — 8z + 6
na intervalu (0, 1) s presnosti e = 107*,

Reseni: Sestavime tabulku aproximaci.

a; | G b; / (Cz)

0.85714285714286 | 1 -0.22740524781341
0.82584269662921 | 0.85714285714286 | -0.043503508664919
0.81989795698322 | 0.82584269662921 | -0.0080214714248297
0.81880328911885 | 0.81989795698322 | -0.0014687968464179
0.81860289556027 | 0.81880328911885 | -0.0002.6860460898647798
0.818566250449 0.81860289556027 | -0.000049109264609770165

| Y | W DO = =
OO OO OO

Tab. 4: Regula falsi (metoda tétiv) - tabulka aproximaci

Vidime, 7e v Sesté iteraci hodnota f(cg) splituje podminku |f(c;)| < e. Rege-

nim rovnice tedy je ¢islo cg = 0.818566250449.

Zda jsme pocitali spravné, bychom radi ovérili pomoci programu Maxima.
Ten vSak funkci, ktera by aproximovala feseni dané rovnice pomoci metody tétiv,
neobsahuje. Musime se tedy spolehnout sami na sebe a danou rekurzivni funkci
si naprogramovat. Algoritmus vypoc¢tu je pomérné jednoduchy. Muzeme si ho
shrnout do téchto krok:

1) Méjme interval (a,b), ve kterém lezi feSeni rovnice (f(a) - f(b) < 0).

a-f(b)+b-f(a)
f(®)=f(a)

3) Jestlize je splnéna podminka |f(c)| < € funkce vréati bod ¢ a vypocet bude

2) Na intervalu (a, b) ur¢ime bod ¢, ktery je dan vztahem ¢ =

ukoncen.

4) Podminka v kroku 3) nebyla splnéna a volime tedy interval, ve kterém se
nachézi feseni. To zvolime pomoci nasledujici podminky: jestlize je f(a) -
f(e) <0, pak b = ¢, jinak a = c.

5) Vracime se na bod 2) s novym intervalem (a, b) a pokracujeme ve vypoétu.

53



Funkce naprogramovana v programu Maxima by mohla vypadat asi takto:

Vypis kédu 1: Regula falsi (metoda tétiv)

10

11

12

13

14

regula_falsi(expr,a,b,e) :=
block ([c,fa,fb, fc],
fa:subst(a,x,expr),
fb:subst (b,x,expr),
if (faxfb<0)
then (c: (axfb — bxfa)/(fb—fa),
fc:subst(c,x,expr),
(if (faxfc<0)
then b:c
else a:c),
if (abs(fc) < e)
then c¢
else regula_falsi(expr,a,b,e))
else false);

Pojdme si ji popsat fadek po radku:

1.

Na prvnim fadku nasi funkci pojmenujeme a uré¢ime argumenty funkce. Ar-
gument expr nam bude reprezentovat dany polynom f(x) z rovnice f(z) = 0.
Argumenty a a b budou krajni body intervalu (a,b), ve kterém lezi feSeni

rovnice. Argument e bude predstavovat danou odchylku.

Ptikaz ,block()“ muzeme chéapat jako té€lo celé funkce. A v ném na tomto

fadku do listu (do hranatych zavorek) deklarujeme proménné ¢, fa, fb, fe.
Do proménné fa vlozime hodnotu vyrazu expr v bodé a.
Do proménné fb vlozime hodnotu vyrazu expr v bodé b.

Podminkou ovéfime, zda v daném intervalu skutec¢né lezi kofen. Pokud ano,
pokracujeme na radek 6, v opac¢ném pripadé funkce skoc¢i na 14. fadek a vrati
hodnotu false.

Ptikaz then(...) zahrnuje pravdivou vétev vétveni. Na tomto fadku do pro-
meénné c vlozime priisecik primky prochéazejici body a, b s osou .

Do proménné fc vlozime hodnotu vyrazu expr v bodé c.

Nyni, kdyz mame bod ¢ a hodnotu fc, potfebujeme zjistit, ve kterém inter-
valu dale hledat pribliznéjsi feseni. To nam zajisti dalsi podminka, ve které
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se ptame, zda FeSeni lezi v intervalu (a, c).
9. Predchozi podminka byla splnéna, a tedy feSeni lezi v intervalu (a, ¢). Proto

musime pfepsat hodnotu b na hodnotu c.

10. Predchozi podminka nebyla splnéna a feseni tedy zakonité musi lezet v in-

tervalu (c, b). Proto musime pfepsat hodnotu a na hodnotu c.

11. V této chvili tedy vime, ve kterém intervalu lezi feSeni. Nyni ovérime, zda

ziskany bod ¢ vyhovuje zastavujici podmince |fc| < e.

12. Podminka byla splnéna a funkce vraci bod ¢, ktery je pribliznym fesenim

vyhovujicim odchylce e.

13. Podminka splnéna nebyla a my tedy musime hledat jeSté presné€jsi reseni.
Volame tedy funkci znovu, tentokrate ovSem s jinym, mensim intervalem.

Takto funkce pokracuje do té doby, nez bude podminka na 11. fadku splnéna.

14. Podminka na 5. fadku nebyla splnéna a tedy funkce byla volana s intervalem,

ve kterém nelze touto funkci nalézt ptiblizné feseni.

Funkci zkompilujeme.

(%112) regula_falsi(expr,a,b,e) :=
block([c,fa,fb,c,fc],
fa:subst(a,x,expr),
fb:subst(b,x,expr),
if (fa*fb<0)
then (c: (axfb - bxfa)/(fb-fa),
fc:subst(c,x,expr),
(if (faxfc<0)
then b:c
else a:c),
if (abs(fc) < e)
then ¢
else regula_falsi(expr,a,b,e))
else false);

(%012) regula_falsi (expr, a, b, e) := block([c, fa, fb,c, fc|, fa : subst (a, z, expr),

b—10
fb :subst (b, x,expr),if fa fb < Othen(c : %, fe :subst (¢, x,expr),if fa

fe < Othenb : celsea : ¢,if | fc| < ethencelseregula_falsi (expr, a, b, e)))
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Nyni mame aparat, kterym si mizeme ptiklad 5.5 oveérit.

Priklad 5.6. Ovéite spravnost feseni piikladu 5.5 pomoci navrzené funkce re-

gula_ falsi().
Reseni: Méme ur¢it pifiblizné feseni rovnice f(z) =0, kde f(z) = 2*> — 8z + 6 na

intervalu (0,1) s presnosti ¢ = 10~*. Pouzijeme funkci regula_ falsi().

(%113) regula_falsi(x~3 -8*x+6, 0, 1,107(-4));

0013) 0.818566250449

Reseni je opravdu totozné. Tudiz jsme pocitali spravneé.

My timto mtzeme piejit k posledni kapitole, ve které budeme tesit tlohy za

pomoci jiz osvojenych funkci a znalosti.
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6 Resené priklady

Tato kapitola by méla slouzit jako praktické vyuziti predeslych kapitol. Ctenar
by mél byt schopen ptiklady vyfesit za pomoci jiz znamych funkci. Kapitola
neslouzi jako sbirka tloh, ale jako névod pro feseni danych typovych tloh. Proto
budeme uvadét vzdy jen jeden ukazkovy ptiklad k danému typu prikladu.
Priklad 6.1. Vyjadiete polynom f(z) = 27 +32% — 925 — 824+ 323 — 622+ 32— 5
v mocninéch dvojclenu (z — 2).

Reseni: Pouzijeme funkci taylor().

(%11)  taylor(x~7+3*x"6-9%x"5-8xx"4+3%x"3-6%x"2+3*x-5, x, 2, 8);

(%01)/T/ 95+63 (x — 2)+492 (z — 2)*4619 (z — 2)°+362 (x — 2)*+111 (z — 2)°+
17(x —2)° + (x—2)" + ...
Na vystupu (%o1) jsme dostali potiebny Tayloriv rozvoj.

Priklad 6.2. Vyjadfete polynom f(z) = 2° — 625 — 1325 + 42* + 222 — 52 + 6
pomoci Hornerova schématu.

Reseni: PouZijeme funkci horner().

(%12) horner(x~9-6*x"6-13*x"5+4*xx"4+2%x"2-5%x+6) ;
(%02)  (z (2* (z (z (2° —6) —13) +4) +2) —=5) +6

Na vystupu (%02) jsme dostali potfebny vyjadfeni polynomu f(z).

Priklad 6.3. Zjistéte, zda je bod ¢ = i kofenem néasledujiciho polynomu, pri-

padné kolikanasobny:
f(z) = 2% 4 (6 — 3d)2® — (24 184)a* — (12 + 2i)2® — (3 + 12i)2* — (18 —4)x + 6i

Resent: Nejprve funkci solve() zjistime koteny polynomu f(x) a poté zjistime

jejich nasobnost pomoci ptikazu ,multiplicities;“.

(%13) solve(x"6+(6-3%%1)*x"5-(2+18%%1i)*x~4-(12+2%%i)*x"3
- (3+12%%i) *x~2- (18-%1) *x+6%%1i) ;

(%03) [r=i,x=—i,x = —0]
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(%i4) multiplicities;
(%od) [4,1,1
Bod ¢ =i je ¢tyFndsobnym kofenem polynomu f(x).

Priklad 6.4. Urcete polynom, ktery méa stejné kofeny jako polynom f(z), ale

vsechny jednoduché.
f(z) = 2" — (13 — 2i)a* + (15 — 26d)2® + (205 + 32i)z* — (16 — 384i)z — 192

Resend: Funkci solve() zjistime kofeny f(x). Poté jiz snadno vytvoiime vysledny

polynom.

(%i5) solve(x~5-(13-2%%i)*x "4+ (15-26%%1i) *x "3+ (205+32x%i) *x"2
-(16-384%%1)*x-192) ;

(%05) [r=—i,x=-3,2 =8|
(%i6) expand((x +4i)*(x+3)*(x-8));
(%06) 2®+ia® -5 —5ix—24x — 24
Resenim je polynom g(z) = 23 + iz? — 522 — bix — 24z — 244.
Priklad 6.5. Urcete vSechny realné kofeny polynomu
f(z) = 2* 4+ (9 — 6i)z* — (106 + 108i)x — 3367 — 504

bez uziti numerickych metod.

Reseni: PouZijeme funkci algsys() s pfikazem ,realonly:true;®.

(%17) algsys([x"3+(9 -6x%1i)*x"2-(106 + 108%71i)*x-336%*7,i-504], [x]),
realonly:true;

(%07) [lx = —14], [ = —4]
Hledanymi realnymi koteny jsou z; = —14 a xy = —4.
Priklad 6.6. Urcete polynom stejného stupné jako f(z), ktery bude mit koreny
o jedna vétsi nez polynom f(z).
f(z) = 2° — 122* — 222° + 3842” + 6212 — 972
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Reseni: Funkci solve() najdeme koteny polynomu f(z). JelikoZ ndm funkce vratila

jen ¢tyti kofeny, musi byt jeden z korenti dvojnasobny. Najdeme ho a poté jiz se-

stavime novy polynom tak, ze k ziskanym kofenim pficteme ¢islo jedna. 18)
b1

solve (x"5-12xx"4-22%x"3+384*x"2+621*x-972) ;

(%08) [r=1,2=—4,x=-3,2 =09

(%19) multiplicities;
(%09) [1,1,1,2
(%110) expand ((x-2)*(x+3)*(x+2)*(x-10)"2);

(%010) 2° — 172" 4+ 36 2° + 368 2 — 160 x — 1200
Hledanym polynomem je polynom g(z) = z° — 172* 4 3623 + 36822 — 160x — 1200.

Piiklad 6.7. Reste rovnici f (x) = —3323?215, kde

f(z) = 32° + 5a* — 32° + 2% — 25
Reseni: PouZijeme funkci solve().
(%111) solve(f(x) = 39555875/262144);

15
(%ol1) [z = T 0 = 98304 2° + 184320 2* + 509440 2> + 856896 x* + 1639448 = +

3073965]
15

Resenim rovnice je x = 2.

Piiklad 6.8. Reste v R reciprokou rovnici 2° + 3z* + 23 + 22 4+ 32 + 1 = 0.

Resend: pouZijeme funkci algsys() s parametrem ,realonly:true;®.

(%112) algsys([x"5 + 3*x"4 + x"3 +x72 +3xx +1],[x]), realonly:true;

(%o12) [fo = —1)fo = L= o - B EE

ReSenim jsou tyto kofeny: 7, = —1, 1y = @, = V543
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Priklad 6.9. Reste v C binomickou rovnici 2® — 256 = 0.

Reseni: PouZijeme funkei solve().

(%4113) solve(x~"8 - 256);

2i+2 2i—2 2i+2
(%ol3) o= 2y — e =22 e 9 = 22 9y
V2 V2 V2
2i—2
r=—2" ,x = 2]

V2

Resenim jsou tedy vsechna z ve vystupu %o13.

Priklad 6.10. Na intervalu (1,2) urcete metodou ptileni intervalu piiblizné fe-
Seni rovnice

2+ 62" 4 32% — 52 — 80 =0
Resent: Pouzijeme funkci find_root().

(%114) find_root(x~6+6*x~4+3xx"2-5%x-80, 1,2);

(%014) 1.726020056479832
Pribliznym feSenim rovnice je x = 1.726020056479832.

Pfiklad 6.11. Urcéete pocet kladnych, realnych kotenti polynomu f(x) = x% +
325 — 62* — 223 — 2% + 11z — 6 a poté je urdete i s jejich pfipadnou nasobnosti.
Resend: Pro zjisténi poétu kladnych redlnych kofentt vhodné pouzijeme funkci
nroots(). Funkei realroots() ziskdme kotfeny polynomu a piikazem ,multiplicities;*

zjistime jejich nasobnost.
(%115) nroots (x"6+3*x"5-6%x"4-2*%x"3-x"2+11*x-6,0,inf);
(%015) 3

(%116) realroots(x~6+3*x"5-6*x"4-2%x"3-x"2+11%x-6) ;

145202797 v 30487399]
33554432 '° 33554432

(%117) multiplicities;

(%016) [z =1,2 =
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(%017) [2,1,1]
30487399

Kladnymi, redlnymi kofeny jsou x; = S22 a dvojndsobny koten xp3 = 1.

Priklad 6.12. Metodou tecen feste rovnici 2% — 523 — 143522 — 12502+ 42000 = 0
s pocatecni aproximaci xy = 5.

Reseni: Pouzijeme funkci newton() v knihovné ,newton®.
(%i18) load("newton");

(%018) C': JPROGRA 2/MAXIMA 1.2/share/mazima/5.31.2/share/

numeric/newton.mac

(%119) newton(x~4-5%x"3-1435%x"2-1250%x+42000,5) ;

(%019) 4.991916712783074H0
Ptibliznym fesenim je x = 4.991916712783074.

Priklad 6.13. Nad C urcete priblizné feseni rovnice
2% 4 52° — 8xt 4+ 62° — T2 + 52 -7 =0

Reseni: Pouzijeme funkci allroots(), ktera dokéaze pocitat i piiblizné komplexni

koreny.
(%120) allroots(x"6 + 5*x"5 - 8*x"4 + 6*x"3 - 7*x"2 + bxx -7);

(%020) [z = 0.83455013470849 ¢ + 0.52430058107377,
x = 0.52430058107377 — 0.83455013470849 ¢,

x = 0.83108885609152 ¢ — 0.4449931728215,

x = —0.83108885609152 7 — 0.4449931728215,

x = 1.26275530396683,

xr = —6.421370120471371]

Na vystupu (%020) jsme dostali kofeny jako prvky seznamu.
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Zavér

Prace ctenare v prvni kapitole seznamuje s nejzakladnéjsi vybavou a praci
v programu Maxima. Po zvladnuti toho nejzakladnéjsiho si ¢tenat osvoji funkce
pro praci s polynomy jedné neurcité. V dalsich dvou kapitolach se seznéami s alge-
braickymi rovnicemi a jejich fesenim za pomoci programu Maxima. Poté utvrdi
své nabyté znalosti v posledni kapitole feSenych piikladi. V ni ¢tenaf nalezne
jednoduché feseni mnohdy slozitych algebraickych rovnic za pomoci programu
Maxima. To bylo hlavnim cilem této prace. Domnivam se, Ze se povedl splnit.
Dalsim dil¢im cilem bylo praci napsat tak, aby danad problematika byla lehce
zvladnutelna i pro nové uzivatele programu. O to jsem se pokusil a své snazeni
podpoftil ¢astymi a prehlednymi ukazkami z programu. Tento text by mohl slouzit
jako podpurny text pro studium algebraickych rovnic a polynomt jedné neurcité.

Na trhu najdeme jisté i vykonnéjsi CAS systémy nez je program Maxima.
Ovsem vétSina z téch, co nalezneme, budou komeré¢ni, a tudiz pro vétsinu uziva-

Ve

dle mého zcela jisté spravnou volbou, ne-li tou nejlepsi.
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