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Abstrakt

Prace se vénuje reSeni uloh analytické geometrie pomoci geometrickych algeber, predevSim
konformni geometrické algebry CGA. V CGA lze reprezentovat sféry a také provadeét sférickou
inverzi. Toho se vyuzije pti vytvareni modeld kamer s eliptickym, hyperbolickym ¢i parabolickym
zrcadlem.

Abstract

This thesis deals with problems in analytical geometry and we use geometric algebras mainly
Conformal geometric algebra CGA to solve them. In CGA we can represent spheres and sperical
inversions. We use that when creating models of cameras with elliptical, hyperbolic or parabolic
mirror.
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Obsah 3

Uvod

Problémy analytické geometrie fesime tradi¢nim zptisobem casto pomoci rovnic. Naptiklad
hleddme-li prinik dvou téles danych rovnicemi, hleddme mnozinu bodd, kterd spliiuje obé tyto
rovnice. Re$ime tedy soustavu dvou rovnic. Jindy napiiklad potfebujeme zjistit, zda parametrické
vyjadreni a obecnd rovnice popisuji touz rovinu. Geometrickd algebra umoziiuje reprezentovat
geometrické objekty a manipulovat s nimi. Vhodna geometrickd algebra umoziuje tesit podobné
ulohy elegantné. Problém prevedeme do jazyka ptislusné algebry, zde vyresSime a vysledek opét
transformujeme do vhodnych soutradnic.

Vyhodou geometrickych algeber je, Ze pracuji s objekty, tedy napriklad pti hledani praniku dvou
objekt nedostaneme soustavu rovnic, ale novy objekt. Podobné mtzeme provadét transformace
objektt a vysledkem je opét objekt dané geometrické algebry.

Prace je rozdélena do dvou ¢asti a doplnéna prilohou. Prvni ¢ast prace se vénuje geometrickym
algebram a reprezentacim jednotlivych objekt a transformaci. Geometricka algebra je linedrni
prostor, na kterém je zaveden geometricky soucin. Algebry se li$i vy¢tem objektl, které repre-
zentuji, dale operacemi, které umoznuji, a také dimenzi reprezentovanych objekti. Vénujeme se
tfidimenzionanim problémum. Pti volbé uprednostiiujeme algebru co nejnizsi dimenze kvili vypo-
Cetni narocnosti, zaroven vsak takovou, kterd obsahuje vsechny pozadované objekty a umoziuje
pottebné operace. Napriklad hleddme-li prinik dvou rovin, posta¢i ndm projektivni geometrickd
algebra (Projective geometric algebra) PGA (2* = 16 dimenzi), a¢koli tilohu lze fesit i v konformn{
geometrické algebfe CGA (Conformal geometric algebra) (2° = 32 dimenzi{). Algebru CGA je zase
nutné volit napft. v ulohach se sférami, ty totiz PGA reprezentovat neumoziuje.

Ve druhé ¢asti se vénujeme kameram (nejen vSesmérovym), které lze reprezentovat v CGA
(resp. v PGA). Idedlni vSesmérovd kamera je zatizeni, které prijima paprsky ze v§ech smérd. Takové
zarizeni neni redlné mozné sestavit, miizeme se mu vSak alespon priblizit. Nékteré z takovych
kamer uzivaji pti projekci odraz prichazejicitho paprsku od zrcadla ve tvaru rotacni kvadriky.
Ackoliv kvadriky jako takové nelze obecné v CGA reprezentovat, ukdzeme, jak celou projekci
ekvivalentné provést jinym zptsobem, aniz bychom kvadriky pottebovali. To je vyhodné, protoze,
abychom mohli reprezentovat kvadriky, potiebovali bychom algebru vyssi dimenze. V CGA se
vyuzije predevsim sférické inverze, coz je zobrazeni, které primky i kruznice zobrazuje na primky
¢i kruZnice. V tom se podobd naprtiklad projekci pfimky kamerou s parabolickym zrcadlem. CGA
chépe primku i kruznici jako stejny objekt a umoziiuje inverzi jednoduse a elegantné provést.

Sestavené modely kamer jsou pak implementovany v programovacim jazyce Python, prislusné
zdrojové kddy jsou do prace vlozeny jako priloha.



Cast I
Geometrické algebry

Vyznamnd cast této prace se vénuje geometrickym algebram, které umoznuji elegantné resit
nékteré ulohy analytické geometrie. Abychom si ukdzali, co se za operacemi/vypocty v geometric-
kych algebrach ukryva, odvodime si nékteré uzite¢né identity, které se opiraji o skalarni a vektorovy
soucin vektort. Obdoba pravé jmenovanych soucint je jednim ze zdkladnich stavebnich kamen
geometrickych algeber. V prvni ¢asti prace cerpame predevsim z [4], [6], [14], [15]. Mame tedy
vektorovy prostor R3 s pfidruzenym afinnim prostorem a kanonickou bazi {ey, es, e3}. Vektory
a = ae1 + aze; + ases zapisujeme (aq, az, as). Bod B s polohovym vektorem b pak zapisujeme
B = [by, by, b3]. V textu budou vystupovat i reprezentace bod v jednotlivych algebrach, pokud
nebude z kontextu ziejmé, o ktery bod se jednd, bude se eukleidovsky bod oznacdovat dolnim

indexem X a pfisluiny polohovy vektor x. Na R? je zaveden skalarni souéin (-, -):

3

(@by=> ab

i=1
a vektorovy soucin X:
axb= (a1b2 — azbl, agbl — albg, azbg — (13172),
ktery vyuzitim determinantu muZeme zapsat jako

0 0 1 ap by 0 a1 b1 0
axb= as bz Ole; +[{0 O 1fey+|ao bz Ol es.
as bg 0 as bg 0 0 0 1

Z vlastnosti determiantu je mozné piimo vidét ze plati

axb=-bxa,
(0(1611 + 0(2612) Xb= a’1((11 X b) + a'z(az X b),

a tedy plati
axb+bxc+cxa=(b-a)xc—(b—a)xa=(b-a)x(c-a).
S vyuzitim rovnice (0.1) a Laplacova rozvoje miZeme napsat

1 1 1 a bl C1 ai bl C1

axb+bxc+cxa=\|ay by caleg+|1 1 1ley+lazx by cofes.

a3 b3 c3 a3 bz c3 1 1 1
Budeme pouZzivat i smiSeny soucin a zapisovat jej ndsledovné:
(a,b,c) = {(axb,c) ={a,b xc).
Snadno odvodime ndsledujici identity:
(a,b,c) ={axb,c) =(-bXxa,c)=-(b,a,c),
(a,b,c) = {axb,c) ={(c,axb)={ca,b).

(0.1)

(0.2)

(0.3)



SmiSeny soucin lze zapsat maticové takto:

ap by ci| |a1 a2 as
(a, b, C> = |d2 bz Co| = bl bz bg . (0.4)
as bz c3 C1 C2 C3

Zaména poradi argumentt smiSeného soucinu odpovidd zdméné sloupcti (resp. fadk{) matice, a
tedy zméné znaménka determinantu. Uvedené identity uzijeme déle v textu. Nyni se presuiime k
zakladnimu objektu, kterym je rovina. Bude se ji vénovat nasledujici podkapitolka.

Rovina

Dale ukaZeme jak efektivné vyuzit skalarniho a vektorového sou¢inu v R® k feseni tiloh analytické
geometrie. Zakladnim objektem analytické geometrie je vzdy nadrovina, tedy v piipade R3 rovina
a proto si odvodime i nékolik identit souvisejicich s rovinou v R3. Rovina je ddna rovnici

(n,x) —d =0. (0.5)

kde n je normalovy vektor roviny, pokud je n jednotkovy udava |d| vzdélenost roviny od pocatku.
V analytické geometrii feSime ulohu nalezeni obecné rovnice roviny dané body A, B, C nalezenim
normaly, pticemz pro nalezeni norméaly n miZeme vyuzit vektorového souc¢inu nasledovné

n = (Bg— Ag) X (Cg — Ag) = (b —a) X (c — a),
kde a, b, ¢ jsou polohové vektory bodt A, B, C. Rovnici (0.5) musi jisté spliiovat bod Ag, tedy
d=<{a,n)={a(b—a)x(c—a))={a,bxc+cxa-bxa)

={(a,bxc)—-{a,axc)—-{(a,bxa)=(a,bxc)+0+0=(ab,c).

Dosazenim za d a za n v rovnici (0.5) dostaneme obecnou rovnici roviny, vyjardenou pomoci
polohovych vektort:
((b-a) X (c—a),x)={a,b,c).

Déle na zdkladé vztahu (0.4) mlzeme zapsat:

a; dg das
<(b - a) X (C - a),x) =|b1 by bs|. (0.6)
Ci1 C2 C3

Rovinu miZzeme vyjadtit pomoci polohovych vektort také primocare parametricky.
XEZAE+(BE—AE)Z'+(CE—AE)S t,seR

x=a+(b-a)t+(c—a)s t,seR

Dévaji-li parametrické i obecné zadani tutéz rovinu, musi rovnice
(a+(b-a)t+(c—a)s,n)—d=0
platit pro libovolné t, s € R. Nasledujici vypocet
(a+(b—a)t+(c—a)s,n)—d=(a+(b—-a)t+(c—a)s,(b—a)xX(c—a))—-{ab,c)=

={(a,b—a,c—a)+{((b-a)t,b—a,c—a)+{(c—a)s,b—a,c—a)—{ab,c)=
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= {(a, b, c)+{(t(b—a)x(b—a),c—a)+{-s(c—a)x(c—a),b—a)—{a,b,c) = {(a, b, c)+0+0—{a,b,c) =0

ukazuje, ze parametrické a obecné vyjadreni jsou rovnocennd. Zavérem si vSimnéme, Ze plati
identita
axb=axb—-axa=ax(b-a),

a tedy ve vektrorovém soucinu a X b X ¢ namisto polohovych vektort bod® B a Cr muZeme
uvazovat smérové vektory (b — a) a (¢ — a) roviny.

axbxc=ax(b-a)Xx(c-a). (0.7)
Pranik fii rovin

Prunik rovin (danych rovnicemi) je mnozina bodu (resp. bod), ktera spliiuje soustavu téchto
rovnic. Hledame prinik tf{ rovin danych nésledujicimi rovnicemi.

<xaa>:da
(x,b) = dp
<x,c>:dc
Re$eni pomoci Cramerova pravidlo:
dq az as ay dq as ai az dg
dp by bs by dp b3 by by dp
dc Ca2 C3 C1 dc C3 c1 C2 dc
X1 = X9 = X3= ——
a az as a az as ap dz as
by by b3 by by b3 by by b3
C1 C2 (3 C1 C2 (3 C1 Cy (3
a az as
bl bz b3 = <a,b, C>
C1 Cy ¢C3

Uvidime déle, ze geometrickych algebrdch namisto feSeni soustavy rovnic vytvorime novy ob-
jekt, ktery je prunikem ptvodnich objektli (v tomto pripadé rovin). Nyni se budeme vénovat
geometrickym algebram.

1 Geometricka algebra

V této kapitole zavedeme geometrickou algebra se signaturou (p, g, r), kterou budeme oznacovat
Gp.qr- PoloZme n = p + q + r. MnoZinu znakil ej, ey, ..., e, nazveme abecedou X. Symbolem
>* oznacéime mnozinu vSech kone¢nych neprazdnych posloupnosti (as, ao, ..., a;) utvorenych z
prvkti mnoziny . Polozime X* = X* U {1}, kde 1 znadi prazdnou posloupnost. Posloupnosti
u = (a, ay, ..., qa;), kde a; € 3, budeme stru¢néji zapisovat u = aidy...q; a nazveme je retézy nebo
slovy v abecedé 3. (Cislo I nazyvame délkou slova u. Slova délky 1 v abecedé X ztotoZiiujeme s
prvky mnoziny X. Délku slova 1 klademe rovnu 0.) Na mnoziné %* (vSech retézli nad abecedou
Y) zavedeme binarni operaci zietézeni - nasledujicim predpisem: Mdme-li dvé slova u,v € X*,
u=a..arav=>by.b,paku-v=a..arb;..b;. Symbol - budeme vynechdvat. Ztejmé plati, ze
ul = 1u = u pro libovolné u € ¥*. Je ziejmé, ze operace zieté€zeni je asociativni a tedy trojice
(2%, -, 1) tvoti monoid.
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Vezmeme linedrni obal L mnoziny X* a zkonstruujeme vektorovy prostor V nad R, jehoz baze
je totozna se X*. Ozna¢me V = (L, +, —, 0, nas. sklaldrem). Potom O = (L, +, *), kde definujeme
asociativni a distributivni operaci nad + ndasledujicim predpisem

(au) = (fv) = af(u-v) Yu,0 €X* Va,p €R,

kde af je bézny soucin skaldra z pole R, tvori okruh. Skute¢né (L, +, —, 0) tvori komutativni
grupu, kde operace + splyva se s¢itanim vektort ve V a (L, *, 1) je monoid.

Ddle budeme okruh O faktorizovat pomoci idedlu I. Idedl I je vytvoren na zdkladé signatury
geometrické algebry. Idedl I je generovan mnozinou nasledujicich prvka L:

eie,—1, proi=1,...p

ee,+1, proi=p+1,.,p+q
eiej, proi=p+q+1,..p+q+r=n
eiej +eje, Proi# j.

Rekneme, 7e u ~ v, jestlie (u—v) € I. Pak P = O/ . je geometrick4 algebra Gp.q.r- Po faktorizaci je
okruh P tvoren linedrnim obalem pouze 2" slov ze ¥, tato slova nazyvame bazovymi blejdy. Tato
slova jsou zretézenim nejvySe n riznych prvki ze ¥ serazenych podle indexu od nejmensiho po
nejvétsi. Slovo délky [ se nazyva [-blejd nebo blejd stupné I. Bazovych [-blejd je (;’) (ekvivalentni
blejdy zapoditdvame jako jeden). Operace * se nazyva geometricky soucin. Geometrickou algebru
muZzeme chdpat také jako vektorovy prostor U nad R, generovany mnozinou blejdu, ktery je
opatten geometrickym souc¢inem x. (ProtoZze R C P miZeme ndasobeni skaldrem v okruhu P
dodefinovat jako geometricky soucin « resp. a1 s k a ziskdme « nasobek k (a € R, k € L).) Blejdy
téhoz stupné generuji podprostory vektorového prostoru U.

Priklad

Ukazme na ptikladu, jak je vybudovdna geometrickd algebra Go11. Tedyn =2+1+1=4a
abecedu X tvofi mnozina {e, es, €3, e4}. 2* je nekone¢nd mnozina vSech koneénych neprazdnych
posloupnosti prvka ze . Napriklad u = (ej, eo, €1, €1, e4), zkrdcené zapsdno u = ejeseieieq
patti do 2*. K mnoziné X* pripojime 1 a dostdvdme X* = ¥* U {1}. X* tvoii vSechna slova
v abecedé Y. Zretézenim napt. u = ese;,v = eze; dostdvame u - v = uv = eyejese;. A plati
(uwo)w = u(ow) VYu,o,w € X7,

Tato slova jsou bazi vektorového prostoru V, ve kterém se ,naucime“ vektory scitat napf.

(3e1egen + 3e4) + (5e1 — e4) = 3ejegen + 2e4 + 5e1

a tyto vektory prevezmeme jako prvky okruhu O spolu se s¢itdnim. V okruhu O = (L, +, *) mame
tedy napr. (5e4e1 —0.23e4e1e2e3 +5). Naopak nasobeni * je ¢aste¢né prevzato z monoidu (X7, -, 1).
P1i ndsobeni * splyva soucin slov ze X* se souc¢inem -, tj. splyva s retézenim slov, napt:

(3exeseq) * (5ez) = 15(eqeseq - €3) = 15eqe3e465.
U soucinu slozitéjsich vyrazl vyuzijeme nejdrive distributivity * nad +:
(5e1 + e3) * (6e2) = (5e1) = (6e2) + (e3) * (6e2) = 30eyez + bezer.
Idedl I je generovan mnoZinou:

Q = {e1e1—1, ezea—1, e3e3+1, e4e4, e1e2+e061, €1€3+€3€1, €1€4+e4e1, exe3+e360, e2e4+e4€0, €364+€4€3 ).
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Po faktorizaci dostdvdme 16 bazovych blejdfi. Bazovych I-blejdt je (%), kde I = 0,1,2,3,4:

1
€1, €2€3, €4
€1€2,€1€3, €164, €2€3, €2€4, €3€4
€1€2€3, €1€2€4, €1€3€4, €2€3€4
€1€9€3€4
Podivejme se nyni, co se v idedlu I nachdzi, a jak faktorizace probiha. Jsou-li i1,i, € Qak,l € L,
pak plati nésledujici vyrazy
k«xipxlel
k*i1+l*i2€I.

Prvky u = a=* (e1e1) *bav =a+b =ax*1xb, (kde a,b € X*,) jsou v relaci u ~ v, protoze
u—v = ax(eje1)*b—ax1xb = ax(eje1—1)*b € I. Prvkyu = a*(e1ez)*bau = —ax(ezeq) *b, (kde
a,b € X*)jsouvrelaciu ~ v, protoze u—v = a*(e1ep) *b—(—ax(eze1)*b) = ax(e1ex+eqer)*b € I.
Podobné miZeme fici, Ze pro i # j: aejejb = —aeje;b.

Jednoduseji, e;e; nebo eses miizeme zaménit za 1, resp. pokud jsou soucasti del$iho slova,
je muzeme vynechat. eses muZeme zaménit za —1 (resp. vynechat a zménit znaménko). Pokud
vyraz obsahuje e4e4, je roven 0.

Uvedenych ekvivalenci (zdmén) vyuZijeme opakované, dokud nedostaneme zdkladni tvar (tj.
linearni kombinace vySe uvedenych blejd). Pti vypoétu zaménujeme poradi vZdy dvou sousednich
eiej (i # j) spolu se zménou znaménka, dokud se vedle sebe neobjevi e;e;, které je rovno 1, —1
nebo 0. Tento postup je pouzit v ndsledujici aprave:

2ezez(eqe3) = —2e3(exe3)es = 2(eze3)eses = —2ezeq.

1.1 Operace na geometrické algebre

Zakladni operace na geometrické algebre jsou projekcemi geometrického soucinu. DtleZitou roli
zde hraji stupné blejdd, které do soucint vstupuji. Stupen znac¢ime grade(). Stupen k-blejdu je k.
Linearni kombinaci k-blejd{ nazyvame k-vektorem. Linedrni kombinaci blejdt riznych stuprnit
nazyvame multivektorem. Pokud nejvys$si stupen blejd@ v multivektoru A je k, pak mzeme A
vyjadrit jako soucet

A= Z aibi, (11)

grade(b;)<k

kde b; jsou k blejdy a a; € R. Vsechny ostatni koeficienty povazujeme za nulové.

Projekce

Projekce objektu A, ktery vystupuje v rovnosti (1.1), na stupen [ zachovava z A jen [-vektor.

(A) = Z a;b;

grade(b;)=l
Ukazeme na prikladu projekce multivektoru.
(5eze6 — 6e1)2 = Sezeq

(5eze6 — 6e1)3 =0
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Leva kontrakce

Déle budeme uvazovat A, B, kde grade(A) = k a grade(B) = [ (tj. linedrni kombinace blejdi
téhoZz stupné). Pak leva kontrakce | je definovana takto:

A|B = (A * B)_.
Prava kontrakce
Prava kontrakce | je definovana takto:
A|B = (A % B)_;.
Vnéjsi soucin
Operace vnéjsiho soucinu A je definovana vztahem:
ANB={(Ax*B)y.
Vsimnéme si, ze v pripadé i # j # k, blejdy mlzZeme zapsat také pravé pomoci operace A. Napt.:
eiejex = e A ej A eg.
V tomto ptripadé neékdy také zapisujeme blejdy pomoci dolniho indexu zkracené takto:
eiejer = ejjk.
Vnittni soucin

Vnitni soudin je definovdn takto:
A-B= <A * B>|k_1|.

Pokud k = I, dostavame skalarni soucin:
A-B= <A * B)O.

Definice soucinii zavedné na blejdech rozsitime na obecné multivektory A a B pomoci nésledujicich
vztahd.

AlB= ((A) * Bk
k1l
ALB= (AN * (BY )i
k1l
ANB= ) (A % (B))ia
k1l

A-B= Z((A)k * (B)D) k-1
k1l
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1.2 Pravidla pro vektory

Pro 1-vektory plati nékteré identity, které budeme vyuzivat. Jsou-li a, b 1-vektory v kterékoli
geometrické algebre, plati pro né nasledujici identity. Geometricky soucin vektort je soué¢tem
vnitfniho a vnéjsiho soucinu téchto vektorti

axb=a-b+aAb.

ProtoZe vnitini soudin je symetricky
a-b=>b-a

a vnéjsi soudin je antisymetricky
aANb=-bAa,
a tedy pro vnéjsi soucin tychz vektor plati

aNa=—-aANa=0,

mizeme vnitini a vnéjsi soudin vektora vyjadrit takto

b+b
g.porbrbra
2
b-b
anp=r2—b*a
2
Inverze A~! objektu A je definovana:
AxAl=1.

Pokud a? # 0, je inverze a~! 1-vektoru a d4na nasledujicim vztahem.

Vidime, ze

a—=——=1.
a-a a-a

2 Eukleidovské geometrické algebry

V této kapitole zavedeme 3 geometrické algebry nékdy souhrné oznacované jako Eukliedovské,
algebru Gs 0, projektivni geometrickou algebru (PGA) a konformni geometrickou algebru (CGA).
Symbol geometrického soucinu * budeme naddle vynechavat.

2.1 Geometricka algebra Gs
Jednd se o algebru Gs o, jejiz bazi tvori nasledujicich 6 blejdi:
1
€1, €2, €3

e1ex =e1 A ey, e0e3 =eg Aes,e1e3=e1 Nes

ejeses = e Aex A es
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Blejd nejvyssiho stupné se obecné nazyva pseudoskaldr a znacime jej I. Linedrnim kombinacim
bazovych 1-blejdti fikame vektory a ztotoziiujeme je s vektory v R3. Budou oznadovany tuéné,
napi. a. Vnitni souéin vektortl pak splyva se skaldrnim soudinem vektori v R3. Vnéjs{ soudin pak
souvisi s vektorovym soucinem néasledujicim vztahem.

axb=-(anb)I
Skute¢né, levd a prava strana jsou si rovny:
a X b = (axbs — azbz)e1 — (a1bz — asbr)ez + (arby — azb1)es
—(a ADb)I = —((azbs — asbz)ess + (a1bs — asb1)e1s + (arba — asb1)ern)erns =
= (a2bz — asby)er — (a1bz — agb1)ez + (a1ba — azby)es.
UkaZeme si vypocet vySe uvedenych soucini na prikladu. Mame:
A= (362 + 561),

B = (263 - 61).

Vidime, Ze grade(A) = grade(B) = 1. Nasleduje vypocet geometrického, vnitintho a vnéjsiho
soudinu.
AB = (362 + 561)(263 - 61) =6eg Aes+10e; ANes—ey Aep—5

A-B= <6€23 + 10e13 — e91 — 5>|1_1| =-5
AANB= <6623 + 10613 — €21 — 5>1+1 = 6623 + 10613 — €21 = 6623 — 10631 + e12

Vidime, Ze pokud se ve vnéj$im soucinu setkaji e; s e; je vysledek nulovy.

Vnéjsi soucin vektorl a determinant

Mezi vnéjsim souc¢inem a determinantem je Gzky vztah. Pro trojici vektort a; = (a;1, aio, a;3), kde
i=1,2,3, plati:

1
ayNaz Nas = 31 Z sgn(0)aq(1)as(2)s(3)s
’ GESg

kde 83 jsou permutace mnoziny {1, 2,3} a sgn(o) je kladné pro sudé permutace a zdporné pro
liché. Podobné muzeme predevsim diky antikomutativité vnéj$iho soucinu

ay Nay; =—ax \aq

vyjadrit vnéjsi souc¢in pomoci determinantu takto:

al a2 aip adi3 13 411
a ANap = e+ exs + 31 =
asz1 a2 azy 423 a asi
a1 a2 O 0 a2 a3 |ai1 O ai3

=laz1 azx O |+|0 az ax|+laz1 0 ax|=
0 0 €12 €923 0 0 0 €31 0

ail di2 d4is ail diz2 4z apl diz2 4z aylr dizp a3
= |d21 QA2 a23|+|d21 422 423+ |d21 dz2 a23| =|d21 dz2 A23|.
0O O e |23 0 O 0 e1 O €3 €31 €12
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Vnéjsi soudin tfi vektorti pak za pomoci predeslého vztahu vyjadiime nésledujicim zptisobem.

ajl a4z 4ais ajl diz2 a3 ajl diz2 a3z
ai Naz Nas =|lax1 azy as3|+|ax az ax3|+|az1 azx az||A (asier + aszes + asses) =
0 0 €12 €923 0 0 0 €31 0

ail 42 ais a1 4diz2 a3 ail1 42 ais ail1 a4z a3
as1 dzz dAz3|dsses + (d21 do2 adz3|Asiey +|d21 d22 A23|dsgey = |d21 422 d23]| €123
0 0 €12 €23 0 0 0 €31 0 as31 dzz dss

Mtzeme tedy fici, Zze

ail di2 4is
a; Nax Aaz ={a,axas)ejns = |dz1 dz2 d23|ejss
asy ds2 dass

2.2 Projektivni geometrickd algebra

Projektivni geometrickd algebra (v angli¢tiné Projective Geometric Algebra) byva zkracovano
PGA. PGA pro dimenzi n je G, 01. My se zabyvame tfemi dimenzemi, proto se budeme vénovat
geometrické algebre Gs 1. K abecedé algebry G50 se pripojuje jeden symbol, ktery namisto e4
znacime e(, protoze plati:

€p€o = 0.
Blejdy
V PGA mame 16 bazovych blejdu:
1,
€1, €2, €3, €9

erex = e1 N\ ey, e1e3 =e1 Aes, ereg = e1 A ep, exe3 = €2 A e3, e2eg = €2 A €, e3eg = e3 A €,
e1egez = e1 Aey A es,eregeg =e1 ANea Aeg,ereseg =e1 Aes A eg, exeseg =ey Aes A e,

ejexeseg = e1 AN ex Aes A egp.

Reprezentace objektl

Objekty v geometrickych algebrach maji dvé reprezentace, primou a dudlni. Prechdzime mezi
nimi pomoci dudlniho operatoru *. Pokud k-vektor A reprezentuje néjaky objekt, pak AA, kde
A € R, reprezentuje tentyz objekt.

Dudini operdtor

Duadlni objekt k A ziskdme vydélenim pseudoskalarem. V PGA vsak inverzi k I nemame. Dudlni
objekt k multivektoru M je dan nasledujici tabulkou 2.1.

Tabulka 2.1: Dudlni objekt v PGA

1 ey |e | ex|e3|eo1 | €2 | €3 | €12 | €31 | €13 | €21 | €013 | €032 | €123 | I
M|a|b|c|d|e| f | g |h i j k 1 m n o | p
M iplo|n|m|1l| k| i |h| g e d c b |a

—n




2 Eukleidovské geometrické algebry 13

Pismena a, b, ..., n jsou koeficienty prislusnych blejd. Tedy naptiklad pro multivektor M =
ep21 + €12 je l = 1 ai = 1 a ostatni koeficienty jsou nulové. Dudlnim multivektorem k M je
M = es + ep3.

Operace join

V PGA budeme uzivat operaci join V definovanou:
AV B= (A" AB")".
Jak ndzev napovida, tato operace pripojuje bod k objektu.

Bod

PGA umoznuje reprezentaci bodi, pfimek a rovin. Za¢néme vloZenim bodu. Bod X vkladame
nasledovné:
sk
Xpca = (x +e9)” = x1€032 + X2€013 + X3€021 + €123,

Opét jsme x ztotoznili s polohovym vektorem bodu X v R3.
Pfimka
Primka je reprezentovana objektem

= €123S + epm,

kde s je smérovy vektor a m momentovy (bude vysvétleno pozdéji).

Rovina

Rovina je reprezentovdna objektem
T =n+deg,

kde n je jednotkovy normdlovy vektor a d je eukleidovska vzdédlenost roviny od pocatku. (V PGA
budeme pouZzivat pouze tuto reprezentaci objekt.)

2.3 Konformni geometrickd algebra

Konformni geometrickd algebra (v angli¢tiné Conformal Geometric Algebra) byva zkracovano
CGA. CGA pro dimenzi n je geometricka algebra G,,110. My se zabyvame tfemi dimenzemi,
proto se budeme vénovat geometrické algebie G410. V CGA operujeme se sférami, plochami,
kruznicemi, pfimkami, dvojbody a body. Pricemz kazdy z téchto objektti miizeme chapat jako
sféru. Sféra je chapana jako sféra ve 3D, kruznice jako dvoudimenzionalni sféra, dvojbod jako
jednodimenziondlni sféra, bod jako sféra s nulovym polomérem. Dale rovinu chapeme jako sféru s
nekone¢nym polomérem (prochdzejici nekone¢nem), podobné piimku jako kruznici s nekone¢nym
polomérem (prochézejici nekone¢nem).

V CGA mame v bazi 5 1-blejdu ey, eo, €3, e4, es. Vektorovy podprostor generovany eq, e, €3
ztotoziiujeme s R3. e4 oznac¢ujeme také e,, protoZe eses = +1 a e5 oznacujeme také e_, protoZe
eses = —1. Uziva se i jind baze, v niz sndze uvidime charakter reprezentovanych objektl. Vektor
%(—e+ +e_) totiz reprezentuje pocatek. A vektor e, +e_ reprezentuje nekonec¢no. Proto poklddame:

o = €4t e_,
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1
€ = —(e-—e¢ey).
0= (e —e.)

Pouzivame bazi s 1-blejdy e, e, €3, €, 0. VSimnéme si, ze

€ooloo = (64 +e_)(es+e ) =eye,+ee_+e e +ee.=1+ee —ee.—1=0,

1 1 1 1
epeg = E(e_ - e+)5(e_ —e) = Z(e_e_ —eje_—e_ e, tee,) = Z(_l +1)=0.
Pro interakci e, a eg pak plati
ety = —1+ese_,
€ - €0 = —1,
o N €g = ere_.
Vidime také, Ze
ejegezeges; =e1 ANea ANes NegNes=ep ANey ANes N\ e N eg.

Vyse uvedené vztahy budeme casto pouzivat.

Norma

Normou objektu A rozumime vyrazu:

|A]| = VA - A.

Vlozeni bodu

Chceme aby ve skaldrnim soucinu bodt byla zakédovana jejich vzdélenost. Nutna podminka
pro to je, ze skalarni souc¢in bodu sdm ze sebou musi byt nulovd, aby vzdalenost bodu od sebe
byla nulova. Bod X je tedy objekt s nulovou normou, protoze plati X - X = 0. (Vidéli jsme, Ze
to plati pro pocatek i nekonec¢no.) Hledame vektor aje; + azey + ases + ases + asep, ktery bude
reprezentovat bod. Soutadnice a1, as as jsou jsou uréeny polohou bodu v R3. Déle, protoze kazdy
A nédsobek reprezentuje tentyz objekt, polozme as = 1.

(x + agec +€g) - (x+ asec +e9) =0
x-x—2a4=0
1,

ag = —-X
2

Bod X s polohovym vektorem x je reprezentovdn 1-vektorem

1,
X =x+—=x%ex + €.
2

Dudini operator
V CGA pro pseudoskalar I = ejezeseqes plati
Il = ejeyeszeqesereze3e4es5 = —1.

Tedy inverze k pseudoskalaru je I-! = —]. Objekt A* dudlni k A ziskdme v CGA pomoci déleni
pseudoskalarem:
A* =-Al = —A€12345.

Slozenim duality dostaneme minus ndsobek ptivodniho objektu:

(A*)* = AIl = —A.
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Reprezentace objektl

V geometrickych algebrach méame dvé reprezentace objektil. IPNS je zaloZena na vnitfnim soucinu.
Pokud bod X patii objektu A, plati:
X-A=0

(vyjadruje, Ze bod ma od objektu nulovou vzdalenost). V geometrické algebre plati:
AAB=(A-B"".
Pokud za B dosadime bod X, a uvazujeme, Ze
X-A=0,

tedy jisté plati
(X-A)"=0"=0

a dostaneme:
0=(X-A)"'=-(X-(A))"=-XNA".

Timto zptsobem dostdvame OPNS reprezentaci objektu A. Objekt A obsahuje bod X, jestlize plati
XANA"=0.

IPNS reprezentaci objektu zna¢ime bez hvézdicky A a OPNS reprezentaci s hvézdickou A*.

Vzddlenost bodu

V CGA je vzdalenost bodl zakédovana do skalarniho soudinu, tim se kvadraticka vzdélenost
Jlinearizuje“. Pro vzddalenost bodt Pg, Qf plati:

de(Pe. Qp) =(p—q.p - Q).

Pro vypocet vzdalenosti bodt Pg, Qr v CGA uZijeme skalarni soudin.
1, 1, 1 1 1 1,
P-Q = (P+§P eoo+€0)'(‘I+§q ewteo) = (P, q>—5<p,p>—§<q, qQ) = —§<p—q, P—q) = _EdE(PEa Qk)

de(Pg, Q) = VI2P - Q| 2.1)

3 Rovina

Podivdme se nyni podrobnéji, jak vznikd rovina v PGA i v CGA a na souvislost s analytickou rovnici
roviny, které jsme se vénovali drive.

Rovina miZe byt zaddna vice zptisoby. Rovina je napt. ddna tfemi riznymi body A, B, C, jimiz
prochazi (na poradi nezdlezi, body ovsem nesmi lezet na primce). Jak uvidime pozdé;ji, timto
postupem vytvorend rovina odpovida takzvané OPNS reprezentaci objektt. Jiny zptisob uréeni
roviny je dvojice normdlového vektoru a vzdalenosti. Pokud uvazujeme jednotkovy normalovy
vektor n = (ny, ny, n3), absolutni hodnota ¢isla d v nasledujici rovnici reprezentuje vzdalenost
roviny od pocatku.

nixy1 + ngxs + n3xs — d=0

Jak uvidime pozdéji, takto vznikd rovina odpovidd reprezentaci IPNS. Dalsi zptisob uréeni je bod
a dva linedrné nezavislé smérové vektory.
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Naskytuje se otazka, jak mezi jednotlivymi reprezentacemi prechazet? A také, jak pozndme, zda
se jednd o tutéz rovinu? Naptiklad obecnou rovnici roviny 1ze vyndsobit libovolnym nenulovym
¢islem a bude popisovat stejny objekt. Podobné, kdyz chceme zadat rovinu bodem a dvéma
smérovymi vektory, najdeme mnoho dvojic téchto vektord, které dévaji stejnou rovinu. Také
vychozi bod mize byt kterykoli bod roviny. V PGA i CGA snadno pozndme, zda se jednd o stejnou
rovinu nezavisle na tom, jak byla zaddna. Poznamenejme, Ze v v PGA i v CGA je rovina v IPNS
1-vektor a v dudlni OPNS reprezentaci 3-vektor a 4-vektor. To, Ze je v PGA i CGA rovina objekt
stejné dimenze v IPNS, je jeden z divodu pro¢ budovat teorii pomoci rovin.

3.1 Midplane

Midplane vyuziva jesté jiného zadani roviny, kdy se uplatni fakt, ze ve skalarnim soucinu objektt
v CGA je zakédovana jejich vzdélenost. Rovina midplane je zaddna jako mnozina bodd, které maji
od dvou rtznych bodt Pg a Qf stejnou vzdalenost. Pro kazdy bod X roviny plati:

dp(Pe, Xg) = dp(Q, Xk).
Nyni aplikujeme vztah (2.1) a dostaneme:
P-X=0-X,

(P-Q)-X=0.

Vidime, Ze rozdil bod@ P — Q je IPNS reprezentaci midplane 7.
13 13
—D_— _ _ _ L 2+ 2
m=P-Q=(p1—qer+(p2 —g2)e2 + (p3 —g3)es + (2 ;:1 P E CIi) €oo

1
T=p-q+3 (I1pl* = llqll?) eco

3.2 Rovina prochdzejici ttemi body A, B, C

Jednim ze zédkladnich konstrukénich postupi je uréeni roviny zadané tfemi body, ukazeme si
napred jak prislusné dobte zndme rovnice odvodit prostfedky klasické linearni algebry a pak v
algebrach PGA a CGA, ve kterych si budeme vSimat analogii s ptistupem klasické linedrni algebry.
Nasim cilem je demostrovat vyuziti geometrickych algeber v analytické geometrii co nejvice v
kontextu klasického pristupu.

Konstrukce roviny v PGA

Nejdrive ukazme idnetity, které vyuZijeme v nasledujicim vypoctu. Prvni snadno ziskdme postupem
uvedenym v motivaéni podkapitolce.

a dz as
aANbAc= bl bz b3 €123
C1 C2 C3

Druh4 identita je obdobou rovnice (0.7), kde prechazime od polohovych vektora b, ¢ bodi roviny
ke smérovym vektorim b — a, ¢ — a roviny.

aAbAc=aA(b-a)A(c—a).
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Nyni tedy k roviné, v PGA uvazujeme tti body Apga, Brga a Cpga.

Apga = aieps2 + azep13 + azepa1 + €123

Bpga = biegsa + baep13 + bsepar + €123
Cpga = Cc1€032 + C2€013 + C3€021 + €123
Operaci V ziskdme rovinu 7pg4 prochdzejici témito body.

7tpGa = Apca V Bpga V Cpga = (Apga A Bpga A Cpoa)” = ((@+ep) A (b+eg) A (c+ep))”

ay dg das
=(@arnbre) +((b—a)A(c—a))e))" =((b—a)x(c—a))+|b1 by bsleg
C1 C2 (3

Rovina je 1-vektor, a srovname-li vysledny objekt s analytickym vyjaddtenim roviny (0.6), vidime,
Ze mpga ma v sobé ukryty normalovy vektor i hodnotu d (resp. jejich nasobek stejnym A).

Konstrukce roviny v CGA

Jak jiz bylo fe¢eno, diky antisymetrii mGZeme pti vypoctu vnéjsiho soucinu vyuzit determinant. V
CGA pro 1-vektory A, B, C a D, kde

A =aje; +ases + ases + ases + ases

a B, C, D jsou dany analogicky, plati:

ai as as ag ds
by by, bs  bs  bs
AABANCAD=| Co C3 C4 Cs

dq do ds ds ds
€2345 —€1345 €1245 —€1235 €1234

nebo také v bazi vyuzivajici ep a e, pro vektory zadané ve tvaru
A = aje1 + agsey + ases + adwew + agep,

kde
oo = a4 + as
1
aop = E(_a4 + as)

a B, C, D jsou dany analogicky, 1ze vyjadtit vnéjsi soucin pomoci determinantu takto

ay 5] as Ao ap
bl b2 b3 beo bO
AANBACAD=| 1 Co C3 Coo Co

dy ds ds deo do
€2345 —€1345 €1245 —€1230 €123

V OPNS reprezentaci v algebfe CGA rozumime roviné jako objektu, ktery prochazi tfemi body
a nekone¢nem. Mame tedy

1,
A=a+ —a‘e- + e,
2
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1
B=b+ Ebzeoo + eg,

1,
C=c+—=cex +e¢g
2
a nekonec¢no e.,. V OPNS ziskame rovinu ABC takto:
7" =AANBACA es

A opét podle (3.2) a Laplaceova pravidla dostdvame:

\S)

ay dz das % 2 a, dax % 1 das das %a 1
. by by by ib? by by ip? 1 bs ib% 1
=t 72 % 2 €12300 t+ rm2 1 5 €1245 + > 73 15 €2345—
€c1 C2 €3 3C cp ¢ 3¢° 1 2 c3 3¢° 1
0O 0 0 1 0O 0 1 O 0O 0 1 O
ay as %az 1 a, az as O
b bs %bzle b1 by b3 O
B Ecz 1161345 T le, ¢y g 0f€1230
O 0 1 O 0O 0 0 O
Pomoci Laplaceova pravidla zjednodusime na:
al bl C1 al b1 C1 1 1 1 al bl C1
" =laz by c2|ein300 —|a2 b2 coleigas —|az b2 coleszas+ |1 1 1ejsgs.
as bg C3 1 1 1 as bg C3 as bg C3
A dudlni IPNS reprezentace je tvaru:
al bl C1 al bl C1 1 1 1 al bl C1
T = |dy bz Co| e + |A2 bz Cyles +|asy b2 Ccalel + 1 1 1 es.
as bg C3 1 1 1 as bg C3 as bg C3

Za vyuziti vztaht (0.3), (0.4) a (0.2) dostaneme:
m=(b—-a)XxX(c—a)+{ab,c)e,
T =n+des.
Zavérem ukazeme, ze bod X = x + %xzeOo + ep, ktery patti do roviny x, spliluje rovnost
m-X=0.

Dostavame tak rovnici:
1
(n+des) - (x+ Exzeoo +e) =0
n-x—d=0,
(n,x) —d =0,

kterd je totoznd s analytickou rovnici roviny.
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3.3 Rovina zadand pomoci smérovych vektord v CGA
Budeme uzivat rovnost:
aAb+bAc+cha=bA(c—a)+cha=bA(c—a)+(c—a)ha=(b—a)A(c—a) (3.1)
Uvazujme opét rovinu prochdzejici body A, B, C. Vezméme dva smérové vektory:
u=Bg—Ag=b—-a

U:CE—AE:C—(I

V OPNS reprezentaci mizeme rovinu zadat také bodem a dvéma smérovymi vektory. Operace A
pripojuje body a v tomto ptipadé sméry. Nasledujici vyjddreni tikd, Ze rovina & obsahuje bod A,
nekonecno a dva sméry u, v.

T =AANUADA e

PouZzijeme vztah (3.1) a ukdZeme, Ze rovina zadand tfemi body nebo bodem a smérovymi vektory
jsou v CGA stejné. Cleny s e, ve vypoétu vynechdm, protoze se vyru$i bud navzajem nebo s eq
nakonci.

7"=AANBACAesn=(a+tey) AN(b+ey) A(c+eg) Aew =

=aAbAcNew+egA(aAb+bAc+cAa)New = aN(b—a)A(c—a)NewtegA(b—a)A(c—a)New =

1
= (aAuNv+eg ANuAv) Aew = (a+eg) A\ UAVANew = (a+£||a||zem+eo)/\u/\v/\e<>o = AANuAvAes

4 Primka
4.1 Primka prochdzejici body A a B
V PGA ptimku Ipg4 prochézejici body A, B, ziskdme jako join bodd A, B
Ipa = ApGa V Brga = (Apga A Bpga)™ = ((a+eo) A (b+e))" = (aAb)"+ ((a—b)e)" =

=eo(axb) + (b —a)erns

Vysledny 2-vektor obsahuje informaci o smérovém vektoru b — a, a vektoru a X b. Dostavame tak
takzvané Pliicknerovi soutadnice. Pfimka v PGA je 2-vektor

Ipga = mieg1 + maegy + mseps + S1€23 + S2€31 + S3€12.

V CGA piimku [ hleddme jako objekt prochdzejici body

1
A=a+ 5||a||2eOo + ep,

1
B=b+ 5||b||2e(x, + e
a nekonecnem e.,. V OPNS reprezentaci pifimku vyjadiime pomoci operace A takto:
I"=aAbAex+(b—a)ess =—(axb)enzes + (b —a)ess

Vyraz b — a je smérovy vektor primky a a X b je normadla roviny ABO. VSimnéme si, Ze Ae, Na
konci vyrazu zpusobi, Ze ztratime informaci o normach ||a|| a ||b||, které na vyslednou primku
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nemaji dopad. Pro body patftici pfimce dostdvame 4 podminky, podle vztahu X A A* = 0, (vysledny
soucin ma Ctyti koeficienty, které nejsou obecné nulové. Tyto museji byt nulové, a tak je primka
vymezena rovnicemi).

a b
as by

a b
as bs

as by

x1 +
az bzt

€12300 : — X — x3=0

€1245 - Zi ZZ + (b1 —a1)xy — (ba —az)x; =0

1345 : Zi 22 — (b1 —a1)x3+ (b3 —az)x1 =0

€2345 : Zj Z + (by —az)xz — (b3 —az)x2 =0

w w

Prvni podminka lze zapsat takto:

ay dz das
— b1 by bs|=0.

X1 X2 X3

Prvni podminka vyzaduje, aby bod X lezel v roviné OAB. Zbylé tfi podminky miizeme zapsat jako
soustavu linedrnich rovnic. Oznaéme s =b —aam =a xb.

0 —S3 S2 X1 —mi
S3 0 —S$1| | X2| = |—My
—S2 S1 0 X3 —ms

Tedy dostavame rovnici urcujici ptimku x X s = m. Kazdy bod X piimky [ 1ze zapsat ve tvaru
X =A+ts, (kdet € R,) ovérme, ze tyto body na primce [ skute¢né lezi:

(a+ts)xs=axs+t(sxs)=axs=ax(b-a)=axb-axXxa=m

4.2 Reprezentace primky jako praseciku dvou rovin

Na primku muZeme nahliZet jako na prasecik dvou nerovnobéznych rovin. Podivejme se podrobnéji
na prisecik rovin 7 a o v IPNS.

T=p+dpes
0=q+dge
Prusecik [ rovin v IPNS ziskdme operaci A.

l=n Ao

I=pAqg+(pdy—qdp) e

Opét ve vyrazu p A ¢ = —(p X q)e123 je se zachovavd informace o smérovém vektoru vysledné
primky .
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5 Pranik tri rovin v PGA

Prunik tfi rovin, (které odpovidaji rovindm Prtniku rovin v tivodni kapitole):
TpGA = @ + dgeo,

VUpca = b + dpeq,
opca = € +d.eg
ziskame pomoci operace A takto:
Ppga = mtpca N Ypga A 0pGa.

Srovnejme s analytickym vypoctem provedenym v tivodni kapitole. VSimnéme si, jak se vypocty
podobaji.

Ppga = (a+dgeg) A (b+dpeg) A(c+dceg) = (anbAc)+(aAb)deeg— (aNc)dpeg+ (b Ac)daey =

ay Aap das ds ay das a; das
={(a,b,c)eis + deeioo + deeszo + d.e130 + dpeioo+
< > 123 bl bz c€120 b2 b3 c€230 bl bS c€130 c Cs b€120
ds ds ay dads bz b2 b3 bl b3
+ dpeaso + dpeiso + daeizo + dgeaso + dae1so =
C2 C3 €1 €3 c1 C2 C3 C1 C3
da as as a; d, as ai; ax dq
=(a,b,c)e1as +|dp bz bs|epas+|b1 dp bsleios+|b1 b2 dp|eio
de c2 c3 c1 de c3 c1 c2 de

6 Neploché objekty

V CGA mame oproti PGA je$té dal$i mnozinu objektd se ktrou miiZzeme pracovat. Jedna se o sféry.
Jak jiz bylo fec¢eno, vSechny objekty v CGA mtiZzeme chépat jako sféry. Zaénéme od 3D sféry.
6.1 Sféra

V OPNS reprezentaci rozumime sféte jako objektu prochdzejicimu ¢tyrmi body A, B, C, D.
S"=AANBACAD

Jak jiz bylo recCeno, operace A je v OPNS konstruktivni a v IPNS plni opa¢nou ulohu, vytvari
priniky objektti. Podobné dudlni operator prevadi objekty na objekty ,kolmé“. UkaZeme si, jak 1ze
chépat sféru jinym zptisobem. Sféru lze zadat také pomoci stfedu (nazvéme jej P) a bodu, ktery
na ni lezi. Je-1i P stfed sféry, pak je tato sféra ,kolma“ k flat-pointu P A e,. Dale musi obsahovat
zadany bod. Pro sféru danou body A, B, C, D plati, Ze stfed P jisté lezi na midplane (A — B),
protoze P ma od A i B stejnou vzdélenost. Podobné je tomu s dvojicemi bod B a C, C a D. Proto
IPNS reprezentaci hledaného flat-pointu ziskdme prinikem téchto tfi rovin:

(PAew)* =(A-B)A(B-C) A (C-D)
Déle vime, Ze sféra obsahuje bod D.

(PANew) " AD=(A-B)A(B-C)A(C—-D)AD=AABACAD
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V IPNS reprezentaci zaddvame sféru S pomoci stfedu P a poloméru r takto:

1
S=P- —rzeoo.
2

Snadno ukazeme, Ze IPNS reprezentace piimo odpovidd rovnici sféry. Polozme X - S = 0. Pak pro
polohové vektory bodt X a P plati:

1 1 1
(x + E”-x”zeoo + eO) : (P + E”P”zeoo - Erzeoo + eO) =0,

1 1
(x, p) = E(IIxII2 +lplI*) + 5?’2 =0,

1 1
—§<P —xX,p-x)= —57’2,

2 _ 2
lp—x[I" =r=.

Rovina jako sféra s nekone¢nym polomérem

Uvazujme sféru se sttedem v pocatku o poloméru r:

1
S=ey— =r‘e
2

prochdzi jisté bodem R = res + %rzeoo + eg. Nyni budeme stifed posunovat o vektor t = —tes a
polomér zvétSovat na r + t. Kazdd takovd sféra prochdzi bodem R. S rostoucim ¢ se zmensuje
lokalné jeji kf'ivost a dalo by se tict, Ze se sféra ,zplostuje“.

1 1
S:t+—tzem+e——t+r2em
p= (%t e — 5 (t+7)

Uvazujme limitni ptipad, kdy se ¢ blizi nekonecnu. Vyraz vydélime ¢, abychom dostali jednotkovou
normadlu.

. —tes — %(27’2L + rz)eoo + ep . —}"2600 + eg
lim = —e3 —res + lim ————— = —e3 — req
t—00 t t—00 t

Dostdavame rovinu kolmou k e3 prochdzejici bodem R.

6.2 Kruznice

KruZnice k je v OPNS reprezentaci zaddna pomoci tfi bodt A, B, C, které na ni leZi.
k*=AABAC

Podivejme se, jaké informace vysledny objekt skryva. Plati, Ze AABAC=(A-B)A(B-C) AC,
kde (A — B) A (B — C) je IPNS reprezentaci osy kruznice. Vyraz (A — B) A (B — C) A C tedy 1ika,
ze vysledny objekt je ,kolmy“ k IPNS piimce (A — B) A (B — C) a prochédzi bodem C. Na obrazku
6.1 je svétle modre zndzornén bod B, body A a C a kruznice k modre, zluté pak roviny A — B a
B — C a cervené osa (A — B) A (B — C) kruznice k.
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Obrazek 6.1: Osa kruznice pomoci priniku midplane

6.3 Dvojbod

Dvojbod je objekt obsahujici dva body. V OPNS zkonstruujeme dvojbod obsahujici body A a B
pomoci operace A.
ANB

Specidlnim pripadem dvojbodu je flat-point, dvojbod prochazejici nekone¢nem.
1
ANew = (a+ £<a,a)eoo +e0) A o = A€o — €45

Dvojbod je moZné reprezentovat jako prunik tfi sfér. Rovinu chdpeme jako sféru prochézejici
nekone¢nem. Proto prunikem tfi rovin v CGA je pravé flat-point nebo nekonec¢no. Kazd4 rovina
obsahuje nekonecno, prinik je tedy musi obsahovat také.

Dekompozice dvojbodu
Uvazujme dvojbod AB* = A A B. Pak jednotlivé body A, B ziskame takto:

_ AB* ¥ VAB" - AB*

A B
14B>,< * eoo

Dekompozice dvojbodu je podrobnéji rozvedena napt. v [8].

7 Paraboloidy

7.1 Mid objekt roviny a bodu

Parabola (v roviné) je dana ohniskem a ridici pfimkou. Parabola je mnozina bod1, jejichZ vzdélenost
od ohniska je rovna vzdalenosti od tidici primky. Rotaci paraboly kolem osy soumeérnosti ziskdme
rotacni paraboloid ve 3D, ktery je ddn ohniskem F a tidici rovinou 7. Pro bod X na paraboloidu
plati:

dE(F,X) :dE(ﬂ',X). (7.1)
Nabizi se myslenka opakovat postup vzniku midplane, kde midplane dana body A, B je mnoZina

bodi X splriujicich:
de(A, X) = dg(B, X).
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Tuto podminku bylo mozné vyjadtit v CGA takto:
A-X=B-X.

Odtud jsme upravou dostali IPNS reprezentaci hledané roviny:
(A-B)-X=0

U paraboloidu nastava problém, a to, Ze v rovnici (7.2) vystupuji vzdalenosti od rtznych objekta.
Vzddlenosti v CGA urcujeme pomoci vnitiniho soucinu. Vzdéalenost od bodu v CGA dostaneme
jediné s kvadratem, jak vidime na prikladu vzddlenosti bodu X od bodu F:

1
F-X= —Edf:(F,X).

Oproti tomu vzdalenost od roviny je linedrni (v nasledujici rovnici je normala roviny  jednotkova
a bod X znormovany):

- X = xdg(m, X).

Proto tento postup nevede k cili.

7.2 Jiny pristup

Pro naSe potieby by postacil rota¢ni paraboloid s osou z. Pokusme se najit reprezentaci konkrétniho
paraboloidu:

z=x2+ yz.
Respektive chceme ziskat mnozinu bodti X = xje1 +xe0+x3e3+ %xz e + €9, splnujicich nasledujici
podminku:
X3 — x% - xg =0. (7.2)

IPNS reprezentaci tohoto objektu hledame jako 1-vektor A = (aje1 + ases + ases + ases + aseg)
takovy, Ze pomoci skaldrniho souc¢inu

A-X=0

dostaneme prave podminku (7.2). Tedy potrfebujeme, aby platilo

1
(a1e1 + agsey + azes + ases + aseg) - (x1e1 + xge9 + x3e3 + zxze(>o +e9) = X3 — xf - x%,

1
(a,x) — a4 — asE(x,x> = X3 — x% — xg.

Polozme a; =0,a; =0,a3=1,a4=0aas = % Touto volbou dostavame vyraz velmi podobny

kizenému x3 — x% — xé:

1
(a, x) —a4—a5§(x,x> = x3 — (x,Xx) = x3 —x%—xé _x§

V kvadratické ¢4sti ovem nejsme s to zachovat v (x, x) pouze x? a x3. 1-vektor v IPNS je vzdy
sfréra s nekone¢nym (rovina), kladnym redlnym, nulovym (bod) nebo imaginarnim polomérem.
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8 Transformace

Transformace objektu je charakteristickd tim, které jeho vlastnosti zachovava. Konformni transfor-
mace zachovavaji tihly. Izometrie neboli Eukleidovské transformace zachovavaji vzdélenosti bodd,
(a tedy i uhly). Objekty jsou pevné a méni pouze svou polohu. Kdezto konformni transformace
muze napriklad zvétsit polomér sféry. Transformace jsou reprezentovany pomoci versortl.

Geometrické algebry PGA a CGA se zde rozchazeji. PGA umoziiuje translaci a rotaci, (tedy
Eukleidovské transformace). CGA nadto umoznuje dilataci, coz je transformace konformni, nikoli
vSak Eukleidovska. Déle se budeme zabyvat versory v CGA.

8.1 Versor

Versor stupné k je geometrickym sou¢inem k jednotkovych 1-vektort:
V = vpvg_1 - - - 01,

kde v; = ale, + ahes + ajes + ajeg + al,eco. Versor je sudy (resp. lichy) pro suda (resp. lichd) k.
Pro inverzi versoru V pak plati:
11 -1
(V - 01 AR Uk .

Definujeme
V= (-Drkv L
Versor stupné k uplatnujeme na objekt A takto:
VAV~
Jelikoz ovSem libovolny nenulovy A ndsobek objektu reprezentuje tyz objekt, casto ndm postaci

AVAY!

a vektory, které tvoii versor nemusi byt jednotkové. Versory je mozné tetézit, napiiklad ztetézeni
versortt V a V’ aplikujeme na A takto:

V' VAY Iy,

Déle se vénujeme konkrétnim prikladiim, za¢neme od izometrii.

8.2 Reflexe vuciroviné

Reflexe vii¢i roviné 7 zobrazuje bod A na bod B tak, Ze 7 je rovinou symetrie. Body na roviné x
se zobrazuji samy na sebe, jsou samodruzné.

UvaZujme vektor a a jeho reflexi b. Vektor a lze vyjadtit pomoci vektoru a; kolmé projekce na
rovinu s a vektoru a; kolmému k roviné r:

a=a, +q.

Promitdme na rovinu s jednotkovym normalovym vektorem n. Pii tivahdch o vektorech je stézejni
orientace roviny, a ne jeji poloha.
a, ={a,n)n

a|=a-{(an)n
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aj

ay

Obrazek 8.1: Reflexe vektoru viudi roviné

Reflexi vektoru pak ziskdme ve tvaru:
b=a-2a, =a-2{a,n)n

Uvazujme bod A s polohovym vektorem a a rovinu danou rovnici {x, n) = d. Nyni potfebujeme
pro nalezeni reflexe vychazet pifimo z roviny z. Vezméme libovolny bod X (s polohovym vektorem
x) roviny 7. Budeme vychdzet z tohoto bodu a reflektovat vektor X A. Vysledny polohovy vektor b
bodu B je dan rovnosti:

b=x+(a—x)-2(a-x), =a-2a,-2x, =a-2{(a,n)n+2{(x,n)n = a—2{a,n)n+2dn (8.1)

Tento postup je zndzornén na obrazku 8.2. Pfejdeme do CGA a ukdzeme, Ze (8.1) plati. Jak
napovida ndzev, versorem je rovina zz. Abychom mohli versor aplikovat hleddme nejdiive inverzi k
T=n+des.

nor=1

Normalovy vektor n je jednotkovy.
(n+dew)(n+des) =nn+des(n—n)=1
rl=n

Nyni mtizeme reflektor aplikovat na bod P. Nésleduje reflexe bodu P v{i¢i roviné 7 = n + de,.

1
7Prl = (n+dew)(p + §||p||2600 +e0)(n + dec)

1
=—-p+2(p,n)n— §||p||2ec>o — eg + 2d%e + 2d{p, nYes — 2dn

1
Q=p+2dn-2(p,n)n+ §||p+ 2dn - 2{p,n)n||*e. + g

Tedy vysledny prvek je CGA reprezentace bodu s polohovym vektorem p + 2dn — 2(p, n)n, ktery
odpovida reflexi vii¢i roviné 7, jak vidime po srovndni se vztahem (8.1). Reflexe vii¢i roviné je
stavebnim kamenem pro dalsi transformace. Slozenim dvou reflexi rovnobéznych rovin ziskdme
translaci a slozenim reflexi dvou nerovnobéznych rovin rotaci.
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o

a—x (a—=z),

(a—=z),

Obrazek 8.2: Reflexe bodu vidi roviné

8.3 Translace

Vezméme dvé rovnobézné roviny x a o. SloZenim reflexi vii¢i témto rovinam ziskdme translaci
bodu ve sméru normadly o dvojnasobek vzddlenosti téchto rovin. Na obrazku 8.3 se bod A reflektuje
vidi 7 na B a B déle vici o na C. V CGA provedeme sloZeni téchto reflexi. Opét uvazujeme, ze

Ay B, (o5
Az
° B: . o Cy

As
Cg 33

Obrazek 8.3: Translace jako slozeni reflexi

T=n+dexac=n+ few.
o =(n+des)(n+ few) =nn+n(f —d)ew =1+ (f —d)nes

Translace o t = 2(f — d)n je tedy provedena translatorem 7 = 1 + (f — d)nes. Obecné translaci
bodu P ve sméru vektoru ¢ ziskdme takto:

P71,

kde
1
7;: 1 - _teoo,
2
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1
2

Vidime, Ze plati

_ 1 1 1 1

7;7; = (1 - Eteoo)(l + Etem) =1- Etem + Eteoo =1
A vysledny prvek je opravdu hledané posunuti.
» 1 1, 1 1 X
NPTy = (1= Steo)(p+ S lipl7e +e0) (1 + Stew) = (p+1) + _ip+t][7ew + €0
Translace zachovava A a muzZeme ji tedy aplikovat na kterykoli objekt.
T(PAQT " = (TPT ) A (TQT )

SloZeni translaci

1 1 1 1 1
Te. T, = (1 - Etleoo) (1 - §t2€oo) =1- Etl - Etz =1- E(tl +1t2) = T4ty

8.4 Rotace

Rotaci ziskame slozenim dvou reflexi. Sta¢i nam, abychom umeéli provést rotaci kolem kterékoli osy
prochdzejici pocatkem. Rotace kolem ostatnich os pak ziskame tak, Ze objekt (problém) presuneme
translatorem do pocatku, orotujeme a ndsledné presuneme zpét. Vezméme dvé roviny prochazejici

Obrazek 8.4: Rotace jeko slozeni reflexi

pocatkem s jednotkovymi normalovymi vektory a, b. Cely proces je ilustrovan obrazkem 8.4. Prvni
rovina prochdzejici pocatekem je uréena obecnou rovnici a prvkem

1 {x,a) =0,

T =ada.

Druhd rovina prochdzejici pocatekem je uréena obecnou rovnici a prvkem

o:{x,b) =0,



8 Transformace 29

o=>hb.

Osa rotace prochazi poc¢atkem, je prinikem 7 a o
TAo=aAlbh.

Uhel svirany vektory a a b ozna¢me . Reflexe vii¢i roviné 7 zobrazi bod A na B. Reflexe vudi
roviné o zobrazi bod B na C. SloZenim reflexi ziskame

no=ab=a-b+aAb=]|all|b| cosw+aAb.

Z analytické geometrie vime, Ze ||@ X b|| = sin w. Déle vime, Ze (a X b)e123 = a A b. Rotor pro
rotaci o uhel w je ve tvaru:
R = cosw + I sin w,

kde
I =lejas,

kde I je jednotkovy vektor osy otoceni. Déle potiebujeme znat R™!. Nejdtive ukazme, e inverze k
Ije —I.

II = (lieas + lyesy + lse1) (lieas + Lest + lsern) = [(exzeas) + [5(ez1e31) + 13 (e12e12)+

2 2 2
hlzexsesi+lolesieas+lzlaersesi+lalsesieratlilzeaserntizlierness = I3 (—332623)"'12(—613@31)"'13 (—ez1e12)+
2 12 2
hilz(eo +e12) + I3la(e3z + e23) +I3l1(e31 +e13) = -7 =I5 -5 +0=-1
R =cosw —Isinw

2

RR™! = (cos w+I sin w)(cos w—1I sin w) = cos® w—1I sin wl sin w = cos? w—sin? wII = cos® w+sin® w = 1

Tedy R™! je skuteéné inverzi k R. Orotujme bod D kolem osy se smérovym vektorem I o tihel w:

(cosw — leypz sinw)D(cos w + lepas sin w).

Motor

Jak jiz bylo receno, rotaci kolem osy kterda neprochazi poc¢atkem provedeme pomoci rotoru a
transldtoru. SloZeni translatoru a rotoru se nazyva motor:

M =TR

Nyni se presuneme k neeukleidovskym transformacim. Doménou CGA je sféra, tu lze vyuzit jako
versor. Tak dostavame sférickou inverzi.

8.5 Sférickd inverze

Madme sféru S se sttedem P o poloméru r. Sféricka inverze je zobrazeni, které bod A zobrazi na
bod B tak, Ze poloptimky PA, PB jsou totozné a plati |[PA| = IIS_BI' P se zobrazuje na nekone¢no
a naopak. Sféra S je samodruznd. Jedna se o invotutni zobrazeni, je-li A obrazem B, pak B je
obrazem A. Body vné sféry se zobrazuji dovnitt sféry a naopak. Ukdzeme si souvislost sférické
inverze se stereografickou projekci.
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Q

Obrazek 8.5: Stereograficka projekce a sféricka inverze

Stereografickda projekce

Méme kulovou plochu se severnim pélem P a rovinu x prochazejici sttedem sféry (r je kolma
ke spojnici pdli). Stereograficka projekce zobrazuje bod A’ na této kulové plose na priisecik B
polopiimky PA’ a roviny 7, jak vidime na obrazku 8.5. Trojihelniky AQO a BOP jsou podobné
(feknéme, ze BOP je k-krat vétsi). A plati, ze |OQ| = |OP| = r. Odtud dostaneme:

1 1
|AoHBO|=EuﬂﬂuQO|=ijr=r2
a vidime, Ze zobrazeni zobrazujici bod A na bod B je sférickd inverze.

Aplikace na bod
Protoze plati

1 1 1 1 1
SS = (P — =r%ee) (P — =1r?eso) = PP — P=r?eo — —12eeP + —r*eceos = —12,
2 2 2 2 4

je inverzi ke sféte S jeji skaldrni nasobek.

_ 1
St=-5S
r
To, Ze je vyraz vynasoben skalarem mtzeme zanedbat, nebof se jedna o tentyz objekt. Bod Q
invertujeme vici sféte S = P — %rzeoo takto:

SOS.

Vlastnosti sférické inverze

Sféra i rovina jsou v IPNS reprezentaci 1-vektor (v OPNS reprezentaci pak 4-vektor). Chapeme
je jako tyZz objekt. Inverzi sféry ziskdme sféru nebo rovinu. Inverze zobrazuje stfed P sféry na
nekonecno a naopak. Sféra prochdzejici bodem P se invertuje na rovinu a naopak.

Na obrazku 8.6 si vSimnéme vlastnosti kruhové (sférické) inverze. Body lezici na kruznici k se
zachovavaji. Primka [ se zobrazi na kruznici m prochézejici sttedem S. Kruznice n pak na kruznici
o. Pfimka p prochdzejici stftedem S se zobrazi na sebe samu.



8 Transformace 31

Obrazek 8.6: Kruhovd inverze piimek a kruznic

Stied sféry

Vzhledem k tomu, Ze se nekonec¢no invertuje na stred sféry, nasledujicim vyrazem obdrzime pravé
stied sféry S.

SewS

SloZeni sférickych inverzi

Vezméme dvé sousttedné sféry se stfedem v pocatku (pro jednodouchost) o polomérech r; a rs.
2

2
Bod A se invertuje na B a nésledné na C. Pak |OB| = ﬁ a|oC| = |(;_2B|' SloZenim tedy dostavame

r2 ro 2
loC| = 2 :(—) |OA] (8.2)
" r
[OA]

Uvedené zobrazeni je zndzornéno na obrazku 8.7. Prislusné body A;, B;, C; lezi na téze primce
prochazejici O. Pouze B; je v nekonec¢nu. Pomér vzdélenosti |C;0|/|A;O| je konstantni.
V CGA slozenim vySe uvedenych sférickych invrzi ziskame:

1 1 1 1 1
(e0 — Erfeoo)(eo - Ergeoo) = €0€o — Erfeoeoo - Er%eooeo + ngrgeooeoo =
1 1 1 1
= —Erf(—l — 645) — Er%(—l + 645) = E(V% + }’%) + E(r% - r%)e45.
Po normalizaci dostavame

2 .2

=Ty
1+ €45. (8.3)
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ocC

Obrazek 8.7: Slozeni sférickych inverzi

2
Ze vztahu (8.3) plyne, ze dilatace zavisi na poméru r, a r;. Oznacme (%) =d, pak

. re—ra . 1-d
+ és5 = 1+ €45.
r2+ra 1+d

Aplikaci tohoto objektu se vzdalenost jednotlivych boda od poc¢atku zvétsi d-krét.

8.6 Dilatace

Uvedené slozeni sférickych inverzi dvou soustfednych sfér je dilatace. Dilatator ma tvar:

D=1+

€45
+d

8.7 Transformace pomoci bivektord

Jinym pfistupem lze transformace ziskat jako exp() bivektort, kde pouzijeme Taylortv rozvoj
funkce exp(). Pokud za argument exp() zvolime linearni kombinaci blejdi eqo, €23, €13, ziskame
rotor. Zvolime-li za argument e t, ziskdme translator. Oproti PGA mame v CGA blejd e4s, pomoci
néjz ziskavame dilataci.



9 Dirkovd kamera 33

Cast II
Kamery

V této kapitole se zabyvame optickymi systémy a jejich modely v CGA (resp. PGA). V modelu
reprezentujeme situaci v R® v CGA (PGA) tak, Ze ztotoZnime e; s x, e5 S y a e3 se z. Za optickou
osu volime osu z. Uloha zni: Najit obraz Y redlného bodu X, ktery odpovidd dané projekci. V této
Casti se opirame o [16], [13], [6], [9] a [10].

Zacneme od zndmé dirkové kamery, kde je zobrazeni velmi intuitivni, odtud se dostaneme
k modelu geometrického zkresleni ¢ocky. Nasledné prejdeme ke kamere s parabolickym zrcadlem,
kterd se fadi mezi vSesmérové.

Idedlni vSesmérova kamera prijima paprsky ze vSech smért. Takového rozsahu dirkova kamera
nemuze docilit. Nékteré vSesmérové kamery uZzivaji parabolické, eliptické nebo hyperbolické
zrcadlo. Ackoli jsou zrcadla kvadrikami a CGA s kvadrikami nepracuje, (k tomu je nutnd algebra
vyssi dimenze, ve které je ovSem vypocet narocné;jsi), ukazeme u parabolického zrcadla, jak Ize celé
zobrazeni provést, aniz bychom potiebovali objekt paraboloidu, a to za pomoci sférické inverze.
Podobné pak i u eliptického a hyperbolického zrcadla ukdzeme, jak si vystacit pouze s objekty
CGA. U kamer s eliptickym a hyperbolickym zrcadlem neni ovSem model tak elegantni.

Na obrazcich v této kapitole jsou mnohdy 3D situace zobrazeny kvuli prehlednosti pouze
v fezu v roviné xz, to si muzeme dovolit, protoZe zrcadla kamer jsou ¢astmi rotac¢nich kvadrik, a
proto nezalezi na sméru rezu.

9 Dirkova kamera

Jedna se o zarizeni, kde kamera zachycuje na projekéni roviné 7 pouze paprsky prochazejici
optickym stfedem F. Ziskame tak prevrdaceny obraz, jak vidime na obrdzku 9.2. Mdme tedy redlny
bod X a paprsek XF, ktery protina 7 v bod€ Y. Bod Y je tedy obrazem X. U redlnych kamer je
projekéni rovina ¢asto umisténa jinak nez v modelu, to je ovSem jen drobnost, kterou jsme schopni
vytesit napiiklad dilataci nebo reflexemi. (Na obrazku 9.2 je svétle modie znazornéno skute¢né
umisténi projekeni roviny.)

Dirkovd kamera ma omezeny vyhled, je schopna zachytit jen ¢ast okolni situace. Tuto vlastnost
popisuje zorny thel. Udav4, jaky uhel zabéru ma objektiv kamery. Obrazek (9.1) zachycuje
thlem « vertikdlni a thlem f horizontdlni zorny thel. Za vSesmérové povazujeme kamery s 360°
horizontdlnim zornym thlem nebo kamery, které zabiraji polokouli nebo témér celou sféru. Vice
informaci o pojmech souvisejicich s kamerami je mozné nalézt na webovych strankach [7].

Na obrazku (9.2) vidime opticky stfed kamery F a svétle modie zndzornénou redlnou projekéni
rovinu (z = —2f) a promitany bod X. V modelu uvazujeme projekéni rovinu z pred optickym
sttedem F. Tak ziskdme oproti projekci rovin€ umisténé za F prevraceny obraz. Kamera promita
bod v prostoru

X0
X = Yo
20

na prusecik projekéni roviny a piimky XF. Projekéni rovina 7 je pro prehlednéjsi vypocty umisténa
tak, Ze splyva s rovinou xy, Stfed projekce, lezici na ose z, umistime do bodu:
0
F=]0].
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Obrazek 9.1: Horizontalni a vertikdlni zorny thel

¥

Obrazek 9.2: Dirkova kamera

Piimka X F m4 tedy parametrické vyjadreni:

(xot, yot, (zo + f)t — f) .

Nalezneme hodnotu parametru ¢ pro prisecik s rovinou s.

(ZO + f)t - f =0
_f
zZo + f
Prusedik je hledany bod Y:
i
Y = .
Zo + f %0

9.1 PGA

ProtoZe potrebnymi objekty jsou pouze roviny, primky a body a potifebné operace jsou hledani
primky prochézejici danymi body ¢i hleddni priiniku roviny a pfimky, mtizeme dirkovou kameru
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modelovat pomoci PGA. Kameru jednoznac¢né umistime pomoci ohniska F a projek¢ni roviny
takto:

F = —feja0 + e123,
JT = é€3.

Paprsek XF reprezentuje piimka .
I=XVF

Vysledny obraz Y ziskame jako pranik primky [/ s projekéni rovinou.
Y=nAl

Stejnym vypoctem muiZeme nalézt projekci jakéhokoli linedrniho objektu, napriklad primka
vytne na projekéni roviné opét primku, pokud se nejednd o specidlni pripad (pfimka prochazejici
sttedem projekce F). Chceme zobrazit pfimku p. Nalezneme rovinu ¢ obsahujici F a p.

c=FVp
Vysledny obraz y na projek¢ni roviné je prinikem o a 7.
Yy=oAm

Pfi rekonstrukci feSime opac¢nou tlohu, zndme y a hleddme pozici p. Vime, Ze p stejné jako y
lezi v roviné o, kterou ziskdme jako F V y. Mdme-li informaci ze dvou kamer, nalezneme piimku
p jako prisec¢ik rovin o3 = F; Vy; a 02 = F2 V 4.

9.2 Model vyuzivajici sférickych inverzi

V dal$im ukaZeme, Ze pro realizaci slozitéjsich typt kamer je nutné model doplnit o dvojici sfér.
Vz4ajemna poloha téchto dvou sfér pak urcuje typ kamery. UkdZeme si, ze pti vhodné zvolené
pozici tento model degeneruje opét na model dirkové kamery.

Ekvivalentné tedy muZeme projekci dirové kamery provést za uziti sférické inverze ve dvou
krocich, viz obrdzek 9.4. V prvnim kroku pfifadime bodu X bod Z na sféfe S,y (zndzornéna
modre). Tato projekce zobrazi vSsechny body na témzZ paprsku (pfimce) XF na stejny bod Z
(resp. dvojbod ZZ) na sféfe S;pgy. Zdsadni pro model je smér paprsku prichazejictho do bodu
F, pfitazujeme tedy tak, Ze hleddme priise¢ik poloptimky FX a S;y. Druhym krokem pak je
predestrend inverze vudi sfére S;,,.

Ke druhému kroku pottebujeme nalézt sféru S;,, (zndzornéna zelené) takovou, ze zinvertuje
Simg na 7 a zachova smér piichoziho paprsku. Pfi sférické inverzi viici sféfe se sttedem C se smér
CX zachova. Proto stfedem S;,, je pravé F. Polomér r nezndme. Vime, Ze obrazem S;,, musi byt
celd rovina 7. Pti sférické inverzi se stied sféry zobrazi na nekone¢no. Abychom ziskali rovinu,
musi tedy néjaky bod sféry S;ng splyvat se sttedem S;p,. Sféra S;py tedy prochéazi bodem F.

P1i inverzi se zachovavaji (jsou samodruzné) body lezici na S;,,. JestilZe bod Z lezi na projekéni
roviné s, musi se pfi inverzi zachovat. Toho dosdhneme, pokud priinik S;n, a 7 bude leZet v S;p,.
Prinik Simg @ 7 je kruznice S;mg A . Ve vypoctu uvazujeme z druhé strany, ze pranik S;,, a 7 lezi
V Simg- Praniky 7 s Simg a 7 s Sip, jsou totoZné.
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Obrazek 9.3: Model dirkové kamery

Model dirkové kamery v CGA

Pokud bychom dirkovou kameru chtéli realizovat timto zptisobem, nesta¢i ndm PGA, ale musime
vyuzit CGA. Projekéni rovinu 7 a sféru S;p,, urcuji prvky:

T = e3,

1
Sino = —fes + E(f2 - rz)eoo + eg.

*

Nésledujici vypocet vychdzi z poznatki o S}, .

S;Fmg = (7'[ A Sim})* AF
1 o 1.,
Simg:(”Asinv)'F:(eB/\(_feS+§(f —r)eoo+€o))'(—f63+§f €oo +€0) =

1 1 1 1 1
= (E(f2 —r?)eseo + €30 | - (—fez + Efzeoo +e) = E(f2 - 1) few - E(f2 —r*)es + feo - §f2€3
Po znormovéni dostdvdme vyjadieni S;,, v zdvislostina f a r.
—2f2 +r?
2f

Pro promitany bod X zkonstruujeme paprsek [.

1
Simg = €3+£(f2—7‘2)600+€0

IF=XAFAes
Dale ziskdme priinik ZZ paprsku [ se sférou Siyg.
ZZ =1 A Simg
Pranikem je dvojbod, z néhoZ dekompozici ziskdme bod blizsi k X takto:

270 «NZZZZ

Z
7% - es
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Zalezi na poradi bodi pti zadavéani primky [. V pripadé, Ze zadame [* = X A F A e, je pak blizsim

bodem Z = £4.-N22"2Z"

. . Poslednim krokem k nalezeni Y je inverze Z vuci sfére S;,,.

Y = SinvZSirw

Obrazek 9.4: Model dirkové kamery, r = f

Obrazek 9.4 ukazuje piipad, kdy polozime r = f.
Na zavér si ukazme jakym zptisobem promitneme pfimku. Uvazujme libovolnou ptimku p,
kterd neprochdzi bodem F. Nalezneme rovinu o prochdzejici ptimkou p a bodem F.

c=p-F
V prvnim kroku hleddme pfislu$nou kruznici k na Sjyg.
k=0NASing
Ve druhém kroku provedeme inverzi kruznice k vadi sfére S;p,.
Y = SinokSino

Vyslednym objektem je ptimka y v roviné x. Na obrdzku 9.5 je ¢ervené zndzornéna promitana
piimka p, fialové ptisluSnd kruZnice k a modte vyslednd ptimka y. Men3i modrd sféra je Sjpng, vEtsi
zelend sféra je S;,y, projekéni rovina je vykreslena zluteé.

Obrazek 9.5: Model dirkové kamery v CGA
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10 Geometrické zkresleni

Obrazek 10.1: Model zkresleni

Aby kamera prijimala vét$i mnozstvi svétla, uziva se ¢ocek. To ptindsi nepiijemnost v podobé
geometrického zkresleni vysledného obrazu, kdy se body zobrazuji bliZe ¢i déle od optické osy
nez by mély. Geometrické zkresleni je opticka vada, kterou mizeme modelovat. Pohledme na
obrazek 10.1. Promitdme podobné jako u dirkové kamery. Bod X promitneme na modrou sféru
Simg tak, Ze Z lezi na XF. Nasledna sférickd inverze pak neni vii¢i sféte se sttedem F, (¢imZ by
byl smér X F zachovdn,) ale vii¢i zelené sféfe S;,,. Stfed C opét leZi na S;;,g, abychom inverzi Sjyng
ziskali rovinu. Vysledny bod Y pak nelezi (kromé specialnich ptipadt) na XF.

11 Rybi oko

Specidlnim typem tohoto zkresleni je pak rybi oko, kde paprsek ptichdzejici pod tihlem 0 se lame
pod thlem g, jak je ukdzano na obrazku 11.1, kde Y’ je realny obraz. VyuZije se toho, ze paprsek
FY’ je rovnobézny se zelenou primkou CY. Rovina 7 opét nesplyva s realnou. Na obrazku 11.2
je zndzornén model rybiho oka. Nejdfive ziskdme bod Z jako priise¢ik XF a S;,, (zndzornéna
modre). Nésledné invertujeme vici S;,, (zndzornéna zelen€). Takto vznikly obraz by bylo nutné
jesté transformovat.
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=

b2
0/2

P~

v e

Obrazek 11.1: Rybi oko

Obrazek 11.2: Model rybiho oka

12 Kamera s parabolickym zrcadlem

Kamera s parabolickym zrcadlem vyuziva odrazovych vlastnosti rota¢niho paraboloidu: Paprsky
smértujici do ohniska F se odrazeji rovnobézné s osou rotace, jak vidime na obrazku 12.1.

Pro bod X nalezneme paprsek XF, ktery po odrazu od zrcadla smétuje rovnobézné se z. Pod
zrcadlem je umisténa kamera s ortografickou projekei, kterd zaznamend praveé paprsky rovnobézné
se z. Prinikem téchto paprski s projekéni rovinou ziskame vysledny obraz Y. Nejdtive se vénujme
parabole, abychom vhodné umistili zrcadlo. Celou projekci budeme nejdiive studovat v fezu v
roviné xz.
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12.1 Parabola

Obrazek 12.1: Parabola

Parabola je dana ohniskem F a ridici pfimkou d, jak vidime na obrazku 12.1. Pro body X = [x, z]
na parabole plati:

d(X,d) =d(X,F).
Zvolime-li polohu F a d nasledovné
F=10,fl,
d:z=-f,

dostavame parabolu, kterd je dana ndsledujici rovnici. Upravami se dostaneme k béZnému tvaru
rovnice paraboly s vrcholem V v pocatku.

d*(X,d) = d*(X, F)

(z+f)?=(z- ) +x°

4fz:x2
52
z=—
4f

12.2 Odraz od zrcadla

Zrcadlo umistime tak, aby vrchol lezel v poc¢atku souradné soustavy.

z=— (12.1)

Cely paraboloid je dan rovnici
x2 + 42
zZ =
4f
Promitdme bod X. Uvazujeme paprsek XF, (ktery miii do ohniska,) ureny parametrem k takto:
z = kx + f. Dosazenim do rovnice paraboly (12.1) ziskdme polohu priise¢iku paprsku s parabolou.

x2

kx+f:ﬁ
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x2—4kfx—4f2:O
D = 16k*f* + 16f* = (4f Vk? + 1)?
4kfi4]2CVk2+1 of(kt )

X1,2 =
Pro bod X s kladnou x-ovou soutadnici je platné vétsi z reSeni.
212 =2kf(k+Vk2+ 1)+ f
Obraz bodu X tedy lezi na pifimce rovnobézné s osou z, pro kterou plati:
x=2f(k+Vk2 +1). (12.2)

z-ovou soutadnici obrazu nepottebujeme zndt, protoze naslednd ortografickd projekce zobrazi
bod rovnobézné se z na projekéni rovinu z = 0:

[x,z] — [x,0].

Na tom, v jaké vySce je projekéni rovina umisténa, tedy nezdlezi.

12.3 Ekvivalentni postup vhodny pro CGA

Y X

Obrazek 12.2: Model kamery s parabolickym zrcadlem

Zpisob ekvivalentni vySe uvedenému je zndzornén na obrazku 12.2. Mame sféru S;p, (zna-
zornéna modfe), jejiz fez rovinou xz je dan:

(z=f)*+x* = f2.

Priisecik Z paprsku X F (jako v predchozi podkapitole urcen parametrem k) se S;n,, md souradnice,
které splnuji nasledujici rovnost.

(kx + f — f)* +x* = f>
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k
Z = li ! , * f +f l
VE2+1 Vk2+1
Hleddme bod Z blizsi k bodu X, coz v tomto ptipad€ nelze rozlisit, protoze zndme pouze paprsek

a nikoli bod. Budeme uvazovat bod s kladnou x-ovou soutadnici jako na obrazku 12.2, platné
resSeni je tedy kladné reSeni:
k
Z = l f f +f l :

\/k2+1’\/k2+1

(12.3)

Inverze

Daéle provedeme inverzi Z vici sféfe S;p, se sttedem G = [0, 2f] a polomérem 2f. A dostdavame
bod Y. (Pfi inverzi vyuZijeme, e |Z — G||Y — G| = 4f2 a Y le%i na polopiimce GZ):

412

Y:(Z—G)m

+G

|Z = GI* = (Zy — G)* + (Z, - G,)* = Z2 + (Z, - 2f)?

o M o, A
L= G-I Gr O = L o)
B 4f2 4f2
Y, = (Zz - Gz)m +G; ( f) (Z 2f)2 ’ 2f

Dosadme ze vztahu (12.3):

2ot () ()2 - ) )
k?+1 k?+1 k?+1 k?+1
Iz 1 k> . k i1 :f21+k2—2k\/k2+1+k2+1:2f2k2+1—k\/k2+1
kK2+1 k2+1 k241 k?+1 k?+1

f 4f2 _of Vk2 +1
VkZ +1 g p2 ki k2+1—-kVk2+1

Yy =

Vyraz rozsitime:

VK2 + k + Vk2 + Vk2 +1(k+ Vk2+1)
k2+1—k\/k2 Tk+VKit1 KS+k—K2 k2 +1+k2VEk2+1+ V2 +1— (k3 +k)

2 2
:\/k +1(k+ Vk +1):k+m
VkZ +1

Dostdvame tedy stejny vyraz jako (12.2). Ovérme jesté, Ze Y leZi v roviné xy.

Y, = K 4 +2
“\Wkzr1 Zfzkm_wm
k2+1
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_ 2 2 3 (1.2 3
_ k—Vk?+1 ke +1 +2f:2fk +k3(k +1)2 $2f = —2f +2f =0
Vk2+1 k2+1-kVk?2+1 (k2+1)z2 — (k3+1)

Y = [k + VK2 +1,0]

Ukdzali jsme, Ze takto zvolené parametry pro Simg a Sin, jsou vhodné pro model kamery s parabo-
lickym zrcadlem. VSimnéme si, Ze je totozny s modelem rybiho oka.

12.4 Model kamery v CGA

Mame tedy bod X, projeké¢ni rovinu 7, déle ohnisko F, bod G, sféru S;y,4 a sféru Si,,:

T = es,

1
F=fes+ Efze00 + eg,
G = 2fes + 2f%eq + €,
Lo
Simg:F_Ef e = fes + eo,
Sino =G — 2fzel-nf = 2fes + ep.
Pro zadany bod X zkonstruujeme piimku / prochézejici X a F:
I"=XAFA ew.
Priinik paprsku [ se sférou S,y  je dvojbod ZZ:

Odtud ziskdme dekompozici bod Z blizsi k bodu X. Déle pak inverzi Z viici Si,, ziskdme vysledny
obraz Y:

Y= SinvZSim)-

Primky

Obrazem ptimek jsou piimky ¢i kruznice. UvaZzujme ptimku p. Jeji projekci k na sféte S,  ziskdme
jako prunik roviny

c=p-F
se sférou S;, takto
k=ocA Simg-
Vyslednd ptimka ¢i kruznice
y= Sinvksinv

je ovSem obrazem jak ptimky p, tak i pifimky p’ stfedové soumérné s p ve stiedové soumérnosti se
sttedem F.
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inv

K

op

Seegp—-—

~—e

Obrazek 12.3: Obrazem piimky je kruhovy oblouk

Skute¢nym obrazem piimKky na sféfe S;n, totiZ neni celd kruZnice k, ale pouze pfilkruZznice. A
vyslednym obrazem je tak pouze ¢dst kruznice y. Tato skutecnost je ilustrovdna obrazkem 12.3.
Primky p a p’ jsou rovnobézné s osou y, proto je vidime jako body. Obraz na sféte S, ptislusny
pfimce p je ¢ervend ptlkruznice k. Sférickou inverzi této ptilkruznice bychom ziskali kruhovy
oblouk y v roviné xy. Oblouky y a " jsou sklopeny z xy do xz a jsou zndzornény prerusovanou
carou. Fialové body, které oddéluji oblouky y a ¢/, ptislusi vS§em ptimkam rovnobéznym s ptimkou p.

Obrazek 12.4: Obraz rovnobéznych primek

Vezméme libovolny bod X a pevny smér u, pak pfimka p se smérovym vektorem u, prochdzejici
bodem X je tvaru p* = X A u A e, pfipojenim bodu F vznikne rovina 6* = X Au A F A ew.
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Prlinikem vSech takovych rovin o (tj. rovin prislusnych vSem X) je ptimka m* = F Au A es. Prunik
ptimky m se sférou S;ny je dvojbod, ktery reprezentuje nekonecna téchto rovnobéznych piimek.
To je znazornéno na obrazku 12.4, kde vidime tfi Cervené rovnobézky. Kruznice na sfére Sp,
piislusné témto rovnobézkdm jsou zndzornény fialové a vysledné obrazy vzniklé sférickou inverzi
modre. Svétlemodry dvojbod reprezentuje prisec¢ik pfimek v nekoneénu.

Obrazek 12.5: Narovnani obrazu ptimky

Obraz parabolického zrcadla miiZzeme ,narovnat®, tj. najit obraz, ktery bychom ziskali dirkovou
kamerou. Na obrdzku 12.5 je opét redlnd Cervend primka zobrazena parabolickou projekeci na
modrou kruznici. Obraz téze ptimky pomoci dirkové kamery je pak Cervend primka, kterd lezi
vroviné 0" = k* A e. Této informace mtizeme vyuZit v situaci, kdy zndme pouze vysledny obraz y
a chceme jej ,narovnat“. Jak vidime na obrdzku 12.6, kazdé modré kruznici y ptitadime sférickou
inverzi vii¢i zelené sfére S;,, fialovou kruznici k a poté nezkresleny ¢erveny obraz nalezneme jako
prisecik 7 a vySe zminéné roviny o.

Obrazek 12.6: Narovnani obrazu tti riiznobéZnych ptimek

13 Kamera s eliptickym zrcadlem

Kamera s eliptickym zrcadlem vyuZziva odrazovych vlastnosti elipsy: Paprsky smétujici do ohniska F
se odrazeji do ohniska E a naopak. Jelikoz se pohybujeme ve 3D, je ve skute¢nosti zrcadlem nikoli
elipsa, ale ¢ast rota¢niho elipsoidu s osou rotace z, pro né€jz plati stejné odrazové pravidlo. Celou
projekci budeme nejdrive studovat v fezu v rovin€ xz, kde budeme schopni sndze a prehlednéji
provést potrebné vypocty.

Pro obecny bod X nalezneme paprsek XF, ktery po odrazu od zrcadla smétuje do ohniska E.
Pod zrcadlem je umisténa perspektivni (dirkovd) kamera se stfedem projekce E, kterd ptijima
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Obrazek 13.1: Odraz paprsku od eliptického zrcadla

pravé paprsky mitici do E. Prinikem téchto paprski s projekéni rovinou ziskdme vysledny obraz
Y, jak je znazornéno na obrazku 13.1.

13.1 Zrcadlo

Pro jednoduchost vypoctt ztotoznime ohnisko F elipsy s po¢atkem souradného systému. Délka
hlavni (delsi) poloosy se znaci a, délka vedlejsi poloosy pak b. Poloha ohnisek je

E=[0,-2f], F=1[0,0],

kde f = Va? — b? je vysttednost elipsy (béZné se znadi e, to by ovSem bylo matouci v kombinaci s
blejdy e; v CGA). Rovnice takto umisténé elipsy je ddna hodnotami a a b a je tvaru

2 2
’;—2 L2 sz) ~1. (13.1)

Cely elipsoid je pak urcen nasledujici rovnici

2 +y? (z+f)?
)2 + 2 =1.

Ddle potfebujeme umistit projekéni rovinu. Skute¢né umisténi je zndzornéno svétle modrou
useckou na obrazku 13.1, my ovSem pro jednoduchost projekéni rovinu 7 ztotoznime s rovinou
xy. Jak jiz bylo fe¢eno, zménu polohy projekéni roviny lze resit pomoci transformaci obrazu.
Umisténim ohnisek a roviny 7 je umisténa celd kamera. Nyni potfebujeme najit obraz Y obecného
bodu X, pomoci odrazu paprsku od eliptického zrcadla a nasledné perspektivni projekce, abychom
mohli sestrojit ekvivalentni model v CGA.

13.2 Bézny postup projekce

Bodu X v roviné xz ptitadime paprsek XF. Uhel svirany paprskem XF a osou z nazvéme « a
oznacme k = cot . Pro uvazovany paprsek XF pak plati: z = kx. Rovnici elipsy (13.1) rozsiifime
vyrazem a?b? a dostavame:

a’x?* + b*(z + f)* = a*b*.
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Prusecik paprsku XF s elipsou je bod A. Nalezneme jeho soufadnice.
a*x* + b*(kx + f)* = a*b* = 0
(a* + k*b*)x* + 2%k fx - b* =0
D = 4b*k%F2 + 4b*a® + 4b°k? = (2ab*V1 + k2)?
—2b%kf + 2ab®>V1+ k2 ,—kf +aV1 +k2
M2E T ) (@1 k)

Pro bod X umistény jako na obrdzku 13.1 (tj. bod se zdpornou x-ovou soutadnici) je platné kladné
z feSeni x7 5. Mlizeme tedy fici, Ze

—kf+aV1+k? kbz—kf+a\/1+k2
(a® + k2b2) (a® +k2b%) |’

A= |b?

Jak vidime na obrazku (13.1), odrazeny paprsek AE protind projekéni rovinu 7 (z = 0) v bodé
Y = [Y,, 0]. Na zdkladé podobnosti trojuhelnikti snadno odvodime nésledujici vztah

Ay
A +2f

Y, =2f
z néhoz po dosazeni souradnic bodu A ziskdme polohu bodu Y, ptislusného X, respektive celému

paprsku XF.
(=kf +aV1+k2)
k(=kf +aV1+k?)+2f(a® + k?b?)/b?

Y, = 2f (13.2)

13.3 Ekvivalentni postup vhodny pro CGA

VySe uvedeny postup vyuziva pranik elipsy a primky, tedy operaci, kterou nelze v CGA provést.
Odraz od eliptického zrcadla a naslednou projekci Ize ovsem ekvivalentné provést ve dvou krocich,
které jsou zndzornény na obrazku (13.2). Nejprve nalezneme bod Z a nasledné bod Y.

Bod Z ziskame jako prisec¢ik paprsku XF a modré sféry se sttedem v F o poloméru r.

r kr
Vi+k2 V1+k2

Bod Y pak hleddme jako priise¢ik ptimky QZ a roviny 7. Pfi projekci se zfejmé museji zachovat
body C, D na elipse. Tyto body se zachovavaji, budou-li mit projekéni rovina, elipsa (elipsoid) i
sféra stejny prisecéik. Sféra proto musi prochédzet body C, D.

(13.3)

D = [Dy, 0]
D? (0+f)?
Rt e !

[b2(a2 — £2 2
Dx = —(a 2 f ) = b—
a a

s V4 v — E V4 V4 . V4 7 Vv . . 4 v 7
Odtud ziskdme polomér r = = sféry S. Ddle je nezbytné najit z-ovou souradnici bodu Q, ktery lezi
na ose z:

Q =[0,—q]
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Obrazek 13.2: Model kamery s eliptickym zrcadlem

Zde vyuzijeme vztahu (13.2) odvozeného vyse. Prusec¢ik Y primky QZ a projekéni roviny mé

x-ovou souradnici:
Zy

:Zz+q

q

Yy

Abychom ziskali polohu v zavislosti na sklonu k ptichazejictho paprsku dosadime za Z ze vztahu
(13.3):
qr qb*

Ckr+qVi+ k2 kb2 +agV1+ k2

Hleddme q takové, aby si vyrazy (13.2) a (13.4) byly rovny, g nesmi zaviset na k.

Y, (13.4)

qb? iy (=kf +aV1+k2)
kb2 + agV1 + k? k(=kf +aV1+k?) +2f(a® + k?b?) /b?

(q0?) (k(=kf +aV1+k2) +2f(a® + K*b%)/67) = 2f (=k f +aV1 +k2) (kb” + agV1 +K2)
qIb*k(—kf+aVT+k2)+2f (a*+k*b?) -2faV1 + kK2(~kf+aV1+ k2)] = 2fb*k(—kf+aV1 +k?)

2f(a? + k?b?)
(—kf +aV1+k?)

v _ 2f(a®+k%b?) _ 2
Ozna¢me V = Ckfeavie® 2fav1 + k2.

q |b?k + —2faV1+k2| = 2fb%k

q [0’k +V] =2fb%k
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Vyraz V rozsitime.

2f(a? + k2b?)
V= —2faV1+ k2
(—=kf +aV1+k2) favix

(@ +K°?) (kf +aV1+k?)  aV1+ KA (-K*f+a*(1+K%) | _

V= T ey 24 k) (—K2f% + (1 + k2))

(a® + k2b?) (kf + aV1 + k2) — aV1 + k2(a® + b%k?)

V=2 a* + b2k

= 2f (fk) = 2%k

Vyraz V opét dosadime.
q [bzk + 2f2k] = 2b°fk

_2fb?
1= 242 12
Takto jsme nalezli polohu bodu Q, tak Ze nezavisi na prichdzejicim paprsku.

21b?
b2 +2f2

o=

13.4 Model kamery v CGA

V predeslé ¢asti jsme nalezli zptisob, jak provést projekci pouze pomoci objektt, které 1ze repre-
zentovat v CGA. Nejdrive vloZime ohnisko F.

F = €0
Déle zndme stted i polomér sféry S.

1 154
S:F——rzem:e — ——€
2 07 942

Projeké¢ni rovina 7 je umisténa jako v predeslych modelech.
T =e3
Pro bod X zkonstruujeme ptimku [/, ktera reprezentuje paprsek smérujici do ohniska F.
IF=XAFAex

Prusedik S a [ pak tvori dvojbod ZZ, z néhoz dekompozici ziskdme bod Z vzdalenéjsi od X.
Nasledné zkonstruujeme primku m prochdzejici body Q a Z.

m =QAZNAex

Déle nalezneme pruseéik ptimky m s rovinou z. Vyraz m A & reprezentuje flat-point, z néhoz
ziskdme soutadnice vysledného bodu Y. Pro bod X plati, ze musi lezet ,,pod“ rovinou x, aby
bylo moZné jej zobrazit. Model ve 3D je zobrazen na obrazku 13.3. Barvy jednotlivych objektt
odpovidaji obrazku 13.2.
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Obrazek 13.3: Model kamery s eliptickym zrcadlem v CGA

Obraz pfimky

Jak jsme ukdzali v kapitole, kterd se vénovala transformacim, sféricka inverze ptimky i kruz-
nice je opét primka ¢i kruznice. Oba objekty jsou v CGA chdpany rovnocenné a v OPNS jsou
reprezentovany 3-vektorem. Této silné stranky CGA jsme vyuZili u parabolickych zrcadel.

Uvazujme vSak nyni ptimku p, kterd neprochdzi osou z ani s ni neni rovnobéznd. Nejdiive
sestrojime rovinu o = p - F. PfisluSny obraz ptimky p na S;,, tvoti hlavni kruZnice k = o A Sjjq
(resp. pulkruznice). Zatimco sférickd inverze umoziovala pracovat s kruznicemi jako s celym
objektem, u eliptického zrcadla toho nelze vyuzit. V dalsim kroku bychom totiz pottebovali ke
kruznici k ptipojit bod Q, tj. pro kazdy bod Z této kruznice k najit pifimku ZQ. Pro reprezentaci
vSech takovych piimek by bylo zapotiebi kuzele s vrcholem Q, ktery by prochazel kruznici k.

V dal$im kroku bychom bychom hledali priinik tohoto kuZele s rovinou 7, k ¢emuz je zapotiebi
kuzelosecek. Musime proto zobrazovat body jednotlivé.

Specidlnim ptripadem jsou ptimky prochézejici osou z nebo rovnobézné s osou z. Prislusna
hlavni kruznice k protind osu z ve dvou bodech, pfipojenim bodu Q tak ziskdme rovinu, nikoli
kuzel. A vyslednym obrazem by pak byla primka.

14 Kamera s hyperbolickym zrcadlem

Model se velmi podoba modelu kamery s eliptickym zrcadlem. Uvahy i postup jsou veskrze stejné
jako v predeslé kapitole. Paprsek smétujici do ohniska F se odrazi do ohniska E a protina projekcéni
rovinu v bodé Y. Vezméme hyperbolu s ohniskem F v poc¢atku (obrazek 14.1):

x> (z+f)?

Rt

1,

kde f = Va? + b2. Jako v predeslé kapitole uvazujeme paprsek dany parametrem k: z = kx.
Hleddme soutadnice bodu A.
—a*x? + b*(kx + f)* = a®b®
—a®x? + b?k*x + 20k fx + b* f% = a®b?
(b*k* — a®)x® + 2b%k fx +b* =0
D = 4b* K% f2 + 4b*a® — 4b°k? = 4b*(a®k? + a2) = (2ab*V1 + k2)?
—2b%kf + 2ab°N1+ k% bzkf FaVl +k2
2(-a2+k2b%) (a®-k2b?)

X1,2 =
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Obrazek 14.1: Odraz paprsku od hyperbolického zrcadla

A= |b?

Kf+aVI+ k2 kS +aVl +k2]

a2 — k2p2 a2 — k2b2

Ohnisko E je umisténo takto
E =10,-2f].

Vysledny obraz Y lezi v roviné x, najdeme tedy x-ovou soutradnici (na zdkladé podobnosti trojua-
helnik®).

Ax
Y, =2
* fAZ+2f

(kf +aV1+k?) (14.1)
k(kf +aV1 +k2) + 2f (a2 — k2b2) /b2 '

Y, = 2f

14.1 Ekvivalentni postup vhodny pro CGA

Nyni piejdéme k modelu zndzornénému na obrazku 14.2. Postup je stejny jako v predeslé kapitole.

Pro bod Z plati vztah (13.3):
r kr

Vi+ k2 V1+k2

Nejdiive zjistéme polomeér r sféry S (na obrazku vykreslena modre) tak, aby protinala rovinu 7 ve
stejnych bodech jako hyperbola (hyperboloid). V rovnici hyperboly polozime z = 0:

2 2
r 0+

—_— 4 Q — 1

b2 a2

a dostavame
b2
r=—.
a

Bod Q lezi na z-ové ose.
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Obrazek 14.2: Model kamery s hyperbolickym zrcadlem

Vysledny obraz Y pak lezi v roviné x a jeho x-ovou souradnici ziskdme z podobnosti trojihelnika.

YF| _ 2z
OF] Q. - Z:
Y.  Z
; - Qz_Zz
Zy
Y, = q—qu
qr qb?

Y. (14.2)

C kr+qVI+RE  —kb2 +agV1+ K2

Hleddme g takové, aby si byly vyrazy (14.2) a (14.1) rovny. q opét nesmi zaviset na k, aby bylo
pro vSechny paprsky stejné.

qb? _of (kf +aV1+k?)
—kb? + agV1 + k2 k(kf+aV1+k2) +2f(a? — k2b2) /b2
(qb?) (k(kf +aV1+k2) +2f(a® — k*b?) /b%) = 2f (kf + aV1 + k2)(=kb? + agV1 + k2)
q[b*k(kf+aV1 +k2)+2f(a* —k*b*) —2faV1 + k2(kf +aV1 + k2)] = =2fb?*k(kf +aV1 + k2?)
2f (a® - k*b?)

q | b?k + Vi 2faV1+ k2| = —2fb%k
Ozna¢me V = % —2faV1+ k2.
q [b*k + V] = -2fb%k
Vyraz V rozsitime.
Ve 2f(a® + k%b?) _ sz

(kf +aV1+k2)
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Obrazek 14.3: Model kamery s hyperbolickym zrcadlem v CGA

@ - kB (kf + VIR
V—Zfl 2+ (11 k%) —aV1 + k2

v:zfrf_ﬁfﬁfg;a1+H)—ﬂ“+ﬁ]=4vqm=—w%

Vyraz V dosadime.
q [bzk - 2f2k] = —2b*fk
_2fb® 2fb?
9= 2f2 — b2 - a2 + f2

Timto jsme nalezli polohu bodu Q.

L 2f?
0=|o 2]

Takto jsme urdili vSechny potfebné parametry pro sféru S i bod Q.

14.2 Model kamery v CGA
Mame opét projekéni rovinu .
JT = €3

Déle zname sféru S.
S=e— rec,
_ b .
kde r = =, abod Q: .
Q=qes3+ queoo + ep,
kde g = azszl}Zz. Dalsi postup je stejny jako u kamery s eliptickym zrcadlem. Jedinym rozdilem je,
ze z dvojbodu ZZ ziskdvame bod Z blizsi k X. Model ve 3D je zobrazen na obrazku 14.3.

Podobnost modelu

Zvolime-li v eliptickém modelu délky poloos ae; a b, pak fo; = /(ae1)? — (be1)?. Volbou délky

poloos hyperboly ay,, a by, je uréeno fry, = \/ (@nyp)? + (bryp)?. Uvazujme, zZe plati nasledujici
vztahy:

et = fryp,
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Qhyp
(Nejdrive zkontrolujme, zda je to mozné, tj. zda je zachovan vztah mezi excentricitou a délkou
poloos elipsy: a?l = bfl + f; % Leva strana rovnice je rovna:

4
hyp
-
a
hyp
Prava strana rovnice je rovna:
b2 2 bZ + aZ 2 4
hypfhyp + fz _ fz hyp ~ "hyp _ fz fhyp _ fhyp
a2 hyp hyp 42 hyp ;2 a2
hyp hyp hyp hyp

Tedy takto zvolené vztahy jsou v porddku.) Pokud tedy vySe uvedené vztahy plati, jsou sféry S,; a
Shyp totozné diky totoznému polomeéru re; a ryyp.

2 2
9 bhypfhyp 2
2
rl_g_ Thyp T hyp -
el — - 2 - — 'hyp-
Ae] fhyp ahyp
Ahyp

A body Q. a Qpyp jsou stredoveé soumérné ve stredové soumérnosti se sttedem v pocatku, tedy

qel = Ghyp-
9 ) ) 2
q 2faby, bhypfhyp 1 2f bhypfhyp Thyp
el = =<4Jhyp— 5 2 2 =<4Jhyp— > 2 1.2 2
b2 + 2f> a b b2 +2a
el hyp 4 4 D f2 mp Thyp iy hyp
a,, yp
2 2
thypbhyp thypbhyp
= = = qhyp
b2 +24? a’ +2f2
hyp hyp hyp fhyp

15 Umisténi kamer

Modely jsou pro prehlednost vypoctu umistovany v poc¢atku. Pomoci rotace a posunuti jsme schopni
umistit model, kamkoli je potfeba. Tedy sta¢i ndm presunout rovinu r, bod F, u hyperbolického a
eliptického zrcadla jesté bod Q (sféra S se premisti spolu s F), u parabolického zrcadla bod G.

16 Implementace v Pythonu

Zdrojové kédy k jednotlivym modeltim v programovacim jazyku Python jsou pripojeny v pfiloze.
Zde uvedeme jen zdkladni prehled pouzitych funkci. Vyuzivdme knihovnu clifford a k vykresleni
knihovnu pyganja. Body vkladdme funkci up(), kde argumentem je polohovy vektor bodu. Pocatek
se vklada jako eo (pozor nikoli e0), nekonecno se vklada jako einf.
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up (f*xe3)

oW w |

(ZZ - norm(ZZ))/(ZZ|einf)
up (down (Z))

.dual ()

norm (A)

= N N = = T

Na druhém tadku je operace A. Na tretim radku pak operace -. Funkce down() vraci polohovy

vektor bodu. Po dekompozici dvojbodu se na vysledny objekt pouzije slozeni up(down()). Dudalni

reprezentaci objektu ziskdme pomoci funkce dual(). Funkce norm() vraci normu objektu.
Nasledujici kdéd vykresluje zelené objekt A zadany v OPNS reprezentaci.

gs=GanjaScene ()
gs.add_objects ([A], color = Color.GREEN)
draw(gs, scale = 0.1)

Zdrojové kédy k jednotlivym modeltim jsou obsazeny v priloze této préce.
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Zaver

Cilem préce prace bylo predstavit geometrické algebry vhodné pro praci s kamerami a ukazat
jak pomoci nich mozné modelovat rizné typy vSesmérovych kamer. V prvni ¢asti jsme zavedli
geometrické algebry a vénovali jsme se projektivni geometrické algebre a konformni geometrické
algebre. Ukdazali jsme, jak pomoci téchto algeber reprezentovat jednotlivé objekty a transformace,
pricemz jsme se soustredili na podobnost s tradi¢nim postupem analytické geometrie. Ve druhé
Casti jsme se vénovali modelim kamer pomoci CGA a PGA. Vidéli jsme, Ze model dirkové kamery
1ze sestrojit v PGA i CGA, protoZe je PGA algebra nizsi dimenze, je vyhodné dat ji prednost. Ukazali
jsme, jak modelovat geometrické zkresleni, ¢ehoz lze vyuzit pravé k odstranéni tohoto zkresleni.
Ddle jsme predstavili model rybiho oka. Vyznamna ¢ast prace se vénovala vsesmérové kamere
s parabolickym zrcadlem. Ukdzali jsme jak odraz paprsku od paraboloidu a nédslednou projekci
reprezentovat v CGA a také, Ze je mozné promitat celou pfimku najednou, také diky tomu, Ze
CGA rozumi kruznici i primce jako jednomu objektu, a lze jej tedy jako celek invertovat vuci
sfére. Sféricka inverze je silnou strankou CGA. Dédle jsme podobnym zptisobem nasli parametry
modelu pro kameru s eliptickym i hyperbolickym zrcadlem. Modely jsou si velmi podobné. Oproti
modelu kamery s parabolickym zrcadlem vSak umoziiuji promitat pouze body a nikoli celé primky.
Byly tedy odvozeny parametry modelt, které odpovidaji parametrim danych kamer. Modely byly
naprogramovany v programovacim jazyce Python a obrazky tvoreny v programu Geogebra.
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Ptilohy
A Zdrojové kédy

from clifford.g3c import *

from clifford.tools.g3c import
from pyganja import *

import math

#model dirkove kamery, pro r=f
#zobrazeni primky p na y
#vstup, bod X a smer s primky p
X = up (b*%el + e2 + 3%e3)

s =-e2 + 2xel

10 = X"s~einf

#parametr kamery

f =26

F = up(-£f*e3)
sigma0 = F~10

SimgI = up(-f/2%xe3)- 0.126xfxfxeinf
SinvI = F- 0.5%xfxfxeinf
pil = e3

kI = sigma0.dual()~Simgl
yI= SinvI*kI*SinvI
print (yI)

gs=GanjaScene ()

gs.add_objects ([SinvI.dual ()], color =Color.GREEN)
gs.add_objects ([ F, pilI.dual()], color =Color.YELLOW)
gs.add_objects ([10], color =Color.RED)

gs.add_objects ([SimgI.dual(), yI.dual()], color =Color.BLUE)
draw(gs, scale = 0.1)

#model kamery s parabolickym zrcadlem
#zobrazeni primky p na y

#vstup, bod X a smer s primky p

X = up (-e3 +e2)

s =e2 + 2xel

10 = X"s~einf

#parametr zrcadla

f =23

G = up(2*xfx*e3)

F = up(fxe3) #ohnisko

sigma0 = F~10

Simgl = F - 0.5xfxfxeinf #Simg
SinvI = G- 2*xfxfxeinf #Sinv
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pil = e3

kI = sigmaO.dual()~Simgl
yI= SinvI*kI*SinvlI

print (yI)

gs=GanjaScene ()

color =Color.GREEN)
color =Color.YELLQOW)

color =Color.BLUE)

gs.add_objects ([SinvI.dual ()],
gs.add_objects ([ F, pil.dual()],
gs.add_objects ([10], color =Color.RED)
gs.add_objects ([SimgI.dual(), yI.dual()],
draw(gs, scale = 0.05)
#model kamery s eliptickym zrcadlem
#zobrazeni bodu X na Y
X=up(-1%xel+5%e2-15%e3)
F = eo

a =>5
b =4

f = math.sqrt(a*a-bxb)

Q = up(-(2*xfxb*xb)/(b*xb+2*xf*xf)*xe3)
r=bx*b/a

SI = F-0.5*xr*xr*xeinf

pil = e3

10 = X"F~einf

2720 = ((10.dual ())~SI).dual()

= (ZZ0+norm(ZZ0))/(ZZ0|einf)

Z = up(down(Z))

kO = Z~Q"einf

Yinf0 = k0.dual ()~ pil

Y = up(down(Yinf0.dual()|eo))

print (Y)

gs=GanjaScene ()
gs.add_objects ([Y,Q, kO,
gs.add_objects ([ F,
gs.add_objects ([X, 10],
gs.add_objects ([SI.dual (O],
draw(gs, scale = 0.05)

Z],

color =Color.GREEN)
pil.dual ()],
color =Color.RED)

color =Color.BLUE)

color =Color.YELLQOW)

#model kamery s hyperbolickym zrcadlem

#zobrazeni bodu X na Y
X=up(-1xel+5*e2 -15%e3)
a = 3
b = 4

5]
Il

eo
math.sqrt (a*xa+bxb)

Q = up((2*xf*xbxb)/(a*xa+f*xf)*e3)
r=b*b/a

Hh
I
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SI = F-0.5*%r*r*xeinf

pil = e3

10 = X"F~einf

ZZ0 = ((10.dual ())~SI).dual()

Z= (ZZ0-norm(ZZ0))/(ZZ0|einf)

Z up (down (Z))

kO = Z°Q"einf

Yinf0 = k0.dual ()~ pil

Y up (down (Yinf0.dual () |eo))

print (Y)

gs=GanjaScene ()

gs.add_objects ([Y,Q, kO, Z], color =Color.GREEN)
gs.add_objects ([ F, piI.dual()], color =Color.YELLOW)
gs.add_objects ([X, 10], color =Color.RED)
gs.add_objects ([SI.dual ()], color =Color.BLUE)
draw(gs, scale = 0.05)
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