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Uvod

Model korist-dravec je spojity model popula¢ni dynamiky, ktera se zabyva
zménou pocetnosti populace v case. Je jednim z nejjednodussich modelu popi-
sujici vzajemnou interakci dvou druhtu: draveu a jejich kofisti. Budeme se tedy
zabyvat vyvojem poc¢tu draveu a jejich koristi.

Predstavme si situaci, kdy méame dvé populace, pticemz jedna z nich tvori
potravu té druhé. Ukazkovy piiklad je populace velkych dravych ryb a populace
mensich (ne jen dravych) ryb, konkrétné to mohou byt stiky a okouni, kde stiky
predstavuji dravce a okouni kotist. Je zfejmé, ze dusledkem lovu se mnozstvi
vSech ryb bude v case neustale ménit.

Cim vétsi bude populace okounti, tim bude vice potravy pro stiky. Vzajemnou
interakei dojde po urcité dobé také k narustu populace draveu. Jaka je okamzita
zména rustu obou populaci? Kdy a zda vubec dochazi k poklesu mnozstvi okounu
popiipadé dravceu? Muze nastat situace, ze Stiky spotifebuji veskerou svou po-
travu a zacnou vymirat? Tuto situaci popisuje dynamicky systém zvany Lotka-
Volterruv model neboli model kotist-dravec, ktery bych chtél podrobnéji popsat
v prvni ¢asti mé bakalarské prace.

Co se ale stane s timto ekosystémem, pokud uvazujeme situaci néjakého
vnéjsiho zasahu? A to takového, kdy v urcitém okamziku dojde k prudkému
poklesu kofisti. Tuto situaci si muzeme predstavit tak, ze v urcité chvili rybari
vylovi néjakou ¢ast okounu. Povede neustaly vylov k vyhubeni okounu a tim
padem i k zaniku veskeré populace? Existuje néjaky rovnovazny stav, periodické
feSeni nebo zaéne dochazet k nepredvidatelnym vykyvim obou populaci? Cilem

mé prace bude zjistit, jak se tento model chova a do jakého stavu spéje.



Kapitola 1

Dynamické systémy

Matematické modely popisuji v fe¢i matematiky systémy z realného svéta.
Pomoci téchto modelu se snazime danym systémum vice porozumét, analyzovat
jejich chovani a zkoumat priciny ruznych zmén v jejich chovani, coz pak muze
vést 1 k tomu, ze budeme schopni predpovidat, v jakém ¢asovém horizontu k
témto zménam muze nastat. S takovymi modely se setkavame ve vSech védnich
disciplindch. Ve fyzice napiiklad muzeme modelovat pohyb planet ve slunecni
soustavé a nebo napiiklad v biologii muzeme modelovat vyvoj jakékoli populace
za néjakych blize specifikovanych podminek. Pokud zkoumame vyvoj ¢i zmény
stavu néjakého systému v ¢ase, hovorime o dynamickém systému.

Dynamické systémy se cleni na:
1. spojité,
2. diskrétni,

3. nespojité.



1.1. Spojité dynamické systémy
Spojité dynamické systémy jsou takové dynamické systémy, kde se cas méni
spojite.

Definice 1 Necht G je oteviend podmnozina prostoru R" a vektorovd funkce
o(t, z) zobrazuje mnozinu R x G do G. Déle necht slozky vektorové funkce ¢

jsou spojité na mnoziné R x G' a necht md funkce ¢ ndsledujici vlastnosti:
1. ¢(0,2") = 2” pro kazdé =° € G;

2. p(t+s,a") = o(t, (s, 2°));
3. pro kazdé t € R existuje k zobrazeni ¢(t,-) inverzni zobrazeni a je rovno

W(_ta )

Potom zobrazeni ¢ : R x G — G nazveme tok.

Pro kazdé pevné t € R nazveme zobrazeni
o(t,):G—G
dynamaicky systém v R". Prostor R™ nazveme fazovy prostor.

Spojité dynamické systémy jsou Casto generovany soustavami autonomnich
diferencialnich rovnic prvniho fadu, které vyjadiuji vztah mezi funkéni hodnotou
zkoumanych veli¢in a jejich zménou v case t, kterd je vyjadiena derivaci.

Jak spolu ale soustava diferencialnich rovnic a spojity dynamicky systém sou-
visi?

Nejprve uvazujme soustavu n autonomnich obycejnych diferencidlnich rovnic
prvniho radu

21 (t) = filzi(t), ..., za(t)),
() = fal(z1(t), ..., 2a(t)),
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kterou lze zapsat ve vektorovém tvaru

z'(t) = fz(1)), (1.1)

kde f(z) = (f1, ..., fn) je vektorové funkce f : R™ — R™.
Déle musime zavést zavést podminku, kterou jednotlivd teseni rovnice (1.1)
specifikujeme, protoze tato rovnice miva obvykle nekoneéné mnoho feseni.

Pocatecni podminku klademe ve tvaru

21(0) =29, ..., 2,(0) = ¥

n’

kterou lze zapsat ve vektorovém tvaru
z(0) = 2, (1.2)

kde bod a° = (29, ..., 2%) € R™ nazyvame pocdteéni bod resen.

Rovnice (1.1) vytvaii dynamicky systém dle nésledujici véty:

Véta 1 (Generovani dynamického systému) Necht x° je libovolny bod z ote-

vrené mnoziny G € R™, f € CY(G) a necht p(t, 2°) je resenim tilohy (1.1) (1.2) na

0

R. Predpoklddejme, Ze p(t, 2°) jako vektorovd funkce n+1 proménngjch t, a9, ...2°

zobrazuje mnozinu R X G do G.
Potom ¢ je tok. Ddle pro kazdé pevné t € R je zobrazeni p(t,-) : G — G

dynamicky systém v R™.
Déle nas bude zajimat, jak popsat a charakterizovat dynamicky systém, ktery

rovnice (1.1) vytvari. K tomu slouzi fazovy portrét. K jeho definovéni nejdiive ale

potiebujeme zavést pojem orbita.
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Definice 2 Orbita teseni o(t, 2”) tlohy (1.1), (1.2) je mnozina

{p(t,a) : t € Lo},

kde I,0 C R je maximdlni mozny interval, na kterém ma tloha (1.1), (1.2) jediné

feseni o(t, 2°).
Body orbity muzeme tedy zapsat ve tvaru
(x1(t), ...y zp(t)), kdet € 0.

Pro pevné zvolené t pak dostavame bod z prostoru R"™. Plati, Ze orbita feseni

o(t, 2°) je kiivka v prostoru R™ s parametrickymi rovnicemi
r1 =21(t), oy Ty = (L), tE L.

Definice 3 Fazovy portrét rovnice (1.1) je mnozina orbit vSech feseni rovnice
spolecné se Sipkami na orbitach, které vyznacuji pohyb bodu ¢(t, 2°) na orbité
pro rostouci ¢t. Prostor R™ obsahujici fazovy portrét rovnice (1.1) nazveme fazovy

prostor.

Klicovou roli pti vySettovani fazového portrétu maji kritické body. Reprezen-

tuji rovnovdziné stavy, coz jsou stavy, které se v ¢ase nemeéni.
Definice 4 Kritickym bodem rovnice (1.1) nazveme bod
= (.Cfl, ,fn) c R"
splnujici soustavu soustavu rovnic
fl(j:h ,.fn) — 0,
J;,:(a?l, ey @) = 0.

Pokud bod Z neni kriticky, nazyvame ho reguldrni bod.

12



Velmi dilezitou vlastnosti kritického bodu je jeho stabilita, které se vénuje

nasledujici text.

Definice 5 Kriticky bod & € G rovnice (1.1) nazveme stabilni, jestlize plati
Ve>036 >0V’ €G: ||lz— 2| < 5= |lot,2°) —z|| <e

pro kazdé t > 0.

Jedna se tedy o takovy bod, kde ke kazdému € > 0 1ze najit 6 > 0 takové, ze
pro pocatecni bod bod 2 € G NUs(z) plati, ze p(t, 2°) € U (&) pro kazdé t > 0.

Definice 6 Kriticky bod & € G rovnice (1.1) nazveme asymptoticky stabilni,

jestlize je stabilni a navic plati
Ir >0 € G ||z— 2" <7 = lim|ot,2") — 2| =0
t—o0

Takovy bod musi tedy spliovat podminku stability a navic musi existovat
okolf bodu Z takové, ze pro kazdé =° € G NU,(x) plati, ze p(t,2°) pro t — oo

konverguje k .

K rozhodnuti, zda je kriticky bod asymptoticky stabilni, slouzi nasledujici

véta. Nejprve je ale potieba zadefinovat hyperbolicky kriticky bod.

Definice 7 Kriticky bod & € G se nazyva hyperbolicky kriticky bod, mé-li Jaco-

biho matice

obé vlastni ¢isla s nenulovymi redlnymi slozkami.

Véta 2 (Kritérium asymptotické stability) Necht z € G je hyperbolicky
kriticky bod rovnice (1.1). Jestlize vlastni ¢isla Jacobiho matice maji zaporné

redlné casti , pak je kriticky bod T asymptoticky stabilni.
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Definice 8 Kriticky bod € G rovnice (1.1) nazveme nestabilni, pokud neni

stabilni. To znamena, ze plati
Je> 06> 032" € G ||lz— 2| <A |lot,2”) — 2| > €
alespon pro jedno ¢t > 0.

Podminka stability je v urcitém ¢asovém okamziku porusena. To znamena, ze
existuje € > 0 takové, ze pro kazdé § > 0 Ize najit pocatecni bod o € G NU;s(Z),

pro ktery v ur¢itém casovém okamziku ¢, > 0 plati, ze p(t1, ") ¢ U.(Z).

Véta 3 (Kritérium nestability) Nechf T € G je hyperbolicky kriticky bod rov-
nice (1.1). Jestlize alespori jedno vlastni ¢isla Jacobiho matice md kladnou redlnou

cast, pak je kriticky bod T nestabilni.

body typu sedlo a stred.

Definice 9 Kriticky bod & rovnice (1.1) se nazyvé sedlo, pokud existuji body

2’ # x axt # x takové, ze

. 0\ _ = . 1\ _ =
tll)rgogo(t,a:)—zc a tlgnoogo(t,:zz)—az.

Takovy bod se vyznacuje tim, Ze existuji orbity vedouci jak k bodu z, tak i

od néj.

Definice 10 Kriticky bod Z nazveme stred, jestlize existuje okoli U bodu z,

které obsahuje pouze periodické orbity obihajici tento kriticky bod.

[1[7]
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1.2. Diskrétni dynamické systémy

Jednd se o takové dynamické systémy, kde se ¢as méni ve skocich, at uz pra-
videlnych nebo nepravidelnych.

U spojitych dynamickych systému se ¢as ménil spojité a tyto systémy byly
generovany soustavou diferencialnich rovnic. Diskrétni dynamické systémy po-
pisuji, jak se méni stav systému v jednotlivych krocich a tyto kroky jsou cha-
rakterizovany diferen¢nimi rovnicemi. Diskrétni dynamické systémy jsou tedy
generovany soustavou diferen¢nich rovnic.

V této praci se setkdme pouze se skaldarnimi diferen¢nimi rovnicemi. Ukazeme

si tedy pouze skaldrni ptipad.

Uvazujme pouze jednu diferenéni rovnici

Tpt+1 = f(-Tn)a (1'3)

kde f: R — R.
Pokud se na rovnici podivame ,z druhého konce®“ a zacneme v pocatecnim

bodé xy, muzeme generovat posloupnost

Lo, f($0)7 f(f(l"o))> f(f(f(ﬂfo))),

pricemz zavedeme oznaceni

Fxo) = F(F(x0)), f2(x0) = F(F(f(x0)))s -..

Jednotlivé kroky nazyvame iterace. Naptiklad f(xo) je prvni iterace, f(f(zo)) je
druhd iterace atd.

Tato diferen¢ni rovnice

Ty = [T (@) = [ (w0)] = f(wn)

potom generuje skalarni diskrétni dynamicky systém.
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Pii vysetfovani fazového portrétu u spojitych dynamickych systému jsou
dulezité kritické body. U diskrétnich dynamickych systému nas také budou zajimat

jisté vyznacné body, které zde budeme nazyvat ekvilibria.

Definice 11 Bod Z nazveme ekvilibriem rovnice (1.3), jestlize je pevnym bodem

funkce f, tedy pokud plati, ze:
f(z)=1z.

Jinymi slovy, konstantni posloupnost {Z}°° ; je konstantni feseni rovnice (1.3).
Kdyby 2o = Z byl pocatecni bod, potom by platilo, ze =, = f(Z) = Z, 2o =
f(z1) = f(z) = T a tak dale. Graficky je ekvilibrium z-ovou soufadnici bodu,

kde graf funkce f protina osu prvniho a tfetiho kvadrantu y = x.

Dulezitou vlastnosti ekvilibrii je jejich stabilita, které je vénovan nasledujici
text.
Definice 12 Ekvilibrium z rovnice (1.3) nazveme stabilni, jestlize
Ve>030>0:|xg—Z| <d=|f"(xg) — | <e
pro kazdé n > 0.

Definice je velmi podobna jako u spojitého dynamického systému. Pro pocateéni

bod xy € Us(z) musi platit, ze f™(xo) € U(Z) pro kazdé n > 0.

Definice 13 Ekvilibrium Z rovnice (1.3) nazveme asymptoticky stabilni, jestlize

je stabilni a navic
Ir>0:|zg—2z| <r= lim z, =7
n—oo
Pokud je r = oo, tikame, ze je T globadlné asymptoticky stabilni.

Asymptoticky stabilni bod musi byt tedy stabilni a zaroven musi existovat

okoli bodu U,.(z) takové, ze x,, konverguje pro n — oo k .
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Definice 14 Ekvilibrium Z rovnice (1.3) nazveme nestabilni, pokud neni sta-

bilni. To znamena, ze plati
Je>0V0 >0:|zg—Z| <IN |f"(x0) —Z| > €
pro alespon jedno n > 0.

Podobné jako u spojitych dynamickych systému i zde dochézi v urcitém

casovém okamziku n > 0 k poruseni podminky stability.
Kritérium pro asymptotickou stabilitu (i nestabilitu) ekvilibria skaldrniho dy-
namického systému udava nasledujici véta:

Véta 4 Necht je bod T ekvilibriem diferencénd rovnice (1.3), kde funkce f je spojité

diferencovatelnd v .
1. Jestlize | f'(Z)| < 1, potom je T asymptoticky stabilni.

2. Jestlize |f'(z)| > 1, potom je T nestabilni.

5]

1.3. Nespojité dynamické systémy

Jak jiz bylo fec¢eno, spojité dynamické systémy jsou generovany diferencialnimi
rovnicemi a diskrétni dynamické systémy zase diferencnimi rovnicemi. Nespojité
dynamické systémy budou kombinaci obou, tzn. budou vytvareny v jistém smyslu
jak diferencialnimi rovnicemi tak diferen¢nimi.

Nespojité dynamické systémy jsou takové dynamické systémy, které jsou ge-

nerovany jistym typem impulsnich diferencidlnich rovnic.

Necht je ddna funkce
f:G—R",

17



mnozina

rca
a funkce
[: T —=d.

Pak autonomni rovnice

d

—=f@), o¢rl (1.4)
s impulsni podminkou

NAx=I1(x), zecl. (1.5)

generuji nespojity dynamicky systém.

Definice 15 Rekneme, 7ze funkce 2 : J — R je fesenfm impulsni rovnice (1.4),

(1.5) na intervalu J, jestlize

(1) x je v kazdém bodé z J spojita zleva (tzn. Vt € J : x(t—) = x(t)),
@) Ve Jal) T ) = faln)
(3) Vi e Jyx(t) € T a(t+) — x(t) = I(x(t)).

Je tedy jasné, ze neprotne-li feSeni impulsni lohy (1.4), (1.5) mnozinu I, jde
o teSeni diferencidlni rovnice (1.4), tedy neimpulsni tlohy. V bodé, ve kterém

dojde k pruniku s mnozinou I' dochazi k ,nespojitému skoku“.

Poznamka 1 Nyni definujeme nespojity dynamicky systém. Je-li (¢, 2°) fesenim
ulohy (1.4), (1.5), pak zobrazeni ¢(t,-) : G — G nazyvame nespojity dynamicky
systém. Bod a® = (29, ..., 2¥) € R" je pocdtecni bod feseni.

Poznamka 2 Terminologie u nespojitych dynamickych systému je velmi po-

dobna jak u spojitych dynamickych systému.
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Vlastnosti feseni dlohy (1.4), (1.5), kterou se pozdéji budeme zabyvat, bude

jeho periodicita. Pro nas konkrétné bude stézejni 1-periodické resend.

Definice 16 Rekneme, 7e fesenf x impulsni rovnice (1.4), (1.5) definované na

intervalu (0,00) je I-periodické, jestlize Jw > 0 tak, ze

Vi € (0,00) : z(t +w) = z(t)

dlr € [0,00) : (1) €T
Pak orbitu tohoto feSeni nazveme I-periodickou orbitu.
Tedy 1-periodické feSeni znamenad, ze feSeni je periodické a protne mnozinu

' pravé jednou. Cislo 1 neznamend tedy periodu funkce z, jak se pouziva stan-

dardné.

[9]
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Kapitola 2

Lotka-Volterruv model

2.1. Historie

Alfred James Lotka byl americky matematik, fyzik, biolog a chemik, ktery zil
v letech 1880 az 1949. Puvodem byl z Rakouska-Uherska. Za svij zivot napsal
nékolik knih a spoustu odbornych ¢lanku. Pusobil ve vysokych pozicich v nékolika
védeckych organizacich, naptiklad byl predseda Americké statistické organizace
¢i predseda Unie narodniho vyboru Spojenych statu. Zabyval se mnoha tématy,
napifklad tii z jeho knih se zabyvaji matematikou a pojistovnictvim. V biologii
se zabyval populaci obecné, zejména rozlozenim véku, porodnosti a imrtnosti.
V chemii zkoumal mimo jiné teorii autokatalytickych chemickych reakei, coz byl
odrazovy mustek pro model korist-dravec. Puvodné chemicky model zobecnil a
obecné popisoval vztahy v organickych systémech, az presel zcela do biologie, kde
se nejdrive zabyval vztahem mezi rostlinou a bylozravcem, az nakonec svou studii
zobecnil na jakykoli model kotist-dravec, ktery publikoval roku 1925 ve své knize

Zaklady fyzikdlni biologie (v origindle Elements of Physical Biology).[5]

Vito Volterra byl italsky matematik a fyzik, ktery zil v letech 1860 az 1940. V
matematice se zabyval hlavné geometrii, integralnimi, diferencialnimi a parcidlnimi
diferencialnimi rovnicemi, ve fyzice zejména hydrodynamikou a mechanikou. Pred-
nasel mechaniku na univerzité v Turiné a poté matematickou fyziku na univerzité

v Rimé, kde se zacal vénovat matematické biologii. Nésledné byl jmenovéan i po-
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slancem parlamentu Italského kralovstvi. Za prvni svétové valky slouzil v armadé
u letectva. V roce 1925 provedl stejnou analyzu interakce kofisti a dravce jako A.

J. Lotka, kterou néasledné také publikoval.[0]

Model kotist-dravec se stal nakonec znamy jako Lotka-Volterruv model ¢i
Lotka-Volterrovy rovnice. Dalo by se tict, ze tento model se stal zakladnim kame-
nem matematické populaéni ekologie. Na jeho zédkladé byly dovysvétleny a hlavné
zjednoduseny populaéni regulace. Pozdéji byl model dale upravovan, naptiklad
aby zahrnoval i vnitrodruhovou konkurenci. Model byl piejiman i do dalsich ob-
lasti, v ekonomii ma velké vyuziti jako takzvany Goodwinuv model, kde vytvaii

vnitini cykly hospodérské aktivity.[4]

2.2. Predpoklady modelu

Aby mél model smysl, musime nejdrive formulovat predpoklady nezbytné k

jeho vytvoreni. Témi jsou:

1. Kotist ma vzdy dostatek potravy. Nemuze tedy nastat situace, kdy by korist

zacala nekontrolovatelné vymirat vlivem nedostatku prisunu potravy.

2. Mnozstvi potravy dravet zcela zavisi na velikosti populace kotisti. Potravou

dravcu je vyhradné jen korist.
3. Mira zmény celé populace je imérna jeji velikosti.

4. Prostiedi je stale stejné, neméni se ve prospéch jednoho ¢i druhého druhu

a genetické adaptace jsou zanedbatelné.

5. Nemuze nastat situace, kdy by dravci byli kotisti presyceni. Maji neomeze-

nou chut k jidlu.

2114
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2.3. Odvozeni rovnic

Oznacme
x = z(t) jako mnozstvi kofisti v ¢ase t,
y = y(t) jako mnozstvi dravcu v case t.
Déle oznacme
Azxp = ax(t)At jako prirozeny piirtustek kofisti v case t,

Axyp, = Bx(t)y(t)At jako tbytek kofisti vlivem lovu v ¢ase t.
V case t + At (At > 0) mnozstvi kofisti bude
z(t + At) = z(t) + Axp — Az = z(t) + ax(t) At — Bx(t)y(t) At.
Pro okamzity prirustek koristi bude platit

lim z(t + At) — x(t) _ () = Jim z(t) + ax(t) At — Bx(t)y(t) At — x(t) _

At—0 At At—0 VAN

= ax(t) — Pr(t)y(t).

Rovnice pro kofist ma tedy tvar

dx
— = — ) 2.1
W o~y (2.)

Pokud by kotist nebyla pfedmétem lovu, rozmnozovala by se exponencialné, coz
reprezentuje vyraz ax. Mira lovu kotisti dravei je imérna interakei mezi témito
druhy, coz znazornuje Sxy. Celkova rychlost zmény populace kofisti v ¢ase t je

pak dana rozdilem jeji vlastni rychlosti rustu a mirou predatorstvi.

Analogicky uvazujeme

Ayr = dz(t)y(t) At jako piirustek draveu v case ¢, ktery piimo souvisi s lovem
koristi,

Ayp = yy(t)At jako prirozeny tbytek dravea v ¢ase t, napiiklad smrti nebo

emigraci.
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V case t + At (At > 0) mnozstvi draveti bude
y(t + At) = y(t) + Ayr — Ayp = y(t) + dxy At — yyAt.

I zde nas bude zajimat okamzity prirustek, ktery je ve tvaru:

I y(t+ Aﬁti —yt) _ y(t) = lim y(t) + 5w(t)y(t)AAtt— WAL —y(t)

= 0z (t)y(t) — yy(t).

Rovnice pro dravce mé tedy tvar

dy

2 Sxy — . 2.9
= dxy — Yy (2.2)

Riust populace dravcu souvisi s mirou konzumace kofisti, coz znazornuje dzy.
Obecné ale plati, ze rychlost rustu nemusi byt stejna jako mira konzumace. Miru
ubytku dravcu predstavuje vy. Pokud by dravei neméli zadnou kotist k lovu,
zacalo by dochazet k exponencidlnimu vymirani. Celkova rychlost zmény popu-
lace dravcu v case t je pak dana rozdilem rychlosti konzumace koristi a vlastni

mirou ubytku.

Vyse uvedené vztahy (2.1) a (2.2) spolu tvoii soustavu dvou nelinedrnich

diferencialnich rovnic o dvou neznamych

d
O
dy

= — Sruy —
o =0T =Y

kde x udava mnozstvi koristi, y udava mnozstvi dravcu, «, 3, v, d jsou kladné

de dy

parametry, 5, 5 urcuje rychlost rustu ¢i poklesu pifslusné populace.

RIBIS
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2.4. VysSetreni fazového portrétu

K rovnovaze v modelu dochézi, pokud se mnozstvi populace neméni, to zna-

mena, pokud
dx

- = o — Bay = z(a - By) =0,

%Z5wy—7y=y(5:r—7)=0,

cemuz odpovidaji body (z1,71) = (0,0) a (Z2,%2) = (3, 5)-

Pro zjisténi charakteru kritickych bodu vyjdeme z Jacobiho matice parcialnich

derivaci pravych stran soustavy, kterd ma pro Lotka-Volteruv model tvar

(a—ﬁy —637)
oy dx—v)°

Jako prvni budeme zkoumat bod (0, 0), ktery dosadime do matice a dostaneme

(5°)

Nésledné vypocitame vlastni ¢isla matice

matici ve tvaru

(= A)(=y—=A) =0,

coz je splnéno pro \;y = a a Ay = —7v. Vime, Zze a a 7 jsou kladnd cisla, plati
tedy, ze Ay Ay < 0. Z kritéria nestability kritického bodu (viz. véta 3) vyplyva, ze
kriticky bod (0,0) je nestabilni.

Pro 2(0) = 0 bude platit

dx

— =0Vt
dt ’
dy _ _
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Pro t > 0 bude % < 0, takze y bude klesajici. V pripadé, kdy ¢ < 0 bude % > 0,

y tudiz bude rostouci. To znamend, Ze po ose y se blizime vzdy k bodu (0, 0).

Pro y(0) = 0 bude platit

Eigz = QT
a7
dy

2 =0 Vt.
o 0OV

Pro t > 0 tedy bude z rostouci a pro t < 0 bude x klesajici. V tomto piipadé se

po ose x pohybujeme vzdy od bodu (0, 0).

Obe situace jsou zakresleny v Obrazku 2.1.

y(t)

x(t)

Obrazek 2.1: Bod (0,0)

Z Obrézku 2.1 je patrné, ze kriticky bod (0,0) je sedlo a jiz vime, Ze je nestabilni.
Pokud by byl stabilni nebo pripadné asymptoticky stabilni, populace by k tomuto
bodu smétrovala. Protoze je nestabilni, neni mozné zadné pfirozené vyhynuti. I
kdyz se populace nachazi blizko tohoto kritického bodu, vzdy dojde k zotaveni.

K vymieni populace by byl zapotiebi zasah zvenci.
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Vzhledem k jednoznacnosti jsou pak kvadranty tzv. pozitivné invariantni, to

znamena, ze feSeni zacinajici v kvadrantu v ném také zustane.

Ted se zaméifme na druhy kriticky bod (2, 2), lezici v 1. kvadrantu, ktery

5B
rovnéz dosadime do Jacobiho matice a dostaneme

(55 )
o5 0 )

Opét vypocitame vlastni ¢isla matice

N — (5%(—5%)) =M +ay=0.

Na prvni pohled je patrné, ze tato rovnice nemé realné koteny. Vlastni ¢isla jsou

A = Jayt a Ay = —/avyi. V tomto pripadé zatim nelze jednoznacné prohlasit

nic o stabilité a ani typu kritického bodu (3, §).

Nyni se zaméfime na TeSeni soustavy rovnic. Je jasné, ze mnozstvi jakékoli

populace nemuze byt zaporné a navic predpokladame, ze je také nenulové. Pii

hledani teseni se tedy omezime pouze na prvni kvadrant, tzn. x > 0 Ay > 0.

Zacneme tim, ze rovnici (2.2) vydélime rovnici (2.1)

dy _yor-s
dr  zo— Py

Néslednou upravou dostaneme vztah

dy — y dx—n
dr  fy—a x

Oznacme

—__9Y a T) =
9(y) = 5 —o f(z) .

Jako prvni ur¢ime defini¢ni obory obou funkei

(0%

D(g) = 0,00\ {5} o D(f)=(0.00).

8
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Resen{ m4 tedy smysl hledat pouze na mnoziné
Q2 =D(f) x D(g),

ktera rozdéluje rovinu na 2 souvislé mnoziny oddélené poloptimkou

{(x,y):x>0/\y:%}.

Nejdiive se zamérime na hledani konstantniho feseni vysetfenim nulovych bodu.

Polozime g(y) =0 a f(z) =0

Pti hledéni nekonstantniho feseni vyjdeme z puvodni diferencidlni rovnice (2.3),
kterou budeme tesit metodou separace proménnych. Rovnici upravime na piislusny

tvar

a dostdvame
alnly| =y =0z —yIn|z| +¢;; kde g € R.
Protoze se pohybujeme v prvnim kvadrantu, muzeme psat

alny — By =d0x —ylnzx + ¢.
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Navic vidime, ze vysledny vztah ma smysl i pro y = % ¢ D(g). Reseni dle jeste

upravime

co=0r—ylnz+ Py —alny; c €R.

Oznacime-li

V(z,y) =0z —yInz + py — alny,
pak Fesenim soustavy je dvojice (x(t),y(t)), kde z(t) > 0 A y(t) > 0 tak, ze
existuje co € R takové, ze
V(z(t),y(t)) =co V.
To znamend, Ze orbity systému lezi na hladinach funkce V' (z,y). Pak zfejmé

SV, (0) =0, v

pro kazdou dvojici (z,y), kterd je FeSenim nasi soustavy.

Fézovy portrét je tedy tvoren vrstevnicemi funkce V(z,y) a je vykreslen v

Obréazku 2.2.
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Bar-4--—-- 1 | | —
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o e —a et mf
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Mnozstvi kofisti (x)

Obrazek 2.2: Fazovy portrét modelu pro o =1;5 =0,03;y = 1;6 = 0,05
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Vsechny orbity obthaji periodicky kolem bodu (3, §) = (20; 33, 3). Protoze V

mé v bodé (%, %) ostré lokalni minimum a V' je v tomto bodé spojita, potom

Ve > 030 > 0V(z,y) GU§<(%,%)) : V(%,%) <V(z,y) < V(%,%) +e€

pro vSechna ¢t > 0.

To znamena, ze pro kazdé e > 0 existuje § > 0 takové, ze pro jakykoli bod

(z,y), ktery se nachdzi v deltovém okoli ¢ bodu (7, %) bude platit, ze feseni

V(z,y) s rostoucim casem t nikdy neopusti epsilonové okolf ¢ bodu V(3, ).
Navic vime, ze vSechny orbity obihaji periodicky kolem bodu (%, %), takze kri-
ticky bod (3, §) je stredem.

Déle je potieba odvodit smér, kterym se po orbitach pohybujeme. Uvazujme

t takové, ze

y(t) = %
Potom
dx
a(t) =0,
dy «
v = Ses - .

Pokud polozime % = 0, dostaneme

50() =) =0 & alt) = 5
Je tedy ziejmé, ze v bodé (3, %) je & = % = 0. Déale mohou nastat dvé
situace:
d
a)  a(t) > % = d—i(t) >0
b e <= Yuy <o
6 dt



Na zakladé téchto informaci lze odvodit smér pohybu po orbitach. Smérové pole

znazornuje Obréazek 2.3.

»

i / P 5 I S e \
= l / y " e = - ™ ®e \
3 w % N

Elg § # &= & = %

= 1 X \
sl & ¥
’g | : i r i !
= ' v - = - - o - ”

v N - = = g _—= — — e il

0 ) - — - . - - »

Mnozstvi koristi (x)

Obrazek 2.3: Smérové pole Lotka-Volterrova modelu

Vsechny orbity obihaji stejnym smérem kolem bodu (%, %) Uvazujme pouze

jednu orbitu z fazového portrétu tak, jak je zndzornéno na Obrazku 2.4.

Mnozstvi dravcd (y)

MnozZstvi kofisti (x)

Obrazek 2.4: Jedna z orbit fazového portrétu
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Mnozstvi populace draveu zavisi zcela na mnozstvi populace koristi. S ros-
toucim mnozstvim kotisti budou mit dravci vice potravy, zacne tedy dochazet
nejdiive k mirnému narustu dravcu. Po urcité dobé se zacne jejich narust zvétsovat,
az nastane okamzik, kdy bude dravcu takové mnozstvi, ze ubytek kofisti vlivem
lovu bude prevazovat nad jejich prirozenym piirustkem, koristi tedy zac¢ne ubyvat.

Porad je ji ale dostatek, tudiz pocet dravcu stéle roste. Tento rust ovsem po
case zacne zpomalovat az dojde k situaci, kdy bude mnozstvi dravcu natolik
prevysovat mnozstvi kotisti, ze pro dravce bude stale obtiznéjsi nalézt potravu.
V urcité chvili tedy zacne ptirozeny tbytek dravei vyrazné prevazovat nad jejich
prirustkem a dojde k prudkému poklesu jejich mnozstvi.
prirozeny prirustek zac¢ne prevazovat nad ubytkem a za¢ne dochdzet k mirnému
narustu az do chvile, kdy dravcu bude tak mélo, ze nebudou predstavovat témér
zadné nebezpeci. Tudiz dojde k prudkému rustu mnozstvi koristi a cely cyklus
znovu opakuje.

Cely déj se opakuje periodicky. V tom pripadé je jasné, ze prirozené vyhynuti
neni mozné, vzdy dojde ke zotaveni jedné i druhé populace. K zaniku by bylo
potieba porusit pripadné zménit jeden ¢i vice predpokladi modelu a nebo by byl
nezbytny zasah zvenci.

RRIEIIE
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Kapitola 3

Lotka-Volterruv model s vylovem

Jiz vime, mnozstvi dravcu a kofisti se méni ve stalém a izolovaném prostiedi.
Nyni se zamérime na to, jak se bude populace vyvijet, kdyz bude dochazet k

opakovanému vnéjsimu zasahu formou vylovu.

3.1. Odvozeni modelu

Mame prosttredi, ve kterém zije populace dravcu a jejich kotisti. Jako ukazkovy
piiklad uvazujme populaci velkych dravych ryb a mensich (ne jen dravych) ryb.
Konkrétné to mohou byt stiky, které predstavuji dravce, a okouni, ktetri predstavuji
korist, jak bylo zminéno v ivodu. Z predchozi kapitoly vime, jak se vzajemnou
interakci téchto dvou druhu vyviji jejich mnozstvi a jak se takovy model chova.

Nyni ale uvazujeme takovy model, kdy v urcitém okamziku bude dochazet k

opakovanému vylovu.

Predpokladame, ze k vylovu dochazi pouze v momentu, kdy je mnozstvi po-

pulace kotisti nejvétsi - najdéme chvili, kdy k tomu dojde.

Necht (z,y) je reseni Lotka-Volterrova modelu z predchoz{ kapitoly. Pro z(t)

tedy hleddme lokalni maximum. Polozime ‘fl—f = 0 a z obecného modelu korist-
dravec jiz vime, ze

dz o

— =0&y(t) = .

7 y(t) 3
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Vime uz ale, ze hodnoté y(t) = § pifslus{ dvé hodnoty z(t). Z fazového
portrétu je ziejmé, ze populace kofisti se nachézi na svém maximu vzdy, kdyz je
w(t) > 3.

K vylovu tedy bude dochézet jediné tehdy, kdyz se populace bude nachazet

v bodé (z,y) z mnoziny

{(x,y) e R?: 2(t) > %/\y(zﬁ) - %} ~T,

ktera je znazornéna na Obrazku 3.1.
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Obrazek 3.1: Fézovy portrét L-V modelu a mnozina I" (¢ervené)

Okamzik vylovu je pro feSenf (z,y) tedy ddn podminkou (xz(t),y(t)) € T

Déle predpokladame, ze predmétem lovu je jen a pouze kofist, mnozstvi po-

pulace dravcu se vlivem vnéjsiho zasahu nijak nemeéni.

Mnozstvi koristi, které je vyloveno, oznacime jako

Ax(r) = —pzx(r), jeli (x(7),y(7)) €T,
kde p € (0,1). Tato podminka je zdpornd, protoze udava pocet, ktery byl vyloven

z puvodniho mnozstvi kofisti a je ddna soucinem parametru p a puvodniho poc¢tu
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x(7), coz znamenad, ze je vyloveno vzdy presné dané stejné procento z aktudlniho

mnozstvi koristi. Parametr p je redlny parametr udavajici intenzitu vylovu.

Mnozstvi kofisti po vylovu ozna¢me jako

x(7+) = lim xz(t).

t—7+

Plati, ze
Ax(t) =z(1+) — z(7)

a z toho vyplyva, ze

z(t+) = (1 — p)x(71). (3.1)
Protoze predpoklddame, ze dravci nejsou predmétem lovu, bude jejich pocet
po vylovu porad stejny. Plati tedy, ze
Ay(t) =0, je-li (x(T),y(T)) erl.

Timto vznikaji impulsni podminky

>
=
2

I

—px(T)

Ay(r) = 0 }pokud (a:(T), y(T)) el.

Vsechny ostatni predpoklady Lotka-Volterrova modelu zustavaji zachovany.
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Dohromady tedy dostavame Lotka-Volterruv model
dz

— =ax — Py
. (v(r).y(7)) & T (3.2)
d—‘g = 0zy — Y

s impulsy

} (z(7),y(r)) €T. (3.3)

V dalsim textu se zaméiime na to, jak se tento model chové a do jakého stavu

spéje.
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3.2. Reseni Lotka-Volterrova modelu s vylovem

Jak jiz vime z pfedchozi kapitoly, interakce mezi dravci a kotisti je charakte-
rizovéana funkel V(x,y), jejiz vrstevnice tvoii fazovy portrét modelu a mnozstvi
populace se méni periodicky obéhem po prislusné vrstevnici.

Vzdy, kdyz dojde k vylovu, dojde k poklesu mnozstvi koristi, ale vzajemnou in-
terakci obou druhu se opét spusti cyklus obéhu (proti sméru hodinovych rucicek)

po jiné hladiné stejné funkce V' (z,vy), kterd je ddna predpisem
V(z,y) =0r —yIlnx + fy — alny.

Protoze k vylovu dochézi pouze tehdy, kdyz se populace nachazi v bodé (x, y)
z mnoziny I, coz je pro vsechna z(t) > 7 vzdy, kdyz y(t) = 5, bude nds zajimat,

jak vypadé funkce V' (z, %), kterd ma po dosazeni a upravé predpis

V(:IZ‘, %) =0x —’yln:c#—aln%.

Clen aIn % ovliviiuje pouze posun grafu ve vertikdlnim sméru, proto staci uvazovat
pouze funkci bez pridané konstanty. Zavedeme tedy funkci g(x) s predpisem
g(x) =0x —ylnzx
a vySetfime prubéh této funkce. Nejdrive uréime definic¢ni obor:
D(g) = (0,00).

Déle nas bude zajimat, jak se funkce chova v krajnich bodech svého defini¢niho
oboru:

li — lim 62 — yInw = oo,
J 9(0) =l 00— yhuz = oc

1 1
lim g(z) = lim dx —ylnz = lim 6$<1_75n:1c> — lim &z - lim (1_7 nx> _

T—00 T—00 T—00 €T T—00 T—00 or
1 ol
:oo-(l— lim B nx) :oo-(l— lim ﬁ) =001 =o00.
N Y # )
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V obou krajnich bodem definiéniho oboru se funkce limitné blizi k nekonecnu.
Nyni se zaméfime na vysetfeni monotonie. Funkci nejprve zderivujeme a derivaci

polozime rovnu nule:

g’(a:)zé—z:()(:)x:
T

S

Bod § je staciondrnim bodem funkce g. Abychom zjistili, zda je v ném lokaln{

Protoze je druha derivace v bodé ¥ kladnd, ma funkce v tomto bodé ostré lokalni

i
78

v

minimum. Funkce g je na intervalu (0, %) klesajici a na intervalu (%, 00) je ros-

touci.

Graf funkce g je na Obrazku 3.2.

——F
|

9(x)
|

Obrézek 3.2: Graf funkce g(z) pro ¥ = 0,5
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Bude nés zajimat piedevsim chovani funkce v okoli bodu ¥. Pokud totiz vy-
lovime takové mmnozstvi kofisti, ze se dostaneme mimo mnozinu I', dostaneme se

po prislusné orbité zpét do této mnoziny tak, jak je zvyraznéno na Obrazku 3.3.

06— —

02— —

o o1 05 1 143 15 2 25

Obrézek 3.3: Graf funkce g(x) pro = 0,5 se zvyraznénym pifpadem, kdy se pii
vylovu dostaneme mimo mnozinu I' a nésledné zpét do této mnoziny (¢ervene)

Z toho vyplyva, ze pokazdé, kdyz bude vyloveno tolik kofisti, zZe se dostaneme

do bodu mimo mnozinu I, dostaneme se do této mnoziny zpét po ptislusné orbite.

Néjakym zpusobem se tedy neustdle budeme pohybovat kolem bodu (7, %)

3.3. 1-periodicka orbita

Jestlize se kolem bodu (7, %) potrad pohybujeme, budeme se ptat na nasledujici

dvé otazky:
e Bude zde existovat 1-periodicka orbita?

e Pokud 1-periodicka orbita existuje, je stabilni, ptfipadné asymptoticky sta-

bilni?
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Uvazujme pocatecni ulohu (3.2), (3.3),

a
13(7'0) = Xo, y(To) = -
B
kde xq € (0, 1). Pak existuje 71 > 7y takové, ze
«
Vt € (1o,m1) 1 y(t) < 3 Noy(n) =
Daéle oznac¢me
x(m) = x1.

Ziejmé plati, ze x, > %. Pro kazdé feseni pak plati, ze
Q «
V(.I'(), —> = V(l’l, —>,
g g

pricemz uvedeny vztah plati pravé tehdy, kdyz

g(xo) = g(z1) s 10 < % < x7.

Resent (z,7) je 1-periodické praveé tehdy, kdyz
xo = x(7),
pricemz ze vztahu (3.1) vyplyvéd, ze
zo = (1 —p)1,

coz znamena, ze pro 1-periodické feSeni musi platit

g((1 —p)a1) = g(z1), 21 > %
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Hledéame tedy feseni rovnice

9((1 = p)z) = g(x)
v mnoziné (%, 00), kde parametr p nabyva hodnot z intervalu (0, 1), pficemz

g(x) =0z —ylnx.

Dostavame rovnici

6(1—p)z—yIn((1 —p)z) =z —yInz.
Oznacme
1—p=w.
Rovnici prepiSeme a upravime:
dwzr — yIn(wzx) = dxr —ylnzx
dwr — dr = yIn(wz) —ylnx
dr(w—1) =y(In(wz) — Inx)

dr(w—1) :fyln%
T

_ yhw
C d(w—1)
Vysledek jesté upravime a dostaneme
_ yln-p) _ ylnl-p)
6((1=p)—1) dp

Dile je potieba ovérit, zda je skutecné T > I pro vSechna p € (0,1). Budeme
fesit nerovnici

~yIn(1 —p)

y
o 5

Po upravach dostavame vyraz

In(1—p)+p<0.
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Nelze jednoznacné tict, zda je hodnota vyrazu kladnd nebo zapornd. Vysetiime

proto prubéh funkce s predpisem

hl(l—p)—f—p, JAS <0a1>
Jako prvni ur¢ime limitu funkce pro p jdouci k 0:

lim In(1—-p)+p=0.

p—0t

Pokud by byla funkce klesajici na celém svém definicnim oboru, rozhodné by
také na celém svém definicnim oboru byla zaporna. Proto funkci zderivujeme a

vysSetiime jeji monotonii:

1n1—p+p/:——i—1: = <0Vpe(0,1).
(n(1=p) +5) = = . 0.1)
To znamen4, ze

In(l—p)+p<0V¥pe(0,1).

a tim padem plati, ze
" N
T> < A g((1—=p)z) =g(z).
To znamena, ze zde existuje jedina 1-periodické orbita, kterd prochazi bodem

(-3 5 er

Nyni se budeme zabyvat stabilitou periodického feseni, kterou ale nejdrive
musime nadefinovat. Definice stability periodického feSeni obecné impulsni rov-
nice (1.4), (1.5) je ale dosti komplikovand. Zadefinujeme proto stabilitu a asympto-
tickou stabilitu 1-periodického Feseni specialné pro tlohu (3.2), (3.3) s ohledem

na znamy fazovy portrét soustavy (3.2).
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Definice 17 Necht (z,%) je I1-periodické fesenf tlohy (3.2), (3.3). Rekneme, Ze
1-periodicka orbita

® = {(«(t),y(t)) : t = 0}

je orbitdlné stabilni, jestlize
o

p

Ve>0 35 >0 V(2% y’) € R* Vt >0: dist((2z",y"), @) <d Ny’ < — =

= dz’st((w(t; 2%, y%), y(t; 2°, yo)), CI>) <e.

Orbitalné stabilni 1-periodicka orbita @ je tedy takova orbita, kdy ke kazdému
e > 0 lze najit 6 > 0 takové, 7ze pro libovolny pocatecni bod (2°,4°), jehoz
vzdalenost od orbity ® je mensi nez § (kde zaroven ale bereme v potaz, ze 3° < %),
plati, Ze vzddlenost orbity @ od orbity, kterd vede z poc¢atecniho bodu (z°,4°), je

mensi nez € a to pro vSechna t > 0.

Definice 18 Nechf (z,y) je l1-periodické fesenf tlohy (3.2), (3.3). Rekneme, ze
1-periodicka orbita

© = {(z(1),y(t)) : t > 0}

je orbitalné asymptoticky stabilni, jestlize je stabilni a navic plati, ze
a

B

b >0 v y") eR: dist((azo,yo), <I>) <Ay < ==

= dist((w(t;xo, y0), y(t; I“,yo)),fb) —0
pro t — oo.

Orbitalné asymptoticky stabilni 1-periodicka orbita ® musi byt stabilni a
navic musf{ existovat b > 0 takové, ze pro libovolny pocateéni bod (z°,4°), jehoz
vzdalenost od orbity @ je mensi nez b (a navic plati, ze 3° < %), bude platit, ze
orbita vedouci z pocdtetniho bodu (2°,4°) bude s rostoucim ¢asem konvergovat

k orbitée ®.
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Uvazujme interval

V=G )

ktery predstavuje mnozinu vSech bodu, pro které plati, ze pokud vylov nastane
v libovolném bodé z tohoto intervalu, vzdy se dostaneme mimo mnozinu T
Naslednou interakci mezi dravci a kotisti se dostaneme zpét do tohoto inter-
valu, coz je ziejmé z vlastnosti funkce g(z). Tento mezikrok nds ale nezajima.

Zajimé nas, jak se méni hodnoty v ramci tohoto intervalu a zda se ptiblizuji k

bodu z € M.

Zavedeme funkce

Zadefinujeme diferenc¢ni rovnici

Tt = f(2n) (3.4)
s pocatecni podminkou
xg € M,
kde f je funkce
f:M—R

s predpisem:
f@) =g (91((1 - p)ﬂﬂ)),
ktera kazdému cislu z intervalu M prifadi redlné ¢islo ze stejného intervalu. Po-

moci této diferenéni rovnice a pocatetni podminky muzeme generovat posloup-

nost bodu

o, f(x(])? fZ(xU)a )
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pricemz nas zajima, zda

lim f"(zo) = Z.
n—o0

Protoze bod  tvoii periodické Teseni, plati, ze

f<_ 7In(1 —p)) __yhn(-p)

5 p 5 p T

Bod Z je tedy ekuvilibriem diferenéni rovnice (3.4) a podle kritéria pro asympto-

tickou stabilitu (viz. véta 4) budeme chtit ovérit, zda

(-

Nastava zde ale problém. Protoze funkce g(x) neni prostd, neexistuje k ni in-
verzni funkce. Museli jsme proto zavést funkce g;(z) a go(z), které uz prosté
jsou. Nezname ale piedpis funkce g, ' (z), tim padem nezname predpis ani funkce
f(z) a nelze odvodit jeji derivaci f'(z). Potfebujeme ale zjistit hodnotu derivace

pouze v bodé z, coz lze s pouzitim Vety o derivaci inverzni funkce.

Plati, ze
Y Y A _ _z z cql = — _1
Vm€<0,5>.gl—g(x)—5 > B VwE( 7OO>-92 g(x)=9¢

a navic
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Aplikovanim véty dostaneme:

1
f'(@) = g ((1=p)z)-(1—p) =
gé(gil(gl(l_p)a—j))) 9 ((1 - p)z) »
:gi@ g (1 —p)z) - (1—p) =
_ 1 S -pm(-p) tp
f(s—@ (T —p)In(i—p) (1—p)

“m(-p e (-phi-p P
_ 1 (1 — o) (1 — (I =p)ln(1-p)+p
" gy (PR ) =T AR

In(1—p)  6(1—p)In(l—p)+dp

Zjistili jsme, ze

o yln(l—=p)\ (1—p)In(l—p)+p
f<_5 p )_ In(l—p)+p

Nyni je potieba ovérit, zda je absolutni hodnota vyrazu mensi nez 1. Zavedeme
proto funkci

C (I=2)In(l —2)+x
hz) = In(l—z)4+x

xz € (0,1).

Chceme dokazat, ze

h(z) >—-1 A  h(z)<1l Vze(01).

Jako prvni budeme fesit nerovnici h(x) > —1. Nerovnici nejdfive upravime
(I1—z)In(l —z)+x
In(l —z)+x
(I1—z)ln(l—2)+=x
In(l —z)+x

_]_7

+1>0,
(1—2)In(l —2z)+1In(1 —x) + 22
In(l —2)+=

(2—2)In(1 — )+ 2z
In(l—z)+x

> 0,

>0
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a vyjdeme z uvahy, kdy je hodnota vyrazu kladna.

Musi platit alespon jedna z nasledujicich dvou vétvi:
1. 2—-2)h(l—2)4+22>0 A In(l—2z)+x>0

nebo

2. 2-2)In(l—2)+2x<0 A In(l—2z)+2x<0.

Nejdiive se zaméfime na vyraz In(1 — z) + z. Prubéh naprosto stejné funkce jsme
jiz vySettovali na strané 40, 41 pouze s tim rozdilem, ze misto proménné x zde

byla pouzita proménna p. Vysledek bude naprosto stejny, tudiz plati, ze
In(l—2z)4+2<0 Vze(0,1).

V tom piipadé nemd smysl uvazovat 1. vétev nerovnice, protoze vyraz In(1—z)+x
nebude nikdy kladny.

Zbyva tedy ovérit, zda je vyraz (2 — x) In(1 — x) + 2z zdporny, coz ovsem ani
zde nelze jednoznacné tict. Budeme tedy muset provérit prubéh funkce s timto

predpisem.

Nejdiive ur¢ime limitu funkce pro x jdouci k 0:

lim ((2—2)In(1l —z) + 2z) = 0.

z—0t

Déle vysetfime monotonii:

((2—x)1n(1—x)+2g;)’:—1n(1—a:)—f:imz
:—ln(l—x)—<1+1ix>+2:—1n(1—m)—1ix+1.
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Z tvaru prvni derivace nelze urcit, zda je funkce rostouci ¢i klesajici. Funkci proto
zderivujeme jesté jednou a vySetiime prubéh druhé derivace:
1 ! 1 1 l—2)—1
<—ln(1—az)—1 +1>:1 _ ! ) =

- —r (1—z? (1-—x)?

Druhd derivace je na celém intervalu (0, 1) zaporné, tim padem bude prvni deri-

vace klesajici. Protoze je prvni derivace klesajici a plati, ze

lim ( —In(1—2) —

x—0

+1):o,

—x

budou i hodnoty prvni derivace na intervalu (0, 1) zdporné a tim padem i samotna

funkee (2 — z) In(1 — z) + 2z bude klesajici, coz znamenad, ze
2—2z)In(l—2z)+2x <0 Vze(0,1).

Tim padem plati, ze h(x) > —1, protoze podminky ve druhé vétvi nerovnice jsou

splnény.

Dale zbyva ovérit, zda je h(x) < 1. Nerovnici opét upravime:

(1—2z)ln(l —z)+=

In(1—2z)+x <1
S
=
it <o

Jiz vime, ze
In(l—2z)4+2<0 Vze(0,1).
Aby byla hodnota vyrazu zaporna, musi byt zaroven
—zln(l —z) >0,

47



coz rozhodné plati, protoze —x < 0 A In(1 —x) < 0 a tim padem plati také, ze
h(z) <1 Vz € (0,1).

Lze snadno ovéfit, ze je dokonce h(z) < 0 Va € (0,1).

Timto je tedy dokazéano, ze

_ ol -p)y 3

o p

coz znamena, ze periodicka orbita je asymptoticky stabilni.
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Zaver

Obecny Lotka-Volterruv model popisuje vyvoj poétu populace libovolnych
draveu a jejich kofisti, ne jen ryb, jak bylo ukdzkoveé uvedeno v mé praci. Dalsim
prikladem mohou byt napiiklad lisky a zajici. Vyvoj obou populaci tvoii uzavieny,
periodicky cyklus, kde se mnozstvi draveu i koristi méni porad stejné. Nemuze na-
stat situace, aby za danych podminek doslo k zaniku nékteré z populaci. Prirozené
vyhynuti neni mozné, protoze vzdy dochézi k zotaveni jedné i druhé populace.

Pokud uvazujeme stejné prostiedi s pravidelnym vnéjsim zasahem - vylovem
¢asti poctu kortisti a to vzdy v okamziku, kdy je mnozstvi kotisti nejvétsi, tak ani
zde nemuze dojit k vyhynuti jedné ¢i druhé populace, jak by se na prvni pohled
mohlo zdat. Pti takovémto pravidelném vylovu sice jiz nikdy nedojde k iplnému
zotaveni populace do puvodniho mnozstvi, jaké bylo v okamziku vylovu, nedojde
ale ani k jejimu zaniku. Nedochéazi zde ani k zadnym neptedvidatelnym vykyvam,
dokazali jsme, ze zde existuje 1-periodicky feseni, ke kterému se celd populace

postupné priblizuje.
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