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1.2 Diskrétńı dynamické systémy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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Závěr 49

Literatura 50

5



Seznam obrázk̊u
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2.3 Směrové pole Lotka-Volterrova modelu . . . . . . . . . . . . . . . 30
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Úvod

Model kořist-dravec je spojitý model populačńı dynamiky, která se zabývá

změnou početnosti populace v čase. Je jedńım z nejjednodušš́ıch model̊u popi-

suj́ıćı vzájemnou interakci dvou druh̊u: dravc̊u a jejich kořisti. Budeme se tedy

zabývat vývojem počtu dravc̊u a jejich kořisti.

Představme si situaci, kdy máme dvě populace, přičemž jedna z nich tvoř́ı

potravu té druhé. Ukázkový př́ıklad je populace velkých dravých ryb a populace

menš́ıch (ne jen dravých) ryb, konkrétně to mohou být štiky a okouni, kde štiky

představuj́ı dravce a okouni kořist. Je zřejmé, že d̊usledkem lovu se množstv́ı

všech ryb bude v čase neustále měnit.

Č́ım větš́ı bude populace okoun̊u, t́ım bude v́ıce potravy pro štiky. Vzájemnou

interakćı dojde po určité době také k nár̊ustu populace dravc̊u. Jaká je okamžitá

změna r̊ustu obou populaćı? Kdy a zda v̊ubec docháźı k poklesu množstv́ı okoun̊u

popř́ıpadě dravc̊u? Může nastat situace, že štiky spotřebuj́ı veškerou svou po-

travu a začnou vymı́rat? Tuto situaci popisuje dynamický systém zvaný Lotka-

Volterr̊uv model neboli model kořist-dravec, který bych chtěl podrobněji popsat

v prvńı části mé bakalářské práce.

Co se ale stane s t́ımto ekosystémem, pokud uvažujeme situaci nějakého

vněǰśıho zásahu? A to takového, kdy v určitém okamžiku dojde k prudkému

poklesu kořisti. Tuto situaci si můžeme představit tak, že v určité chv́ıli rybáři

vylov́ı nějakou část okoun̊u. Povede neustálý výlov k vyhubeńı okoun̊u a t́ım

pádem i k zániku veškeré populace? Existuje nějaký rovnovážný stav, periodické

řešeńı nebo začne docházet k nepředv́ıdatelným výkyv̊um obou populaćı? Ćılem

mé práce bude zjistit, jak se tento model chová a do jakého stavu spěje.
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Kapitola 1

Dynamické systémy

Matematické modely popisuj́ı v řeči matematiky systémy z reálného světa.

Pomoćı těchto model̊u se snaž́ıme daným systémům v́ıce porozumět, analyzovat

jejich chováńı a zkoumat př́ıčiny r̊uzných změn v jejich chováńı, což pak může

vést i k tomu, že budeme schopni předpov́ıdat, v jakém časovém horizontu k

těmto změnám může nastat. S takovými modely se setkáváme ve všech vědńıch

discipĺınách. Ve fyzice např́ıklad můžeme modelovat pohyb planet ve slunečńı

soustavě a nebo např́ıklad v biologii můžeme modelovat vývoj jakékoli populace

za nějakých bĺıže specifikovaných podmı́nek. Pokud zkoumáme vývoj či změny

stavu nějakého systému v čase, hovoř́ıme o dynamickém systému.

Dynamické systémy se čleńı na:

1. spojité,

2. diskrétńı,

3. nespojité.
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1.1. Spojité dynamické systémy

Spojité dynamické systémy jsou takové dynamické systémy, kde se čas měńı

spojitě.

Definice 1 Necht’ G je otevřená podmnožina prostoru Rn a vektorová funkce

ϕ(t,x) zobrazuje množinu R × G do G. Dále necht’ složky vektorové funkce ϕ

jsou spojité na množině R×G a necht’ má funkce ϕ následuj́ıćı vlastnosti:

1. ϕ(0,x0) = x0 pro každé x0 ∈ G;

2. ϕ(t+ s,x0) = ϕ(t, ϕ(s,x0));

3. pro každé t ∈ R existuje k zobrazeńı ϕ(t, ·) inverzńı zobrazeńı a je rovno

ϕ(−t, ·).

Potom zobrazeńı ϕ : R×G→ G nazveme tok.

Pro každé pevné t ∈ R nazveme zobrazeńı

ϕ(t, ·) : G→ G

dynamický systém v Rn. Prostor Rn nazveme fázový prostor.

Spojité dynamické systémy jsou často generovány soustavami autonomńıch

diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu, které vyjadřuj́ı vztah mezi funkčńı hodnotou

zkoumaných veličin a jejich změnou v čase t, která je vyjádřena derivaćı.

Jak spolu ale soustava diferenciálńıch rovnic a spojitý dynamický systém sou-

viśı?

Nejprve uvažujme soustavu n autonomńıch obyčejných diferenciálńıch rovnic

prvńıho řádu 
x′1(t) = f1(x1(t), ..., xn(t)),

...

x′n(t) = fn(x1(t), ..., xn(t)),
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kterou lze zapsat ve vektorovém tvaru

x ′(t) = f(x (t)), (1.1)

kde f(x) = (f1, ..., fn) je vektorová funkce f : Rn → Rn.

Dále muśıme zavést zavést podmı́nku, kterou jednotlivá řešeńı rovnice (1.1)

specifikujeme, protože tato rovnice mı́vá obvykle nekonečně mnoho řešeńı.

Počátečńı podmı́nku klademe ve tvaru

x1(0) = x01, ..., xn(0) = x0n,

kterou lze zapsat ve vektorovém tvaru

x(0) = x0, (1.2)

kde bod x0 = (x01, ..., x
0
n) ∈ Rn nazýváme počátečńı bod řešeńı.

Rovnice (1.1) vytvář́ı dynamický systém dle následuj́ıćı věty:

Věta 1 (Generováńı dynamického systému) Necht’ x0 je libovolný bod z ote-

vřené množiny G ∈ Rn, f ∈ C1(G) a necht’ ϕ(t,x0) je řešeńım úlohy (1.1) (1.2) na

R. Předpokládejme, že ϕ(t,x0) jako vektorová funkce n+1 proměnných t, x01, ...x
0
n

zobrazuje množinu R×G do G.

Potom ϕ je tok. Dále pro každé pevné t ∈ R je zobrazeńı ϕ(t, ·) : G → G

dynamický systém v Rn.

Dále nás bude zaj́ımat, jak popsat a charakterizovat dynamický systém, který

rovnice (1.1) vytvář́ı. K tomu slouž́ı fázový portrét. K jeho definováńı nejdř́ıve ale

potřebujeme zavést pojem orbita.
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Definice 2 Orbita řešeńı ϕ(t,x0) úlohy (1.1), (1.2) je množina

{ϕ(t,x0) : t ∈ Ix0},

kde Ix0 ⊂ R je maximálńı možný interval, na kterém má úloha (1.1), (1.2) jediné

řešeńı ϕ(t,x0).

Body orbity můžeme tedy zapsat ve tvaru

(x1(t), ..., xn(t)), kde t ∈ Ix0 .

Pro pevně zvolené t pak dostáváme bod z prostoru Rn. Plat́ı, že orbita řešeńı

ϕ(t,x0) je křivka v prostoru Rn s parametrickými rovnicemi

x1 = x1(t), ..., xn = xn(t), t ∈ Ix0 .

Definice 3 Fázový portrét rovnice (1.1) je množina orbit všech řešeńı rovnice

společně se šipkami na orbitách, které vyznačuj́ı pohyb bodu ϕ(t,x0) na orbitě

pro rostoućı t. Prostor Rn obsahuj́ıćı fázový portrét rovnice (1.1) nazveme fázový

prostor.

Kĺıčovou roli při vyšetřováńı fázového portrétu maj́ı kritické body. Reprezen-

tuj́ı rovnovážné stavy, což jsou stavy, které se v čase neměńı.

Definice 4 Kritickým bodem rovnice (1.1) nazveme bod

x̄ = (x̄1, ..., x̄n) ∈ Rn

splňuj́ıćı soustavu soustavu rovnic
f1(x̄1, ..., x̄n) = 0,

...

fn(x̄1, ..., x̄n) = 0.

Pokud bod x̄ neńı kritický, nazýváme ho regulárńı bod.
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Velmi d̊uležitou vlastnost́ı kritického bodu je jeho stabilita, které se věnuje

následuj́ıćı text.

Definice 5 Kritický bod x̄ ∈ G rovnice (1.1) nazveme stabilńı, jestliže plat́ı

∀ε > 0∃δ > 0∀x0 ∈ G : ‖x̄− x0‖ < δ ⇒ ‖ϕ(t,x0)− x̄‖ < ε

pro každé t ≥ 0.

Jedná se tedy o takový bod, kde ke každému ε > 0 lze naj́ıt δ > 0 takové, že

pro počátečńı bod bod x0 ∈ G ∩ Uδ(x̄) plat́ı, že ϕ(t,x0) ∈ Uε(x̄) pro každé t ≥ 0.

Definice 6 Kritický bod x̄ ∈ G rovnice (1.1) nazveme asymptoticky stabilńı,

jestliže je stabilńı a nav́ıc plat́ı

∃r > 0∀x0 ∈ G : ‖x̄− x0‖ < r ⇒ lim
t→∞
‖ϕ(t,x0)− x̄‖ = 0

Takový bod muśı tedy splňovat podmı́nku stability a nav́ıc muśı existovat

okoĺı bodu x̄ takové, že pro každé x0 ∈ G ∩ Ur(x̄) plat́ı, že ϕ(t,x0) pro t → ∞

konverguje k x̄ .

K rozhodnut́ı, zda je kritický bod asymptoticky stabilńı, slouž́ı následuj́ıćı

věta. Nejprve je ale potřeba zadefinovat hyperbolický kritický bod.

Definice 7 Kritický bod x̄ ∈ G se nazývá hyperbolický kritický bod, má-li Jaco-

biho matice (
∂f1
∂x

(x̄1, x̄2)
∂f1
∂y

(x̄1, x̄2)
∂f2
∂x

(x̄1, x̄2)
∂f2
∂y

(x̄1, x̄2)

)

obě vlastńı č́ısla s nenulovými reálnými složkami.

Věta 2 (Kritérium asymptotické stability) Necht’ x̄ ∈ G je hyperbolický

kritický bod rovnice (1.1). Jestlǐze vlastńı č́ısla Jacobiho matice maj́ı záporné

reálné části , pak je kritický bod x̄ asymptoticky stabilńı.
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Definice 8 Kritický bod x̄ ∈ G rovnice (1.1) nazveme nestabilńı, pokud neńı

stabilńı. To znamená, že plat́ı

∃ε > 0∀δ > 0∃x0 ∈ G : ‖x̄− x0‖ < δ ∧ ‖ϕ(t,x0)− x̄‖ ≥ ε

alespoň pro jedno t > 0.

Podmı́nka stability je v určitém časovém okamžiku porušena. To znamená, že

existuje ε > 0 takové, že pro každé δ > 0 lze naj́ıt počátečńı bod x0 ∈ G∩Uδ(x̄),

pro který v určitém časovém okamžiku t1 > 0 plat́ı, že ϕ(t1,x
0) /∈ Uε(x̄).

Věta 3 (Kritérium nestability) Necht’ x̄ ∈ G je hyperbolický kritický bod rov-

nice (1.1). Jestlǐze alespoň jedno vlastńı č́ısla Jacobiho matice má kladnou reálnou

část, pak je kritický bod x̄ nestabilńı.

Existuje několik typ̊u kritických bod̊u, pro nás nejd̊uležitěǰśı budou kritické

body typu sedlo a střed.

Definice 9 Kritický bod x̄ rovnice (1.1) se nazývá sedlo, pokud existuj́ı body

x0 6= x̄ a x1 6= x̄ takové, že

lim
t→∞

ϕ(t,x0) = x̄ a lim
t→−∞

ϕ(t,x1) = x̄.

Takový bod se vyznačuje t́ım, že existuj́ı orbity vedoućı jak k bodu x̄, tak i

od něj.

Definice 10 Kritický bod x̄ nazveme střed, jestliže existuje okoĺı U bodu x̄,

které obsahuje pouze periodické orbity ob́ıhaj́ıćı tento kritický bod.

[1][7]
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1.2. Diskrétńı dynamické systémy

Jedná se o takové dynamické systémy, kde se čas měńı ve skoćıch, at’ už pra-

videlných nebo nepravidelných.

U spojitých dynamických systémů se čas měnil spojitě a tyto systémy byly

generovány soustavou diferenciálńıch rovnic. Diskrétńı dynamické systémy po-

pisuj́ı, jak se měńı stav systému v jednotlivých kroćıch a tyto kroky jsou cha-

rakterizovány diferenčńımi rovnicemi. Diskrétńı dynamické systémy jsou tedy

generovány soustavou diferenčńıch rovnic.

V této práci se setkáme pouze se skalárńımi diferenčńımi rovnicemi. Ukážeme

si tedy pouze skalárńı př́ıpad.

Uvažujme pouze jednu diferenčńı rovnici

xn+1 = f(xn), (1.3)

kde f : R→ R.

Pokud se na rovnici pod́ıváme
”
z druhého konce“ a začneme v počátečńım

bodě x0, můžeme generovat posloupnost

x0, f(x0), f(f(x0)), f(f(f(x0))), ...

přičemž zavedeme označeńı

f 2(x0) = f(f(x0)), f
3(x0) = f(f(f(x0))), ...

Jednotlivé kroky nazýváme iterace. Např́ıklad f(x0) je prvńı iterace, f(f(x0)) je

druhá iterace atd.

Tato diferenčńı rovnice

xn+1 = fn+1(x0) = f [fn(x0)] = f(xn)

potom generuje skalárńı diskrétńı dynamický systém.
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Při vyšetřováńı fázového portrétu u spojitých dynamických systémů jsou

d̊uležité kritické body. U diskrétńıch dynamických systémů nás také budou zaj́ımat

jisté význačné body, které zde budeme nazývat ekvilibria.

Definice 11 Bod x̄ nazveme ekvilibriem rovnice (1.3), jestliže je pevným bodem

funkce f , tedy pokud plat́ı, že:

f(x̄) = x̄.

Jinými slovy, konstantńı posloupnost {x̄}∞n=1 je konstantńı řešeńı rovnice (1.3).

Kdyby x0 = x̄ byl počátečńı bod, potom by platilo, že x1 = f(x̄) = x̄, x2 =

f(x1) = f(x̄) = x̄ a tak dále. Graficky je ekvilibrium x-ovou souřadnićı bodu,

kde graf funkce f prot́ıná osu prvńıho a třet́ıho kvadrantu y = x.

Důležitou vlastnost́ı ekvilibríı je jejich stabilita, které je věnován následuj́ıćı

text.

Definice 12 Ekvilibrium x̄ rovnice (1.3) nazveme stabilńı, jestliže

∀ε > 0∃δ > 0 : |x0 − x̄| < δ ⇒ |fn(x0)− x̄| < ε

pro každé n > 0.

Definice je velmi podobná jako u spojitého dynamického systému. Pro počátečńı

bod x0 ∈ Uδ(x̄) muśı platit, že fn(x0) ∈ Uε(x̄) pro každé n > 0.

Definice 13 Ekvilibrium x̄ rovnice (1.3) nazveme asymptoticky stabilńı, jestliže

je stabilńı a nav́ıc

∃r > 0 : |x0 − x̄| < r ⇒ lim
n→∞

xn = x̄.

Pokud je r =∞, ř́ıkáme, že je x̄ globálně asymptoticky stabilńı.

Asymptoticky stabilńı bod muśı být tedy stabilńı a zároveň muśı existovat

okoĺı bodu Ur(x̄) takové, že xn konverguje pro n→∞ k x̄.
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Definice 14 Ekvilibrium x̄ rovnice (1.3) nazveme nestabilńı, pokud neńı sta-

bilńı. To znamená, že plat́ı

∃ε > 0∀δ > 0 : |x0 − x̄| < δ ∧ |fn(x0)− x̄| ≥ ε

pro alespoň jedno n > 0.

Podobně jako u spojitých dynamických systémů i zde docháźı v určitém

časovém okamžiku n > 0 k porušeńı podmı́nky stability.

Kritérium pro asymptotickou stabilitu (i nestabilitu) ekvilibria skalárńıho dy-

namického systému udává následuj́ıćı věta:

Věta 4 Necht’ je bod x̄ ekvilibriem diferenčńı rovnice (1.3), kde funkce f je spojitě

diferencovatelná v x̄.

1. Jestlǐze |f ′(x̄)| < 1, potom je x̄ asymptoticky stabilńı.

2. Jestlǐze |f ′(x̄)| > 1, potom je x̄ nestabilńı.

[8]

1.3. Nespojité dynamické systémy

Jak již bylo řečeno, spojité dynamické systémy jsou generovány diferenciálńımi

rovnicemi a diskrétńı dynamické systémy zase diferenčńımi rovnicemi. Nespojité

dynamické systémy budou kombinaćı obou, tzn. budou vytvářeny v jistém smyslu

jak diferenciálńımi rovnicemi tak diferenčńımi.

Nespojité dynamické systémy jsou takové dynamické systémy, které jsou ge-

nerovány jistým typem impulsńıch diferenciálńıch rovnic.

Necht’ je dána funkce

f : G→ Rn,
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množina

Γ ⊂ G

a funkce

I : Γ→ G.

Pak autonomńı rovnice

dx

dt
= f(x ), x /∈ Γ (1.4)

s impulsńı podmı́nkou

4x = I(x ), x ∈ Γ. (1.5)

generuj́ı nespojitý dynamický systém.

Definice 15 Řekneme, že funkce x : J → R je řešeńım impulsńı rovnice (1.4),

(1.5) na intervalu J , jestliže

(1) x je v každém bodě z J spojitá zleva (tzn. ∀t ∈ J : x(t−) = x(t)),

(2) ∀t ∈ J ;x(t) /∈ Γ :
dx

dt
(t) = f(x(t)),

(3) ∀t ∈ J ;x(t) ∈ Γ : x(t+)− x(t) = I(x(t)).

Je tedy jasné, že neprotne-li řešeńı impulsńı úlohy (1.4), (1.5) množinu Γ, jde

o řešeńı diferenciálńı rovnice (1.4), tedy neimpulsńı úlohy. V bodě, ve kterém

dojde k pr̊uniku s množinou Γ docháźı k
”
nespojitému skoku“.

Poznámka 1 Nyńı definujeme nespojitý dynamický systém. Je-li ϕ(t,x0) řešeńım

úlohy (1.4), (1.5), pak zobrazeńı ϕ(t, ·) : G → G nazýváme nespojitý dynamický

systém. Bod x0 = (x01, ..., x
0
n) ∈ Rn je počátečńı bod řešeńı.

Poznámka 2 Terminologie u nespojitých dynamických systémů je velmi po-

dobná jak u spojitých dynamických systémů.
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Vlastnost́ı řešeńı úlohy (1.4), (1.5), kterou se později budeme zabývat, bude

jeho periodicita. Pro nás konkrétně bude stěžejńı 1-periodické řešeńı.

Definice 16 Řekneme, že řešeńı x impulsńı rovnice (1.4), (1.5) definované na

intervalu (0,∞) je 1-periodické, jestliže ∃ω > 0 tak, že

∀t ∈ (0,∞) : x(t+ ω) = x(t)

a

∃!τ ∈ [0,∞) : x(τ) ∈ Γ.

Pak orbitu tohoto řešeńı nazveme 1-periodickou orbitu.

Tedy 1-periodické řešeńı znamená, že řešeńı je periodické a protne množinu

Γ právě jednou. Č́ıslo 1 neznamená tedy periodu funkce x, jak se použ́ıvá stan-

dardně.

[9]
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Kapitola 2

Lotka-Volterr̊uv model

2.1. Historie

Alfred James Lotka byl americký matematik, fyzik, biolog a chemik, který žil

v letech 1880 až 1949. Původem byl z Rakouska-Uherska. Za sv̊uj život napsal

několik knih a spoustu odborných článk̊u. Působil ve vysokých pozićıch v několika

vědeckých organizaćıch, např́ıklad byl předseda Americké statistické organizace

či předseda Unie národńıho výboru Spojených stát̊u. Zabýval se mnoha tématy,

např́ıklad tři z jeho knih se zabývaj́ı matematikou a pojǐst’ovnictv́ım. V biologii

se zabýval populaćı obecně, zejména rozložeńım věku, porodnost́ı a úmrtnost́ı.

V chemii zkoumal mimo jiné teorii autokatalytických chemických reakćı, což byl

odrazový můstek pro model kořist-dravec. Původně chemický model zobecnil a

obecně popisoval vztahy v organických systémech, až přešel zcela do biologie, kde

se nejdř́ıve zabýval vztahem mezi rostlinou a býložravcem, až nakonec svou studii

zobecnil na jakýkoli model kořist-dravec, který publikoval roku 1925 ve své knize

Základy fyzikálńı biologie (v originále Elements of Physical Biology).[5]

Vito Volterra byl italský matematik a fyzik, který žil v letech 1860 až 1940. V

matematice se zabýval hlavně geometríı, integrálńımi, diferenciálńımi a parciálńımi

diferenciálńımi rovnicemi, ve fyzice zejména hydrodynamikou a mechanikou. Před-

nášel mechaniku na univerzitě v Tuŕıně a poté matematickou fyziku na univerzitě

v Ř́ımě, kde se začal věnovat matematické biologii. Následně byl jmenován i po-
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slancem parlamentu Italského královstv́ı. Za prvńı světové války sloužil v armádě

u letectva. V roce 1925 provedl stejnou analýzu interakce kořisti a dravce jako A.

J. Lotka, kterou následně také publikoval.[6]

Model kořist-dravec se stal nakonec známý jako Lotka-Volterr̊uv model či

Lotka-Volterrovy rovnice. Dalo by se ř́ıct, že tento model se stal základńım kame-

nem matematické populačńı ekologie. Na jeho základě byly dovysvětleny a hlavně

zjednodušeny populačńı regulace. Později byl model dále upravován, např́ıklad

aby zahrnoval i vnitrodruhovou konkurenci. Model byl přej́ımán i do daľśıch ob-

last́ı, v ekonomii má velké využit́ı jako takzvaný Goodwin̊uv model, kde vytvář́ı

vnitřńı cykly hospodářské aktivity.[4]

2.2. Předpoklady modelu

Aby měl model smysl, muśıme nejdř́ıve formulovat předpoklady nezbytné k

jeho vytvořeńı. Těmi jsou:

1. Kořist má vždy dostatek potravy. Nemůže tedy nastat situace, kdy by kořist

začala nekontrolovatelně vymı́rat vlivem nedostatku př́ısunu potravy.

2. Množstv́ı potravy dravc̊u zcela záviśı na velikosti populace kořisti. Potravou

dravc̊u je výhradně jen kořist.

3. Mı́ra změny celé populace je úměrná jej́ı velikosti.

4. Prostřed́ı je stále stejné, neměńı se ve prospěch jednoho či druhého druhu

a genetické adaptace jsou zanedbatelné.

5. Nemůže nastat situace, kdy by dravci byli kořist́ı přesyceńı. Maj́ı neomeze-

nou chut’ k j́ıdlu.

[2][4]
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2.3. Odvozeńı rovnic

Označme

x = x(t) jako množstv́ı kořisti v čase t,

y = y(t) jako množstv́ı dravc̊u v čase t.

Dále označme

4xP = αx(t)4t jako přirozený př́ır̊ustek kořisti v čase t,

4xL = βx(t)y(t)4t jako úbytek kořisti vlivem lovu v čase t.

V čase t+4t (4t > 0) množstv́ı kořisti bude

x(t+4t) = x(t) +4xP −4xL = x(t) + αx(t)4t− βx(t)y(t)4t.

Pro okamžitý př́ır̊ustek kořisti bude platit

lim
4t→0

x(t+4t)− x(t)

4t
= x′(t) = lim

4t→0

x(t) + αx(t)4t− βx(t)y(t)4t− x(t)

4t
=

= αx(t)− βx(t)y(t).

Rovnice pro kořist má tedy tvar

dx

dt
= αx− βxy. (2.1)

Pokud by kořist nebyla předmětem lovu, rozmnožovala by se exponenciálně, což

reprezentuje výraz αx. Mı́ra lovu kořisti dravci je úměrná interakci mezi těmito

druhy, což znázorňuje βxy. Celková rychlost změny populace kořisti v čase t je

pak dána rozd́ılem jej́ı vlastńı rychlosti r̊ustu a mı́rou predátorstv́ı.

Analogicky uvažujeme

4yL = δx(t)y(t)4t jako př́ır̊ustek dravc̊u v čase t, který př́ımo souviśı s lovem

kořisti,

4yP = γy(t)4t jako přirozený úbytek dravc̊u v čase t, např́ıklad smrt́ı nebo

emigraćı.
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V čase t+4t (4t > 0) množstv́ı dravc̊u bude

y(t+4t) = y(t) +4yL −4yP = y(t) + δxy4t− γy4t.

I zde nás bude zaj́ımat okamžitý př́ır̊ustek, který je ve tvaru:

lim
4t→0

y(t+4t)− y(t)

4t
= y′(t) = lim

4t→0

y(t) + δx(t)y(t)4t− γy(t)4t− y(t)

4t
=

= δx(t)y(t)− γy(t).

Rovnice pro dravce má tedy tvar

dy

dt
= δxy − γy. (2.2)

Růst populace dravc̊u souviśı s mı́rou konzumace kořisti, což znázorňuje δxy.

Obecně ale plat́ı, že rychlost r̊ustu nemuśı být stejná jako mı́ra konzumace. Mı́ru

úbytku dravc̊u představuje γy. Pokud by dravci neměli žádnou kořist k lovu,

začalo by docházet k exponenciálńımu vymı́ráńı. Celková rychlost změny popu-

lace dravc̊u v čase t je pak dána rozd́ılem rychlost́ı konzumace kořisti a vlastńı

mı́rou úbytku.

Výše uvedené vztahy (2.1) a (2.2) spolu tvoř́ı soustavu dvou nelineárńıch

diferenciálńıch rovnic o dvou neznámých

dx

dt
= αx− βxy,

dy

dt
= δxy − γy,

kde x udává množstv́ı kořisti, y udává množstv́ı dravc̊u, α, β, γ, δ jsou kladné

parametry, dx
dt

, dy
dt

určuje rychlost r̊ustu či poklesu př́ıslušné populace.

[2][3][4]
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2.4. Vyšetřeńı fázového portrétu

K rovnováze v modelu docháźı, pokud se množstv́ı populace neměńı, to zna-

mená, pokud

dx

dt
= αx− βxy = x(α− βy) = 0,

dy

dt
= δxy − γy = y(δx− γ) = 0,

čemuž odpov́ıdaj́ı body (x̄1, ȳ1) = (0, 0) a (x̄2, ȳ2) = (γ
δ
, α
β
).

Pro zjǐstěńı charakteru kritických bod̊u vyjdeme z Jacobiho matice parciálńıch

derivaćı pravých stran soustavy, která má pro Lotka-Volter̊uv model tvar

(
α− βy −βx
δy δx− γ

)
.

Jako prvńı budeme zkoumat bod (0, 0), který dosad́ıme do matice a dostaneme

matici ve tvaru (
α 0
0 −γ

)
.

Následně vypoč́ıtáme vlastńı č́ısla matice

(α− λ)(−γ − λ) = 0,

což je splněno pro λ1 = α a λ2 = −γ. Vı́me, že α a γ jsou kladná č́ısla, plat́ı

tedy, že λ1λ2 < 0. Z kritéria nestability kritického bodu (viz. věta 3) vyplývá, že

kritický bod (0, 0) je nestabilńı.

Pro x(0) = 0 bude platit

dx

dt
= 0 ∀t,

dy

dt
= −γy.
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Pro t > 0 bude dy
dt
< 0, takže y bude klesaj́ıćı. V př́ıpadě, kdy t < 0 bude dy

dt
> 0,

y tud́ıž bude rostoućı. To znamená, že po ose y se bĺıž́ıme vždy k bodu (0, 0).

Pro y(0) = 0 bude platit

dx

dt
= αx,

dy

dt
= 0 ∀t.

Pro t > 0 tedy bude x rostoućı a pro t < 0 bude x klesaj́ıćı. V tomto př́ıpadě se

po ose x pohybujeme vždy od bodu (0, 0).

Obě situace jsou zakresleny v Obrázku 2.1.

Obrázek 2.1: Bod (0, 0)

Z Obrázku 2.1 je patrné, že kritický bod (0, 0) je sedlo a již v́ıme, že je nestabilńı.

Pokud by byl stabilńı nebo př́ıpadně asymptoticky stabilńı, populace by k tomuto

bodu směřovala. Protože je nestabilńı, neńı možné žádné přirozené vyhynut́ı. I

když se populace nacháźı bĺızko tohoto kritického bodu, vždy dojde k zotaveńı.

K vymřeńı populace by byl zapotřeb́ı zásah zvenč́ı.
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Vzhledem k jednoznačnosti jsou pak kvadranty tzv. pozitivně invariantńı, to

znamená, že řešeńı zač́ınaj́ıćı v kvadrantu v něm také z̊ustane.

Ted’ se zaměř́ıme na druhý kritický bod (γ
δ
, α
β
), lež́ıćı v 1. kvadrantu, který

rovněž dosad́ıme do Jacobiho matice a dostaneme(
0 −β γ

δ

δ α
β

0

)
.

Opět vypoč́ıtáme vlastńı č́ısla matice

λ2 −
(
δ
α

β

(
− βγ

δ

))
= λ2 + αγ = 0.

Na prvńı pohled je patrné, že tato rovnice nemá reálné kořeny. Vlastńı č́ısla jsou

λ1 =
√
αγi a λ2 = −√αγi. V tomto př́ıpadě zat́ım nelze jednoznačně prohlásit

nic o stabilitě a ani typu kritického bodu (γ
δ
, α
β
).

Nyńı se zaměř́ıme na řešeńı soustavy rovnic. Je jasné, že množstv́ı jakékoli

populace nemůže být záporné a nav́ıc předpokládáme, že je také nenulové. Při

hledáńı řešeńı se tedy omeźıme pouze na prvńı kvadrant, tzn. x > 0 ∧ y > 0.

Začneme t́ım, že rovnici (2.2) vyděĺıme rovnićı (2.1)

dy

dx
=
y

x

δx− γ
α− βy

.

Následnou úpravou dostaneme vztah

dy

dx
= − y

βy − α
δx− γ
x

. (2.3)

Označme

g(y) = − y

βy − α
a f(x) =

δx− γ
x

.

Jako prvńı urč́ıme definičńı obory obou funkćı

D(g) = (0,∞) \
{α
β

}
a D(f) = (0,∞).
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Řešeńı má tedy smysl hledat pouze na množině

Ω = D(f)×D(g),

která rozděluje rovinu na 2 souvislé množiny oddělené polopř́ımkou{
(x, y) : x > 0 ∧ y =

α

β

}
.

Nejdř́ıve se zaměř́ıme na hledáńı konstantńıho řešeńı vyšetřeńım nulových bod̊u.

Polož́ıme g(y) = 0 a f(x) = 0

− y

βy − α
= 0⇔ y = ȳ = 0,

δx− γ
x

= 0⇔ x = x̄ =
γ

δ
.

Při hledáńı nekonstantńıho řešeńı vyjdeme z p̊uvodńı diferenciálńı rovnice (2.3),

kterou budeme řešit metodou separace proměnných. Rovnici uprav́ıme na př́ıslušný

tvar ∫ (α
y
− β

)
dy =

∫ (
δ − γ

x

)
dx

a dostáváme

α ln |y| − βy = δx− γ ln |x|+ c1; kde c1 ∈ R.

Protože se pohybujeme v prvńım kvadrantu, můžeme psát

α ln y − βy = δx− γ lnx+ c1.
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Nav́ıc vid́ıme, že výsledný vztah má smysl i pro y = α
β
/∈ D(g). Řešeńı dále ještě

uprav́ıme

c2 = δx− γ lnx+ βy − α ln y; c2 ∈ R.

Označ́ıme-li

V (x, y) = δx− γ lnx+ βy − α ln y,

pak řešeńım soustavy je dvojice (x(t), y(t)), kde x(t) > 0 ∧ y(t) > 0 tak, že

existuje c2 ∈ R takové, že

V (x(t), y(t)) = c2 ∀t.

To znamená, že orbity systému lež́ı na hladinách funkce V (x, y). Pak zřejmě

d

dt
V (x(t), y(t)) = 0, ∀t

pro každou dvojici (x, y), která je řešeńım naš́ı soustavy.

Fázový portrét je tedy tvořen vrstevnicemi funkce V (x, y) a je vykreslen v

Obrázku 2.2.

Obrázek 2.2: Fázový portrét modelu pro α = 1; β = 0, 03; γ = 1; δ = 0, 05
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Všechny orbity ob́ıhaj́ı periodicky kolem bodu (γ
δ
, α
β
) = (20; 33, 3). Protože V

má v bodě (γ
δ
, α
β
) ostré lokálńı minimum a V je v tomto bodě spojitá, potom

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀(x, y) ∈ U∗δ
((γ
δ
,
α

β

))
: V
(γ
δ
,
α

β

)
< V (x, y) < V

(γ
δ
,
α

β

)
+ ε

pro všechna t ≥ 0.

To znamená, že pro každé ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro jakýkoli bod

(x, y), který se nacháźı v deltovém okoĺı U bodu (γ
δ
, α
β
) bude platit, že řešeńı

V (x, y) s rostoućım časem t nikdy neopust́ı epsilonové okoĺı U bodu V (γ
δ
, α
β
).

Nav́ıc v́ıme, že všechny orbity ob́ıhaj́ı periodicky kolem bodu (γ
δ
, α
β
), takže kri-

tický bod (γ
δ
, α
β
) je středem.

Dále je potřeba odvodit směr, kterým se po orbitách pohybujeme. Uvažujme

t takové, že

y(t) =
α

β
.

Potom

dx

dt
(t) = 0,

dy

dt
(t) =

α

β
(δx(t)− γ).

Pokud polož́ıme dy
dt

= 0, dostaneme

α

β
(δx(t)− γ) = 0⇔ x(t) =

γ

δ
.

Je tedy zřejmé, že v bodě (γ
δ
, α
β
) je dx

dt
= dy

dt
= 0. Dále mohou nastat dvě

situace:

a) x(t) >
γ

δ
⇒ dy

dt
(t) > 0

b) x(t) <
γ

δ
⇒ dy

dt
(t) < 0
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Na základě těchto informaćı lze odvodit směr pohybu po orbitách. Směrové pole

znázorňuje Obrázek 2.3.

Obrázek 2.3: Směrové pole Lotka-Volterrova modelu

Všechny orbity ob́ıhaj́ı stejným směrem kolem bodu (γ
δ
, α
β
). Uvažujme pouze

jednu orbitu z fázového portrétu tak, jak je znázorněno na Obrázku 2.4.

Obrázek 2.4: Jedna z orbit fázového portrétu
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Množstv́ı populace dravc̊u záviśı zcela na množstv́ı populace kořisti. S ros-

toućım množstv́ım kořisti budou mı́t dravci v́ıce potravy, začne tedy docházet

nejdř́ıve k mı́rnému nár̊ustu dravc̊u. Po určité době se začne jejich nár̊ust zvětšovat,

až nastane okamžik, kdy bude dravc̊u takové množstv́ı, že úbytek kořisti vlivem

lovu bude převažovat nad jejich přirozeným př́ır̊ustkem, kořisti tedy začne ubývat.

Pořád je j́ı ale dostatek, tud́ıž počet dravc̊u stále roste. Tento r̊ust ovšem po

čase začne zpomalovat až dojde k situaci, kdy bude množstv́ı dravc̊u natolik

převyšovat množstv́ı kořisti, že pro dravce bude stále obt́ıžněǰśı nalézt potravu.

V určité chv́ıli tedy začne přirozený úbytek dravc̊u výrazně převažovat nad jejich

př́ır̊ustkem a dojde k prudkému poklesu jejich množstv́ı.

Protože dravc̊u rapidně ubývá, stává se prostřed́ı pro kořist bezpečněǰśı. Jejich

přirozený př́ır̊ustek začne převažovat nad úbytkem a začne docházet k mı́rnému

nár̊ustu až do chv́ıle, kdy dravc̊u bude tak málo, že nebudou představovat téměř

žádné nebezpeč́ı. Tud́ıž dojde k prudkému r̊ustu množstv́ı kořisti a celý cyklus

znovu opakuje.

Celý děj se opakuje periodicky. V tom př́ıpadě je jasné, že přirozené vyhynut́ı

neńı možné, vždy dojde ke zotaveńı jedné i druhé populace. K zániku by bylo

potřeba porušit př́ıpadně změnit jeden či v́ıce předpoklad̊u modelu a nebo by byl

nezbytný zásah zvenč́ı.

[1][2][3][4]
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Kapitola 3

Lotka-Volterr̊uv model s výlovem

Již v́ıme, množstv́ı dravc̊u a kořisti se měńı ve stálém a izolovaném prostřed́ı.

Nyńı se zaměř́ıme na to, jak se bude populace vyv́ıjet, když bude docházet k

opakovanému vněǰśımu zásahu formou výlovu.

3.1. Odvozeńı modelu

Máme prostřed́ı, ve kterém žije populace dravc̊u a jejich kořisti. Jako ukázkový

př́ıklad uvažujme populaci velkých dravých ryb a menš́ıch (ne jen dravých) ryb.

Konkrétně to mohou být štiky, které představuj́ı dravce, a okouni, kteř́ı představuj́ı

kořist, jak bylo zmı́něno v úvodu. Z předchoźı kapitoly v́ıme, jak se vzájemnou

interakćı těchto dvou druh̊u vyv́ıj́ı jejich množstv́ı a jak se takový model chová.

Nyńı ale uvažujeme takový model, kdy v určitém okamžiku bude docházet k

opakovanému výlovu.

Předpokládáme, že k výlovu docháźı pouze v momentu, kdy je množstv́ı po-

pulace kořisti největš́ı - najděme chv́ıli, kdy k tomu dojde.

Necht’ (x, y) je řešeńı Lotka-Volterrova modelu z předchoźı kapitoly. Pro x(t)

tedy hledáme lokálńı maximum. Polož́ıme dx
dt

= 0 a z obecného modelu kořist-

dravec již v́ıme, že

dx

dt
= 0⇔ y(t) =

α

β
.
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Vı́me už ale, že hodnotě y(t) = α
β

př́ısluš́ı dvě hodnoty x(t). Z fázového

portrétu je zřejmé, že populace kořisti se nacháźı na svém maximu vždy, když je

x(t) > γ
δ
.

K výlovu tedy bude docházet jedině tehdy, když se populace bude nacházet

v bodě (x, y) z množiny{
(x, y) ∈ R2 : x(t) >

γ

δ
∧ y(t) =

α

β

}
= Γ,

která je znázorněna na Obrázku 3.1.

Obrázek 3.1: Fázový portrét L-V modelu a množina Γ (červeně)

Okamžik výlovu je pro řešeńı (x, y) tedy dán podmı́nkou
(
x(t), y(t)

)
∈ Γ.

Dále předpokládáme, že předmětem lovu je jen a pouze kořist, množstv́ı po-

pulace dravc̊u se vlivem vněǰśıho zásahu nijak neměńı.

Množstv́ı kořisti, které je vyloveno, označ́ıme jako

4x(τ) = −px(τ), je-li
(
x(τ), y(τ)

)
∈ Γ,

kde p ∈ (0, 1). Tato podmı́nka je záporná, protože udává počet, který byl vyloven

z p̊uvodńıho množstv́ı kořisti a je dána součinem parametru p a p̊uvodńıho počtu
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x(τ), což znamená, že je vyloveno vždy přesně dané stejné procento z aktuálńıho

množstv́ı kořisti. Parametr p je reálný parametr udávaj́ıćı intenzitu výlovu.

Množstv́ı kořisti po výlovu označme jako

x(τ+) := lim
t→τ+

x(t).

Plat́ı, že

4x(τ) = x(τ+)− x(τ)

a z toho vyplývá, že

x(τ+) = (1− p)x(τ). (3.1)

Protože předpokládáme, že dravci nejsou předmětem lovu, bude jejich počet

po výlovu pořád stejný. Plat́ı tedy, že

4y(τ) = 0, je-li
(
x(τ), y(τ)

)
∈ Γ.

T́ımto vznikaj́ı impulsńı podmı́nky

4x(τ) = −px(τ)

4y(τ) = 0

}
pokud

(
x(τ), y(τ)

)
∈ Γ.

Všechny ostatńı předpoklady Lotka-Volterrova modelu z̊ustávaj́ı zachovány.
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Dohromady tedy dostáváme Lotka-Volterr̊uv model

dx

dt
= αx− βxy

dy

dt
= δxy − γy


(
x(τ), y(τ)

)
/∈ Γ (3.2)

s impulsy

4x(τ) = −px(τ)

4y(τ) = 0

}(
x(τ), y(τ)

)
∈ Γ. (3.3)

V daľśım textu se zaměř́ıme na to, jak se tento model chová a do jakého stavu

spěje.
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3.2. Řešeńı Lotka-Volterrova modelu s výlovem

Jak již v́ıme z předchoźı kapitoly, interakce mezi dravci a kořist́ı je charakte-

rizována funkćı V (x, y), jej́ıž vrstevnice tvoř́ı fázový portrét modelu a množstv́ı

populace se měńı periodicky oběhem po př́ıslušné vrstevnici.

Vždy, když dojde k výlovu, dojde k poklesu množstv́ı kořisti, ale vzájemnou in-

terakćı obou druh̊u se opět spust́ı cyklus oběhu (proti směru hodinových ručiček)

po jiné hladině stejné funkce V (x, y), která je dána předpisem

V (x, y) = δx− γ lnx+ βy − α ln y.

Protože k výlovu docháźı pouze tehdy, když se populace nacháźı v bodě (x, y)

z množiny Γ, což je pro všechna x(t) > γ
δ

vždy, když y(t) = α
β
, bude nás zaj́ımat,

jak vypadá funkce V (x, α
β
), která má po dosazeńı a úpravě předpis

V
(
x,
α

β

)
= δx− γ lnx+ α ln

eβ

α
.

Člen α ln eβ
α

ovlivňuje pouze posun grafu ve vertikálńım směru, proto stač́ı uvažovat

pouze funkci bez přidané konstanty. Zavedeme tedy funkci g(x) s předpisem

g(x) = δx− γ lnx

a vyšetř́ıme pr̊uběh této funkce. Nejdř́ıve urč́ıme definičńı obor:

D(g) = (0,∞).

Dále nás bude zaj́ımat, jak se funkce chová v krajńıch bodech svého definičńıho

oboru:

lim
x→0+

g(x) = lim
x→0+

δx− γ lnx =∞,

lim
x→∞

g(x) = lim
x→∞

δx− γ lnx = lim
x→∞

δx
(

1− γ lnx

δx

)
= lim

x→∞
δx · lim

x→∞

(
1− γ lnx

δx

)
=

=∞ ·
(

1− lim
x→∞

γ lnx

δx

)
=∞ ·

(
1− lim

x→∞

γ
x

δ

)
=∞ · 1 =∞.
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V obou krajńıch bodem definičńıho oboru se funkce limitně bĺıž́ı k nekonečnu.

Nyńı se zaměř́ıme na vyšetřeńı monotonie. Funkci nejprve zderivujeme a derivaci

polož́ıme rovnu nule:

g′(x) = δ − γ

x
= 0⇔ x =

γ

δ
.

Bod γ
δ

je stacionárńım bodem funkce g. Abychom zjistili, zda je v něm lokálńı

maximum či minimum, zderivujeme funkci ještě jednou

g′′(x) =
γ

x2

a za x dosad́ıme bod γ
δ
. Dostáváme

g′′
(γ
δ

)
=
δ2

γ
> 0.

Protože je druhá derivace v bodě γ
δ

kladná, má funkce v tomto bodě ostré lokálńı

minimum. Funkce g je na intervalu (0, γ
δ
) klesaj́ıćı a na intervalu (γ

δ
,∞) je ros-

toućı.

Graf funkce g je na Obrázku 3.2.

Obrázek 3.2: Graf funkce g(x) pro γ
δ

= 0, 5
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Bude nás zaj́ımat předevš́ım chováńı funkce v okoĺı bodu γ
δ
. Pokud totiž vy-

lov́ıme takové množstv́ı kořisti, že se dostaneme mimo množinu Γ, dostaneme se

po př́ıslušné orbitě zpět do této množiny tak, jak je zvýrazněno na Obrázku 3.3.

Obrázek 3.3: Graf funkce g(x) pro γ
δ

= 0, 5 se zvýrazněným př́ıpadem, kdy se při
výlovu dostaneme mimo množinu Γ a následně zpět do této množiny (červeně)

Z toho vyplývá, že pokaždé, když bude vyloveno tolik kořisti, že se dostaneme

do bodu mimo množinu Γ, dostaneme se do této množiny zpět po př́ıslušné orbitě.

Nějakým zp̊usobem se tedy neustále budeme pohybovat kolem bodu (γ
δ
, α
β
).

3.3. 1-periodická orbita

Jestliže se kolem bodu (γ
δ
, α
β
) pořád pohybujeme, budeme se ptát na následuj́ıćı

dvě otázky:

• Bude zde existovat 1-periodická orbita?

• Pokud 1-periodická orbita existuje, je stabilńı, př́ıpadně asymptoticky sta-

bilńı?
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Uvažujme počátečńı úlohu (3.2), (3.3),

x(τ0) = x0, y(τ0) =
α

β
,

kde x0 ∈ (0, γ
δ
). Pak existuje τ1 > τ0 takové, že

∀t ∈ (τ0, τ1) : y(t) <
α

β
∧ y(τ1) =

α

β
.

Dále označme

x(τ1) = x1.

Zřejmě plat́ı, že x1 >
γ
δ
. Pro každé řešeńı pak plat́ı, že

V
(
x0,

α

β

)
= V

(
x1,

α

β

)
,

přičemž uvedený vztah plat́ı právě tehdy, když

g(x0) = g(x1) : x0 <
γ

δ
< x1.

Řešeńı (x, y) je 1-periodické právě tehdy, když

x0 = x(τ1),

přičemž ze vztahu (3.1) vyplývá, že

x0 = (1− p)x1,

což znamená, že pro 1-periodické řešeńı muśı platit

g((1− p)x1) = g(x1), x1 >
γ

δ
.
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Hledáme tedy řešeńı rovnice

g((1− p)x) = g(x)

v množině (γ
δ
,∞), kde parametr p nabývá hodnot z intervalu (0, 1), přičemž

g(x) = δx− γ lnx.

Dostáváme rovnici

δ(1− p)x− γ ln
(
(1− p)x

)
= δx− γ lnx.

Označme

1− p = ω.

Rovnici přeṕı̌seme a uprav́ıme:

δωx− γ ln(ωx) = δx− γ lnx

δωx− δx = γ ln(ωx)− γ lnx

δx(ω − 1) = γ(ln(ωx)− lnx)

δx(ω − 1) = γ ln
ωx

x

x =
γ lnω

δ(ω − 1)
.

Výsledek ještě uprav́ıme a dostaneme

x =
γ ln(1− p)

δ((1− p)− 1)
= −γ ln(1− p)

δp
=: x̄.

Dále je potřeba ověřit, zda je skutečně x̄ > γ
δ

pro všechna p ∈ (0, 1). Budeme

řešit nerovnici

−γ ln(1− p)
δp

>
γ

δ
.

Po úpravách dostáváme výraz

ln(1− p) + p < 0.
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Nelze jednoznačně ř́ıct, zda je hodnota výrazu kladná nebo záporná. Vyšetř́ıme

proto pr̊uběh funkce s předpisem

ln(1− p) + p, p ∈ (0, 1).

Jako prvńı urč́ıme limitu funkce pro p jdoućı k 0:

lim
p→0+

ln(1− p) + p = 0.

Pokud by byla funkce klesaj́ıćı na celém svém definičńım oboru, rozhodně by

také na celém svém definičńım oboru byla záporná. Proto funkci zderivujeme a

vyšetř́ıme jej́ı monotonii:

(
ln(1− p) + p

)′
=
−1

1− p
+ 1 =

−1 + 1− p
1− p

=
−p

1− p
< 0 ∀p ∈ (0, 1).

To znamená, že

ln(1− p) + p < 0 ∀p ∈ (0, 1).

a t́ım pádem plat́ı, že

x̄ >
γ

δ
∧ g

(
(1− p)x̄

)
= g(x̄).

To znamená, že zde existuje jediná 1-periodická orbita, která procháźı bodem

(
− γ

δ

ln(1− p)
p

,
α

β

)
∈ Γ

Nyńı se budeme zabývat stabilitou periodického řešeńı, kterou ale nejdř́ıve

muśıme nadefinovat. Definice stability periodického řešeńı obecné impulsńı rov-

nice (1.4), (1.5) je ale dosti komplikovaná. Zadefinujeme proto stabilitu a asympto-

tickou stabilitu 1-periodického řešeńı speciálně pro úlohu (3.2), (3.3) s ohledem

na známý fázový portrét soustavy (3.2).
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Definice 17 Necht’ (x, y) je 1-periodické řešeńı úlohy (3.2), (3.3). Řekneme, že

1-periodická orbita

Φ = {(x(t), y(t)) : t ≥ 0}

je orbitálně stabilńı, jestliže

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀(x0, y0) ∈ R2 ∀t ≥ 0 : dist
(
(x0, y0),Φ

)
< δ ∧ y0 < α

β
⇒

⇒ dist
((
x(t;x0, y0), y(t;x0, y0)

)
,Φ
)
< ε.

Orbitálně stabilńı 1-periodická orbita Φ je tedy taková orbita, kdy ke každému

ε > 0 lze naj́ıt δ > 0 takové, že pro libovolný počátečńı bod (x0, y0), jehož

vzdálenost od orbity Φ je menš́ı než δ (kde zároveň ale bereme v potaz, že y0 < α
β
),

plat́ı, že vzdálenost orbity Φ od orbity, která vede z počátečńıho bodu (x0, y0), je

menš́ı než ε a to pro všechna t ≥ 0.

Definice 18 Necht’ (x, y) je 1-periodické řešeńı úlohy (3.2), (3.3). Řekneme, že

1-periodická orbita

Φ = {(x(t), y(t)) : t ≥ 0}

je orbitálně asymptoticky stabilńı, jestliže je stabilńı a nav́ıc plat́ı, že

∃b > 0 ∀(x0, y0) ∈ R : dist
(
(x0, y0),Φ

)
< b ∧ y0 < α

β
⇒

⇒ dist
((
x(t;x0, y0), y(t;x0, y0)

)
,Φ
)
→ 0

pro t→∞.

Orbitálně asymptoticky stabilńı 1-periodická orbita Φ muśı být stabilńı a

nav́ıc muśı existovat b > 0 takové, že pro libovolný počátečńı bod (x0, y0), jehož

vzdálenost od orbity Φ je menš́ı než b (a nav́ıc plat́ı, že y0 < α
β
), bude platit, že

orbita vedoućı z počátečńıho bodu (x0, y0) bude s rostoućım časem konvergovat

k orbitě Φ.
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Uvažujme interval

M =
(γ
δ
,

γ

δ(1− p)

)
,

který představuje množinu všech bod̊u, pro které plat́ı, že pokud výlov nastane

v libovolném bodě z tohoto intervalu, vždy se dostaneme mimo množinu Γ.

Následnou interakćı mezi dravci a kořist́ı se dostaneme zpět do tohoto inter-

valu, což je zřejmé z vlastnosti funkce g(x). Tento mezikrok nás ale nezaj́ımá.

Zaj́ımá nás, jak se měńı hodnoty v rámci tohoto intervalu a zda se přibližuj́ı k

bodu x̄ ∈M .

Zavedeme funkce

g1(x) = g(x), x ∈
(

0,
γ

δ

)
,

g2(x) = g(x), x ∈
(γ
δ
,∞
)
.

Zadefinujeme diferenčńı rovnici

xn+1 = f(xn) (3.4)

s počátečńı podmı́nkou

x0 ∈M,

kde f je funkce

f : M → R

s předpisem:

f(x) = g−12

(
g1
(
(1− p)x

))
,

která každému č́ıslu z intervalu M přǐrad́ı reálné č́ıslo ze stejného intervalu. Po-

moćı této diferenčńı rovnice a počátečńı podmı́nky můžeme generovat posloup-

nost bod̊u

x0, f(x0), f
2(x0), ...,

43



přičemž nás zaj́ımá, zda

lim
n→∞

fn(x0) = x̄.

Protože bod x̄ tvoř́ı periodické řešeńı, plat́ı, že

f
(
− γ

δ

ln(1− p)
p

)
= −γ

δ

ln(1− p)
p

= x̄.

Bod x̄ je tedy ekvilibriem diferenčńı rovnice (3.4) a podle kritéria pro asympto-

tickou stabilitu (viz. věta 4) budeme cht́ıt ověřit, zda

∣∣∣f ′(− γ

δ

ln(1− p)
p

)∣∣∣ < 1.

Nastává zde ale problém. Protože funkce g(x) neńı prostá, neexistuje k ńı in-

verzńı funkce. Museli jsme proto zavést funkce g1(x) a g2(x), které už prosté

jsou. Neznáme ale předpis funkce g−12 (x), t́ım pádem neznáme předpis ani funkce

f(x) a nelze odvodit jej́ı derivaci f ′(x). Potřebujeme ale zjistit hodnotu derivace

pouze v bodě x̄, což lze s použit́ım Věty o derivaci inverzńı funkce.

Plat́ı, že

∀x ∈
(

0,
γ

δ

)
: g′1 = g′(x) = δ − γ

x
a ∀x ∈

(γ
δ
,∞
)

: g′2 = g′(x) = δ − γ

x

a nav́ıc

g1
(
(1− p)x̄

)
= g2(x̄).
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Aplikováńım věty dostaneme:

f ′(x̄) =
1

g′2

(
g−12

(
g1(1− p)x̄)

)) · g′1((1− p)x̄) · (1− p) =

=
1

g′2(x̄)
· g′1
(
(1− p)x̄

)
· (1− p) =

=
1

δ − γ

− γ
δ

ln(1−p)
p

· δ(1− p) ln(1− p) + δp

(1− p) ln(1− p)
· (1− p) =

=
ln(1− p)

δ ln(1− p) + δp
· δ(1− p) ln(1− p) + δp

(1− p) ln(1− p)
· (1− p) =

=
1

ln(1− p) + p
·
(
(1− p) ln(1− p) + p

)
=

(1− p) ln(1− p) + p

ln(1− p) + p
.

Zjistili jsme, že

f ′
(
− γ

δ

ln(1− p)
p

)
=

(1− p) ln(1− p) + p

ln(1− p) + p
.

Nyńı je potřeba ověřit, zda je absolutńı hodnota výrazu menš́ı než 1. Zavedeme

proto funkci

h(x) =
(1− x) ln(1− x) + x

ln(1− x) + x
; x ∈ (0, 1).

Chceme dokázat, že

h(x) > −1 ∧ h(x) < 1 ∀x ∈ (0, 1).

Jako prvńı budeme řešit nerovnici h(x) > −1. Nerovnici nejdř́ıve uprav́ıme

(1− x) ln(1− x) + x

ln(1− x) + x
> −1,

(1− x) ln(1− x) + x

ln(1− x) + x
+ 1 > 0,

(1− x) ln(1− x) + ln(1− x) + 2x

ln(1− x) + x
> 0,

(2− x) ln(1− x) + 2x

ln(1− x) + x
> 0
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a vyjdeme z úvahy, kdy je hodnota výrazu kladná.

Muśı platit alespoň jedna z následuj́ıćıch dvou větv́ı:

1. (2− x) ln(1− x) + 2x > 0 ∧ ln(1− x) + x > 0

nebo

2. (2− x) ln(1− x) + 2x < 0 ∧ ln(1− x) + x < 0.

Nejdř́ıve se zaměř́ıme na výraz ln(1−x) +x. Pr̊uběh naprosto stejné funkce jsme

již vyšetřovali na straně 40, 41 pouze s t́ım rozd́ılem, že mı́sto proměnné x zde

byla použita proměnná p. Výsledek bude naprosto stejný, tud́ıž plat́ı, že

ln(1− x) + x < 0 ∀x ∈ (0, 1).

V tom př́ıpadě nemá smysl uvažovat 1. větev nerovnice, protože výraz ln(1−x)+x

nebude nikdy kladný.

Zbývá tedy ověřit, zda je výraz (2− x) ln(1− x) + 2x záporný, což ovšem ani

zde nelze jednoznačně ř́ıct. Budeme tedy muset prověřit pr̊uběh funkce s t́ımto

předpisem.

Nejdř́ıve urč́ıme limitu funkce pro x jdoućı k 0:

lim
x→0+

(
(2− x) ln(1− x) + 2x

)
= 0.

Dále vyšetř́ıme monotonii:(
(2− x) ln(1− x) + 2x

)′
= − ln(1− x)− 2− x

1− x
+ 2 =

= − ln(1− x)−
(

1 +
1

1− x

)
+ 2 = − ln(1− x)− 1

1− x
+ 1.
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Z tvaru prvńı derivace nelze určit, zda je funkce rostoućı či klesaj́ıćı. Funkci proto

zderivujeme ještě jednou a vyšetř́ıme pr̊uběh druhé derivace:(
− ln(1− x)− 1

1− x
+ 1
)′

=
1

1− x
− 1

(1− x)2
=

(1− x)− 1

(1− x)2
=

=
−x

(1− x)2
< 0 ∀x ∈ (0, 1).

Druhá derivace je na celém intervalu (0, 1) záporná, t́ım pádem bude prvńı deri-

vace klesaj́ıćı. Protože je prvńı derivace klesaj́ıćı a plat́ı, že

lim
x→0

(
− ln(1− x)− 1

1− x
+ 1
)

= 0,

budou i hodnoty prvńı derivace na intervalu (0, 1) záporné a t́ım pádem i samotná

funkce (2− x) ln(1− x) + 2x bude klesaj́ıćı, což znamená, že

(2− x) ln(1− x) + 2x < 0 ∀x ∈ (0, 1).

T́ım pádem plat́ı, že h(x) > −1, protože podmı́nky ve druhé větvi nerovnice jsou

splněny.

Dále zbývá ověřit, zda je h(x) < 1. Nerovnici opět uprav́ıme:

(1− x) ln(1− x) + x

ln(1− x) + x
< 1,

(1− x) ln(1− x) + x

ln(1− x) + x
− 1 < 0,

(1− x) ln(1− x)− ln(1− x)

ln(1− x) + x
< 0,

−x ln(1− x)

ln(1− x) + x
< 0.

Již v́ıme, že

ln(1− x) + x < 0 ∀x ∈ (0, 1).

Aby byla hodnota výrazu záporná, muśı být zároveň

−x ln(1− x) > 0,
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což rozhodně plat́ı, protože −x < 0 ∧ ln(1− x) < 0 a t́ım pádem plat́ı také, že

h(x) < 1 ∀x ∈ (0, 1).

Lze snadno ověřit, že je dokonce h(x) < 0 ∀x ∈ (0, 1).

T́ımto je tedy dokázáno, že

∣∣∣− γ

δ

ln(1− p)
p

∣∣∣ < 1,

což znamená, že periodická orbita je asymptoticky stabilńı.
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Závěr

Obecný Lotka-Volterr̊uv model popisuje vývoj počtu populace libovolných

dravc̊u a jejich kořisti, ne jen ryb, jak bylo ukázkově uvedeno v mé práci. Daľśım

př́ıkladem mohou být např́ıklad lǐsky a zaj́ıci. Vývoj obou populaćı tvoř́ı uzavřený,

periodický cyklus, kde se množstv́ı dravc̊u i kořisti měńı pořád stejně. Nemůže na-

stat situace, aby za daných podmı́nek došlo k zániku některé z populaćı. Přirozené

vyhynut́ı neńı možné, protože vždy docháźı k zotaveńı jedné i druhé populace.

Pokud uvažujeme stejné prostřed́ı s pravidelným vněǰśım zásahem - výlovem

části počtu kořisti a to vždy v okamžiku, kdy je množstv́ı kořisti největš́ı, tak ani

zde nemůže doj́ıt k vyhynut́ı jedné či druhé populace, jak by se na prvńı pohled

mohlo zdát. Při takovémto pravidelném výlovu sice již nikdy nedojde k úplnému

zotaveńı populace do p̊uvodńıho množstv́ı, jaké bylo v okamžiku výlovu, nedojde

ale ani k jej́ımu zániku. Nedocháźı zde ani k žádným nepředv́ıdatelným výkyv̊um,

dokázali jsme, že zde existuje 1-periodický řešeńı, ke kterému se celá populace

postupně přibližuje.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Alfred J. Lotka.

[6] Vito Volterra [online]. 2019, [cit. 2019-03-11]. dostupné z:
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mika systémů a udržitelnost. 1. vyd. Brno: Nadace Partnerstv́ı, 2007. s. 25-
68, 44 s. Soubor učebńıch text̊u.
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