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Anotace

Text se zabyvd statistickymi vlastnostmi pole druhé harmonické frekvence genero-
vané v kvantovém procesu silnym pulznim cerpinim. Tento proces je modelovdn
pomoci kvantové metody zaloZené na wurceni vyvoje stredni hodnoty amplitudy
elektrického pole a nasledném urceni vyvoje kvantovych linearizovanych odchy-
lek amplitudy elektrického pole. Pri modelovdni procesu bylo vyuZito Schmidtova
rozkladu dvoufotonové amplitudy inverzniho kvantového procesu generace druhé
subharmonické frekvence.

Synopsis

The list deals with the statistical properties of second harmonic generation gene-
rated in the quantum process by a strong pulsed laser pump field. The process is
modeled by a quantum method that is based on the determination of the mean
value of the electric-field amplitude and evolution of quantum linearized deviation
of the electric-field amplitude. The Schmidt decomposition of two-photon ampli-
tude obtained in the inverse process of second subharmonic generation has been
used.

Klicova slova: Generace druhé harmonické frekvence; Dvoufotonova amplituda;
Schmidtova dekompozice; Poruchova teorie; Generace druhé subharmonické frek-
vence; Stlacené svétlo

Keywords: Second harmonic generation; Two-photon amplitude; Schmidt de-
composition; Perturbation theory; Second subharmonic generation; Squeezed li-
ght
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1 Uvod

V roce 1917 byl fyzikalné poprvé popsan princip laseru Albertem Einsteinem
a pozdéji, roku 1960, byl sestrojen Theodorem H. Maimanem v USA. Tento vy-
nalez vedl k rozvoji dvou pozoruhodnych fyzikalnich obort, kvantové optiky a
optiky nelinearni. Oba obory spolu navzdjem souvisi. Zatimco kvantova optika
si vytycila jako primarni zameér studium svétla na fotonové tirovni, nebo muzeme
fici, studium svétla chovajiciho se jako proud fotont, nelinedrni optika studuje
primarné zareni modifikované nelinearnim prostfedim, kterymi jsou napiiklad
krystaly KDP. V roce 1961 se na Michiganské univerzité poprvé podarilo tako-
véto zareni vytvorit a to Peteru Frankenovi, A. E. Hillovi, C. W. Petersovi a
G. Weinreichovi. Fokusaci koherentniho laserového paprsku namireného do krys-
talu kiemiku se povedlo snizit vlnovou délku na polovinu (694 nm — 347 nm)
a frekvenci zdvojndsobit (w — 2w). Tento objev vedl nejen k rozvoji a hlubsimu
zkoumani nelinarnich jevi jak druhého, tak vyssich rada, ale také k vyuziti v
oblasti mikroskopie a lékarstvi (kolagen je schopny, stejné jako necentrosymet-
rické nelinearni krystaly, generovat zareni druhé harmonické frekvence - zkracené
SHG, pokud je vystaven silnému laserovému cerpani). K ucelu této préace je nutno
zminit jesté jeden podstatny nelinearni jev, a to spontanni sestupnou frekvencéni
konverzi. Tento jev bere silny Cerpaci foton a pomoci prostiedi jej méni na dva
vzajemné korelované fotony (tvz. jedna elementarni kvantova udalost nelinedr-
niho procesu). Témto fotontim se potom tika signélovy a jalovy foton. Monochro-
matické slozky téchto poli jsou kvantové provazany v disledku zdkona zachovani
energie. Korelace fotonti popisuje dvoufotonova amplituda. Korelace vznikaji jako
disledek potieby prostorové fazové synchronizace interagujicich optickych poli
pro efektivni nelinearni interakci. Fotony mohou byt korelovany a provazany v
mnoha stupnich volnosti jako jsou polarizace, frekvence nebo orbitalni moment
hybnosti. K popsani provazanosti je tieba zavést nekonecné rozmérny Hilbertiv
prostor, ktery je tvoren bazi vhodnou pro ucely matematickych operaci pro kvan-
tovou optiku. Préce si klade za cil popsat korelované fotony pomoci dvoufotonové
amplitudy, rozlozit pole do jednotlivych médi pomoci Schmidtovy metody roz-
kladu, popsat jeho statistické vlastnosti a také generaci stlaceného svétla.



2 Pole druhé harmonické klasicky

Za predpokladu, Ze je prostifedi bezztratové a pole se $ifi v necentrosyme-
trickém krystalu, jak na fundamentalni frekvenci wy, tak i na frekvenci druhé
harmonické w; = 2wy, podléha nelinearni susceptibilita podminkam tuplné per-
mutacni symetrie [1]. Pole je zapsdno ve slozkach elektrické amplitudy uvnitt
materidlu jako: B . .

E(z,t) = Ei(2,t) + Ex(z,t). (1)
a

Kazdou z téchto ¢asti je dale nutno rozlozit jako komplexni amplitudu E;(2)
pomalu se ménici obalku A;(z) podle:

—

E;(2,t) = E;(2)e ™" + c.c, (2)
pro '
Ej(z) = Aj(2)e™”. (3)

VInovy vektor spolu s indexem lomu je mozno rozepsat nasledovné:

n;w;
k== n; = [ (wy)] 2.
Kazda frekvencni slozka elektrického pole potom podléha vinové rovnici dané

nasledujicim predpisem:

PE; W) dPE; 1 9 4

022 2 Ot? €02 @PJ’ (4)

kde nelinearni polarizace ma tvar:
PNE(z,t) = Pi(2,t) + Py(2,1); Pi(2,t) = Pi(2)e ™" + c.c.,

a 7 = 1,2. Symbol c.c znac¢i komplexni sdruzeni. Rovnice pro jednotlivé ampli-
tudy polarizace jsou nésledujici:

P (Z) = 460deffE2Eik = 4€0deffA2A>{ei(k2*kl)Zj
PQ(Z) = 2€0deﬂE12 = 2€OdeﬁA%e2ik1z7

kde dc¢s je tenzor popisujici susceptibilitu prostiedi. Jednotlivé rovnice pro od-
vozeni amplitud poli je mozno zapsat ve tvaru:

8141 . QiW%deff

L L gy e, (5)

8A2 . QiM%deff
dz k2

kde rozfazovani vinovych vektoru je dano takto Ak = 2k; — ko .

A3k, (6)




Pokud je fundamentalni pole dostateéné silné a nevycerpava se (tzn. A;=Kkonst),
rovnici (5) lze integrovat a tim uré¢it prostorovou zéavislost amplitudy druhé har-
monické frekvence. Obecnéji je tieba obé rovnice (5) a (6) vyTesit spolecné. Pro
nalezeni feseni je vhodné pracovat s modulem a fazi jednotlivych amplitud pole.
Je také vyhodné uvadét amplitudy v bezrozmérné formé. Proto se komplexni
pomalu se ménici amplitudy pole zapisi jako:

1
I 2 .
A = ( ) i1 7
! 2n1€0C e (7)
1
I 2 .
= (i) e :
2 2n9€0C H2¢ ( )

kde u;2 jsou realné normované amplitudy. Dale je nutno zjistit, jak vypadaji
jednotlivé intenzity poli:
Ij = 2nj606|Aj|2. (9)

Celkovéa intenzita je pak dana jejich souctem. Diisledkem Manley-Roweho vztahti
(rozepsany v dodatku) je, ze veskerd intenzita svazku je invariantni vaéi propa-
gaci nelinedrnim médiem. Rovnice (5) a (6) pak ziskavaji nasledujici tvar[1]:

8%12@ = —2gA(2)As(2), (10)
O(E) _ o 422 = glA2(0) — 243(2). (11)

0z
g znaci vazebnou konstantu. Ze zakona zachovani energie plyne:

A3(2) + 245(2) = A2(0) + 2A3(0). (12)
Pro A5(0) = 0 1ze dostat:
Al(2) = A(0) — 245(2). (13)

Pti separaci proménnych rovnice nabudou tvaru:

dAs

Zlomek na levé strané rovnice je nutno rozlozit na parcidlni zlomky. Po preznaceni
a = A;(0) 1ze modifikovat:

1 B a N 5
a? —2A3 _a—AQ\/i a+ A2’
1= aa+ AV2) + Bla— AV2), (15)
l=ala+p) N0=a-p,
1
a:%ZB-



Lze tedy psat:

1 dA2 1 dAZ
— 7+—/7= +C. 16
2a/a—fw§ 2a) at+ Av2 P (16)

—1In(a — A3V2) + In(a + AV?2) = V22ag92 + C', ' = CV22a.  (17)

Pro dalsi ipravu je vhodné zavést konstantu y = V2209 g rovnici vyjadrit jako:

a + \/§A2 ” ” c

AT velar o o 18

a—vaa, oY T (18)
all —yC"] = V2A,[-1 - C"y). (19)

Zpétna substituce za a = A;(0) vede ke vztahu pro As(z):

Ay(z) = A\l/%o) tanh[v/2A,(0)zg], (20)

a pro A;(z):

A1(0)

Ay(2) = A1 (0)y/1 — tanh?[V24,(0)g2] = — TR OPE]

(21)

2.1 Fourierova transformace zakladniho svazku

Gaussovskeé pulzy jsou obecné zakiivené, stejné jako Gaussovska funkce, ktera
je popisuje. Tyto pulzy se v aparature vytvari pomoci Gaussovského filtru a cha-
rakterizuje je minimalni zpozdéni grupové rychlosti za rychlosti fazovou. Jsou
tvofeny médy kolem centrdlni frekvence wy. Grupova rychlost udava rychlost
sifeni tohoto vlnového klubka, nebo-li vinového baliku. Elektricka intenzita ta-
kového vinového baliku je zaddna nasledujicim predpisem, jako funkce rozptylu
frekvenci, ze kterého se pomoci Fourierovy transformace stane funkce, jejimz
argumentem bude cas:

Ef(wf) = €f \/ﬂe TR A L (22)

kde E¢(wy) je elektrickd amplituda, w?f je nosna frekvence pulzu, 74 je doba trvani
pulzu a €7 je amplituda spektra. Vyraz Aw = wy — w?c udava rozdil frekvenci od
stfedu Gaussovského piku. Fourierova transformace je ddna vztahem [2]:

E(w) = 7 E (t)e ™'dt. (23)

Dvojice funkei ve Fourierové transformaci se nazyvaji origindl (v tomto pripadé
E(t)) a obraz (zde E(w)). Inverzni Fourierova transformace je ddna takto:

Bt) = ;ﬁ [ By (24)

9



P1i dosazeni Ef(w) do rovnice (24) bude Fourierova transformace nabyvat tvaru:

Tf / zAwt _T au? dAw (25)
\/ 2m

a po matematlcky korektnich tpravach a vypoctu Gaussova integralu [3] (/5 dx
= \/g ) lze dojit k vysledku:

A7
27T . 27r 7']%

t
-2 eef
b f

\/_F :w%ﬁ'

Lze si povsimnout, Ze Fourierova transformace zachovava tvar Gaussovskych
2
2 —t

funkci. Jde o zménu danou jako e —L ()2 — et

»»\ﬁm\ 3

(26)

2.2 Normalizace zakladniho svazku a energie elektromag-
netickych vin

Energie tfidimenzionalniho elektromagnetického pole je dana Hamiltonidnem
ve tvaru [4]:

A 1 — ]_ —
HF: */ dV l€0‘E|2+|B‘21 y (27)
2Jv Ho

ktery je dan integralem hustoty energie v celém objemu, ve kterém se pole na-
chézi. Velic¢ina eg| E2/2| udéva hustotu energie elektrického pole a |B2|/(2u0) je
hustota energie magnetického pole. Stav tohoto pole je nutno prvné normalizo-
vat. Gaussovské funkce jsou obecné pouzity pri studiu hustoty pravdépodobnosti
fyzikalnich déji. V obecném pripadé musi integral plochy pod grafem pres cely
definiéni obor byt roven jedné [5]

/ fla)de = 1. (28)

Tohoto lze docilit volbou vhodné konstanty (v pripadé této prace se bude jednat
o amplitudu pole €y):

[ 1B (op)Pday = 1, (29)
T T 7
G [ e s =1 30



Integral v levé casti rovnice je opét Gaussovsky a jeho TeSeni je odvozeno v
matematickém dodatku na konci prace, lze se tedy omezit pouze na vysledek

integralu [3], ktery ma tvar
oo
/efa:J:de —_ \/?
a
—00

Dosazenim a naslednymi tpravami dojdeme ke vztahtim:

oo 2
Tf 9l Awe)2
Eiﬁ%/@24A””&W:

i

s (Q_T(Awf)z)dAwf =

3
—g ¢

2

€
2 T \/271':
f\/27r T

Ef—l.

1—

Divodem normovani bylo zajisténi toho, ze profil pulzu odpovida jednomu fo-
tonu.

2.3 Konvoluce zakladniho svazku

Konvoluce je matematicky operator, ktery v optice popisuje vznik obrazu
sznehodnoceného® rozostrenim a Sumem. Spojitd konvoluce jednorozmérnych
funkei f(x) a g(z) je definovana jako [6]

(f x9)(a /f g(x — a)da, (31)

kde funkce g(x) je oznacovana jako konvoluéni jadro. Hodnota konvoluce funkce
f s jadrem v g v bodé z je integral ze soucinu funkce f s otocenou funkei kon-
voluéniho jadra (integra¢ni proménnd o ma v argumentu konvoluéniho jadra
g(x — a) zaporné znaménko) posunutou do bodu z.

Odtud lze celkem jednoduse zjistit, jak bude vypadat rovnice pro pole druhé
harmonické frekvence Ep,,. Zacneme-li s konvoluci pro druhou harmonickou frek-
venci, bude potfeba do obecného vztahu (31) pridat jesté nelinedrni susceptibilitu
druhého tadu, ktera hraje dilezitou ulohu prfi zjistovani toho, jak reaguje dany
material na dané zareni resp. jak jsou atomy materidlu polarizovany danym za-
renim.

Eun(w) =x® [ Ey(wp) Bylw - wy)dwy. (32)

11



Vztah (32) lze alternativné zapsat ve tvaru [7]:
Ea(w) = x* [ duy [ diEy(wn) Bywp)dlw —wp—w)). (39

Pro c¢asovou oblast se vztah prepise jako:
Eg(t) = X E}(1) (34)
a tudiz
En(t) = x?—Lze 77 (35)
TF2
Zpétna Fourierova transformace rovnice (35) vede k nasledujici rovnici:
) 242 ‘
e “tdt. (36)

2) E?c -2
Ealw) =x®—L [ o]
2

T f7T 5
Tento integrél lze vypocitat stejnou metodou jako rovnici (8). Vysledné pole
druhé harmonické frekvence bude mit tvar
wp
2 Ty 2Z
€ i3 T
Ea(wy) =x®—Lze 7 |, (37)
TFm?2 2
1
ktery lze pomoci korektnich tiprav prepsat jako
22 w2r2
X -5t (38)

Eg(wy) = o e

Pti nevycerpavajicim se fundamentalnim poli je bran ztetel na to, ze velikost
intenzity fundamentalniho pole je daleko vétsi, nez velikost intenzity pole druhé

harmonické frekvence a tedy plati |Ef|*> > |Eq|*.

12



3 Rozlozeni pole druhé harmonické frekvence
do rovinnych monochromatickych vin

Rovinna vlna je obecné jakakoli vlna, jejiz fize méa pro konkrétni ¢as urcitou
hodnotu. Rovinna vlna Fg,(z,t) je pro pole druhé harmonické frekvence dand
jako [8]:

Eg(2,t) = /dwEsh(w)e_inik(“’)z, (39)
erd 7 —(w—wp)?r?
Eg(z,t) = a2 R e e ) (40)

ﬁ—oo

V dalsich vypoctech je nutno rozepsat vlnovy vektor k do tvaru Taylorovy rady,
nebot zavisi na frekvenci pole [9]:
ok 1 0%k

k(w> = k()(w()) + %’w:wg(w - WO) + 5@‘&):(4}0

Prvni ¢len rozvoje je na centralni frekvenci, druhy ¢len udava informaci o grupové
rychlosti a lze jej prepsat jako %Lu:wo (w—wp) = Ui, kde v, znaci grupovou rych-
g

(w — wp)?. (41)

lost, a tteti clen udéva informaci o disperzi (rozptylu) optického pulzu, jenz lze

nahradit symbolem D. Integral se potom pocita standardnim postupem uzitym
627'3

u rovnice (11). Pro snadnéjsi zapis zavedeme konstantu C' = X(Q)% a rovnici

lze prepsat nasledovneé:

Esh(z,t) = / eiz[ko(wo)+%\w=w0(w—wo)+%(‘;’27’§|w:w0(w_wo)2]
- (42)
_(“’_“’0)2"?

e 18 e—zwte—zwotezwgtd(w _ WO)-

Po vyuziti vhodné substituce dw = (w — wy) a zavedeni nové konstanty C; =
Ce—iw0t+ikoz .

7 —725w2  izDsw? izaﬂ ;

Eg(z,t) = C4 / e T e e S, (43)
v 7'2 iz (& — w

Eg(z,t) = C4 / e~ Te— 50w il =00 g5 (44)

Na zékladé vysledku v matematickém dodatku lze pro pole druhé harmonické
frekvence psat:

N2
6?07'? ikpz—iwpt— A(z—tvg)

e vg(fﬁf&'zD) (45)
77 — 8izD '

Takto rozlozené pole bude nadéle oznaceno E]g”(z, t) kde index p znadi skutec-
nost, ze se jedna o ¢erpaci pole procesu generace druhé subharmonické frekvence.

Esh(z, t) = 4X(2)

13



4 Rovnice signalového a jalového pole

Signalové (resp. jalové) pole je vytvoreno béhem jedné kvantové elementarni
udalosti z cerpaciho fotonu pri interakci s nelinearnim krystalem a lze jej zapsat

jako [9]:
E( )(z,t) /dwses ky)eikszmiwst (46)

/dwze a zklz zwlt (47)

Pro rovnice lze zavést stejnd substituce (dws; = ws; — wy;) jako v predeslém
piipadé pro Taylorovu fadu. Symbol €, ; znaci amplitudu pole, kterou je mozno
rozepsat do tvaru \/% pro pole v objemu V. Tomuto tvaru se rika kvantova
jednotka elektrické sily [4]. Potom rovnice nabydou tvaru:

léf'ks

7 % Ws %w s w ws227iws
B at) = [ dwgeal (k) Tt a0t g

Y

i(ki(w;)+ wn Ow; + wn (0w )*)z—iw;t
/dw7,€z ki( )awlo 282|0( )?) . (49)

Jednotlivé k vektory jsou, jak jiz bylo zminéno v predchozi kapitole, zavislé na
frekvenci pole ke kterému prislusi. Proto je nutno s nimi pracovat dale ve tvaru
Taylorovy tady ve frekvencich. Na frekvencich jsou zavislé anihilacni a kreacni
operatory, které obecné popisuji kvantovani elektromagnetického pole.

14



5 Interakéni Hamiltonian
Hamiltonian pro vétsinu problému kvantové optiky se sestava ze 3 ¢asti[4]:
H=Hs+ Hp + Hn, (50)

kde prvni ¢len popisuje energii systému, druhy popisuje energii pole a tfeti energii
pri interakei poli se systémem. Za systém se obecné povazuji atomy, molekuly a
pevné latky (napft. tenké vrstvy). Interakéni Hamiltoniv operétor tedy vyjadiuje
celkovou hustotu energie systému pti prichodu pulzu nelinearnim krystalem po-
dél jeji z-ové souradnice. Pro tfimodovou interakci jej lze vyjadiit takto [9]

" L
Hui (1) = @ / dz B (2, ) EO) (2, ) B (2,1) + Hoe., (51)
0

kde se hustota vazebni energie nelinearni interakce integruje v prostoru v daném
case. Symbol H.c. nahrazuje Hermitovsky sdruzené cleny. Po dosazeni rovnic
(48), (49) a (45) do rovnice (51) se problém stane prehlednéjsim a je mozné
pristoupit k integraci. Jediné integraly, které neni mozné provést, jsou ty, v nichz
figuruji anihilaéni a kreacni operatory poli (tato pole jsou kvantova a nelze s
nimi zachazet stejné jako s polem klasickym). Interakéni Hamiltonian tedy scité
energie vSech médu na jednotlivych frekvencich pres celou délku krystalu (napf.
beta barium borat nebo dihydrogenfosfore¢nan draselny) ¢i jiného nelinedrniho
prostfedi. Matematicky lze zapsat jako:

. L o o0 o0
Hmt(t):/o dz / dw, / dw, / dwieiesdj(ki)&l(ks)

. e  (wp—w)?rp
ez(kz—l-ks—&—kp)ze z(wz+w,s+wp)t4x(2) 6?6 —"

(52)

Interakéni Hamiltonian v tomto tvaru vyuziva vyhody delta funkce vychazejici
ze zakona zachovani energie. Druhy clen Taylorova rozvoje neni pro dalsi ucely
prace potfeba a proto jej lze zanedbat (prace se nezabyva disperzi pulzu a dalsi
vypocty s timto ¢lenem by byly obtizné za pomoci analytickych metod). Stejné
tak neni nutné uvazovat Hamiltonian pole a Hamiltonidn systému diky préaci v
interakcéni reprezentaci.
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6 Dvoufotonova spektralni amplituda

V nelinearnim krystalu ¢erpaném silnym koherentnim polem vede nelinearni
interakce ke spontanni generaci dvou downkonvertovanych poli odborné nazy-
vanych poli signalnim a jalovym. Tato pole jsou velmi silné korelovana. Tyto
korelace je treba popsat, a to za pomoci dvoufotonové amplitudy. Ta je defino-

véana jako maticovy element soucinu operatorii elektrickych poli E(P)(z, ;) a
EAi(Jr)(zg, ty) piisobicich na provazany, dvoufotonovy stav [1/(?)) a na vakuovy stav

|vac). Dvoufotonovou amplitudu lze vyjadfit ve tvaru [9]:
Ara(z1,t1, 20, t2) = (vac| B (21, 41) B (22, 12) [0, 1)), (53)

Na konci nelinearni interakce v krystalu se down-konvertovana pole za¢nou volné
sitit a proto dvoufotonova amplituda Aqo zavisi pouze na rozdilu ¢ast t; — t a
to —t [9].

6.1 Spontannisestupna frekvencni parametricka konverze
(SPDC) cerpana polem druhé harmonické frekvence

SPDC je proces, pti kterém zanika prichodem nelinedarnim prostfedim jeden
silny c¢erpaci foton o vyssi energii a vznikaji dva fotony s energii nizsi. Tento pro-
ces slouzi k tzv. generaci provazanych fotonovych paru (signdlového a jalového
fotonu) [10]. Oba fotony pri svém vzniku podléhaji zdkonu zachovani energie
(hw, = hw; + hw,) a hybnosti (p, = ps + pi). Tudiz plati w, = w; + w,. Pro
vlnové délky plati tato rovnost pro prevracené hodnoty, tedy /\ip = % + i Za-
kon zachovani hybnosti definuje sméry sifeni nové vzniklych fotonti. Plati tzv.
podminka fazové synchronizace[l] vyplyvajici jak ze zédkona zachovani hybnosti,
tak ze zdkona zachovani energie. Nejsnéze byva splnéna v pripadé anizotropniho
prostiedi, ve kterém zavisi index lomu na polarizaci a sméru siteni. Existuje
nékolik typu fazové synchronizace délenych podle sméru polarizace interaguji-
cich poli. Pro odvozeni dvoufotonové amplitudy, popisujici korelované fotonové
pary vzniklé pri SPDC, je potifeba prejit ke kvantové poruchové teorii a vytesit
Schrodingerovu rovnici.

6.2 Poruchové reseni SPDC s polem druhé harmonické
frekvence
Schrodingerova rovnice je dana nasledujicim predpisem
)
t

oL = B (0)l) (54)

a pro jeji feseni [¢)(t) plati nésledujici integralni rovnice:
i t
[0)(8) = it — —00)) = = [ dt' Hina(#)[0)(¢): (55)
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Tuto rovnici lze Tesit ve trech nasledujicich krocich. Prvnim krokem je zapocteni
pocatecni podminky v signalovém a jalovém poli:

|¢>(0)(O,t — —o0) = |vac). (56)

Nésledujici krok ma tvar [11]:

YO0) = ~1 [ Y B oac) (57)

a popisuje jeden fotonovy par. Poslednim krokem je kombinace obou ¢lenti:

[0 (t) = [9) + [)®. (58)

Obecné 1ze tedy psat prvni fad teorie poruch nasledovné:

|¢>(1)(t_>oo _——/ dz/dws/dw,/dwp/dt (59)

(+ -) (=) A
B, )(z,t)Eg (z,t)E; (2, t)|vac) s,
Po dosazeni se rovnice (59) vyjadii nasledovné:
2)2 2

— 6 EsaT ks G'L&T kl . —(wp—w 72
[ / deo, / e / oy x?é; \/(5 0l () iy an s, e
™

/ dt e—i(wp—ws —w;)t .

(60)

Integral v predchozim vyrazu lze zjednodusit pomoci nasledujicich vzorci pro
o-funkce:

21 / dt eiQt = 5(9) — (5(&}19 — Ws — wi)a (61)
s

| @i e = ). (62)

Rovnici (60) 1ze tedy prepsat do tvaru:
@e2e al(k 1 k;
[ dz/dws/dwl/d A get oty
var (63)
—(wp—wQ)?r2

cilkpthsthi)z, 7%6(% + ws — wp).

Pro integral pres frekvenci cerpaciho pulzu plati

/ dw, §(wp — ws — w;) Bwy, ws, w;) = Bws + wi, W, w;). (64)
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Tim v rovnici (63) zustévaji pouze integraly ve frekvenéni oblasti signdlového a
jalového pole a podél délky krystalu:

—(wijtws 7w2)27"?

L 00 00 . '
/0 dz / dws / dwi%\/ﬁeseie?e’“(“““me CE— (65)

Prostorovy integral se fesi pfimou metodou, je vsak tieba dbat na to, ze ptivodni
zména integracnich mezi od 0 do L na —L/2 do L/2 zméni i fazovy faktor[l].

Resen{ se ziskd ve tvaru funkce %(x) = sinc(x):
7 , —1 [ iAp% sin(2EL) AkL
dz etk — _Jeitkz12 - T7 0 2 1 [gine : 66
)l = o () @
VInova funkce prvniho radu teorie poruch ma tedy tvar
)00 = [ dwy [ des Apa(wy, i)l (w,)al (wi) vac) (67)
a dvoufotonova amplituda se rovna
2¢.c.2/2L R 2
1T eeserV2be 8 Ak(w;,ws)L
A (ws,w;) = — X ! h smc<(w2w)). (68)

6.3 Aproximace funkce sinc

Volbou vhodné aproximace funkce sinc je mozné opét pracovat s Gaussovskou
funkci. Byla zvolena funkce e~** pro kterou je potieba najit vhodnou konstantu
a. Metodou ,Full width at half maximum'byla konstanta zy ur¢ena numericky
a to pro

‘ 1
sin(zo) = — = 2sin(xg) = zo. (69)
Zo 2
Vztah je tedy dan jako:
—ax? 1 2
et =5 o —ary = —In(2) (70)

a konstantu « lze tedy vyjadrit nasledujicim zptisobem:

n2
= — 71
o= ()

Rovnice (69) byla vyfesena v programu Python s vysledkem zq = 1,89549. Do-
sazenim do (71) byla uréena konstanta ov = 0,192922.
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6.4 Odvozeni vinového vektoru A k(ws, w;)

Rozfazovani vinovych vektort AIZ(wS,wi) je prvné nutno rozlozit do tvaru
jednotlivych vinovych vektort a ty rozepsat ve formé Taylorovy fady néasledovné:

ok 1 0%k
_ 1.0 0 0y2
kop(wp) = ky + (T}Z op=wl (wp — wp) + 587%2) wp=w? (wp = wp) g (72)
0k, 1 0%k
ks(ws) = k’g + oo ey = (Ws - WS) + 58@2 P (ws - WE)Q’ (73)
ok; 10%k
kl(wz) = k? -+ o =t (wi — w?) + 5@ it (wi — w?)z. (74)

Druhé ¢leny jde rozepsat ve smyslu grupové rychlosti, treti jako disperzi a rozptyl
frekvenci od stfedu gaussovského piku Ize nahradit pomoci symbolu A stejné jako
v popisu pod rovnici (45):

1
kp(wp) = kg + U—Awp -+ Dp<A wp)Q, (75)
g?p
1
ko(ws) = k2 + —Aw, + Dy(Aw,)?, (76)
Vg,s
1
Vg,

Dosazenim téchto rovnic do A k(ws, w;) 1ze vyjadiit A k(A ws, Aw;) = ks+ki—k,
jako:
Ak(Aw,, Aw;) = k2(W2) + k(W) — ky( 2 = wd + w?)
Aws  Aw;  (Aws + Aw;)
o Ty

(78)
Vg,s Vg,i Vg,p
—D,(A wp)Q + Ds(A wS)Q + D;(A wi)2,
Ak(Aws, Aw;) =k (w)) + k(@) — kg (wy) — K (w])
Aws Aw;  (Aws + Aw;)
R e
Vg,s Vg,i Ug,p (79)

—Dy(Aw,)? + Dy(Aw,)* 4+ Di(Aw;)?
Aw, Aw; Aws+ Aw;
~ - + + .

9,5 Vg,i Vg.p
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6.5 Konecny tvar dvoufotonové amplitudy

Obecny tvar dvoufotonové amplitudy byl odvozen jako

042 2

(wjFws—wy)* T
. 2 2 _ 2t p p
i x2 eies€2\/2 e 8 . Ak(wi, ws) L
A (ws, w;) = — X i€y smc( (i, w,) ) (80)
h 2
a po dosazeni gaussovy funkce za sinc prejde rovnice na tvar:
(Aw-+Aws)2 2
c 2 2 i) Tp
~ ix?eese2/2L e 8 o Ak (A ws,Aw)?L2
Aun(Bwy, Awy) = -2 T (8Y)
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7 Schmidtova dekompozice - rozklad na jednot-
livé médy

7.1 Teorie Schmidtova rozkladu a stupen provazani dvou-
casticového systému

Analyza pomoci Schmidtovy dekompozice je v kvantové optice dnes povazo-
vana za jednu ze zakladnich teorii pro popis provazanych systému. Pivodni mate-
maticky zaklad byl odvozen Erhardem Schmidtem v jeho ¢lanku z roku 1907[12].
Ptvodni rozklad byl vSak navrzen pro dvou-¢asticové systémy se spojitymi pro-
ménnymi (dnes mozno pouzit i pro diskrétni proménné), pro proménné diskrétni
se vyuzivalo principt tzv. ,Singular-Value Decomposition neboli SVD"za pouziti
maticového poctu. Obé tyto metody jsou vSak vzajemné spjaty [12]. Spojité pro-
ménné mohou reprezentovat frekvence fotonu, nebo smér vilnového vektoru v di-
vergujicim paprsku. V takovychto pripadech zavisi stupen provazani na dimenzi
Hilbertova prostoru c¢éstice, kterda muze nabyvat nekonecéné velkych hodnot, a
proto i stupen provazani takovychto systémii mize byt velmi vysoky. Nejjed-
nodusim prikladem dvou-¢asticového systému s diskrétnimi proménnymi jsou
napiiklad dvojice polarizace - frekvence. Tyto stavy ovSsem nemaji tak vysoky
stupen provazani, i kdyz jejich realné aplikace jsou znacné, vyuzivaji se napriklad
v kvantové kryptografii, kvantové tomografii nebo kvantové teleportaci. Je tfeba
zminit, ze Schmidtiv rozklad kvantového provazéani je ticinny pouze pro tzv. ¢isté
dvou-casticové stavy. Pokud by §lo o stavy smiSené, je lepsi pouzit jinych veli¢in
popisujici jejich charakter a to predevsim relativni entropii. Odvozeni metody
SVD je rozepsano v matematickém dodatku.

7.2 Odvozeni Schmidtova rozkladu spektralni dvoufoto-
nové amplitudy

Redukovanad matice hustoty médu s je definovana jako: [13]:

Ds = / dw; /de\Ifs(w;,ws)di(w;)\va@<vac]di(ws), (82)

a funkce W, (tzv. ,weighting function") nasledovné [11]:
U, (w0, wy) = / dews A (Aw’, Aw) AL(Aw,, Aw;). (83)

Pti dosazeni vinového vektoru z rovnice (79) do konecného tvaru dvoufotonové

i X2 i€s 2 L . v
amplitudy (81) a zavedeni konstanty C' = eVl 1ze odvodit mnohem pre-

hlednéjsi tvar dvoufotonové amplitudy pro tcely Schmidtova rozkladu a to jako:

_ 2, Awg |, Aw; | Aws+Aw; 2
B (sz.2+2AwiAws+Awg)Tg aL?( Vg, s + Vg Ug.p )

Alg(A Ws, A wi) =Ce 8 e 4 s (84)
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a po dalsich tapravach:

2 2
Boell(Cl Ly (f-ell

. B 2 C s
AIQ(A WS7ACU,L') g Oe ( 4 vg,s vg,p s 8 4 (vg,i 'Ug,p) )sz
2 (85)
*(%}*Lf ——)2Aws Aw;
e Yg,p
3 R « R 2 9 .
Zavedenim substitu¢nich ¢lent fo, = 2 — alL ( 1 1 )2 kde a = s,i a
8 4 Vg,s Vg,i )
‘r;g al2 1 2 . . . s L i o
Jasi = & — %~ se rovnice dédle zjednodussi a lze ji prepsat nasledujicim
; 9,p
zpusobem
Ap(Aws, Aw;) = o~ f2s Awi—faiAw? = fas s Aws Aw; (86)
) .

Dosazenim Ajp(Aw,, Aw;) a Ap(Aw,, Aw;) do (83) lze ziskat rovnici v Gaus-
sovském tvaru

o0
\Ijs(w;7ws) — |C|2e*fzsﬁw§*f25‘AW;2 / dwie*fm‘ﬁw?*fzsiAwsAwi*fmAwf (87)

—00

e_fQS‘iAw;Awi‘
a po vypocteni integralu a tpravé se vahova funkce projevi jako

‘ / o fasi _ ‘7f25‘,i
\I/s<wsaws) = ‘0‘2 27}—26 ( f25+8f’2¢)Aw§ (f275 8fai )Aw? (88)
1

o( M2 ) Ay, A
e 8z o

Pro odvozeni normaliza¢ni konstanty K, je vyhodné zavést dalsi substituce jako

€25 = _f2s + éfjji7 (89)
2i
f23‘ i
€os = f2,s‘ - ﬁv (90)
‘f2si|2
o ol 91
T e

Normalizaéni podminka definovana jako [11] [ W (ws,ws)dws = 1 je vypocitana

pomoci koeficientl egg, €94 a es. a to nasledujicim zptusobem:

oo o0
™ 2 2
/ \I/s(ws,ws)dws _ Kn|0|2 _h / 6625Aws+€25Aws+262cAwsAUJ3dws —
2fa
— 0o —00

—KiCP o [ e, = (92

= K,|C | — GRN——
| | \/2f2i\/2(625 + 620)
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Normaliza¢éni konstanta je tedy rovna [11]

oo 2/ fai(eas + €2c)' (93)

o |CPm

Normovany tvar matice hustoty se ziska dalsi ipravou vyrazu
25 Aw? + egy AW + 20, Aw, Awy . (94)

Pomoci transformace © = /esws a y = \/€s.wy lze vyraz (94) upravit do tvaru:

e
—62 (.7:2 + y2) +2zy = (1 + P)(:zc2 + y2) + 2z, (95)
2c

kde P = £ — 1. Pokud P — 0 potom vSechny vlastni hodnoty A, rovnice

[ deaa(a)funw) = Neun (), a=s,i, (96)

jsou stejné a stav je maximélné provazany. Vlastni hodnoty jsou vyjadieny po-

moci parametru 6 [11]
§=1+P— P2+ 2P, (97)

s jehoz vyuzitim 1ze tyto hodnoty psat jako:
N = V700", n=0,1,.., 00. (98)

Vlastni vektory ¢, () jsou ddny nasledovné:

V1—62 1-02 2 1—062
=\ ——=¢ 2 " H,(4 =0,1,...

kde H,, znac¢i Hermitovy polynomy.
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8 Stlacené stavy svétla

8.1 Heisenbergovy rovnice

Heisenbergova reprezentace popisuje casovy vyvoj kvantového systému tak,
ze se vyviji operatory pozorovatelnych veli¢in, zatimco stavovy vektor ztstava
konstantni. Ze Schrodingerovy rovnice plyne, ze [14]:

0 ~ i f
n2 _ 1), — (o) = o)), (100)
Déle se vychazi ze statistického operatoru definovaného jako p(t) = |0 (t))((t)].

Jeho ¢asovy vyvoj je dan jeho derivaci:

dp _ Oyp) (|
i WW”WW’ (101)
a tedy - .
p(t) = e 1 p(0)) (o (0)]en ™", (102)

Pro stiedni hodnoty libovolného operatoru A(t) mizeme psat:

(103)

—ih— = [H, A]. (104)

Rovnice, popisujici analogicky vyvoj v prostoru podél osy z (ct) ma nésledujici
formu: R .
0A T |
th— = |G, A], G = —, 105
(G, 6= (105)
kde G je operator hybnosti, H je Hamiltonian popisujici celkovou energii systému
a c je rychlost svétla. Hamiltononian, vyuzity v dalsi ¢asti prace, je vyhodny
zapsat ve tvaru [13]:
H = kd5al,, + K6} g, (106)

kde as znaci anihilacni operator fundamentdlniho pole a a4 je anihila¢ni ope-
rator pole druhé harmonické frekvence, x je vazebna konstanta.
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8.2 Odvozeni vazebné konstanty

Amplitudu klasického elektrického fundamentalniho pole E} lze rozlozit do
polychromatickych médovych funkei Schmidtovy béze f,(w) s vyuzitim koefici-
entll oy, nasledovné:

[e.o]

Ef(w) =Y agn falw / [fulw)Pd = 1. (107)

n=0

Podobnym zptisobem lze priblizné vyjadrit klasické pole druhé harmonické frek-

vence:
0o

shg Z Ushgn gn ) / ’gn(w)‘de 7& L. (108)

—0o0

Médové funkce pole druhé harmonické frekvence jsou dany takto:
= / fnlw) fr(lw —w)dw'. (109)

Pro kvantova pole se pozitivné frekvenéni slozky E}(f)( ) a Eih;( ) vyjadii po-

moci anihila¢nich operéatoru fotont médu g, (w), fn(w) jako

o0

E}+)(w) = Z df,n fn(w)a (110)
n=0
shg Z Qshg,n gn gn(w) - Tngn(w)7 (111)
kde r, je renormalizac¢ni koeﬁaem7
1
= = , (112)
V125 dwlgn(@)]?

a gn jsou spravné normované médové funkee ([ dwl|g,(w)]* = 1).
Pomoci téchto rozkladi interagujicich poli 1ze nahradit operator hybnosti jeho
pribliznym efektivnim tvarem

Gang(2) = x? / B (2, 1) BS) (2 t)dt + Hee, (113)
eff ~ Z ~ren a2 A 4 H. (114)
shg afn shg,n c.,

kde A7°" je renormalizovana vazebna konstanta a H.c. znac¢i hermitovské sdruzeni.
Renormalizovana vazebni konstanta A" musi byt pfimo umeérnd susceptibilité
@), Schmidtovu koeficientu A\, a renormalizaéni konstanté 7,

fin = XD Nury. (115)
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Podobné jako ptivodni Schmidtovy koeficienty A, splnovaly podminku

S P =1, (116)

n=0

musi platit 30° (A, 7,)* = 1 a tedy #7" lze vyjadiit takto:

An n
Fren — (@) ! (117)

! * \/ ;:O:O(/\nrn)z'
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8.3 Prostorovy vyvoj operatoru a; a a.,, v jedné dvojici
modu, linearni operatorové korekce
Dosazenim operatori amplitudy elektrického pole pro fundamentalni pole

a pole druhé harmonické frekvence do Heisenbergovych rovnic (105) odvodime
soustavu nasledujicich nelinearnich rovnic pro operatory jednotlivych modii:

Da; 2 ...
782 — %K} afashg, (118)
0a 2i
f IO
5 = —gmfaihw (119)
Dlshg T _ .9
— Ra2, 120
0z oY (120)
oas, i
shg __ ~xAT2
5, — RF O (121)
Pii odvozeni rovnic byly pouZity komutacni relace[5] [a, a'] = 1, [I(a), af] =
853(2) a [a,h(ah)] = %ﬁf). Tyto nenlinedrni operatorové rovnice neni mozno fe-

sit analyticky, proto se postupuje nasledujicim zpiisobem. Nejprve se provede

i

pieznaceni & = 7 a nasledné se rovnice (118) az (121) prepisi do tvaru [15]:

diy st A a&]Lf A AT
5 =2y asny, 5 —2yayag,,, (122)
aCALshg A2 acAlihg *AT2 (123)
= va = a
82 Y Vil 82 7 )

jez odpovidaji rovnicim (5) a (6) [1, 16] pro klasické Teseni. Poté 1ze ziskat Teseni
odpovidajici klasickych rovnic a kvantovy charakter feseni zhruba zapocitat po-
moci operatorovych linearnich korekci. Tedy operatory fundamentalniho pole a
pole druhé harmonické frekvence lze rozepsat jako [17]:

Q(f,shg) = A(f, shg) + 0Q(f, shg)- (124)

Linearizované rovnice pro operatorové korekce potom nabydou tvaru:

5 = 29[a}(2)0Gshg + dap(2)asng(2)], (125)
05ash R
Tg = —2vays(2)day. (126)

V tomto modelu linearni operatorové korekce vsak nedochazi ke stlaceni modu
pole druhé harmonické frekvence a bylo by nutné zapocitat i dalsi clen, ktery by
v rovnici (125) byl ve forme 5&}6&5;@ a v rovnici (126) da%. Na druhé strané
stlacené svétlo je generovano v poli fundamentalni frekvence. O tomto je mozné
se presvedcit napriklad pomoci teorie poruch.
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9 Zaveér

V préci byla podana spektralni mnohamoédova formulace procesu generace
druhé harmonické frekvence, kterd umoznuje studovat stlacené svétlo v jednot-
livych spektralnich médech. Byla pouzita metoda rozkladu dvoufotonové spek-
tralni amplitudy, ziskané poruchovym feSenim procesu generace druhé subhar-
monické frekvence do Schmidtovy ortogonalni baze, ktera priblizné diagonalizuje
studovanou nelinearni interakci. Timto metoda poskytuje vhodné spektralni dvo-
jice médu (jeden ve fundamentalnim médu, jeden v médu druhé harmonické) pro
studium generace stlaceného svétla. Pro toto studium je nutna kvantova formu-
lace zalozenad na Teseni Heisenbergovych rovnic a jejich feseni pomoci linearni
operatorové korekce ke klasickému nelinearnimu reseni. Detailni mnohamodové
studium bude predmétem dalsi prace.
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10 Matematické dodatky

10.1 Gaussovské integraly

Gaussuv integral, oznacovany téz jako Euleriv-Poissontv, je integral pres
celou redlnou osu z funkce ¢*” oznacované jako Gaussova funkce. Pivodnim au-
torem je Abraham de Moivre, ktery objevil tento typ integralu v roce 1733. Gaus-
sem publikovany dikaz je z roku 1809. Integral je nezbytnou soucasti moderni
fyziky hlavné diky svému uziti pfi vypoctu normalniho rozdéleni, normalizac-
nich konstant a stal se zakladnim matematickym aparatem kvantové mechaniky
a kvantové teorie pole. Diikaz vypoctu se provadi v polarnich, ¢i kartézskych
soutadnicich. Diikaz v polarnich souradnicich je v dalsim textu odvozen.[3]
Integral lze aproximovat funkei M (a) jako:

M(a) = /_ “a e d (127)

Pokud je integral absolutné konvergentni je hlavni hodnota integrélu urcena li-
mitneé:

Jim M (a) (128)
a odpovida situaci
/ e, (129)

P1i kvadratickém umocnéni obou stran rovnice a zméné jedné integracni pro-
ménné lze dojit k:

M? = /e’”2 dx / eV dy. (130)

P1i prechodu od kartézskych do polarnich souradnic se voli proménné nasledovneé:

x = rcos(9)
y = rsin(o)
a cela rovnice nabyva tvaru:
2 oo 9
M? :/ / re" dr dg. (131)
o Jo

Integral lze vyfesit za pouZiti substituce s = r? a jeho hodnota je 7, odmocnénim
je tedy vysledek rovnice (131)

M =T (132)

Pokud se pred proménnou nachéazi jakakoli konstanta «a, vysledek se modifikuje

na
M=/" (133)

(07
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Dalsim z pouzitych Gaussovskych integralti je ten, ktery je rozsiren jesté o jednu
exponencidlni zavislost *%* a pocita se takto:

o o0 9
—ax? i —a(p—18y2 =B~
/e aw’ gibz — /e *(r=2a) ¢ a dx
—o0 —00
vz . , v/ . o 5 .
za pouziti substituce komplexnim ¢islem (2 = iz +y, y = —5):
Bi
r—— =2z,
2c0
je hodnota integralu déana jako
2 mii% 2
-8 _ 82T
€ a e dz = e 1, —.
o
—co—i -

10.2 Manley-Roweho vztahy

Manley-Roweho vztahy byly ptivodné odvozeny v Bellovych laboratorich Johnem
Manley a Harrisonem Rowe za ti¢elem vypoctu mnozstvi elektromagnetické ener-
gie uchované ve vinach o rtznych frekvencich. Dnes se vztahy vyuzivaji taktéz v
nelinearni optice pro stejné ucely. Za predpokladu tii vin o rtiznych frekvencich
wi,wy a ws [1] je odvozeni nasledujici:

gj(z,t) = & A;(z,wy)e®iz=wit) L e (134)
pro j = 1,2,3 a za predpokladu izotropniho média. Poyntingtiv vektor S je

rovnobézny s vilnovym vektorem k. Pro ws plati, Zze ws = wy +ws. Vyvoj amplitud
je popsan rovnicemi vazanych vin:

dAl iwl

—— = XD (w3, —wy)é3esAg At 135
qz n101X(3’ 2)€362A3 A; ) (135)
dA2 iCUQ (2) iAk
— = —¢ ws, —w €361 Az Aje" 2 136
dz NaC 2X ( 3 1) 36143 4 ( )
dA3 iwg () iAk
— = —¢ W1, wy)E169 A1 Ase' =", 137
dz nac 3X ( 1 2) 1€2431 g ( )
Hustota energie v nelinearnim médiu je vyjadrena pomoci fotonové hustoty
Nhw = Nh$§ = |S| = 2e9en|A|*. Evoluce fotonové hustoty na frekvenci ws se
méni podle optické osy krystalu nasledovné
dN. 2¢e , A
2 = 00wy, wo)e185(i Ay Ap Ale IR AT AL Age’SF?), (138)

dz h
Za predpokladu uplné permutacni symetrie a vyuziti analogickych rovnic pro
fotonové hustoty N; a Ny odvodime nasledujici Manley-Roweho vztahy:
d(Ny — N3)  d(No+ N3)  d(N; + N3)

dz dz dz 0 (139)
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10.3 Diracova d-funkce

Dirakova funkce 0 je zobecnéna funkce, kterda nabyva hodnoty nekonecno
pouze v hodnoté x = 0 a jinde ma hodnotu nulovou. Vytvari nekonecné vysoky
a nekonecné tzky pik, jehoz plocha pod grafem je rovna jedné[5]:

_Joo, prox =0
(5(x)—{0’ proz £0 (140)

Diracova é-funkce ma pro ucely prace vyznam jednotkového operatoru pri inte-
graci ve formé

7f(w)(5(x —a)dr = 7f(:v)(5a(x)dx = f(a). (141)
Jako priklad je uveden vzorec:
7 duwsp d(wp — ws = wi) Blwy, ws, wi) = Blwy, W, wi)- (142)
Diracova J-funkce je také Fourierovou transformaci konstantni funkce 1/(27):

/ dt ¢t = 216(x). (143)

10.4 Prepocet Gaussova integralu dle Cauchyho véty

Podle Cauchyho véty plati, Ze integraly holomorfnich funkeci po uzavienych
kfivkach jsou nulové pokud tyto funkce nemaji uvnitt uzaviené oblasti pdly.
Disledkem této véty je tzv. Cauchyho vzorec [3] diky némuz mizeme pocitat
hodnoty holomorfnich funkci uvnitt néjaké oblasti z hodnot na jeji hranici. Lze
psat ze,

fc f(2)dz=0. (144)
Integral se rozepise na imaginarni a redlnou ¢ast a to s vyuzitim vztaht f = u+iv
az=uz+1y (dz = dx +idy):

72 f(z)dz = ]é(u + ) (dz + idy) = fc(udx —vdy) +1 j{}(vd:{i +udy). (145)

Integraly je nutno upravit pomoci Greenovy véty

7{0(de —vdy) = //c (—gz — g;) , (146)

j{)(vdw + udy) = //C (—gz — gz> : (147)
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Integrandy na pravych stranach rovnic jsou dle Cauchyho-Riemannovych pod-
minek nulové, tim je dikaz proveden. Prepocet Gaussova integralu je tedy dén
nasledovné:

o
—ar? i
/ e~ BTy =

—00

ipa
(o0)
e 2 - pa
’ dz efi(/%aeﬂa\zQeiﬂe_sz _
T A

[e’s) bo
— 00

o) 2

—igp o[- 22—
e 2 dz e 2la[l @ 42 =
—0o0

o T [32671'(1704
—i5 e v T

[T _ 5
—e€ 4a,
(0%

Pti vypoctu byly pouzity nasledujici substituce:

e

a = \a|ei¢a

Y

_ %o
r=e "2z,
P = Be_i%a'

10.5 Singular-Value Decomposition

SVD je metoda rozkladu matice na tfi jiné matice ve tvaru[18]:
A=USVT (148)

V rozkladu je matice A tvaru m xn, ortogonalni matice U tvaru m xn, diagonalni
matice S tvaru n X n a ortogonalni matice V' tvaru n x n.

Rovnice (148) se da rozepsat pomoci Einsteinovi sumacni konvence do nézor-
néjsiho tvaru jako

Qij = Z Wik SkVjk - (149)
k=1

Vyhodou je rozpad diagonalni matice S do formy vektoru, takto je mozno cely
vyraz zjednodusit do tvaru vyse. Proménné s; jsou tzv. singularni hodnoty a jsou
usporadany od nejvétsiho po néjmensi. Sloupce matice U jsou tzv. levé singularni
vektory, pro matici V' se nazyvaji pravé singularni vektory. Matice U a V' jsou
slobeny z ortonormalnich vektori, coz lze vyjadiit pomoci

Ut =vv?t =1, (150)
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kde I je jednotkova matice, jejiz hodnoty na diagonale jsou rovny jedné, ostatni
rovny nule. Za pouziti vlastnosti ortogonality je mozno jednotlivé matice uspo-
radat do nasledujicich parovych rovnic pro vyjadfeni vlastnich hodnot

AATU = US?, (151)

ATAV =V S§2, (152)
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