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Abstrakt

Préace se zabyva vybranymi klasifikacnimi metodami. Jsou zde popsany zaklady shlukové
analyzy, diskriminac¢ni analyzy a teorie klasifika¢nich stromti. Pouziti metod je ukazano pii
klasifikaci simulovanych dat, vypocet je proveden v programu STATISTICA. V praktické
casti prace pak nasleduje porovnani metod pii klasifikaci realnych datovych soubori riiz-
nych rozsahu. Klasifika¢nimi metodami je také feSena realna tloha — predikce znecisténi
ovzdusi na zakladé predpovédi pocasi.

Summary

The thesis deals with selected classification methods. The thesis describes the basis of
cluster analysis, discriminant analysis and theory of classification trees. The usage is
demonstrated by classification of simulated data, the calculation is made in the program
STATISTICA. In practical part of the thesis there is the comparison of the methods for
classification of real data files of various extent. Classification methods are used for solving
of the real task — prediction of air pollution based of the weather forecast.
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1 Uvod

Cilem této diplomové prace je uvést zakladni prehled statistickych klasifika¢nich metod
a jejich nasledné porovnani. Tyto metody maji Siroké vyuziti, napiiklad v lékaistvi, kdy
mé lékat na zdkladé nékolika symptomi rozhodnout, kterou nemoci pacient onemocnél.
Nebo v biologii, kdyz je tfeba urcit prislusnost pozorovaného exemplafe k jednomu ze
znamych druht. Klasifika¢ni metody jsou rozvijeny od 30. let minulého stoleti a jsou
spojeny naptiklad se jmény Fisher, K. Pearson, E. C. Pearson nebo Rao.

Ve druhé kapitole, ktera nasleduje po ivodu, je ¢tenar seznamen s formulaci problému,
jimz se budeme zabyvat, a se zakladni charakteristikou déle popisovanych metod.

Tteti kapitola, zpracovana podle [6], se jiz vénuje metodam shlukové analyzy. Jsou
zde definovany zakladni pojmy, princip jednotlivych metod je ilustrovan priklady. V za-
vérecné Casti kapitoly je ukdzka vypoctu shlukovani pomoci pocitacového programu STA-
TISTICA.

Nasledujici ¢tvrta kapitola popisuje metody diskriminac¢ni analyzy. Pouziti je demon-
strovano ptikladem, ktery je opét fesen pomoci pocitace. Jsou zde vSak uvedeny vztahy,
které umoziiuji i analytické Feseni. Tato ¢ast prace byla zpracovana podle [1] s ptihlédnu-
tim k [4] a [5].

V paté kapitole je pak popsana klasifikace pomoci klasifika¢nich stromii. Jsou zde
definovany zakladni pojmy z této oblasti, dale se ¢tenaf seznami se dvéma metodami
konstrukce klasifika¢nich stromi. Kapitola je zakoncena fesenym piikladem, zpracovana
byla podle [3] a [7].

Sest4 kapitola se vénuje aplikaci klasifika¢nich metod na reidlna data. Klasifikace si-
mulovanych dat je jiz soucasti predchazejicich kapitol. Zde je nejprve klasifikovan datovy
soubor malého rozsahu prevzaty z [5]. Vysledky ilustrované obrazky jsou pak porovna-
vany. Nasleduje klasifikace datového souboru vétsiho rozsahu. Déle je modelovana realna
uloha — predikce znecisténi ovzdusi pomoci predpovédi pocasi, fesena je uzitim vybranych
klasifika¢nich metod.

V sedmé kapitole — Zavér jsou pak shrnuty dosazené cile.
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2 Uvod do klasifika¢nich metod

Statistické klasifikacni metody patii mezi vicerozmérné statistické metody. Je dana mno-
Zina objektd, ozna¢me ji 2 = {wi,ws, ...}, k raznych typd, £ > 2. Mnozinu 2 tak tvoii
k po dvou disjunktnich skupin. Na kazdém objektu pozorujeme dvojici statistickych znakt
X a Z. Vektor X popisuje dany objekt a veli¢ina Z urcuje, jakého je typu, Z = ¢ prave
tehdy, kdyz je objekt i-tého typu. Slozky vektoru X nazyvame prediktory.

Definice 2.1. Soubor dat na N objektech (x],2)",...,(xy,2y)", kde x; € X C R"
azeC={12,...,k}, i=1,2,..., N, nazveme u¢ebnim souborem S.

MiizZe nastat situace, kdy vektory x;, 7 = 1,2,..., N, nemaji stejnou dimenzi. Pokud
tomu tak neni, mluvime o souboru dat se standardni strukturou.

Protoze vektor X nabyva hodnot z X C R"”, klasifika¢ni pravidlo, které kazdy objekt
zafadi do jedné z k skupin dostaneme rozkladem X na k t¥id Aj, As, ..., A, pro které
pozadujeme, aby tvorily rozklad X, tedy

x=JA, AnA =0, i#j

Padnou-li hodnoty vektoru X klasifikovaného objektu do t¥idy A;, pak tento objekt zaia-
dime do i-té skupiny (prohlasime, Ze je i-tého typu). Toto klasifika¢ni pravidlo oznacime
A, mnozinu vsSech klasifika¢nich pravidel pak A. Jednim z hlavnich cili, které si kladou
metody popsané v nasledujicim textu, je vybrat z mnoziny A takovovy rozklad X', aby
rozhodovani bylo optimalni. Tim mame zjednodusené feceno na mysli, aby byla pravdé-
podobnost, zZe bude objekt i-tého typu zatfazen do i-té t¥idy co nejvyssi.

Metody shlukové analyzy se zabyvaji ilohou, jak rozlozit zdkladni mnozinu objekti €2
na jeji podmnoziny, kde by byly objekty w sobé podobné. Shlukova analyza tak objekty
primo neklasifikuje.

V teorii diskriminac¢ni analyzy tvoii vektor X a veli¢ina Z ndhodny vektor definovany
na pravdépodobnostnim prostoru (2,2, P). Vychazime z u¢ebniho souboru S, pomoci néj
formulujeme klasifika¢ni pravidla. Dalsi objekty pak klasifikujeme na zakladé zjisténych
hodnot vektori x.

Podobné postupujeme pfi klasifikaci klasifikaénim stromem, ktery rovnéz konstruu-
jeme pomoci u¢ebniho souboru. Vyhodou je, ze klasifika¢ni stromy lze pouzit i v situaci,
kdy jsou prediktory kategorialni i spojité.
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3 Shlukova analyza

3.1 Zakladni pojmy

Pojem shluku definujeme intuitivné, jedna se o mnozinu objektt, podmnozinu zakladni
mnoziny €. Na shluk 1ze také nahlizet jako na vysledek aplikace shlukovaciho algoritmu.

Zaméime se na pojeti vzajemné podobnosti jednotlivych objektt a kvantitativni vy-
jadreni této podobnosti, to je jeden ze zakladnich problémi shlukové analyzy.

Definice 3.1. Je ddna mozina Q = {wy,ws, ...}. Zobrazeni 7 piifazujici kazdé dvojici
objektil (w;,w;) z Q ¢islo m(w;, w;) nazveme mirou podobnosti objekti, jestlize spliuje

W(thj) 2 07 VZ>J

7T((-")zﬁ(-")j) = ﬂ-(wﬁwi)? VZ>J

Dale méa smysl pozadovat, aby 7 nabyvalo své maximalni hodnoty pro w; = w;, Vi =
=1,2,...

Mira podobnosti objektt je konstruovana tak, ze ¢im je vétsi hodnota m(w;, w;), tim je
vetsi vzajemnd podobnost objektii w; a w;. Podobnostni vztah mezi objekty miZeme vy-
jadrit napriklad tak, ze prifadime objekttim charakterizovanym vektorem X jako modely
body n rozmérného euklidovského prostoru [E,,. Pak 1ze jako miru podobnosti objekti vy-
uzit metriku, objekty jsou si pak tim podobnéjsi, ¢im je vzdalenost jejich bodu v prostoru
E,, mensi.

Metrika o je zobrazeni o:E, x E, — R, spliiujici pro libovolné body a,b,c € E,
nasledujici ¢tyfi axiomy:

o(a,b)=0 <= a=Db,
o(a,b) =0,

o(a,b) = o(b, a),

o(a,c) < o(a,b) + o(b,c)

Ctvrtd podminka je znamé jako trojuhelnikova nerovnost.

Pozndmka. Piedpokladejme body a = (a1, as,...,a,) a b = (b1, bs,...,b,), Euklidov-
sk metrika o(a,b) je ddna vztahem

o(a,b) = [Z(ai — W] :

i=1
Déle lze uzit metriku p;(a, b), ta je dana predpisem

n

o1(a,b) = > |a; — bjl.

i=1

Obé uvedené metriky jsou zvlastnim pfipadem Minkovského metriky:

op(a,b) = [Z(ai - bi)p] p, p> 1.

=1
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U vétsiny shlukovacich postupt je vSsak vhodnéjsi vychazet z dualniho pojmu miry
podobnosti objekti.

Definice 3.2. Zobrazeni d prifazujici kazdé dvojici objektl (w;,w;) z mnoziny ob-
jektt Q = {wy, wo, ...} ¢islo d(w;, w;) nazveme koeficientem nepodobnosti objekti, jestlize
splnuje

d(wi,wj) =0 < Wi = Wy,
d(wi>wj) > 0,
d(w;, w;) = d(wy, w;).

Nepozadujeme zde splnéni trojuhelnikové nerovnosti, koeficient nepodobnosti d je tedy
semimetrikou.

Jako koeficienty nepodobnosti objekti lze opét vyuzit vyse uvedené metriky.

3.2 Hierarchické aglomerativni shlukovani

Metody shlukové analyzy je mozno rozdélit na hierarchické a nehierarchické metody,
z nichz prvni sméfuji k hierarchické klasifikaci, druhé k nehierarchické klasifikaci.

Definice 3.3. Hierarchickym shlukovanim nazveme systém navzajem riznych ne-
prazdnych podmnozin mnoziny objektt 2, v némz prinikem kazdych dvou podmnozin je
bud jedna z nich, nebo prazdni mnozina a v némz existuje alespon jedna dvojice pod-
mnozin, jejichz prinikem je jedna z nich.

2 T T T T T T T

1.5F B

05+

05+

Obrazek 1: Priklad hierarchického shlukovani.

Hierarchické shlukovani mé tak zpravidla charakter posloupnosti rozkladti mnoziny
objektt, v niz kazdy rozklad je zjemnénim rozkladu nasledujiciho.

Priklad shlukovani, které neni hierarchické, je znazornén na Obrazku 2. Barevné jsou
zde vyznaceny dva rozklady mnoziny objektt €2, rozklad A; obsahuje shluky A, B a C,
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Obrazek 2: Piiklad nehierarchického shlukovani.

rozklad A, pak shluky D, E a F. V dalsim textu se budeme zabyvat vyhradné shlukovanim
hierarchickym.

Metody hierarchického shlukovani lze déle rozdélit podle zptisobu shlukovani. Pokud
provadime shlukovani tak, ze vychazime z mnoziny objektt 2 jako celku a jejim postup-
nym rozdélovanim ziskavame hierarchicky systém podmnozin, aplikujeme divizni pristup.
Vychazime-li naopak z jednotlivych objektid a jejich postupnym seskupovanim docha-
zime az ke kone¢nému stavu, kterym je spojeni vSech objektt do jedné mnoziny, jedna se
o hierarchické aglomerativni shlukovani.

Pri algoritmu shlukovani metodou tohoto druhu tvoii na pocatku kazdy objekt dané
mnoziny () jednoprvkovy shluk. Tento pocatecni rozklad mnoziny objektt na N jedno-
prvkovych shlukt oznacime jako nulty rozklad Ay mnoziny 2. K postupnému vytvaieni
dalsich rozkladd mnoziny €2 je tieba predem definovat zpisob kvantitativniho hodnoceni
podobnostnich vztahtt mezi shluky (viz dale). V prvnim kroku shlukovani pak vybereme
ty dva shluky, které jsou si ve smyslu nasi definice podobnosti shlukt nejpodobnéjsi. Tyto
dva shluky slou¢ime a vytvorime tak novy shluk. Tento nové vytvoreny shluk pak spolu
se zbyvajicimi shluky o jednom objektu tvoii prvni rozklad A; mnoziny ). Déle postupu-
jeme analogicky. Nechf A; je s-ty rozklad (s > 1) mnoziny 2. Kazdy z dosud vytvofenych
rozkladi snizil pocet shluki o jeden, s-ty rozklad obsahuje tedy (N — s) shluki. Tento
rozklad se sklada z nového shluku vzniklého slouc¢enim dvou vzajemné si nejpodobnéj-
Sich shlukt pfedchazejictho (s — 1)-niho rozkladu A;_; a z ostatnich nezménénych shlukt
rozkladu A,_;. Proto k porovnani vzajemnych podobnosti shlukt stac¢i urc¢it podle dané
definice hodnoty podobnosti nového shluku s ostatnimi shluky rozkladu a zbyvajici hod-
noty vzajemnych podobnosti nezménénych shlukt ptevzit z predchézejiciho (s — 1)-niho
shlukovaciho kroku. Na zékladé porovnani hodnot vzajemnych podobnosti vSech (N — s)
shlukt s-tého rozkladu A, vybereme opét dva shluky, které jsou si nejpodobnéjsi, a slou-
¢ime je v jeden shluk. Ten pak spolu s ostatnimi nezménénymi shluky s-tého rozkladu A,
tvori (s + 1)-ni rozklad mnoziny Q. Tento postup opakujeme, az dospé&jeme k poslednimu
rozkladu A _; o jediném shluku obsahujicim vSechny shlukované objekty.
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Definice 3.4. Jestlize pri hierarchickém shlukovani obsahuje posloupnost rozkladi
rozklady Ag = {{w1}, {wa}, ..., {wn}} a Ay_1 = {Q}, nazveme toto shlukovan{ Gplnym
hiererchickym shlukovanim.

Pro vyse popsany postup hierarchického aglomerativniho shlukovani je nezbytné kvan-
titativni ohodnoceni podobnostnich vztahii mezi shluky.

Definice 3.5. Zobrazeni D pfifazujici kazdé dvojici shluki (4;, A;) v daném rozkladu
A, ={A, Ay, ..}, 7=0,...,N — 2, ¢islo D(A;, Aj), které spliiuje pro vSechny shluky
A, Aj €A,

D(A;, Aj) = D(A;, Ai),

nazveme koeficientem nepodobnosti shluki daného rozkladu.

Shlukovani je mozno znézornit také graficky. Diagram, ktery o pribéhu shlukovani
obsahuje tplnou a jednoznac¢nou informaci, se nazyva dendrogram. Ve dvou vzajemné
kolmych smérech jsou zde zaznamenany monoténni posloupnost koeficienttt nepodobnosti
shlukt, pfi nichz doslo ke slouceni nékterych shlukt, a poradova ¢isla objektl sefazena
tak, aby bylo mozno znézornit postupné sluc¢ovani shlukt (viz napiiklad Obrazek 3).

Nyni se jiz miizeme zamérit na nejznaméjsi metody zavedeni koeficientu nepodobnosti
shluk.

3.2.1 Metoda nejblizsiho souseda

Definice 3.6. Necht d je libovolny koeficient nepodobnosti objektii a A, B jsou shluky
rozkladu A. Pak

w; €

w]‘GB
nazveme koeficientem nepodobnosti shlukt definovanym na zakladé koeficientu nepodob-
nosti objekt d metodou nejblizsiho souseda (nearest neighbour).

Metoda byva v anglicky psané literatuie oznacovana ,single linkage“. Koeficient D,,,
splituje podminky (3.1-2.3) pro kazdy koeficient nepodobnosti objektt d. Princip shluko-
vani metodou nejblizsiho souseda ilustrujeme na jednoduchém piikladu.

Priklad 3.7. Je ddna mnozina mnozina objekti 2 = {wy, we, w3, wy, ws}. Déle pied-
pokladejme, Ze koeficienty nepodobnosti jednotlivych objekti jsou dany néasledujici ta-
bulkou

d(wi, (.Uj) W1 Wy W3 W4 Wy

e

w1
(%) 9 0

w3 3 7 0

Wy 6 5 9 0
ws 11 10 2 8 0

Provedme hierarchické aglomerativni shlukovani metodou nejbliz§iho souseda.
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Rozklad A tvori jednotlivé objekty, které povazujeme za jednoprvkové shluky. Koefi-
cient D, je tedy totozny s d.

min d(w;, wj) = d(ws,ws) = 2.
Z7-7

Objekty ws,ws tak utvori prvni shluk, dostavame A; = {{wg,w5}, w1, Wo, w4}. Urcime
nové koeficienty nepodobnosti shlukt z A;:

Dy ({ws, ws}, {wi}) = min (d(w1,ws), d(wr,ws)) = min(3,11) = 3,
Dy ({ws, ws}, {w2}) = min (d(w2,ws), d(wa,ws)) = min(7,10) = 7,

Dostéavame tak

Dy, {ws,ws} {wi}t {ws} {wa}}
{ws, ws } 0

{wl} 3 0

{wa} 7 9 0

{w4} 8 6 5 0

Nejnizsi hodnotu mé koeficient D,,,, ({ws,ws}, {w1}) = 3, dalif rozklad ma tvar A, =
= {{wg,w5,w1}, {wa}, {w4}}. Opét uréime nové koeficienty nepodobnosti shlukii, dosté-
vame

D ({ws, ws, w1}, {w2}) = min (d(wr, ws), d(ws,ws), d(ws,ws)) = min(9,7,10) = 7,

Dy ({ws, ws, w1}, {wa}) = min (d(wr, ws), d(ws,ws), d(ws,ws)) = min(6,9,8) = 6.

Vypoctené koeficienty dosadime do tabulky
Dnn ‘ {W3,W5, } {WQ} {(.4)4}}

{Wg, Ws, (.4)1} 0
{WQ} 7 0
{ws) 6 5 0

sV

= 5, dostavame rozklad Az = {{wg,w5,w1}, {wg,w4}}. Urcéime koeficient nepodobnosti
shluki pro shluky rozkladu Aj:

D ({ws, ws, w1}, {we,wa}) = %i?%} (d(wi,w;)) = min(9,6,7,9,10,8) = 6.
1€ 19y
je{2,4}

Tabulka koeficientt D,,,, tak dostéava tvar

Dnn {(.4)3,(.4)5,(.4)1} {(.4)2,(.4)4}
{w3>w5aw1} 0
{(.4)2,(.4)4} 6 0

V poslednim kroku utvoii vSechny objekty piivodni mnoziny 2 jeden shluk, tedy
A, = {{wg,w5,w1,w2,w4}}. Pribéh shlukovani si mizeme prohlédnout na dendrogramu
(Obrazek 3).
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Obréazek 3: Dendrogram, shlukovani metodou nejblizsiho souseda.

3.2.2 Metoda nejvzdalenéjsiho souseda

Definice 3.8. Necht d je libovolny koeficient nepodobnosti objektii a A, B jsou shluky
rozkladu A. Pak
Dfn(A>B) :mail({d(w%wj)}? proA;«éB,
w; €

wj eB

D (A A) =0

nezveme koeficientem nepodobnosti shlukil definovanym na zakladé koeficientu d nepo-
dobnosti objektt metodou nejvzdalenéjsiho souseda (furthest neighbour).

V anglicky psané literatuie byva metoda nazyvana ,complete linkage“. Takto zave-
dené zobrazeni Dy, opét spliiuje podminky (3.1-2.3) pro libovolny koeficient nepodobnosti
d. Nyni opét ilustrujme princip shlukovani metodou nejvzdélenéjsiho souseda, zadani je
stejné jako v predchozim prikladu.

Priklad 3.9. Je ddna mnozina mnozina objektt Q = {wq, ws, w3, w4, ws}. Opét pied-
pokladejme, Ze koeficienty nepodobnosti jednotlivych objektii jsou dany tabulkou

d(wi, (.Uj) W1 Wy W3 W4 Wy

e

w1
(%) 9 0

w3 3 7 0

Wy 6 5 9 0
ws 11 10 2 8 0

Provedme hierarchické aglomerativni shlukovani metodou nejvzdalenéjsiho souseda.

Zacatek postupu je stejny jako v predchozim pripadé, rozklad Ay tvori jednotlivé
objekty, které povazujeme za jednoprvkové shluky. Koeficient Dy, je totoZny s d.

min d(w;, w;) = d(ws, ws) = 2.
Z7-7
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Objekty ws,ws tak utvori prvni shluk, pak A; = {{wg,w5}, w1, Wa, w4}. Urcéime nové
koeficienty nepodobnosti shlukt z A;:

Dyn({ws,ws}, {w1}) = max (d(w1,ws), d(wr,ws)) = max(3,11) = 11,
Dfn({W3,W5}, {wg}) = max (d(WQ,Wg),d(WQ,Wg))) = max(7,10) = 10,
Dy ({ws,ws}, {ws}) = max (d(ws,ws), d(ws, ws)) = max(9,8) = 9.

Dosazenim obdrzime

Din {ws,ws} {wi} {we} {wa}}
{ws, ws } 0

{w1} 11 0

{wa} 10 9 0

{w4} 5 6 5 0

Nejnizsi hodnotu ma nyni koeficient Dy, ({ws}, {ws}) = 5, dalsi rozklad ma tak tvar
A, = {{wg,w5}, {wa, wy}, {wl}}. Daéle postupujeme analogicky:

Dy, ({ws, ws}, {wa,wa}) = Il%?){)(} (d(w;,w;)) = max(7, 10,9, 8) = 10,
€
je{2,4}

Dy ({wz, wa}, {wn}) = 9.
Sestavime tabulku koeficientd Dy, a dalsi rozklad:

Dy, ‘{w3,w5} {wa,wat  {wr}

{W3,W5} 0
{WQ,W4} 10 0
{w1} 11 9 0

A; = {{wg,w5} {wa, wy, wl}} V dalsim kroku dostéavame

Dfn({W3,W5}, {WQ,W4,W1}) = 11,

Dfn {W3>W5>} {W2>W4,W1}
{(.4)3,(.4)5} 0
{WQ,W4,W1} 11 0

V poslednim kroku vSechny objekty ptivodni mnoziny €2 tvoii opét jeden shluk: Ay =
= {{wg,w5,w2,w4,w1}}. Na zavér jesté zkonstruujeme dendrogram, viz Obrazek 4.

3.2.3 Metoda prumérné nepodobnosti objektu

Definice 3.10. Necht d je libovolny koeficient nepodobnosti objektt. Déale predpo-
kladejme, ze A = {wy,ws, ..., wr} a B = {w],w),...,w/} jsou shluky rozkladu A. Pak

kool
D, (A B) = 1ZZde,wj pro A # B,

=1 j=1

D, (A,A)=0
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Obrézek 4: Dendrogram, shlukovani metodou nejvzdalenéjsiho souseda.

nezveme koeficientem nepodobnosti shlukil definovanym na zakladé koeficientu d nepo-
dobnosti objektd metodou priimérné nepodobnosti objekti.

Také koeficient Dy, splituje podminky (3.1-3.3). Princip metody ilustrujeme na stejném
prikladu.

Priklad 3.11. Je ddna mnozina mnozina objekti Q = {wq, wy, w3, wy, ws}. Koefici-
enty nepodobnosti jednotlivych objektt jsou dany tabulkou

d(wi, (.Uj) W1 Wy W3 W4 Wy

w1 0

(%) 9 0

w3 3 7 0

Wy 6 5 9 0

ws 11 10 2 8 0

Provedme hierarchické aglomerativni shlukovani metodou primeérné nepodobnosti ob-
jekti.

Postupujeme podobné jako v predchozich piipadech, Ay tvori jednotlivé objekty, které
povazujeme za jednoprvkové shluky. Koeficient D,, je totozny s d.

min d(w;, w;) = d(ws, ws) = 2.
i.j

Objekty ws, ws opét utvori prvni shluk. 2; = {{wg,w5}, w1, Wa, w4}, urc¢ime nové koefici-
enty nepodobnosti shluki z A;.

Dav({wi’n (.4)5}, {Wl})
Dav({wi’n (.4)5}, {(.4)2})

Dav({wi’n (.4)5}, {(.4)4})

%(d(wg,wl) + d(W5,W1)) = %(3 + 11) = 77

1 1
5 (d(ws, w2) + d(ws, wp)) = (7 +10) = 8,5,

1 1
5 (d(ws, wa) + d(ws, wy)) = (9 +8) = 8,5,
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dostéavame tak

D, {ws,ws} {wi} {ws} {wat}
{ws, ws } 0

{w1} 7 0

{wn} 8,5 9 0

{wi} 85 6 5 0

Nejnizsi hodnotu mé nyni koeficient D,, ({wg}, {w4}) = 5, dalsi rozklad méa tvar Ay =
= {{wg,w5}, {wa, wy}, {wl}}. Analogickym postupem dostavéame

1
Dav({W3,W5}, {(.4)2,(.4)4}) = 1(7 +9+10+ 8) = 8,5,

Duw ({wsson}, {n}) = %(9 +6)=T,5.

D, ‘{w3,w5} {wa,wat  {wr}

{(.4)3, (.4)5} 0
{(.4)2, (.4)4} 8,5 0
{wi} 7 7.5 0

Dalsi rozklad je tedy tvaru As = {{wg,w5}, {wg,w4,w1}}. Urcéime posledni koeficient
nepodobnosti shlukii a dosadime jej do tabulky.

1
Do ({ws,ws, w1}, {ws, wa}) = S(T+H1049+9+8+6) =82,

Dav {W3,W5,W1} {(.4)2,(.4)4}
{Wg,(.df),u)l} 0
{wa, wa} 8,2 0

Na konci shlukovani obsahuje rozklad opét jen jeden shluk tvofeny vsSemi objekty,
Ay = {{wg,w5,w2,w4,w1}}. Piislusny dendrogram je na Obrazku 5.

Z uvedenych piikladd je patrné, Ze hierarchické aglomerativni shlukovani nemusi byt
jednozna¢né. V nékterém kroku muze nastat situace, kdy minimalni hodnoty dosahne
koeficient D pro vice dvojic shlukt. Je tedy nutné pfedem stanovit pravidlo, podle né&jz
se vybere jedina. Nejcastéji se voli dvojice shlukt s nejvyssimi (nejnizsimi) poradovymi
¢isly. Kazdé takovéto pravidlo vsak zptsobuje zavislost vysledného shlukovani na pocatec-
nim usporadani objekti. Tato nejednoznacnost vysledku je zavaznym nedostatkem metod
hierarchického aglomerativniho shlukovani.

3.3 Vypocet shlukovani v programu STATISTICA

Na zavér této kapitoly ukdzeme vypocet shlukovani pomoci statistického softwaru. Je
dan datovy soubor (Obrazek 6, viz také pfiloha P1 — data_sim.sta, data_sim.xls), ktery
vznikl sloZenim t¥i ndhodnych vybért rozsahu 30 z dvojrozmérného normalniho rozdéleni
s riznymi vektory stfednich hodnot a se stejnou varianéni matici, data byla vygenero-
vana v systému MATLAB. Mame tedy soubor o 90 pozorovanich a pomoci shlukovéni se
pokusime ur¢it, z kterého nahodného vybéru je které pozorovani.
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Obrazek 5: Dendrogram, shlukovani metodou priumérné nepodobnosti objektii.

Na Obrazku 6 jsou modfe zndzornéna pozorovani z Na(p, V), zelené pozorovani
z Na(pt9, V) a konecné Cervené data z No(ps, V), kde

Ky = (2>0)T> Ko = (_270)T> K3 = (0>3)T'

Pro kazdé pozorovani definujeme také veli¢inu Z, ktera urcuje, z jakého rozdéleni je které
pozorovani. Jednotliva pozorovani jsou oznacena P az Py, pficemz

P1> . ,Pgo ~ Ng(l,l,l,V), A
P31,...,P60 ~ NQ(IJ/2,V)
P61,...,P90 ~ Ng([,bg,V)

L,
7 Z 27
, Z =3

Pokud v programu STATISTICA zvolime z dostupnych metod Shlukovd analyza, ob-
jevi se tvodni nabidka, Obrazek 7.

[+] - .
= . .
ar Oé’ g @ 5ij Metoda shlukovani: gen_data2502 ? | L ] £ |
@ o ) | [
3 % L] O(()D) @« OOo
Y o g Zakl. wislediy oK
o]
2 o a L
.
= o = oo+
1 « ) ¥
+ 4+ — -
. . < . L . B DvojrozmEme spojovani
- + + + 4 - —
! e B + . = Oteviit data
< %3 .
N + GELECT
.

Obrazek 6: Datovy soubor zakres- Obrazek 7: Uvodni nabidka.
leny do roviny.

Zde volime Spojovdni (hierarchické shlukovdni). Dale mame moznost stanovit para-
metry shlukovaci procedury, Obrazek 8.
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=1 Shlukova analyza: Spojovani (Hierarchickeé shlukovani): gen_dali[E][i_ |

Zakl wisledky  Detaily ak,

Watuphi soubar: |Zdloiové data v |

Shiukavat | Pripady (Fadky) |
Pravidio sluavani [zpojovani]| Jednoduche spojeni v

| ElB
Mira wzdalenosti | Euklidovvské vzdalenosti v |

ChD wynechana
I:I I:I () Celé piipady

[ Davkové zpracovani a teorha protokoli ] M ahradit
prémérem

Obrazek 8: Volba parametri shlukovani.

Predné urc¢ime prediktory, podle kterych se bude shlukovani provadét. Vybirame také
koeficient nepodobnosti objektt (Fuklidovské vzdlenosti) a koeficient nepodobnosti shluki,
Jednoduché spojeni zde predstavuje shlukovani metodou nejblizsiho souseda. Nyni jiz ob-
drzime vysledky, viz Obréazek 9. Pribéh shlukovani si miizeme prohlédnout na dendro-

Todet promfnnych: 2
Pocet pripadd: 90
Spojovant prip.
Chyh&jici data  odstr. pFipsdowd
Pravidio sluovani (zpoj.); Jednoduche spojeni
Metrika wzdilenosti:Euklid. wzdélenosti (nestandardiz.) @ﬂ

Zakl wisledky Detaily Souhmn

Storhio

l Horizontaln graf hierarch, stromu l

(& MoZnostiv
[E  vertikainl ashovi” gt |

Fravoohlé vétve Anal. sk
[ Standardizowvat méfitko stromu [*100)

Obrazek 9: Vysledky.

gramu (volba Vertikdlni ,trasriovy“ graf) — Obréazek 10. Protoze jsme skupinu jednotlivych
objektu chtéli rozdélit na tfi podskupiny, shlukovani prerusime ve chvili, kdy mame tii
shluky A;, Ay a A3, dostavame tak tento vysledek

Al = {P43}7
Ay = {P33, Pso},
A3 ={Py,..., P31, P33, ..., Py, Pus, ..., Pag, Ps1,..., Py, }

Shluky rozlisené barvami jsou na Obrazku 11.
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Obréazek 10: Dendrogram, metoda nejblizsiho souseda.

+
al ++ P
R ++
3 + + _H'_* e
++ + 4
+ +
2 + + .
* +
+
1 + 4+t + b+ o+
+ Ty d
+ 1 +
0 +  F . H o+ i
+ +++ + L
1 + + + 4+
hy + +
+ % + +
2 +
+ +

Obrazek 11: Shlukovani metodou nejblizsiho souseda.

Postup nyni zopakujeme, jen koeficient nepodobnosti objektd zvolime metodou nej-
vzdalenéjsiho souseda, v programu STATISTICA zadame Uplné spojeni. Visledky se pod-
statné lisi, dostavame shluky

Al = {Pb s 7P237P257 s 7P30}7
A2 = {P34, P617 C.. ,P79, Pgl, ng, P847 c.. >P86> ng, c.. ,Pgo},
A3 == {P247 P317 CE 7P337 P357 o 7P607 P807 P837 P87}'

Dendrogram pro tuto metodu je na Obrazku 12. Shlukovani podobnym postupem spoc-
teme i pro koeficient nepodobnosti shlukti urceny na zakladé primeérné nepodobnosti
objektt. Zde je pod nazvem NevdzZeny primeér skupin dvojic. Obdrzime tyto shluky:

Ay ={Py,...,Pa3, Pos, ..., P},

Ay = {P34, P51, P52, P59, P1, ..., Poo},

Az ={P24,P31,...,P33,Ps5,..., Pso, Ps3, ..., Psg, Peo},

Prislusny dendrogram je na Obrazku 13.
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Obréazek 12: Dendrogram, metoda nejvzdalenéjsiho souseda.
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Obrazek 13: Dendrogram, metoda priumérné nepodobnosti objektii.

Vysledky jednotlivych shlukovani muZzeme nyni porovnat. Jako nejméné vhodné se
pro tento pripad jevi shlukovani metodou nejblizsiho souseda. Pocty pozorovani se zde
v jednotlivych shlucich velmi lisi, nelze tak ani témto shluktim prifadit rozdéleni prav-
dépodobnosti, z kterého by meéla dand pozorovani byt. Shlukovani zbyvajicimi dvéma
metodami vSak dopadlo o poznani lépe. Pozorovani byla do tfech shlukt rozdélena témér
rovnomérné a prii shlukovani metodou nejvzdalenéjsiho souseda i metodou primeérné ne-
podobnosti objekti padlo do ,nespravnych“ shlukt shodné 5 pozorovani, coz muzeme
bliZe analyzovat pomoci nasledujicich tabulek, kde porovnavame hodnoty veli¢iny Z a je-
jiho odhadu Z (tabulka vlevo je pro shlukovani metodou nejvzdalenéjsiho souseda, vpravo
pak pro shlukovani metodou primérné nepodobnosti objektit).
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[ [7-1[7-2[7-3]

Z =1 29 1 0 Z=1 29 1 0
4 =2 1 29 0 Z =2 0 26 4
Z =3 3 27 Z =3 0 0 30

Tento vysledek je ilustrovan dalsimi dvéma obrazky. Vyznacena jsou zde nespravné kla-
sifikovana pozorovani (barva vyznaceni je volena podle toho, ke kterym datim byla tato
pozorovani zafazena).
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Obréazek 14: Metoda nejvzdalenéj-
siho souseda.

25

Obréazek 15: Metoda primérné ne-
podobnosti.



4 Diskriminaéni analyza

4.1 Zalkadni pojmy

V této kapitole predpokladame, ze vektor X tvori spolu s veli¢inou Z nahodny vektor
Y = (X', Z)7 definovany na pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P) s hustotou fxz(x, 5)
vzhledem k néjaké soucinové mite p = ux X vz, kde ux je Lebesquova a v, séitaci mira.
Predpokladame, Ze pro hustotu fxz plati

fXZ(X>j):pjfj(X)> j:172>"'7k7 XER”?

kde
m+...+pe=1 p; >0, j=12,...k,

nazveme apriornimi pravdépodobnostmi. Dale pfedpokladame, ze f;(x), j = 1,2,...,k,
x € R”, jsou hustoty pravdépodobnosti vzhledem k Lebesqueové mire. Pak dostaneme
nasledujici vztah pro hustotu marginalniho rozdéleni pravdépodobnosti nahodného vek-
toru X

k k
Fx() = fxalx,5) = Y pifi(x).
j=1 j=1
Pro pravdépodobnostni funkci marginalniho rozdéleni ndhodné veliciny Z plati

P(Z:j):/fXZ(X7j)dX:pj/fj(X)dXij, j=1,2,... k.
Rn Rn

Daéle 1ze vyjadrit podminénou hustotu pravdépodobnosti pro podminéné rozdéleni vektoru
X proZ =3

fiz(xlZ = j) = fXJfZ((’;’)j) - p’fjfx) = fi(), J=1.2. .k

A podminénou pravdépodobnostni funkci pro podminéné rozdéleni ndhodné veli¢iny Z
pro X =x

. X, J (X . n
fZ|X(J|X:X) = fXZ( J) = pjfj( ) :pjx> J :1727"'>k'7 x € R™

fx(x) Zle pifi(x)

Hodnoty pjx, j =1,2,...,k, nazveme aposteriornimi pravdépodobnostmi.

Definice 4.1. Rekneme, 7e C(i,j) € R je chyba $patné klasifikace objektu ze t¥idy
1 do tridy j, jestlize plati
1. C(i,j) >0, i # j,
2. C(i,5) =0, i=74 i,j=12...k
Pokud objekt patii do i-té skupiny, dostavame stfedni hodnotu chyby Spatné klasifi-
kace klasifika¢nim pravidlem A
k
RG) = E(CG,7) =3 Cli,j) /fi(x) dx, i=1,2 ...k
j=1 A

J
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Pomoci apriornich pravdépodobnosti p;, ¢+ = 1,2,...,k, mizeme nyni vyjadfit stfedni
hodnotu chyby $patné klasifikace (jiz nepodminénou) klasifika¢nim pravidlem A,

Definice 4.2. Necht A* = {47}, A}, ..., A;} € A je klasifika¢ni pravidlo a R(A*) jemu
prislusna stfedni hodnota chyby Spatné klasifikace. Pokud je splnéna podminka

A*) = min R(A
R(A") ggﬂR( ),

fekneme, ze A* je optimalni klasifika¢ni pravidlo.

DAéle oznac¢me
k
g;(x) =Y Cli, j)pifi(x),
i=1

tuto funkci nazveme j-ty skoér vektoru X. Pokud pouzijeme toto znaceni, dostavame vztah
pro stfedni hodnotu chyby Spatné klasifikace klasifikacnim pravidlem A

R(A) = Z/ql(x) dx.

i=1 A;

Véta 4.3. (Bayesovské klasifikacni pravidlo). Necht A* = {A} A5, ..., Ai} € A je
takové klasifikacni pravidlo, Ze objekt s pozorovanou hodnotou znaku X = x zaradime
j-té tridy, pokud

G S alx), i=1,... .k

Pak A* je optimalni klasifikacni pravidlo a plati
R(A) > R(A™), VA e A

Dikaz.

=13, =1 7=l gnas
kok k
>3 [ a9ax=3" [a60dc=Aw)
==l gna =1 a
O
Uvedena véta tak dava optimalni klasifika¢ni pravidlo. Pokud existuje ¢ spliujici
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objekt zafadime do tiidy A;. Z nerovnosti (4.4) také plyne

ptft(x) > pifi(x)> = 17 . '>k'> i 7é i (45)

V piipadé, ze ve vztahu (4.4) plati rovnost i pro dalsi ¢, nezalezi na tom, ktery z téchto
indexi vybereme.

Dale pokud predpokladame, Ze f; je hustota pravdépodobnosti n-rozmérného normal-
niho rozdéleni se zndmou stiedni hodnotou p,; a znamou regularni varianéni matici V;,
1=1,...,k, lze dojit k nasledujicim vysledkiim. Hustota f; ma tvar

1 1 Ty-1
09 = e g ) Vi)

po upravé (4.5) dostaneme
Inp,+Infi(x) >Inp; +Infi(x), i=1,...,k, i#t (4.6)
Jestlize navic oznacime
Dy = 5 IVil = 5 (= ) Vi (x — )
plati (4.6) pravé tehdy, kdyz
D,>D;, i=1,.. k i#t

Lze tedy postupovat tak, ze pro dany nezafazeny objekt spo¢teme hodnoty D;, ¢ =
=1,...,k, objekt pak nalezi do té tfity, pro kterou je tato hodnota maximalni. Popsana
metoda je znama jako kvadratickd diskriminacni analjza (D; je kvadratickou funkci x).

Jeslize jsou si vSechny varianéni matice rovny, tedy Vi, = Vo = ... = V, = V|,
oznacme ]

di=p Vix— ép,iTV_lp,i + In p;. (4.7)

Protoze plati

1 1
D; = d; = 5ln V| — 5xTV—lx,

dostavame pro tento pfipad ekvivalenci
Dy>D;<—=d, >d;;, i=1,...,k, i#t.

d; je linearni funkci x, této metodé tak rikame linearni diskriminac¢ni analyza.
D;ad;,1=1,..., k, nazgvame klasifika¢nimi funkcemi.

4.2 Vypocet klasifika¢nich funkci v programu STATISTICA

Predpokladejme stejné zadani jako v podkapitole 3.3. Klasifikaci ovsem provedeme meto-
dami diskriminacni analyzy.

V programu STATISTICA z nabidky vicerozmérnych metod vybereme Dikriminacni
analyza. Zvolime prediktory a promeénnou, kterda oznacuje typy jednotlivych objekti,
tzv. grupovaci proménnou, viz Obréazek 16. Obdrzime néasledujici vysledky (Obrazek 17).
Pokud vybereme Klasifikacni funkce, dostavame tabulku s koeficienty jednotlivych klasi-
fikacnich funkci linearni diskriminac¢ni analyzy. Zde je oznacime d;, ¢ = 1,2, 3, abychom
je odlisili od presnych (teoretickych) tvari téchto funkei, viz dale.
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Obrazek 16: Zékladni nastaveni.

Podfet proménnych v modely2
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Obrazek 17: Vysledky.

Prediktor H dl dg dg
X, 2,53062 | —2, 72518 | —0, 44768
X, —0,29828 | 0,22094 | 2,84691
konstanta | —3, 56275 | —3, 96343 | —5, 46548
Tedy
di = 2,53062.X; — 0, 20828 X, — 3, 56275,
dy = —2,72518X, + 0, 22094X, — 3,96343,

ds = —0,44768.X; + 2,84691.X, — 5,46548.

Protoze se jedna pouze o ilustrativni piiklad, pfislusné vektory stfednich hodnot e, p,
s a variancni matici V zname. Jednotlivé klasifika¢ni funkce pro kontrolu spocteme
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dosazenim do vztahu (4.7). Dostavame

dy = 2X, — 3,0086,
dy = —2X; — 3, 0986,
d3 = 3X, — 5,5986.

Volba Klasifikace pripadi v nabidce na Obrazku 17 ndm ukaze, ktera pozorovani byla
chybné klasifikovana. Jedna se o pozorovani Poy, P34 a Psg. Situaci ilustruje Obrazek 18,
chybné zarazeni uvedenych t¥i pozorovani je opét zndzornéno pomoci barev. Plnymi Ca-
rami jsou vyznaceny body (x1,x2), pro které d; = d;, preruSovanymi ¢arami pak body,
pro néz d; = d;, i,j = 1,2,3. Byla pouzita linedrni diskriminac¢ni analyza, jedna se tedy
v obou pripadech o poloptfimky. Sestavime také tabulku, kde porovname Z a 7

[ [z=1]z=2]7=3]

Z =1 29 1 0
Z =2 0 28 2
Z =3 0 0 30

Obrazek 18: Vyhodnoceni.
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5 Kilasifikac¢ni stromy

5.1 Tlustrativni priklad

Je dan uéebni soubor S = {(x{,21)7, (x5,22) ", ..., (X{5,212) '}, xs € X C R3, 2; € {1,2,3},
i=1,2,...,12. Navic z; € (0,100), 22 € R a 25 € {1,2,3,4,5}. Objekty S ozna¢ime w;,

1=1,2,...,12. Soubor § je urc¢en tabulkou:

L i | X X | X [ 2 |
1 0,19 15, 60 1 2
2 12,96 —8,32 3 1
3 94, 14 —50, 66 5 3
1 70,73 —0,91 2 1
5 64,73 1,86 4 2
6 30, 45 101, 02 5 3
7 91,65 —5,69 2 3
8 98, 04 —1073,10 1 2
9 23,06 61,17 4 2
10 2,63 0,02 5 1
11 15, 62 242,28 3 2
12 7,82 10,24 1 2

Pomoci prediktort X, X5 a X3 chceme nalézt klasifika¢ni strom (viz déle), ktery kazdému
objektu w prifadi hodnotu veli¢iny Z.

Vysledny klasifika¢ni strom pro soubor & mtze mit naptiklad tvar, ktery je na Ob-
razku 19.

xy 11,52

xy>11,52

x4€{1; 4} x3€{2, 3, 51 x=27.16 n=27.16
e, g, i, tig, g
oz 1
Ttida 2 THida 2 Ttida 3
x 83,40 x783,40
g, 04, S PR
10
Tiida 1 Tda 3

Obrazek 19: Klasifika¢ni strom — ilustrativni priklad.

31




5.2 Zakladni pojmy

V této kapitole se budeme zabyvat dalsimi metodami pro hledani vhodného klasifika¢niho
pravidla ve smyslu rozkladu mnoziny X'.

Definice 5.1. Rekneme, Ze kone¢né neprazdna mnozina 7' C N s dvojici funkci le ft,
right z T'do T'U {0} je binarnim stromem, jestlize jsou splnény nésledujici podminky

1. Vt € T je bud left(t) = right(t) = 0 nebo left(t) >t a right(t) > t,

2. Vt € T, pokud je t rizné od nejmensiho ¢isla v T, existuje pravé jedno s € T, zZe
bud t = left(s) nebo t = right(s).

Napiiklad v klasifika¢nim stromu na Obrazku 20, t, = left(ts) a t5 = right(ts).

Uzlem stromu nazyvame kazdy prvek ¢t € T'. Nejmensi prvek 7' se nazyva koten stromu
a zna¢ime jej root(T'), na Obrazku 20, t; = root(T). Prvky t € T, pro néz plati, ze
left(t) = right(t) = 0, nazveme listy 7', mnozinu vSech listi stromu 7" ozna¢ime T , na
Obrazku 20 jsou listy stromu 7" vyznaceny hranatymi obrysy.

Obrazek 20: Priklad klasifika¢niho stromu, strom 7.

Definice 5.2. Necht ¢ € T, A(t) ozna¢ime mnozinu prvka X', které nalezi uzlu t,
a tfidou j(¢) rozumime mnozinu prvki C, kterou klasifikujeme dany uzel t.

Napiiklad v klasifika¢nim stromu z pfedchozi podkapitoly, viz Obréazek 19, je A(t2) =
= R X (—00;11,52) x R C R3. Pomoci uvedenych pojmt mtizeme nyni precizovat zavedeni
klasifika¢niho stromu.

Definice 5.3. Necht T je mnozina vsech listt stromu 7. Kazdému t € T pfiradime
mnozinu A(t) C X a tfidu j(t) C C takovym zpisobem, aby

1. {A(t), t € T} byl disjunktnim rozkladem X,
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2. {A(s), s = left(t) nebo s = right(t)} byl disjunktni rozklad A(t) pro véechna t ¢ T.

Dostavame tak klasifikacni pravidlo, které nazveme klasifikacnim stromem. Pro vSechna
x € X a pro vSechna t € T necht plati

T j(t) <= x € At),

kde Z je odhadem z prislusné kazdému x € X.

Pouziti tohoto pravidla mizeme ilustrovat na ptrikladu v predchozi podkapitole napti-
klad pro objekt wy, x; = (1,19;15,60;1). Na zacatku je objekt w; v uzlu ¢, protoze pro
wp je x9 > 11,52, zafadime jej do uzlu t3. Déle x; < 27,16, w; tak spada do uzlu, pro
ktery j = 2. Pro objekt w; tak obdrzime odhad z = 2. Skute¢nou hodnotu veli¢iny Z pro
klasifikované objekty zpravidla nezname.

Definice 5.4. Rekneme, Ze uzel s je rodi¢ uzlu t (a opacné ¢ je synem s), jestlize pro
t,s € T plati, ze t = left(s) nebo t = right(s). Pak parent je funkce z T" do T'U {0}, pro
niz plati:

1. parent(root(T)) =0,
2. Vt €T, t #root(t) je rodicem t uzel parent(t).

Pokud lze s € T zapsat ve tvaru s = parent(t), nebo s = parent(parent(t)), ptipadné
s = parent(... (parent(t))...). s nazveme pfedchtidcem ¢ a t nasledovnikem s.

Rekneme, Ze T} je podstromem stromu T, jestlize trojice 74 C T, Ti # 0 spolu
s funkcemi lefty, right, z Ty do Ty U0, definovanymi

lefti(t) = { left(9) o li«:aft(t) €,

. right(t) pro right(t) € T},
rzghh(t):{ Og ) jpinak.g t)eh

spliiuje definici binarniho stromu. Oznac¢me déle T;, ¢t € T, podstrom stromu 7', ktery ma
za kofen uzel t a dale obsahuje vSechny jeho nasledovniky. T; pak nazveme vétvi stromu 7'
vychazejici z uzlu t. Vétvim Tj. g4,y = 11 a Trighe(r;) = Tr Tikdme primérni vétve stromu 7.

Priklad 5.5. Definované pojmy muzeme ilustrovat opét pomoci Obrazku 20.

ty je rodicem ty

ty je synem to

t1 = parent(ts)

tg je nasledovnikem t3, t3 je predchiidcem tg

strom 77 = {to,t4, 5} je podstromem stromu T

Tt3 = {t37 t67 t77 t87 t9}
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5.3 Konstrukce klasifikacnich stromiti metodou top-down

Pfi tomto postupu mame na zacatku cely ucebni soubor a postupné jej délime. V této casti
se budeme zabyvat predevsim nasledujicimi tfemi otazkami. Jak zvolit Stépici pravidlo
v kazdém uzlu, zda je mozné dany uzel prohlasit za list a déleni ukoncit a jakym zpiisobem
ptifadit tfidu j(¢) danému listu.

Vychézime z uc¢ebniho souboru & o N objektech. Nejprve se soustiedme na vybér
stépiciho pravidla. Zavedme oznaceni p(t) pro pravdépodobnost, ze dany objekt bude pii
klasifikaci zarazen do uzlu t, tedy p(t) = P(X € A(t)), t € T.

Definice 5.6. Rekneme, 7e s je $tépeni uzlu t € T, jestlize p¥ifadi tomuto uzlu hodnoty
tr, = left(t) a tg = right(t) tak, ze

p(tr) p(tr)
PO=Sa P o)
Pravdépodobnosti p.(t) a pr(t) odhadujeme:
) = 2 anle) =

N(t), t € T, znadi pocet objekti z S, pro které x € A(t).

Nyni je tfeba posoudit kvalitu takovéhoto Stépeni, k tomuto ucelu definujeme dalsi
pojmy.

Definice 5.7. Funkci ¢ definovanou na mnoziné usporadanych k-tic (py,...,px) € RF
nazveme funkci necistoty, pokud spliiuje nasledujici podminky.

L.p>0,i=1,... k

2. Zf:opi =1,

3.  nabyva maxima pouze v bodé (%, c %),

4. ¢ nabyva minima pouze v bodech (1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...,1),

5. ¢ je ryze konkavni.

Priklad 5.8. Necht k = 2. Pak muZeme zvolit nasledujici funkci necistoty,

90(291>Z92) = pP1p2-

Protoze dle definice p; +ps =1, p; > 0, © = 1,2, dostavame

90(291>Z92) =P1p2 = Pl(l —Pl) =M —p%,

graf si mizeme prohlédnout na Obrazku 21.

Oznacme p(i|t), t € T, i = 1,..., k pravdépodobnost, ze objekt, ktery byl zafazen do
tiidy A(t), je typu i.

Definice 5.9. Rekneme, e i(t) je mira necistoty uzlu t € T, jestlize se jedna o funkci
nedistoty ¢ definovanou na mnoziné usporadanych k-tic (p(1[t),...,p(k[t)), tedy

i(t) = @(p(Lft), ..., p(k]t)).
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Obrazek 21: Funkce nedistoty o (p1, p2) = pip2 = p1(l — p1) = p1 — p.

Kvalitu $tépeni s uzlu ¢ tak mizeme posuzovat pomoci poklesu necistoty Ai(s,t). Ten
lze definovat takto:

Ai(s,t) = i(t) — pri(te) — pri(tr),
kde p;, a pg maji stejny vyznam jako v Definici 5.6. Pak plati
Véta 5.10. Jestlize s je libovolné stépeni, pak Ai(s,t) > 0, specialné
Ni(s,t) = 0 <= p(ilty) = p(iltg) = p(i|t),Vi=1,... k.
Diikaz.
Viz [7].

a

Pfi vybéru rozkladu mnoziny A(t) se pfirozené snazime volit to Stépeni, které ma ma-
ximalni pokles necistoty Ai(s,t). Mnozinu vsech $tépeni nej¢astéji predstavuje mnozina
rozkladi uzlu A(t) v zavislosti na hodnotach prediktort. Kvalitu vysledného klasifika¢niho
stromu miZzeme hodnotit pomoci miry necistoty jeho listti.

Definice 5.11. Necht T je klasifika¢ni strom a necht

pak I(T) nazveme nedistotou stromu 7.
Nyni se zaméfme na otézku, jak kazdému listu t € T prifadit j(¢), j(¢) € {1,...,k}.
Kazdé volbé j(t) ptifadime chybu klasifikace r(t), pro kterou necht plati
r(t) = p(ilt) = 1= p(i(®)]0).
J#i (@)
Lze tedy postupovat tak, ze z mnoziny {1,...,k} vybereme takové j(t), pro které je

chyba klasifikace 7(t) minimélni. Vyuzit mizeme také ekvivalentni podminku. Danému
listu prifadime takové j, pro které

p(jlt) = maxp(ilt), i = 1,...,k.
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V pripadé, Ze je splnéna podminka pro vice takovychto j, zvolime libovolné jedno z nich.
Celkova chyba klasifikace stromem 7' ma pak tvar,

teT

Popsany postup plati pro p¥ipad, kdy je chyba $patné klasifikace stejna pro vsechna i # j.
Zbyva rozhodnout, kdy ukoncit stépeni a prohlasit uzel za list. Tento problém ma pfti
konstrukei klasifika¢niho stromu velky vyznam. Formulujeme pocatecni pravidlo
max Ai(s,t) < 3, (5.9)
seS
kde S predstavuje mnozinu vsech Stépeni a 3 zvolené cislo. Pokud je nerovnost splnéna,
uzel prohlasime za list a Stépeni ukonc¢ime. Toto pravidlo se ovsem ukazuje jako nevy-
hovujici. Neni totiz znam postup, jak najit uspokojivou dolni hranici poklesu necistoty
(. Navic hodnota vyrazu (5.9) nedava zadnou informaci o poklesu miry necistoty v dal-
sich krocich. Hledani optimalniho pravidla pro ukonceni stépeni tak predstavuje znacny
nedostatek, ktery vSak odstranuje nasledujici metoda.

5.4 Konstrukce klasifika¢nich stromii metodou growing-pruning

Zde budeme postupovat tak, ze nejprve zkonstruujeme rozsahly strom 7,,, postupnym
stépenim uzld, dokud jednotlivé listy nebudou obsahovat pouze pfedem dany pocet prvki
nebo prvky pouze jedné t¥idy. Pak pomoci profezavani (pruning) sestavime posloupnost
podstromu stromu 7},,,. Nakonec pomoci odhadu R(7") vybereme nejvhodnéjsi.

Definice 5.12. Rekneme, 7e podstrom 7} stromu 7T se nazjvé profezany podstrom 7T,
jestlize root(11) = root(T). Volime oznaceni 77 = T'. Profezanim stromu pak rozumime
postup, ktery ze stromu T vytvoii profezany podstrom 7; < T odfiznutim nékterych
vétvi (odfiznutim vétve T, mame na mysli, Ze jsou odstranéni vSichni nasledovnici ¢, t se
tak stava listem). Strom, jenz vznikne z 7" odfezanim vétve T} znac¢ime T' — T;.

Zacnéme tedy konstrukci stromu 7;,,4,. Opét vyjdeme z ucebniho souboru S. Mnozina
vSech Stépeni S je v tomto pripadé generovana standardizovanou mnozinou otazek.

Definice 5.13. Necht m4 ucebni soubor S standardni strukturu. Q nazveme standar-
dizovanou mnozinou otazek, pokud jsou splnény nasledujici podminky.

1. Kazdé stépeni s € S zavisi na hodnoté pouze jednoho prediktoru.

2. Q obsahuje vSechny otazky typu {Je x; < ¢?}, ¢ € R pro kazdou spojitou ndhodnou
veli¢inu X;.

3. Q obsahuje vsechny otazky typu {Je z; € H?}, H C {hy,...,h,} pro kazdou no-
minalni ndhodnou veli¢inu X;, kterd nabyva pouze hodnot z {hq, ..., h,}.
Pripomenme, Ze Stépeni s uzlu ¢ posuzujeme podle poklesu necistoty
Ni(s,t) =i(t) — pri(ty) — pri(tr).
Existuje fada variant pro volbu nedistoty i(¢) uzlu ¢, tfeba pomoci Giniho indexu, kdy

k

i(t) =Y plift)p(ilt) =1 =) p(ilt),

ij i=1
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nebo naptiklad
k

i(t) = =Y p(ilt)log [p(ilt)].

i=1
Pfipomenme, Ze pravdépodobnosti p, a pg jsou dany vztahy (5.8). Nejlepsim Stépenim
pak nazveme to, které maximalizuje pokles necistoty. Nalezneme tak nejlepsi stépeni s} ()
podle jednotlivych prediktora z;, i = 1,...,n, pak vybereme to s}, .. (t) to, pro které

max

Ni(si(t),t) = max Ni(s;(t),t).

Postupnym provadénim téchto stépeni dostaneme 7,,,,,.
Zaméime se nyni na prorezani stromu 7,,,,. Kazdému profezanému stromu 7" < T},,,
ptifadime jeho slozitost |T'| (pocet jeho listt).

Definice 5.14. Pro nezaporné redlné cislo o zavedeme penalizovanou miru celkové
chyby klasifikace stromem: N
R, (T) = R(T) + «|T.

Parametr o nazveme parametrem slozitosti.

Pro kazdou hodnotu a najdeme podstrom 7'(a) < Tiy4z, pro ktery je penalizovana
mira R, (7).

Definice 5.15. Rekneme, Ze T() % Thar je minimalni optimalné profezany strom
Tnaz, jestlize pro jeho parametr slozitosti a spliiuje nasledujici podminky.

1. Ry(T(a)) = minp)<1ye. Ral(T),
2. Ry(T)=Ru(T(a)) = T(a) = T

Véta 5.16. Necht pro dany parametr slozitosti o existuje pro kazdy strom T pravé
jeden podstrom T'(«) < T. Ddle piedpoklddejme, Ze T je netrivialni, root(T) =t; a T, =
= Tiefi(tr)s Tr = Tright(ty) znaci primarni vétve T'. Pak

Ro(T()) = min {Ra(t1), Ra(Tp(a)) + Ra(Tr(a)) },

Ro(t1) < Ra(Ti(@)) + Ra(Tr(a)) = T(a) = {t:},
Ru(t1) > Ro(Tr(a)) + Ro(Tr(a)) = T'(a) = {t1} U T () U Tg(c).
Dikaz.
Viz (3]

a

Uvedena véta ukazuje, ze minimalni optimalné prorezany strom je svou definici jedno-
znacné urcen. Rostouci a zvysuje pendle za slozitost stromu, coz vede ke stejnému nebo
mensimu optimélné profezanémnu podstromu. Plati nasledujici véta.

Véta 5.17. Necht a1, ap jsou parametry slozitosti, potom

Qg > ] =—> T(Oég) = T(Oél).
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Pokud je navic ay > ay a T(as) < T'(ay), plati

R(T(02) = R(T(a)) _
T() - T(a)]

Dikaz.
Viz [3].

a

Profezavani za¢neme podstromem 77 = 7'(0) = Tyq4, pro ktery plati R(T1) = R(Tnaz)-
Ty ziskdme nasledujicim zpisobem. Predpoklddejme uzly ¢, a tg, které jsou listy Thnaz,
vzniklé stépenim uzlu ¢. Plati

R(t) > R(tL) + R(tgr).

Pokud nastane rovnost, odfizneme uzly 7 a tr a t prohlasime za list. Postup opakujeme,
dokud je to mozné, dostaneme 71 < T',4,. Pro kazdy uzel t € T1—T) plati, ze R(t) > R(T}).
Oznacme {t} podvétev T, obsahujici pouze uzel t. Jestlize pro piislusné penalizované

miry plati
Ra(Th) < Ra({t}), (5.10)

ponechame vétev T} soucasti stromu 77. Dale hledame takovou hodnotu parametru slozi-
tosti o, pro kterou nastane rovnost. Resfme tak nerovnici (5.10). Uvedené penalizované
miry maji tvar
Ra({t}) = R(t) + o,
Ro(T3) = R(T,) + a|T3|.
Dostavame
R(t) — R(T3)
Ty —1

Oznacime ¢;(t) funkei, ktera kazdému t € T pfifadi

t) { 00 prot € IN},
g1(t) = R()—R(Ty) -
TE jinak.

o<

Déle nalezneme t; € T}, pro které

g1(t1) = min a1(t),

pak polozime as = ¢1(t1). V uzlu t; uz je vyhodnéjsi pouzit ke klasifikaci pouze {t;}
namisto vétve Ty . Odiiznutim vétve T3 dostavame podstrom 75 < T,

Ty=T —T,.

Postup opakujeme. Jestlize v i-tém kroku dojde k situaci, ze minima g¢;(t) je dosazeno ve
vice rtznych uzlech, odfizneme vsechny jim odpovidajici vétve. Obdrzime tak vnofenou
posloupnost podstromi

Ty =Ty = ...={t1}
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a odpovidajici posloupnost parametri slozitosti

Oé1:0<Oéi<Oéi+1,i21.

Véta 5.18. Necht {«;} je posloupnost ziskana uvedenym postupem. Pak pro i > 1
aq; <a< oy plati
T(a) =T(a;) =T;.

Posledni ¢asti konstrukce klasifika¢niho stromu metodou growing-pruning je vybér nej-
lepsiho profezaného podstromu. Postupovat budeme tak, Ze uréime odhad celkové chyby
klasifikace stromem R(T"), oznacime jej R(T"). Vybereme pak ten podstrom, pro ktery
bude tento odhad minimalni.

Q(i,j) ozna¢ime pravdépodobnost, Ze objekt t¥idy j je chybné klasifikovan do t¥idy i,
tedy R

Qi,j) = P(Z =i|Z = j).
Pfipomenme, ze R(j) znaci chybu Spatné klasifikace objektu tiidy j, plati

k

=1

kde C(, j) je chyba Spatné klasifikace objektu tiidy j t¥idou i.
Nyni uvedeme dvé pouzivané metody pro stanoveni odhadu chyby klasifikace stromem
R(T).

Testovy odhad EtS(T )

Z ucéebniho souboru S ndhodné vybereme N’ pozorovéni, nazveme je testovym souborem
Ss, zbyvajici pozorovani budou tvorit uc¢ebni soubor S;. Strom 7,,,, a posloupnost jeho
profezanych podstromt 77 = Ty > ... > {t;} vytvofime na zékladé S;. Objekty z tes-
tového souboru S, oklasifikujeme stromy 74,15, ..., {t1}. NJ’» oznacime pocet objekti So,
které patii do j-té t¥idy. Déle necht pro libovolny profezany podstrom T Nj; piedstavuje
pocet objektt z Sy j-té tiidy, které tento strom zatradil do tiidy i-té. Mzeme tak sestavit
nasledujici odhady,

/

N!
~ i N/
Qts(i>j) = Nj pro / 7& 0’

0  proN; =0,

Ris(j) =)~ O, 5)Qus(i ),

i=1

o~ k o~

Ry (T) = Z Rys (])pj
j=1

Pfi¢emZ pravdépodobnosti p; mizeme odhadnout pomoci objektii testového souboru Ss.

Jestlize tedy zvolime
NI
1Y
p,? - N,?
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pak
k

= 1 .
Ris(T) = + > Cli, §)N.

i,0=1

Odhad EtS(T) tak predstavuje chyby klasifikace vSech objektii testového souboru stromem
T.

Odhad kiiZovym ové&fovanim R, (T)

Necht V' znaci ndsobnost kiizového ovéfovani. Ucebni soubor S je rozdélen na V' pfiblizné
stejné velkych podsoubortt S, v = 1,..., V. Zavedeme V novych ucebnich soubort S =
=85-S,, v=1,...,V takovych, ze kazdy z nich obsahuje %N objektt. Pomoci S
a viech S zkonstruujeme T}, a piislusné T, i Predpokladejme, Ze pro kazdy parametr
slozitosti o, predstavuji T(a) a T™(a), v = 1,...,V, odpovidajici nejmensi optimalng
profezané podstromy. Podsoubor S, lze pouzit jako testovaci soubor pro strom 7 (a).
Nyni pro kazdé v = 1,...,V oklasifikujeme S, stromem 7, ) . Oznacime pro pevné
dana v, 1, J NZ-(;J) pocet objekti z S, j-té tiidy, které byly T, ), chybné klasifikovany jako

prvky i-té t¥idy. Necht
v

_ (v)
Nij=> N
v=1
Tato metoda vychazi z toho, #e pro velkd v by mély mit stromy 7'(a) a T®)(a) stejnou
klasifika¢ni pfesnost a chybu. Proto mizeme odhadnout pravdépodobnost, ze T'(«) zatadi
objekt j-té tfidy do i-té néasledujicim zpiisobem,

~ - NZJ
ch(z,j)— Nj-

Nyni muzeme urcit i ostatni odhady, postupné dostavame
R k
Rcv(j) = Z C(Z, j)ch(i> ])7
i=1
k
Re,(T'(a)) = Z Rey(5)p;
j=1

Jestlize pravdépodobnosti p;, j = 1,2,...,k, odhadneme podobné jako v predchozim
pripadé, tedy
Nj

p,? = N 7
obdrzime po tpraveé

R.,(T(a)) =

2|~

k
> C(i, )N
ij=1

Véta 5.18 ndm umoznuje polozit

/
Q) = \/QpQpi1



Pomoci uvedenych odhadi vybereme z posloupnosti 77, 75, . .., {t} podstrom T;,,ktery

je dan jako R R
R(T},) = miin R(T;).

Odhad R(T') kiizovym ovéfovanim je vypoctové naro¢néjsi, byva tak vyuzivan pro soubory
mensiho rozsahu. N R

Odhady R(T}) jsou funkcemi poétu listt |T}|. Pozice min; R(T}) je velmi nestabilni,
malé zmény rozloZeni dat nebo parametru slozitosti o zpiisobi pfi kfizovém ovéfovani
velké zmény |T;|. Proto je tfeba pravidlo pro vybér nejlepsiho profezaného podstromu jesté
upravit tak, abychom zmensili uvedenou nestabilitu a vybrali co nejjednodussi podstrom
ve smyslu |T;|, jehoZ pfesnost zistane srovnatelna s min; R(7;).

Definice 5.19. Necht T, je strom spliujici

R(T},) = min R(T})

7

a SE smérodatna odchylka odhadu E(T ;). Jestlize pravidlo pro vybér nejlepsiho protfeza-
ného podstromu vybere podstrom 7}, , pro ktery

R(T,,) < R(T;,) + SE(R(T3,)),

nazveme jej 1 SE pravidlem.
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5.5 Vypocet klasifikacniho stromu v programu STATISTICA

Zabyvejme se nyni stejnou tlohou jako v podkapitole 3.3. Zde ji budeme fesit pomoci
klasifika¢niho stromu konstruovaného v pocitacovém programu.

V programu STATISTICA vybereme General Classification/Regression Tree Models.
Pokud dale zvolime CART, objevi se pfed nami nabidka pro volbu parametra konstrukce
klasifika¢niho stromu, viz Obrazek 22.

P¥] Standard CERT: gen_data2502

Quick Clazsification | Stopping | Walidation | Advanced

@ Y ariables

Dependent wariable: £

Cateqorical rezponse [cateqarical

| Cancel
dependent variable]

(2| Options -

Count wariable:  Zadné

Categarical factors:  none o oW
Continuous pred.:  #1-=2
[BE Response codes: | none
R
Between effects: *
E? Syntax editor

Obrézek 22: Uvodni nabidka.

Zde volime prediktory a také skupiny, do kterych jednotliva pozorovani patii (Depen-
dent variable). V zalozce Classification uré¢ime chyby Spatnych klasifikaci, zaddme Equal
(tedy Ze chyby jsou stejné pro kazdé pozorovani), dale tvar miry necistoty uzlu — Gini
measure (podle Giniho indexu). Na tomto misté jesté zbyva zadat apriorni pravdépo-
dobnosti, vybereme FEstimated, tedy odhadnuté. V zalozce Stopping zvolime Prune of
misclassification error — profezani na zakladé chyby Spatné klasifikace klasifikacnim pra-
vidlem. V dalsi zélozce, Validation, zadame, zda si pfejeme odhad R(7T) stanovit pomoci
kiizového ovérovani V-fold cross-validation nebo pomoci testového souboru Test sample,
volime kiizové ovérovani véetné jeho parametri.

1 D=1 1 N=90
—2
—3
—l I_II —l
<=1,408650 X, > 1,408650
1 1
D=2 5 N=58 D=3 3 N=32
T T
<=-0,517100 — X1 >-0,517100 <=1,931500 — Xp—— 1,931500
1 1 L L
D=4 5 N=28 D=5 1 N=30 ID=10 3 N=30 ID=11 1 N=2

Obrazek 23: Klasifika¢ni strom.
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Vysledky obdrzime v podobé na Obrazku 24. Klasifika¢ni strom si mizeme prohléd-

%) GCRRT Resulis ; ge n_dal@g E|

Clazzification MHaode Repart
Summary Observational
Tree view
l Tree browser l [ Tree graph ] c
l Tree layout l [ Scroflable tree] A ID=10 c:O & ° D=11
& o0
l All tree Iayeutsl [ﬂi Bruzh tree ] 3| [ &) o o%) & oo
%% oq
2 o) & *
lﬁ TrEE§tructure] [m Terminal nedes] +
1 9Je] + + B o+
[ﬁ Tree sequence] [ Cost sequenee] +|*++ +F 4
D,
’ﬁ Importance l l Importance l ] " +4j- ++ E
+ +
2 +
1N
’ﬁ -fold crossvalidation & tree sequence] D=5
At
= 5 1 L 1 1 1 L 1 1 1
54 a2 0 1 2 3 4 5
=]
<:| podify Tiee tt: |2 @
Ey Grgup] [E‘ Options '] [ Cloze ]
Obrazek 24: Vysledky. Obrazek 25: Vyhodnoceni.

nout pomoci volby Tree graph, viz. Obrazek 23.

Cistotu jednotlivych listé mtizeme blize posoudit pomoci volby Terminal nodes, v za-
loZzce Nodes si mtizeme nechat vypsat pozorovani, ktera padla do jednotlivych uzli. Zjis-
time tak, Ze Spatné byla klasifikovana pozorovani P34, Psg a Pgy, situaci ilustruje Obrazek
25 (¢arami jsou oddélena pozorovani prislusejici do jednotlivych listi stromu, popis kore-
sponduje v Obrazkem 23).

Hodnoty Z a 7 mizeme opét porovnat v tabulce:

[ [7=i[7=2]7-3]

Z =1 30 0 0
Z =2 1 28 1
Z =3 1 0 29
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6 Aplikace klasifikacnich metod na realna data

6.1 Srovnani metod na vybéru malého rozsahu

Je dan datovy soubor rozsahu N = 70, ktery byl pfevzat z [5] (viz pfiloha P1 — sou-
bory data_sal.sta, data_sal.xls). Byly pozorovany priméry krouzki na Supinach losost po
prvnim roce ve sladké a v moiské vodé. Kazdé pozorovani tak predstavuje charakteris-
tiky jednoho lososa. V souboru jsou zastoupeny dvé skupiny lososii, polovina jich pochéazi
z Aljasky a polovina z Kanady. Misto ptivodu lososa lze rozlisit podle velikosti zminénych
krouzkii na jeho supinach. K dispozici tedy mame nésledujici prediktory:

X7 ... priamér krouzkt po prvnim roce ve sladké vodé,

Xy ... pramér krouzkd po prvnim roce v moiské vodé.

Hodnoty jsou udany v setinach palcti. Veli¢ina Z zna¢i misto piivodu lososa, volime Z = 1,
pokud pochézi z Aljasky a Z = 2, pokud je z Kanady.

Soubor byl rozdélen na dva podsoubory. Na ucéebni soubor S; = {wi,ws,...,wi}
o rozsahu N; = 40, ktery obsahuje 20 pozorovani, pro néz Z = 1 a rovnéz 20 pozorovani,
pro kterd Z = 2, dale na Sy o rozsahu N, = 30, také Sy = {w],wh, ..., wh,} obsahuje
stejny pocet pozorovani obou typu.

560 T T T T T 480 T
@
460
00| © ] o
< a0t @ @
o @ o o o
a50h 420+
@ [e]
° o7 o . 4o o o °
a0} o° i x °
o ; ¥ } 0} @
" o
© ¢ 0}
0} o
340+
EDD L 1 \K 1 L 320 1 L L L 1
[=in} =) 100 120 140 160 180 40 B0 =) 100 120 140 160
Obrazek 26: Ucebni soubor S;. Obrazek 27: Soubor Ss.

Ukolem je sestavit pomoci u¢ebniho souboru S; klasifika¢ni pravidla, klasifikovat po-
zorovani ze souboru S; a porovnat vysledky.

6.1.1 Klasifikace pomoci shlukové analyzy

Budeme postupovat tak, ze nejprve provedeme shlukovani u¢ebniho souboru. Ukonc¢ime jej
(N7 — 2)-hym rozkladem, ktery obsahuje pravé dva shluky — Ags = {A;, A>}. Pro kazdé
pozorovani ' € S, spo¢teme jeho vzdélenost od shlukid A; a As. Hodnotu prediktoru
Xi, i = 1,2, pfislusejiciho objektu w budeme znacit X;(w). Vzdélenost objektu w’ od
shluku A = {wy,wa, . ..,wn}, kterou oznacime 01(A, w’), definujeme takto:

2

01(A,w') = \/(Yl(A) — X1(@))" + (Xa(4) = X5 (), (6.11)
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kde

m

ZXi(wj)7 = 1727

J=1

1
m
jsou aritmetické primeéry veli¢in X; a X5 pro objekty w pattici do shluku A.

Jedné se tedy o eukleidovskou vzdalenost objektu w’ od ,stfedu” shluku A. Pro kazdé
klasifikované pozorovani ur¢ime shluk, ke kterému ma toto pozorovani nejblize (jeho vzda-
lenost k tomuto shluku je miniméalni).

Pro shluky A; a A, uréime pocty jejich objektt, pro které Z =1 a Z = 2. n;(4;)
oznacime pocet objektti shluku A;, pro néz Z = j. Odhad veli¢iny Z pfitadime kazdému
objektu w’' € S; podle nésledujictho pravidla. Pokud mé objekt ' minimélni vzdalenost
ke shluku A; a ni(A4;) > na(4A;), pak Z(') = 1, v ptipadé, ze ni(A4;) < na(4;), pak
7 (W) = 2, jestlize nastane rovnost, je lhostejné, jaky odhad zvolime.

Nyni mizeme klasifikaci soubor Sy uvedenym postupem, shlukovani u¢ebniho souboru
S1 provedeme metodou nejblizsiho souseda. Pro jednotlivéd pozorovéani w’ obdrzime Z,
porovname je se Z v tabulce:

L Jz=1]z=2]
Z=1 5] 10
7 =2 0] 15

Spravné bylo klasifikovano 20 piipadi, coz ¢ini priblizné 66, 7%. Vysledky ilustruje Ob-
razek 28, Spatné klasifikovana pozorovani jsou vyznacena barevné. Postup zopakujeme,

480 T T T T T 480

40t a0t

Oy is)
4t @ =] apf @

Q@ e 9 o .
4t amf
amt o o © amf o
2]

0t - e 2l

360+

340+

320

L I ! !
40 60 80 100 120

L
140

160

JOF

340F

320

40

L
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Obrazek 28: Metoda nejblizsiho
souseda, vzdalenost d;.

Obréazek 29: Metoda nejvzdalenéj-
siho souseda, vzdalenost ;.

ale ucebni soubor budeme nyni shlukovat metodou nejvzdalenéjsiho souseda. Dostavame
tyto vysledky:

 [z-i]z-%
Z =1 14 1
Z =2 5 10
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Spravné bylo klasifikovano 24 ptipadd, coz ¢ini 80%, viz Obréazek 29.
Klasifikaci provedeme jesté jednou, ucebni soubor S budeme tentokrat shlukovat me-
todou primérné nepodobnosti, odrzime

L z=1][z=2]
Z=1 8 7
7 =2 0] 15

Spravné bylo klasifikovano 23 p¥ipadt, coz ¢ini priblizné 76, 7%, viz Obréazek 30.
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Obrazek 31: Metoda nejblizsiho
souseda, vzdalenost ds.

Obréazek 30: Metoda primérné ne-
podobnosti, vzdalenost ¢;.

Vidime, ze nejlépe dopadla klasifikace, kdy jsme volili shlukovani u¢ebniho souboru
metodou nejvzdalenéjsiho souseda. V ostatnich pripadech byla Spatna klasifikace jedno-
stranna, pozorovanim se Z = 1 byla prifazena Z = 2.

Vyzkousejme nyni zménit zpusob, jak pfifadit shluku A = {w;,ws,...,w} a objektu
W’ jejich vzdalenost, oznacme ji tentokrat do(A,w’). MizZeme ji spocitat jako primér eu-
kleidovskych vzdalenosti objektu w’ s jednotlivymi objekty shluku A, tedy

5a(A, ) = % > V(Xi(@) = Xa(@)? + (Xa(w) — Xo(w)? (6.12)

Opét provedeme klasifikaci pomoci shlukové analyzy, budeme ménit volbu metody shluko-
vani ucebniho souboru a jako vzdalenost objektu od shluku pouzijeme pravé definovanou
vzdalenost 0s.

Pro shlukovani uc¢ebniho souboru &; metodou nejblizsiho souseda nyni dostavame

 [Z7=117—7]
Z =1 8 7
Z =2 7 8

Spravné bylo klasifikovano 16 pfipadt, coz ¢ini priblizné 53, 3%, viz Obréazek 31.
Shlukovani &7 metodou nejvzdalenéjsiho souseda vede k vysledku
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Spravné bylo klasifikovano 21 p¥ipadi, coz ¢ini 70%, viz Obrazek 32. A konec¢né pii shlu-
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Obréazek 32: Metoda nejvzdalenéj-
stho souseda, vzdalenost 9,.

Obréazek 33: Metoda primérné ne-
podobnosti, vzdalenost 5.

kovani u¢ebniho souboru metodou primeérné nepodobnosti obdrzime

[ [7-117—7]
Z =1 7 8
Z =2 3 12

Spravné bylo klasifikovano 19 p¥ipadd, coz ¢ini p¥iblizné 63, 3%, viz Obréazek 33.

Narocnéjsi vypocet vzdalenosti objektu od shluku d, nevede k lepSim vysledktm.
I v tomto pripadé dopadla nejlépe klasifikace, kdy byl ucebni soubor shlukovan meto-
dou nejvzdalenéjsiho souseda.

6.1.2 Klasifikace diskriminacni analyzou

Zde vyuzijeme funkci classify systému MATLAB. Tato funkce pomoci u¢ebniho souboru
klasifikuje dalsi objekty podle jejich prediktorii metodami diskriminac¢ni analyzy. Zadame
tedy ucebni soubor S; a prediktory prislusné jednotlivym objektim klasifikovaného sou-
boru &;. Vystupem funkce classify jsou odhady Z pro dand pozorovani z S,. Volbou
dalsiho parametru uréime, zda pouzijeme linearni nebo kvadratickou diskriminaci. Nej-
prve zvolime linearni, obdrzime tyto vysledky:

 [z-i]z-%
Z =1 15 0
Z =2 6 9
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Spravné bylo klasifikovano 24 objektt, coz ¢ini 80%.

Pouzita funkce systému MATLAB n/(\anabizi mezi vysledky klasifikacni funkce d; a ds.
Danému objektu ' je pfifazen odhad Z = j, pokud d; > d;, i,j = 1,2. Této nerovnosti
je ekvivalentni nerovnost

Vektor L a konstantu K lze vycislit. Nerovnosti d; > do tak prislusi
—0, 1455 B
L= ( 0,0301 ) K = 6,4047.

Pro nerovnost dy > d; odbdrzime

0, 1455 B
L= ( _0, 0301 ) . K = —6,4047.

Pokud tyto vektory a koeficienty postupné dosadime do vztahu (6.13) a nerovnost nahra-
dime rovnosti, dostaneme tutéz rovnici piimky, spolecné s vyskedky klasifikace je znazor-
néna na Obrazku 34. Carkované je nakreslena kiivka pro piipad kvadratické diskriminace,
viz dale.

Nyni klasifikujme soubor Ss kvadratickou diskriminaci. Dostavame

L Jz=1]z=2]
Z—1 15 0
7 =2 5] 10

Spravneé bylo klasifikovano 25 objektt, coz ¢ini ptiblizné 83,3%.
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Obréazek 34: Vysledky, linearni dis- Obréazek 35: Vysledky, kvadraticka
kriminace. diskriminace.

V tomto pripadé je klasifikovanému objektu prifazen odhad 7 = J, pokud D; >
> Dy, 1,5 = 1,2. Ekvivalentni nerovnost je

(Xl(w’),Xg(w’))TQ (X1(w), Xo(w')) + (X1 (v'), Xo(w'))L + K > 0. (6.14)
Pro pripad Dy > D5 dostavame

Q- —0,0008787 —0,0005890 L
~\ —0,0005890 —0,0000118 /)’

( 0,5243

01876 ) , K = —65,370L.
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A pro Dy > D,

o ) o

Dosazenim vypoctenych parameria Q, L a K do (6.14), pokud navic opét nahradime
nerovnost rovnosti, ziskdme rovnici paraboly. Ta je zobrazena spolu s vysledky klasifikace
pomoci diskriminac¢ni analyzy na Obrazku 35, ¢arkované je vykreslena primka pro pripad
linearni diskriminace.

Pii porovnani vysledki vidime, ze lepsi dava klasifikace kvadratickou diskriminac¢ni
analyzou, rozdil je ovSsem miniméalni. Pfi malém rozsahu vybéru dat pro vypocet, muize
byt tento rozdil zptsoben konkrétni volbou datovych soubori S; a Ss.

0,0008787 0,0005890
0,0005890 0,0000118

—0,5243

0 1876 ) , K = 65,3701

6.1.3 Klasifikace klasifikaé¢nim stromem

Klasifika¢ni strom zkonsruujeme v programu STATISTICA identickym postupem jako
v podkapitole 5.5, jeho tvar je na Obrazku 36. Pomoci néj pritadime pozorovanim ze

ID=1 N=40

X1

<=127,500000

ID=2

1

N=22

X2

<= 349,000000

> 349,000000

ID=4

2

N=2

ID=5

N=20
1

>127,500000

ID=3

2

N=18

Obrazek 36: Klasifika¢ni strom.

souboru Ss odhady 7. Porovnéani Z a Z pro jednotlivé klasifikované objetky byla opét
usporadana do tabulky.

 [7=117—7]
Z =1 15 0
Z =2 6 9

Spravné bylo klasifikovano 24 objekti, coz ¢ini 80%. Vysledktim této klasifikace odpovida
Obrazek 37, je také vyznaceno, do kterého uzlu byla dana pozorovani zarazena.

Porovnejme nyni vysledky pro pouzité klasifika¢ni metody. Nejvyssi tspésnosti bylo
docileno pfi klasifikaci kvadratickou diskriminaéni analyzou, pfiblizné 83, 3%. Podobného
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Obrazek 37: Vysledky, klasifikacni strom.

poméru dobfe zatazenych objekti bylo dosazeno také klasifikaci klasifika¢nim stromem,
linearni diskriminacni analyzou, ale také pfi vhodné volbé parametri pro klasifikaci za
uziti shlukové analyzy. Na této volbé zalezi, protoze pokud bylo zvoleno shlukovani uceb-
niho souboru metodou nejblizsiho souseda a navic vzdalenost objektu a shluku d,, klesla
uspésnost klasifikace az na p¥iblizné 53, 3%.

6.2 Aplikace metod na realny datovy soubor vétsiho rozsahu

Zabyvejme se nyni tlohou, kdy je tikolem predpovidat znecisténi ovzdusi na zakladé pred-
povédi pocasi.

Prachovy aerosol (smés malych pevnych nebo kapalnych ¢astecek v plynu) obsahuje
shluky molekul, ledové krystalky, drobny hmyz, atd. Nej¢astéji jsou analyzovany castecky
mensi nez 10 pum (oznacovany PMyg), 5 pm (PM;) a 2,5 um (PMy5). Hodnota znecisténi
PM;y m4 jednotku [pug - m~3], je to tedy hmotnost ¢astecek mensich nez 10 ym v metru
krychlovém vzduchu.

Je dan soubor S rozsahu N = 2703, ktery vznikl v monitorovaci stanici Zvonarka
v Brné (viz pfiloha P1 — soubory data_poc.sta, data_poc.xls). Méfeni probihala v jed-
notlivych dnech od ledna 1998 do prosince 2005. Pro i-ty den, ¢ = 1,2,...,2703, mame
k dispozici hodnoty téchto veli¢in:

X1 ... teplota vzduchu [°C|,
Xo; ... rychlost vétru [m-s7!],
Xs; ... smér vétru [°],
X4 ... relativni vlhkost vzduchu [%)],
Xs; ... absolutni vlhkost vzduchu [g-m™?],
Z; ... hodnota znecisténi ovzdusi PMyq [ug - m_?’].

Pomoci hodnot X7y;, Xo;, X3;, X4, X5, a Z;_1 chceme predikovat hodnotu Z;. Situ-
aci lze interpretovat tak, Ze pomoci meteorologické predpovédi na ptisti den (hodnoty
X4, Xoiy, X3i,X4i, X5:) a dnesniho znecisténi — Z;_; predikujeme zitiejsi hodnotu znedis-
téni Z;. Protoze hodnota Z;_; méa také vyznam prediktoru, oznac¢ime ji pro zjednoduseni
dalsiho zapisu Xg;.
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Na Obréazku 38 je histogram veli¢iny Z (pro 100 t¥id). Zakladni charakteristiky Z jsou
Z = 58,0450 a Z = 67,2070. Na Obrazku 39 jsou vykresleny hodnoty Z v &ase.
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Obrazek 38: Histogram pro Z. Obrazek 39: Prubéh Z v case.

Nejprve objekty souboru S rozdélime s prihlédnutim k histogramu do k& skupin podle
hodnot veli¢iny Z. Prislusnost do jedné z téchto skupin budeme charakterizovat nové
zavedenou veli¢inou Z (ktera bude nabyvat hodnot z mnoziny {1,2,...,k}). Volime k = 5.
Pro kazdy objekt w; € S tedy necht

Z, =1 — Z, < 35,79,
7, =2 — 35,79 < Z; < 45,07,
Z, =3 — 45,07 < 2, < 77,11,
7, =4 — 77,11 < Z; < 103,89,
Z;=5 — 103,89 < Z;.

Hodnoty 35, 79; 45,07; 77,11 a 103, 89 jsou postupné dolni decil, dolni kvartil, horni kvartil
a horni decil veli¢iny Z.

Soubor & ndhodné rozdélime na dva podsoubory, na soubor S; o rozsahu Nj, jeho
objekty oznadime opét w a Sy o rozsahu Ns, objekty oznac¢ime ', pfi¢emz N; =~ 2Ns.
S1 bude predstavovat ucebni soubor, pomoci néj sestavime klasifika¢ni pravidla. Témi
budeme klasifikovat objekty w’ € Sy tak, Ze jim pritadime odhad Z a tim i pfibliz-
nou hodnotu znecisténi PMyy. Protoze zndme hodnoty Z pro tyto objekty, budeme moci
uspésnost jednotlivych klasifika¢nich metod porovnat.

Pozndmka. Indexy i, kterymi byla znacena ptislusnost veli¢in Xy, ..., Xg a Z, Z k jed-
notlivim dntim, budeme dale, pokud to bude mozné, vynechavat. Soubor S byl rozdélen
nédhodné, v souborech S; a Sy tak na poradi objektti w, resp. W', nezalezi. Hodnoty uve-
denych veli¢in prislusnych jednotlivym objekttiim budeme znacit jako v predchozi podka-
pitole. Napfiklad X3(w) je hodnota veli¢iny X, pro objekt w.

6.2.1 Klasifikace pomoci metod shlukové analyzy

Postupovat budeme podobné jako v podkapitole 6.1.1. Provedeme shlukovani souboru Sy,
které ukonc¢ime tak, aby mél vysledny rozklad A pfedem dany pocet shluki, volime 7.
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Kazdému z téchto shluki piifadime jednu hodnotu Z(A) znecisténi PMyy. Shluku A =
= {w1,wa,...,wn} ji pifitadime takto,

—exp( Zan (wi) )

Hodnoty znecisténi Z tedy nejprve zlogaritmujeme, spocteme z nich aritmeticky pri-
mér a ten pak odlogaritmujeme. Cinime tak proto, abychom snizili vliv velkych rozdili
jednotlivych hodnot Z na Z.

Pro kazdy objekt w’ € S, spocteme jeho vzdélenost s jednotlivymi shluky rozkladu A.

Z(4)

Vztah (6.11) pro vypocet vzdalenosti d; (A, w’) objektu ' od shluku A = {wy,ws, ..., wy}
upravime pro pripad, kdy mame Sest prediktortd, na tvar
6 = 273
X;(4) - X;(w)
01(A, W) = ( J J , 6.15
= |3 (B (615

kde s; je vybérové smérodatné odchylka hodnot X;(w;), i = 1,2,..., N; (tedy pro vSechna
w € &1). Rozdil X;(A) — X;(w') délime vybérovou smérodatnou odchylkou s;, protoze
veli¢iny X1, ..., X maji rizné jednotky. s; je urcena vztahy

S—

j=12,...,6. (6.16)

1 & : 1
—_— 2 —_—
55 = Nl_lz;(Xj(wi)_Xj ] : Xj:EZXj(wi)’

Dale urcime, pro ktery shluk j Je tato vzdalenost minimalni. Podle toho mu prifadime
odhad Z. Pokud m4 tedy objekt w’ nejblize ke shluku A, Z (w') mu ptifadime podle tohoto
pravidla,

Z(w) =1 — Z(A) < 35,79,
Z(w') =2 = 35,79 < Z(A) < 45,07,
Z(w') =3 — 45,07 < Z(A) < 77,11,
Z(w) =4 = 77,11 < Z(A) < 103,89,
Z(w) =5 — 103,89 < Z(A).

Ted jiz mizeme piistoupit ke klasifikaci souboru S,. Shlukovéani souboru S prove-
deme metodou nejblizsiho souseda. Vysledky klasifikacni procedury, odhady Z, porov-
nédme s hodnotami Z pro jednotlivé objekty w’ v tabulce.

| | Z=1|Z=2|Z=3|Z=4|Z=5]

Z =1 0 0 7 0 0
4 =2 0 0 112 0 0
Z=3 0 0 408 0 2
Z =4 0 0 114 0 0
Z=5 0 0 65 0 12

Z celkového poctu 790 klasifikovanych objekti jich bylo spravné zarazeno 420, coz ¢ini
priblizné 53, 2%. Vsimnéme si, Ze napiiklad Z # 4 pro zadny objekt w’ € S,. Toto je jisté
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nezadouci, méa to sviij ptuvod uz ve shlukovani souboru &7, zadnému ze shlukt rozkladu A
totiz nebyla pfifazend hodnota Z € (77,11;103,89). Uvedeny jev, ktery se bude opakovat
i v dalsich vypoctech v této podkapitole. Této situaci lze predejit pouzitim vyssiho poctu
shluki pfi klasifikaci. Nyni provedeme shlukovani (metodou nejblizsiho souseda) u¢ebniho
souboru &i, které ukoncime tak, aby mél vysledny rozklad 50 shlukii. Dostaneme tyto
vysledky:

| | Z=1|Z=2|2=3|Z2=4|2Z=5|

Z =1 4 8 67 1 1
4 =2 3 9 92 3 2
Z=3 33 8 281 55 41
Z =4 4 1 68 18 19
Z =5 1 0 23 13 42

Zde bylo klasifikovano 797 objektt, z toho spravné 354, coz ¢ini priblizné 44, 4%. Pouziti
vyssiho poctu shlukt nevede k lepsimu vysledku, v dalsich vipoctech tak budeme provadét
klasifikace pomoci rozkladu souboru Sy, ktery bude obsahovat opét 7 shluki.

Pokud postup zopakujeme s tim, ze §; budeme shlukovat metodou nejvzdélenéjsiho
souseda, obdrzime néasledujici tabulku:

| | Z=1|Z=2|2=3|Z2=4|2Z=5|

Z =1 0 0 74 0 0
4 =2 0 0 125 2 0
Z=3 0 0 422 16 2
Z =4 0 0 86 33 1
Z=5 0 0 35 18 10

Klasifikovano bylo 824 objektt, spravné 465, ptiblizné 56, 4%.
Nyni zvolme zvolme pro shlukovani souboru &; metodu primérné nepodobnosti. Do-
stavame tuto tabulku:

| | Z=1|Z=2|Z=3|Z=4|2Z=5]|

Z =1 0 0 74 2 0
4 =2 0 0 108 4 8
Z=3 0 0 358 22 23
Z =4 0 0 101 6 19
Z=5 0 0 38 17 18

Klasifikovano bylo 798 objekti, spravné 382, coz ¢ini priblizné 47, 9%.

Stejné jako v podkapitole 6.1.1 klasifikaci provedeme i za pouziti jiného zptisobu pro
vypocet vzdalenosti objektu w’ od shluku A = {w;,ws,...,wy}, upraveny vztah (6.12)
pro dy(A,w’) mé nyni, kdy pracujeme s vice prediktory, tvar

52(14’“)/) _ %Z [Z (XJ(WZ)S_XJ(W,)) ] ’ (617)

i=1 L j=1 J

kde s; je opét dana vztahy (6.16).
Pro shlukovani souboru S; metodou nejblizsiho souseda ted obdrzime tabulku:
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| | Z=1|Z=2|2=3|Z2=4|2Z=5|

Z=1 0 0 33 0 44
4 =2 0 0 66 0 o7
Z=3 0 0 230 0 175
Z =4 0 0 99 0 66
Z=5 0 0 28 0 61

Bylo klasifikovano 819 objektt, z toho spravné 291, coz ¢ini priblizné 35, 5%.
Pokud budeme S; shlukovat metodou nejvzdalenéjsiho souseda, dostaneme

| | Z=1|Z=2|Z=3|Z=4]|Z=5]

Z =1 0 0 74 0 20
4 =2 0 0 81 1 21
Z =3 0 0 323 15 86
Z =4 0 0 73 10 42
Z=5 0 0 38 17 29

Klasifikovano bylo 830 objekti, spravné zafazeno bylo 362, coz ¢ini pfiblizné 43, 6%.
Shlukovani souboru &; metodou primérné nepodobnosti vede k vysledku:

| | Z=1|Z=2|Z=3|Z2=4|2Z=5]

Z =1 0 0 46 1 37
4 =2 0 0 73 0 64
Z=3 0 0 201 8 190
Z =4 0 0 50 12 47
Z=5 0 0 32 8 49

Zde bylo klasifikovano 818 objektt, z toho spravné 262, coz ¢ini ptiblizné 32, 0%.
Vidime tedy, Ze po¢itani vzdalenosti objektu od shluku podle vztahu (6.17) vede k hor-

sim vysledktim. Rizny zptsob vypoctu vzdalenosti objektu od shluku ovliviiuje ispésnost

metody vice nez pouzité shlukovani uc¢ebniho souboru S;. Nejlepsiho vysledku bylo dosa-

zeno pouzitim shlukovani &; metodou nejvzdalenéjsiho souseda a vypoctem vzdalenosti
objektu od shluku podle vztahu (6.15) — 56, 4%.

6.2.2 Kilasifikace diskriminacni analyzou

I v této podkapitole budeme postupovat velmi podobné jako v 6.1.2. Pouzijeme funkci
MATLABu classify, vstupem jsou prediktory z ucebniho soubor i, vektor veli¢in Z pii-
slusnych kazdému w € S; a prediktory z Ss. Vystupem je pak vektor odhada Z prislusnych
kazdému w' € Sy. Pokud zvolime linearni diskriminaci, dostaneme porovnanim veli¢in Z
aZ pro objekty souboru S, tuto tabulku:

| | Z=1|Z=2|Z2=3|Z=4|2Z=5]
32 | 39 5 5 4
28 | 45 16 | 12 | 22
64 | 71 | 68 | 73 | 79
11 13 17 [ 29 | 31
21 9 3 24 | 37

NN NN N
I
ol x| | o] =
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Klasifikovano bylo 758 objektti, z toho spréavné 211, coZ ¢ini pfiblizné 27, 8%.
Klasifikace diskrimina¢ni analyzou vede k vysledku:

| | Z=1|Z=2|2=3|Z2=4|2Z=5|

Z =1 62 13 3 0 0
4 =2 53 42 15 6 2
Z =3 79 134 115 73 16
Z =4 8 9 31 48 12
Z =5 6 4 13 22 39

Zde bylo klasifikovano 806 objektil, z toho spravné 306, coz ¢ini piiblizné 38, 0%.
Vyssi procentualni Gspésnost ma i v tomto pripadé klasifikace pomoci kvadratické
diskriminace.

6.2.3 Klasifikace klasifikaé¢nim stromem

Vyjdeme z u¢ebniho souboru S;. Klasifika¢ni strom zkonstruujeme v programu STATIS-
TIKA stejnym postupem jako v podkapitole 5.5. P¥ipomenme, Ze postupné volime jednot-
livé proménné, chyby $patné klasifikace — Fqual, tvar miry necistoty uzlu — Gini measure,
apriorni pravdépodobnosti — Fstimated, zptisob profezavani — Prune of misclassification
error a metodu stanoveni R(T') — V-fold cross-validation. Z nabidky vyslednych stromt
pak vybirdme ten, ktery je na Obréazku 40. Klasifikace jednotlivych objektii w’ € Sy timto
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Obrazek 40: Klasifika¢ni strom.
stromem vedla k nésledujicim vysledktim:

| | Z=1|Z=2|Z=3|Z=4|2Z=5]|

Z =1 43 17 32 0 0
4 =2 19 12 102 1 2
Z =3 17 6 366 22 14
Z =4 4 1 92 24 21
Z =5 2 1 34 10 40
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Klasifikovano bylo 882 objekti, z toho bylo spravné zafazeno 485, coz ¢ini pfiblizné 55, 0%.

Vysledky porovname. Nejvyssi tspésnosti bylo dosazeno klasifikaci pomoci shluko-
vani, kdyz byl ucebni soubor S; shlukovan metodou nejvzdalenéjsiho souseda, vzdalenost
objektu od shluku byla pocitana podle (6.15), Gspé&Snost klasifikace zde ¢inila pfiblizné
56,4%. Ke srovnatelnym vysledkim vedla klasifikace klasifika¢nim stromem a také ostatni
klasifikace za pouziti shlukové analyzy, pokud byla vzdalenost objektu od shluku pocitana
podle (6.15). Uspésnosti okolo 40% bylo dosahovano klasifikaci pomoci shlukovani, kdy#
byla vzdalenost objektu od shluku poé¢itana podle (6.17). Nejméné vhodna se pro tuto
ulohu jevi klasifikace diskrimina¢ni analyzou.

V predchozim textu jsme predpovidali znecisténi ovzdusi tak, Ze jsme klasifikovali
objekty (dny) k = 5 klasifikacnimi tiidami. Ulohu nyni zjednodusme, zvolme k = 3.
Kazdému objektu w; € § priradime hodnotu nové zavadéné veli¢iny Z:

Zi=2 < 45,07 < Z; < 77,11,
Zi=3 = 77,11 < Z;.

Pripomenme, ze 45,07 je dolni a 77,11 horni kvartil veli¢iny Z.

Uspésnost predikovani znedisténi ovzdusi, pokud volime k = 3, otestujeme nejprve pro
klasifikaci pomoci shlukovani, u¢ebni soubor budeme shlukovat metodou nejvzdalenéjsiho
souseda, vzdalenost objektu od shluku budeme pocitat podle (6.15). Déle provedeme tuto
klasifikaci kvadratickou diskrimina¢ni analyzou a klasifika¢nim stromem.

Postup je identicky, lisi se jen zpusob prifazeni odhadu 7 objektu w’ z klasifikovaného
souboru Sy. Pokud mé tedy objekt w’ nejblize ke shluku A, pak

ZW) =1 — Z(A) < 45,07,
Z(W') =2 — 45,07 < Z(A) < 77,11,
Z(W) =3 — 77,11 < Z(A).

Dostaneme tyto vysledky:

[ [Z=i[z=2]7-3]

Z =1 0 207 11
Z =2 0 369 44
Z =3 0 110 82

Klasifikovano bylo 823 objekti, spravné 451, coz ¢ini priblizné 54, 8%.
Pro klasifikaci kvadratickou diskriminaci obdrzime nésledujici tabulku pro porovnani
Z a Z pro klasifikované objekty:

| |Z=1]Z=2]Z=3|
1] 156 34 9
2 166 | 198 44
3| 19 102 | 109

N| NN
Il
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Obrazek 41: Klasifika¢ni strom.

Zde bylo klasifikovano 837 objekti, spravné bylo zafazeno 463, coz je priblizné 55, 3%.

Klasifika¢ni strom zkontruovany stejnym postupem jako v predchozim textu je nyni na
Obrazku 41. Pokud nim budeme klasifikovat objekty souboru Sy, dostaneme nasledujici
tabulku:

| | Z=1|Z=2]|Z=3|
1 99 120 9
2 34 341 50
3 8 109 | 112

NN N
Il

Klasifikovano bylo 882 objekti, z toho spravné 552. Pomér spravné zarazenych objekti
tak ¢ini pfiblizné 62, 6%.

V jistém smyslu zjednoduseni tlohy prineslo lepsi vysledky. Nejvice se ispésnost kla-
sifikace zvysila u kvadratické diskriminace, nejvyssi hodnoty pomeéru spravné zarazenych
objekti vSak doséhla klasifikace klasifika¢nim stromem — piiblizné 62,6%. Uvedend kla-
sifikace pomoci shlukovani dosahla srovnatelného vysledku jako pti volbé k£ = 5.

6.2.4 Modelovani predpovidani znecisténi ovzdusi pomoci klasifikace

V predchozi ¢asti této kapitoly jsme testovali tispéSnost pouziti klasifika¢nich metod pro
predikci znecisténi ovzdusi, datovy soubor & byl nahodné rozdélen na S; a S;. Pomoci
ucebniho souboru &; jsme pak klasifikovali objekty souboru S,.

Zde zvolime jiny postup, pokusime se modelovat realnou situaci pfedpovidani znecis-
téni. Ucebni soubor &7 utvori prvnich N; pozorovani zakladniho datového souboru S. Po-
moci tohoto ué¢ebniho souboru budeme klasifikovat (N1 +1)-ni objekt z S (pouZzijeme opét
k = 5 klasifika¢nich t¥id). Mizeme to interpretovat tak, Ze mame k dispozici udaje o po-
Casi a znecisténi z uplynulych N; dnti. V nasem znaceni to jsou hodnoty Xi;, Xo;, .. ., Xei,
it = 1,2,...,N1. Pro nésledujici den zname predpovéd pocasi a dnes$ni hodnotu znecis-
téni, to predstavuji prediktory Xin, 11, Xon,11,---,Xen,+1, Pomoci nich budeme tento
(N7 + 1)-ni objekt klasifikovat a obdrzime odhad 7 Ny+1, tim i pfibliznou hodnotu zne-
¢isténi ovzdusi PMjy na zitfejsi den Zy, 1. Vysledek vyhodnotime (skuteéné hodnoty
znedisténi zname). V dalsim kroku utvoii ucebni soubor S; prvnich N; + 1 pozorovani
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z S, postup opakuje. Postupné tak stanovime a vyhodnotime odhady Z pro vSech N — N;
pozorovani souboru S.

Budeme se zabyvat pouze vybranymi metodami s ohledem na vysledky v predcho-
zim textu a také na vypocetni naroky. Byly vybrany klasifikace linearni a diskriminac¢ni
analyzou a klasifikace pomoci shlukovani metodou nejvzdalenéjsiho souseda (vzdalenost
objektu a shluku byla pocitana podle (6.15)). Volime N; = 1000.

Uzitim linedrni diskriminace v uvedeném postupu dojdeme k tomuto koneé¢nému vy-

sledku:

| | Z=1|Z=2]Z=3|Z=4]|Z=5]

Z =1 46 47 30 1 0
4 =2 76 99 65 30 0
Z =3 110 191 343 277 24
Z =4 9 11 86 109 32
Z =5 0 1 16 58 42

Postupné bylo klasifikovano 1703 objektd (dano volbou Ny = 1000), z toho 639 spravné,
coz ¢ini priblizné 37,5%.
Klasifikace kvadratickou diskriminaci vede k vysledku:

| | Z=1]|Z=2|Z=3|Z2=4|Z=5]
9% | 23 5 1 0
134 | 81 | 31 | 22 2
223 | 263 | 220 | 218 | 21
12 | 20 | 74 | 113 | 19

3 1 17 | 62 | 31

N NN NN
I
ol | ol o =

Z Xlasifikovanych objektd bylo 540 zafazeno spravné, coz ¢ini priblizné 31, 7%.

Pomér spravné zarazenych objektt byl pocitan po vyhodnoceni klasifikace kazdého
dalsiho objektu, vznikla tak posloupnost N — N; hodnot. Pro ilustraci, pokud napfi-
klad byl prvni klasifikovany objekt ((N7 + 1)-ni objekt S) zafazen spravné, je pomér
spravné klasifikovanych a vSech klasifikovanych objektt 1. Jestlize byl déle (N; + 2)-hy
objekt zarazen Spatné, Cinil pomér spravné zaiazenych a vsech klasifikovanych objektt
%, pokud byl (N; + 3)-ti objekt klasifikovan spravné, ¢inil uvedeny pomeér % Takto bylo
postupné stanoveno vSech N — N; = 1703 hodnot. Tyto posloupnosti jsou znézornény na
Obrazku 42 (modrou barvou pro klasifikaci kvadratickou diskriminaci, ¢ervené pak pro
linearni dikriminaci).

Pro klasifikaci pomoci shlukovani metodou nejvzdalenéjsiho souseda (vzdalenost ob-
jektu a shluku byla poéitana podle (6.15)) zvolime N; = 2200 (kvutli vypocetnim naro-
kim). Obdrzime tuto tabulku pro porovnani Z a Z pro klasifikované:

| | Z=1|Z=2|Z=3|Z=4|2Z=5]|

Z =1 0 0 50 0 0
4 =2 0 0 111 0 0
Z=3 0 0 287 3 2
Z =4 0 0 36 2 1
Z=5 0 0 9 1 1
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Obrazek 42: Posloupnosti poméri spravné zatfazenych objektt, linearni a kvadraticka
diskriminace.

Klasifikovano bylo 503 objektt, z toho spravné 290, coz ¢ini priblizné 57, 7%.

Na Obrazku 43 je znazornéna posloupnost poméri spravné zarazenych objektd pro
klasifikaci pomoci shlukovani zelenou barvou. Pro porovnani je zde zobrazeno i poslednich
503 ¢lent posloupnosti pro kvadratickou (modfe) a linedrni diskriminaci (Gervené).

0ok

0BF
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Obrazek 43: Posloupnosti pomért spravné zatrazenych objekt pro pouzité metody.

Pomér spravné zarazenych objekti s velikosti u¢ebniho souboru &; rostl. Celkové jsme
obdrzeli podobné vysledky jako v predchozi podkapitole.
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7 Zavér

Cast této diplomové prace, kterd se zabyva teorii, obsahuje popis vybranych klasifikac-
nich metod. Jsou zde uvedeny hlavni vysledky, kterych se pak vyuziva, text je doplnén
ilustrativnimi priklady. U metod shlukové analyzy byla vénovana pozornost volbé koefi-
cientu nepodobnosti shluki, zminény byly tfi nejznaméjsi zpusoby (metody nejblizsiho
a nejvzdalenéjsiho souseda, dale metoda priamérné nepodobnosti). Z teorie diskrimina¢ni
analyzy byly zminény metody linedrni a kvadratické diskriminace, uvedeny jsou také
vztahy, které lze pouzit pro analyticky vypocet. V dalsim textu, ktery byl vénovan kla-
sifikacnim stromtim, uvadime dvé zakladni metody pro konstrukci klasifikac¢nich stromii,
metodu top-down (shora doli) a metodu growing-pruning (rust-profezavani). V zavéretné
casti kazdé z kapitol bylo uziti metod demonstrovano klasifikaci simulovanych dat pomoci
pocitacového programu STATISTIKA.

V praktické ¢asti je popsana aplikace metod na realna data. Metody byly nejprve po-
rovnavany pro vybér malého rozsahu. Tato data byla pfevzata z [5], nejlepsiho vysledku
bylo docileno pfi klasifikaci diskrimina¢ni analyzou a klasifika¢nim stromem. Nésleduje
pouziti téchto metod pro klasifikaci pro vétsi datovy soubor. Ukolem bylo ptedpovidat
znecisténi ovzdusi na zakladé meteorologické predikce pocasi na nasledujici den. Metody
zde byly testovany s rtiznymi volbami parametri. Dobrého vysledku se vsak dosahnout ne-
podarilo. Na zakladé provedenych vypocti tak 1ze usoudit, ze modely predikce znecisténi
1ze uspokojivéji fesit pomoci regresnich metod (viz [8]).
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Seznam zkratek a symboli

Z B D€

X1, Xo, . ..

QN N e ¥

S,.8.,S,,. ..
(Q, 9, P)

A AL As, .. B, ...

A AL A, ...

objekt

mnozina objekti

mnozina realnych cisel

mnozina pfirozenych cisel

prediktory

vektor prediktort

obor hodnot vektoru X

veli¢ina urcujici typ objektu

odhad veli¢iny Z

obor hodnot veli¢iny Z

soubory dat

pravdépodobnostni prostor

shluky; podmnoziny X

rozklady mnoziny X

mnozina vSech A

koeficient nepodobnosti objekti

koeficient nepodobnosti shlukt

koeficient nepodobnosti shlukii definovany metodou nejblizsiho
souseda

koeficient nepodobnosti shlukt definovany metodou nejvzdalenéjsiho
souseda

koeficient nepodobnosti shluki definovany metodou primeérné
nepodobnosti

dvojrozmérné normélni rozdéleni pravdépodobnosti

s vektorem stfednich hodnot @ a variancéni matici V

chyba spatné klasifikace

klasifika¢ni funkce pro lineadrni diskriminaci

klasifika¢ni funkce pro kvadratickou diskriminaci

klasifika¢ni stromy

uzly klasifika¢niho stromu

mnozina listd klasifika¢niho stromu 7
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Seznam priloh

P1

DVD obsahujici pouzité statistické soubory (ve formatech tabulek pro-
grami STATISTICA a MS EXCEL):

data_poc.sta, data_poc.xls, data_poc_Sl.sta, data_poc_Sl.xls (pou-
zity v podkapitole 6.2), data_sal.sta, data_sal.xls, data_sal Sl.sta,
data_sal S1.xls, data_sal S2.sta, data_sal S2.xls (podkapitola 6.1),
data_sim.sta, data_sim.xls (podkapitoly 3.3, 4.2, 5.5),

déle spoctené klasifika¢ni stromy v programu STATISTICA (ve formatu
projektu programu STATISTICA):

sim_strom.spf (podkapitola 5.5), sal_strom.spf (podkapitola 6.1),
poc_strom_3.spf, poc_strom_5.spf (podkapitola 6.2)

a elektronickou verzi diplomové prace ve formatu pdf
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