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Anotace:

Tato prace s nazvem Stereometrické ulohy se zabyva konstrukénim feSenim vybranych
prostorovych uloh pomoci interaktivniho softwaru GeoGebra, kde nejcastéji vyuzivam
jeho 3D prostiedi. Reseni tiloh se vzdy sklada ze slovniho & symbolického popisu vlastni
konstrukce, ktery je doplnén o grafické =zndzornéni, které jsem vytvorila
pomoci rovnob&zného promitani. Uloham piedchazi teoreticky zaklad, ktery &tenate
seznamuje se zakladnimi vlastnostmi stereometrie. Na zavér se zamétuji na problematiku

prostorovych uloh u zakl zékladnich skol.

Annotation:

This bachelor thesis named Stereometric Tasks deals with construction of selected spatial
tasks with GeoGebra interactive software, where | often use its 3D environment. Solution
of each task comprises verbal or symbolic description of the construction which is always
accompanied by graphical representation created using the parallel projection. Before the
tasks, there is a theoretic summary which acquaints the reader with basic features of
stereometry. At the end of the thesis | focus on the problem of spatial tasks solved by

pupils at elementary schools.
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Uvod

Slovo stereometrie, jehoz volny pieklad z feCtiny znamena ,,méfeni téles®, oznacuje
geometrii v prostoru, kterou se tato prace zabyva. Stereometrie neni omezena pouze na
konkrétni télesa, ale pojednava i o nekone¢ném mnozstvi zpisobll umisténi a vzajemnych

polohach bodd, ptimek a rovin v trojrozmérném prostoru.

V této praci jsem feSila rizné druhy stereometrickych tloh, které se u zaka ¢i studenti
Casto netési prilis velké oblibé, protoze si zadaji prostorovou piedstavivost, jejiz rozvijeni
byva spiSe opomijeno. Ve Skolstvi se klade diiraz ptredev$im na geometrii v roving, proto

stereometrické znalosti a pfedstavy mnohdy zékim schazi.

Kapitola prvni se zabyva zejména teoretickou strankou stereometrie. Zminuji zde
historicky kontext védy od jejiho pocatku do 19. stoleti. V dalsi podkapitole piSi o
télesech, se kterymi se v tlohach setkavame, a o jejich vlastnostech. Nasledujici
podkapitola shrnuje pojmy a vlastnosti rovnobézného promitini, na které lze narazit
v kazdé uloze, protoZe jsou stavebnim kamenem pro popis feSeni a jeho grafické
znazornéni. Dale je zde uveden vycet zakladnich konstrukci v prostoru. Na zavér kapitoly

strucné€ popisuji prostredi a nastroje programu GeoGebra, kterych jsem téz vyuzivala.

Druha kapitola je pfechodem mezi teoretickou a praktickou ¢asti, jelikoz obsahuje tii
subkapitoly vénované odchylkdm (tj. odchylka dvou piimek, odchylka dvou rovin a
odchylka pfimky a roviny), kdy zmifluji véty a nékteré z nich vysvétluji na feSenych

piikladech.

Nasledujici kapitola se vénuje feziim téles rovinou a sklada se ze tii podkapitol, kdy
se v kazdé z nich vénuji feziim jinym télesem. Prvni podkapitola je nejobsahlejsi, jsou
zde teSeny ulohy na ftezy krychle, které¢ fadim dle néarocnosti na sestrojeni. Druha

podkapitola se zabyva fezy jehlant a tfeti fezy hranoli.

Ve ctvrté kapitole se zabyvam prinikem piimky s télesy. Kapitola je strukturovana
stejné jako kapitola pfedchozi na tfi podkapitoly, které opét obsahuji feSené tllohy priniki
ptimky s krychli, jehlanem a hranolem. Ulohy maji spole&né to, Ze fesenim jsou bod(y)

¢1 usecka.



Zavérecna kapitola popisuje problematiku vyuky stereometrie na ¢eskych skolach a
nedostateéné rozvinutou prostorovou piedstavivost u nékterych zakl. Zaroven zde
konstatuji, Zze diiraz na prostorovou geometrii by mél byt kladen zejména na stiednich
Skolach, aby zaci byli schopni uspés$né absolvovat testy studijnich pfedpokladi. Na konci
préce je vlozena podkapitola s n¢kolika ptiklady pro zaky zékladnich Skol, které by mohly
zaktim Cinit problémy. U kazdé ulohy uvadim pfipadné nespravné feSeni, kterého se

mohou zaci dopustit a zaroven i feSeni spravné.



1. Uvod do stereometrie

1.1 Historie stereometrie

Prvni stereometrické predstavy vznikaly ptirozené z praktickych potieb. Clovék mél
tendenci si odjakziva usnadiiovat svou praci, proto jiz v pozdni dobé ledové zacaly v jeho
rukach vznikat nejriznéj$i néstroje geometrickych tvard za ucelem lovu kofisti,
opracovavani materidli, pfemistovani predméti apod. Nalezy z obdobi neolitu
napovidaji, Ze geometrické piedstavy se dockaly velkého pokroku se vznikem
tkalcovstvi, hrnéifstvi, stavitelstvi a uméni. Asi nejvétsi vliv mélo na geometrické
predstavy zemédé@lstvi, zfejmé proto, ze bylo nutné méfit zemédelské plochy a objemy
naturalii, vody a podobné, kdy vse Slo ruku v ruce s rozvojem obchodu. O néco pozdéji

zase zkoumani hvézdné oblohy vedlo nase pfedky k ziskani poznatkt o kouli [4].

Prvni stereometrické 1 planimetrické poznatky nachédzime u vyspélych starovékych
narodd, které Zily na Gizemi star¢ho Egypta a Mezopotamie. Zde se ndm nejstarsi pisemné
pamatky dochovaly v podobé egyptskych hieroglyfii na papyrech a klinového pisma na
hlinénych desti¢kach v Mezopotamii [9].

Jedna z nejzajimavéjSich  egyptskych ,stereometrickych® tloh je zapsana
Vv takzvaném moskevském papyru a pochazi asi z roku 1850 pt. n. 1. Tento dokument (také
,, Golenisceniiv papyrus ‘) obsahuje 25 matematickych uloh a je uloZen v moskevském
Puskinové muzeu. V jedné Gloze se pocitd objem kolmého komolého jehlanu se

¢tvercovou zédkladnou. Text v prekladu 1 s feSenim zni takto:

»Zpusob vypoctu pyramidy nemajici vrchol.
Mas-li danu pyramidu bez vrcholu vysokou 6
loktd, s dolni hranou 4 lokte a horni 2 lokte
(Obrazek 1), umocni 4 na druhou, dostanes 16;

zdvojnasob 4, dostane$ 8; umocni 2 na druhou,

dostanes 4;

(1) Pricti téchto 16 k témto 8 a 4
(2) Dostanes 28

Obrazek 1



(3) Vypocti 1/3 ze 6, obdrzis 2
(4) Pocitej s 28 dvakrat, dostavas 56

(5) Je to skute¢né 56. Nalezl jsi spravné.«

V papyru je zaroven uveden 1 naért a schéma vypoctu. Komoly jehlan je zde zobrazen
jako nevelky lichobéznik, v textu chybi rozd€lovaci znaménka. Operace umocnit ,,na
druhou* je znacena hieroglyfem ,,jit mimo*. Je tedy zajimavé, Ze postup je vlastné zalozen

na spravném vzorci [4].
My bychom ulohu fesili nejspis takto:
S; (obsah podstavy) = 42 = 16
S, (obsah ,, stiisky ) = 22 = 4
vV (wika) = 6
V=s-v S +5S+S) I8
V=12 6-(16+8+4) =228 =56jednotek’

Matematika jako véda takova se zacinala rozvijet teprve od 7. st. pf. n. 1. ve starém
Recku Thaletem z Milétu a Pythagorem ze Samu. Piedev§im Thales se podili na
pfetvofeni geometrie. Vytvofil abstraktni védu zkoumajici riizné geometrické tvary, kde
vychézel z nejriznéjsich sbirek uloh pocitajicich s vymérami poli, objemy hrazi a sypek,

rozméry cihel a podobné [4].

Pythagoras se zabyval spole¢né se svymi Zaky pravidelnymi mnohostény. V té dobé
byly zndmy ¢&tyfi z péti pravidelnych mnohosténi (Ctyistén, Sestistén, osmisten,
dvandctistén). Pythagorejci v§ak nikdy nebyli ve stereometrii na tak vysoké urovni, jako

v planimetrii [4].

Stereometrie jako zvlastni védni disciplina byla jmenovana Platonem, jenz zil v 5. —
4. st. pt. n. 1. Patfila tak mezi 5 védeckych disciplin (spole¢né s aritmetikou, geometrii,
astronomii a hudbou), které by mél v tehdejsi dobé ovladat kazdy statnik. V Platonovée
Skole provedli ditkkaz o poctu pravidelnych mnohostént a tato nauka byla i soucasti

platonovych idealistickych nazorG. Podle n& se ohen skladd ze ctyfsténl, vzduch



z osmisténil, voda z dvacetistént a zemé z krychli. Obrys svéta pak tvoii dvanactistén.

Pravidelné mnohostény tedy dodnes nazyvame ,,platonska télesa“ [4].

V 5. st. pt. n. 1. pfichazi Demokritos a vénuje ve svych geometrickych spisech
pozornost piedevsim ur¢ovani ploch a objem téles. To pravé on ziejme ptichdzi na to,
ze objem hranolu je roven jedné tfetiné objemu jehlanu o stejné vySce a podstave.
Demokritos déle zobecniuje vétu pro jehlany s mnohothelnikovou podstavou. Zarovei
kruh nazval mnohouhelnikem o nekoneéném poctu stran, proto z véty pro jehlany

vyplyva i zobecnéni pro kuzele [4].

Daéle se matematicka véda piesouva do fimského impéria, konkrétné do Alexandrie,
ktera zde byla hlavnim stiediskem védy. Zde ptsobici Eukleides (zijici ve 4. — 3. st. pf. n.
1.) se soustavné zabyval stereometrii. Sestavil soubor knih zvany Zaklady. Jde po bibli o
nejrozsahlejsi pisemné dilo do 19. stoleti a ve svych 13 knihach se zabyva matematikou.
Jedenactd kniha se zabyva obecné stereometrii, pojednava tedy o geometrii téles.
Dvandcta kniha rozebird povrchy a objemy téles. Ve tfinacté knize se piSe o pravidelnych

mnohosténech neboli platonskych télesech. Eukleidiv soubor Zdklady vynika svou

piesnosti, je vybudovan podle jednotného logického schématu [4].

Jeden z nejvétsich matematikd historie byl ve 3. st. pf. n. 1. Archimedes. Tento
matematicky génius stanovil povrchy a objemy téles ohrani¢enych kiivymi plochami a

od jeho myslenek se po nasledujicich 2000 let odvijel i integralni pocet [4].

Dalsiho velkého rozkvétu se stereometrie dockala v 18. stoleti, kdy se Svycarsky
matematik Leonard Euler zabyva studiem mnohostént. Ty byly sice zkoumany jiz ve
starovéku, ale Euler zkoumal mnohostény, které vyhovuji tzv. Eulerové vét€. Dokazal, Ze
mezi takovéto mnohostény patii zejména ty konvexni. Ty jsou podle této véty nazyvany
Eulerovy mnohostény. Pocatkem 19. stoleti se zaCinaly vice zkoumat prostorové vztahy
mezi pfimkami a mezi pfimkami a rovinami francouzskymi matematiky Adrienem Marie
Legendrem a Augustinem Louisem Cauchym. Nadale se zacaly rozSifovat znalosti
prostorovych tUtvart, k nimz pfispéla deskriptivni geometrie, jejiz zaklady polozil

Gaspard Monge [4].

10



1.2 Vybrana télesa

Krychle

T¢leso o Sesti sténach stejného obsahu a

dvanacti hrandch stejné délky se nazyva E
krychle. Jde vlastné o specidlni ptipad
kvadru, ktery vSak ma vSechny hrany stejné

dlouhé. L c

2 .

S (povrch) = 6 - a

Obrdazek 2
V (objem) = a3,

kde a je délka hrany krychle.

Ve stereometrii se krychle zobrazuje nejéastéji tak, ze jedna sténa lezi ve frontalni
rovin€, coZ znamena, zZe se zobrazi ve skutec¢né velikosti. Useéky kolmé na primétnu
zobrazujeme do usecek svirajicich s obrazem vodorovnych tsecek tthel 45°. Délka téchto
useCek je rovna poloving skutecné délky. NejCastéji byva krychle zobrazovana
v nadhledu, tedy Ze vidime horni, pfedni a jednu z boc¢nich stén. Pokud je vidét leva sténa,
nazyvame zobrazeni levy nadhled, pokud vidime pravou sténu, jde o pravy nadhled.

Pravy nadhled spole¢né s pravidly pro zobrazeni krychle ilustruje Obrazek 2 [7].
Kvadr

Kvadr je definovan jako téleso o Sesti st€nach, pficemz protéjsi strany jsou shodné

obdélniky, poptipadé Ctverce.

S =2-(ab + ac + bc)

V =a-b:c,

kde a, b, c jsou délky hran kvadru. p

Obrazek 3
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Hranol

Hranolem nazyvame libovolné téleso, jez je tvofeno dvéma shodnymi mnohouhelniky,
které tvoii jeho horni a dolni podstavu. Bo¢nimi st€énami jsou rovnob&zniky. Zvlastnim
typem hranolu je pravidelny n-boky hranol (Obrdzek 4), jehoz podstavami jsou
pravidelné n-uhelniky (naptiklad pravidelny trojuhelnik, ¢tverec, pravidelny pétiuhelnik

atd.) a boc¢ni stény tvoii shodné obdélniky, poptipadé ctverce.

Napravo od pravidelného pétibokého hranolu je znidzornén obecny hranol, jehoZz

podstavami jsou dva shodné pétithelniky a stény jsou rizné obdélniky.

-

m

R P L

- -" T - D
- Svaa . E _ __um= $..
.- .~ &---"""7 Tl
A' - .D ",» .....

A L L Y Cc

i =&
A '\/‘
B c e
Obrazek 4 Obrazek 5

Zvlastnim piipadem je kosy hranol, jehoz bo¢ni hrany nejsou kolmé k podstave.
Podstavy jsou shodné n-thelniky lezici

V rovnobéZnych rovinach.

Obrdzek 6

12



Hranolova plocha

V roviné p je dan n-uhelnik ABCDE a pfimka s riznob&zna s rovinou p. Mnozina
vSech piimek, ktery maji stejny smér s ptimkou s, a které protinaji obvod mnohothelniku
ABCDE, se nazyva hranolova plocha. Mnozina vSech piimek, které prochdzeji

mnohothelnikem ABCDE a jsou rovnobézné se smérem s, se nazyva hranolovy prostor

2].

Mnohouhelnik ABCDE se nazyva ridici mnohotihelnik a jednotlivym pfimkam fikame
primky plochy. Ptimky a, b, ¢, d, e prochazeji vrcholy fidiciho mnohouhelniku, jsou to
hrany hranolové plochy. Vsechny piimky, které protinaji stranu fidiciho n-thelniku, tvofi

stenu hranolové plochy [2].

Obrazek 7

Ctyi'stén

Nejjednodussim typem trojrozmérného télesa je Ctyfstén. Vymezuje jej nejmensi
mozny pocet bodu, jimiz Ize téleso v prostoru definovat. VSechny Ctyfi stény Ctyfsténu
neboli tetraedru tvoti trojuhelniky. U pravidelného ctyrsténu jsou viechny stény shodné
a jsou to rovnostranné trojithelniky. Uhel dvou hran pfi vrcholu je vzdy roven 60°.

Zvolime-li jednu ze stén Ctyfsténu jako podstavu, dostaneme trojboky jehlan.
Usecka spojujici libovolny vrchol &tyfsténu a stied prot&jsi stény se nazyva téznice

ctyrstenu. Vsechny Ctyi1 t€znice maji jediny spoleény bod, ktery se nazyva téziste

A%
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Jehlan

Je dan n-thelnik ABC...lezici v roviné p a bod V, ktery v roviné p nelezi. Sjednoceni

vSech piimek, které protinaji hranici mnohothelniku ABC..., a zaroven nalezi bodu V, se

nazyva n-boka jehlanova plocha [2].

Obrazek 8

Sjednocenim vSech pfimek, které prochazi n-thelnikem ABC..., a zaroven danym bodem

V, je n-boky jehlanovy prostor. Jehlanova plocha je vlastné hranice jehlanového prostoru.

Bod V nazyvame vrcholem
jehlanové plochy ¢i

jehlanového prostoru.

N-boky jehlan je cast n-
bokého jehlanového
prostoru, ktera je mezi
rovinou p;p‘e Vap'|lp a
fidicim n-thelnikem
Vv roviné p (Obrazek 9). Bod

V se v tomto pfipad¢ nazyva

hlavni vrchol jehlanu a mnohouhelnik ABC...

14

Obrazek 9

je podstavou jehlanu [2].



Vzdalenost vrcholu V od roviny, v niz lezi podstava, je rovna vySce jehlanu v. Stény
jehlanu jsou tvaru trojihelnikii, u nichz je jeden z vrcholl vzdy bod V a hrana, kterd je
soucasti n-uhelniku ABC... je podstavnd hrana. Nazyvame je téz bocnimi sténami
jehlanu a jejich sjednoceni je pldst jehlanu. Sténova vyska boc¢ni stény je vzdalenost

hlavniho vrcholu V od podstavné hrany.

Pokud podstavu tvoii pravidelny n-uhelnik, a pokud kolmy prtimét hlavniho vrcholu
V do postavy je sttedem tohoto pravidelného n-thelniku, pak se jehlan nazyva pravidelny

n-boky jehlan. Nejéastéji operujeme s pravidelnym ¢tytbokym jehlanem (Obrdzek 10).

A
]
-

-y
+¥ .

e,

Obrazek 10 Obrazek 11

Specialnim ptipadem jehlanu je komoly n-boky jehlan. Toto téleso nema vrchol, ale

rowr

Vv horni ¢asti je tvofeno sténou, ktera je rovnob&zna a podobna s podstavou (Obrdazek 11).
Mnohostény

Mnohostény nebo také n-stény jsou tclesa, jejichz hranice je sjednocenim
n mnohouhelniki (stén) takovych, Ze strana kazdého z n-tihelnikl je zaroven stranou i n-
uhelniku sousedniho. Plati, Ze Zadné dva sousedni mnohotihelniky nelezi v jedné a téz

roviné.

Tyto mnohothelniky nazyvame sténami mnohosténu. Strany téchto mnohothelnikti
jsou hrany mnohosténu. Stény se spole¢nou hranou nazyvame sousedni. Usecka, jenz
spojuje dva vrcholy mnohosténu lezici v jedné sténé, které nejsou zaroven sousedni, je
stenova uhlopricka. Jestlize existuje usecka, kterd spojuje dva vrcholy mnohosténu, které

nelezi v jedné stén&, nazveme ji télesovou uhloprickou mnohosténu.
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Vsechna télesa Vv této kapitole se obecné oznacuji jako mnohostény.

Konvexni mnohostén

Konvexni mnohostén vznika pranikem kone¢ného poctu poloprostora. Ten
definujeme tak, ze s kazdymi dvéma body Y a Z nélezicimi libovolnému konvexnimu

mnohosténu je soucasti konvexniho mnohosténu i cela usecka YZ.
Pro konvexni mnohostény plati Eulerova véta:

Oznacime-li s pocet stén, v pocet vrchold a h pocet hran konvexniho mnohosténu, pak

plati:

s+v=~h+2

Tuto vétu dokézeme na pravidelném dvanactisténu:
s = 12 (dvanéctistén)

v=(12:-5):3=20

(pocet vsech vrcholi déleny poctem hran stykajicich se v jednom vrcholu)

h=(12-5):2=30
(poctet vSech hran déleny poCtem stén stykajicich se v jedné hrané)

s+v=~h+ 2
12 + 20 = 30 + 2

32 = 32

Obrazek 12
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1.3 Rovnobézné promitani

Deskriptivni geometrie je matematickd véda, ktera studuje konstruktivni metody, diky
nimz zobrazuje prostorové utvary do roviny. Zaroven je nutné, aby bylo mozné
Z rovinného zobrazeni vyc¢ist vSechny zakladni vlastnosti zobrazeného utvaru, mezi které
patii napiiklad velikost, tvar nebo vzajemna poloha jednotlivych ¢asti. Zobrazeni (nebo
také ptibuznost) ma byt vzdy takové, aby vzoru piislusel obraz vzdy jednoznacné a

obracené, aby obraz urcoval prav¢ jediny utvar v prostoru [2, 3].

Konstruktivni metody téchto vlastnosti se nazyvaji zobrazovaci metody a v této
kapitole se budeme zabyvat skupinou, ktera patii Ktzv. rovnobéznym nebo také
paralelnim zobrazovacim metoddm — tzv. rovnobéznym promitanim. PopiSeme si

zakladni poucky rovnobézného promitani a zavedeme si zakladni konstrukce v prostoru.

1.3.1 Terminy rovnobézného promitani [4]

Prumétna je vodorovna rovina p a je to pevna rovina, do které provadime pramét

(vznikne zde cely obraz n¢jakého vzoru).
Smér promitani je dan pfimkou s, ktera neni rovnobézna s rovinou p.

Promitaci pfimka je n¢jaka pifimka s’, kterd je rovnob&znd se smérem promitani s.
Pokud mame né&jaky libovolny bod A v prostoru, tak jeho obrazem je bod A’, ktery

vznikne jako s" n p, kde (s || s) A (s" N A).

Obrazek 13
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Pro sestrojovani pruméti bodu prostoru potiebujeme tedy danou pevnou rovinu p a
sni riznobéznou piimku s. Rikdme proto, ze rovobéZné promitani je urceno primétnou

p a piimkou s.

Kazdym bodem A prostoru prochazi jedind promitaci piimka s’. Protoze
predpokladame, Ze s je ruznobézna s p, protne se piimka s” s rovinou p pravé v jednom
bod¢. Tento bod oznacime jako A” a je to prumét bodu A. Je ziejmé, Ze tato tivaha plati,
lezi-li bod A v rovin¢ p. Potom A je totozny s A”. Timto jsme dokazali jednu ze zakladnich

vét o rovnobézném promitani (Kapitola 1.3.2, Veéta 1).

1.3.2 Zakladni véty rovnob&zného promitani

Rovnobézné promitani vyuzivame zvlaste pii zobrazovani mensich predméti. Rovnéz
je do zna¢né miry nazorné, protoze jim uréitym zpisobem nahrazujeme stfedové
promitani a to tak, Ze stfed promitani je velmi vzdalen od prumétny. Toto promitani je
tedy pro praktické ucely vhodnéjsi. Nevlastni body jsou zobrazovany jako nevlastni,
proto ve vétach o rovnobézném promitani budeme mit na mysli jen vlastni body, pfimky

aroviny [3, 5].

Véta 1: RovnobéZznym primétem bodu je bod (Obrazek 13).

24

Jinak také tfikame, Ze body prostoru
se jednoznacné zobrazi do bodl roviny
p. Jestlize mame slozit€j$i geometricky
utvar M, pak jako jeho primét M’
rozumime mnozinu prumét vSech jeho
bodi. Kazdym bodem A utvaru M

prochdzi jedna promitaci piimka a

vSechny promitaci ptimky bodl utvaru
M vyplni promitaci Gtvar (Obrazek 14). Obrdzek 14
Je-li promitacim utvarem rovina rovnobézna se smérem promitani s, nazveme ji

promitaci rovinou (Obrazek 15) [2].

18



Véta 2: Primétem piimky p, kterd
nepatfi sméru promitani s, je pfimka p”.
Primétem piimky KL, kterd je rovnobézna
se smérem promitani s, je bod K" =L’

(Obrézek 15) [2].

Véta 3: Primétem promitaci roviny p je

ptimka (Obrazek 16). Primétem kazdé jiné

roviny p je cela primétna (Obrdzek 17) [2]. Obrazek 15

Obrdzek 16 Obrazek 17
Véta 4: V rovnobézném promitani se rovnob&znost zachovava.
Rovnobéznym primétem dvou rovnobézek p a g, které nepatii sméru promitani s, jSou

opét rovnobézky — p’a q (Obrazek 18). Jestlize rovnobézky p a q patii sméru promitani

s, pak jejich primétem je dvojice bodi A a B (Obrazek 19) [2].

Obrazek 18 Obrazek 19
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Véta 5: Rovnobéznym primétem riznobéznych ptimek, pti¢emz zadné z nich nepatii

sméru promitani s jSou:

a) piimky riznob&zné;

b) piimky totozné.

Patii-li jedna z riznobézek sméru promitani s, je jejim prumétem bod, ktery je

incidentni s primétem druhé riznobézky [2].

Véta 6: Priméty tsecek, které jsou rovnobézné a shodné, a které nepatii sméru

promitani, jsou zase rovnobézné a shodné usecky [2].

Véta7: Rovnobéznym primétem obrazce, ktery lezi v rovin€é hlavni, tj. roviné

rovnobézné s prumétnou, je obrazec s nim shodny.

Tuto vétu Ize snadno ilustrovat obrazkem hranolu (Obrdzek 20). Vzorem promitani je
jeho horni podstava ABCD, ktera lezi v roving, jez je rovnobézna s pramétnou. Tuto
rovinu nazyvame hlavni rovinou. Bo¢ni hrany hranolu jsou vlastné tusecky lezici na
promitacich pfimkéach vrcholt ¢tyithelniku ABCD. Primétem horni podstavy je v tomto
ptipadé¢ dolni podstava A’B°C’D" [2].

Obrazek 20

Véta 8: Necht’ body A4, B, C jsou tii rizné body lezici na ptimce p, kterd nepatii sméru
promitani. Potom rovnobéznym primétem piimky p je piimka p’, na které lezi priméty

o 1 s 1o AC_AC y v 1ss . o ;- .
bodi A", B’, C’, pti¢emz plati: T Zaroven uspofadani bodli na piimce p” je stejné

jako uspofadani bodl na ptimce p.

20



Tato véta je dokazana pomoci obrazku (Obrdazek 21). Vyuzivame zde podobnosti
trojuhelnikt AXC a CYB. Tedy pomér délek piepon AC:BC je roven pomeéru délek
odvésen AX:YC [2].

Obradzek 21

1.4 Zakladni konstrukce v prostoru [2]

Konstrukce v prostoru nam stanovuji postup (plan) feSeni, podle kterého na zakladé
urcitého zadani a ptfedpokladii dostaneme Zadany vysledek. Cely postup se sklada
Z kone¢ného poctu zékladnich konstrukei — krokt, které zapisujeme bud’to slovy nebo

geometrickymi znackami.

Tyto konstrukce téz nazyvame prostorovym feSenim. Pii konstrukcich vyuzivame

nasledujicich dvou vét:
Véta 1: Jestlize dva body A, B lezi v roving p, pak lezi v roving cela piimka a = AB.

Véta 2: Jestlize bod A lezi na pfimce a a ptimka a je pfimkou roviny p, pak bod A je

téz bodem roviny p.

Nyni si zavedeme nésledujici zékladni konstrukce, kterych vyuzivame pii feSeni

prostorovych tloh v této praci:
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e Konstrukce roviny, ktera je ur¢ena
a)  tfemi nekolinearnimi body
b)  pfimkou a bodem nelezicim na této piimce
c)  dvéma riznobézkami

d)  dvéma nesplyvajicimi rovnobézkami

Konstrukce priise¢nice dvou riznych rovin

Konstrukce pruse¢iku pfimky s rovinou
. a)  Konstrukce roviny vedené danym bodem kolmo k dané piimce
b)  Konstrukce piimky vedené danym bodem kolmo k dané roving
. a)  Konstrukce ptimky vedené danym bodem rovnobézné s danou ptimkou

b)  Konstrukce roviny vedené danym bodem rovnobézné s danou rovinou

1.5 Uvod do GeoGebry

Pti feSeni vSech stereometrickych tloh v této praci jsem vyuzivala matematického
softwaru s nazvem GeoGebra (konkrétné GeoGebra Classic 5), ktery dynamicky
propojuje geometrii a algebru v jeden celek.

Na zacatku je nutné se rozhodnout, zda budeme pracovat ve dvojrozmérném ¢i v

trojrozmérném prostfedi. Na horni liSt€ stiskneme tlacitko Zobrazit Nastaveni Néstroje Ok
Algebraicke okno

,,Zobrazit“ (Obrdzek 22). © Tabulka
x CAS
1) Pokud zvolime nastroj ,,Nakresna“, vytvoii se nam & Nakesna 4
@ Nakresna 2
rovina pro dvojrozmérny nakres. B Graficky nahled 3D

Zapis konstrukce

2) Zvolime-li nastroj ,,Graficky nahled 3D%, otevie se nam = Elr?\fdépododbsmikalkulaﬁka

{a20| avesnice

trojrozmérné prostiedi. ¥ Vstupni pole

, , . “r o . , . .+ Rozvrieni
Ve své praci vyuzivdim obou té€chto prostiedi, avSak pro _ N
(5> rexresi

nazornost postadi, ukazu-li nastroje 3D GeoGebry, které jsou RIEE oS le DO H
Obrazek 22

témer stejné, jako ve dvojrozmérném prostiedi, nicméné jeste

doplnéné jeste o dalsi prvky, které existuji pouze v prostoru.

Algebraické okno® = prostor pro vkladani bodii o danych soufadnicich (napf.
A =(3,1)nebo B =(0, 1, -2) apod.)
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a) Spolecné nastroje

b)

._AJ Ao < uNovy bod“ = nastroj, pomoci néhoz lze klepnutim na

| o™ Novy bod libovolné misto vlozit bod
Bod na objektu o vr s o v : r
: Prisecik = vytvoreni pruseCiku po kliknuti na dva
)-( Priseéik
" Stred objekty, jenz se protinaji

¥ d% — 1 . Yor v . Lo
7 Pipoit/ it oo wStied“ = nastroj pro vytvoreni stfedu libovolné tisecky

Obrazek 23 A ' > C!D é
L~ Piimka

wPrimka®, , UsecCka*, ,,Polopiimka® a ., Vektor* = |_~ usetxa

geometrické utvary, které uréujeme dvéma riiznymi body |« Usetkas pevnou délkou
./ Polopfimka

. ./' Vektor
(2] D b ¥ Obrazek 24

wKolmice®“ = néstroj pro vytvoreni

\\ Kolmice

[ Revnobezka piimky, ktera je vedena z bodu kolmo k ptimce, pfip. roviné

_Z- 0sa ahlu wRovnobéZka* = néstroj pro vytvoreni pfimky, ktera je vedena

Obrdack 25 danym bodem rovnobézné s ptimkou

Plo s e 4

wPravidelny mnohouhelnik* — lze jej vytvorit ze dvou =

Mnohouhelnik

bodd, pifi dotdzani se na pocet vrcholi zvolime _
O Pravidelny mnohothelnik

libovolnou ¢islici
Obrazek 26

Nastroje ve 3D prostiedi

&)@ <] N]wed| £
A Jehlan

z libovolného n-thelniku vytvofit jehlan o ndmi Eﬂ Hranol

w VytaZeni do jehlanu nebo kuZele“ — umoziuje

zvolené vysce
4 f& VytaZeni do jehlanu nebo kuZele

» VyvtaZeni do hranolu nebo valce* — z libovolného f@

VytaZeni do hranolu nebo valce

n-thelniku vytvoii hranol o ndmi zvolené vySce Obrézek 27
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2. Odchylky

Metrické vlastnosti prostorovych objekti ndm pomahaji blize specifikovat vztahy
mezi body, pfimkami a rovinami v prostoru. Tyto vztahy popisuji naptiklad nejriznéjsi

odchylky, kolmosti ¢i vzdalenosti objektt v prostoru [4].

V této kapitole se zamé&fime na odchylky, které demonstrujeme na vybranych télesech

(krychle, jehlan). Odchylka je velikost Gihlu, kterou sviraji dva geometrické objekty.
2.1 Odchylka ptimek v prostoru
Véta 1: Odchylka dvou rtiznobéznych ptimek (Obrdzek 28)

Odchylka « dvou riznobéznych piimek je velikost kazdého z ostrych nebo

pravych uhld, ktery pfimky spolu sviraji [4].
Véta 2: Odchylka dvou rovnobéznych piimek (Obrazek 29)

Jsou-li dv¢ ptimky v prostoru rovnobézné (napt. dvé boéni hrany krychle), pak je

jejich odchylka rovna 0° [4].
Véta 3: Odchylka dvou mimobé&znych piimek (Obrazek 30)

Odchylka dvou mimobéZnych piimek je odchylka pifimek vedenych libovolnym

bodem prostoru rovnobézné s danymi mimobézkami [4].

H & H G H G
E = E £ = E
[~ /
C D C D C
A B A B A B
Obrazek 28 Obrdzek 29 Obrazek 30
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Priklad:

Pravidelny ¢tyiboky jehlan ABCDV ma |AB|=a =4cm a|AV|=b =6 cm. Bod E je

sttedem hrany BV. Uréete konstrukéné i pocetné odchylky piimek AV a CE (Obrazek 31).

Konstrukcni reseni

Nejprve vedeme bodem E rovnobézku
s ptimkou AV, kterd protne hranu AB v bodé
S. Odchylka ptimek AV a CE je odchylka
riznobézek CE a SE podle Vety 3.

Vyuzivame podobnosti trojihelniki,
pficemz trojuhelnik ABV je podobny
s trojuhelnikem SBE, proto plati, ze bod
S lezi na stfedu hrany AB.

Pro konstrukéni feSeni sestrojime

trojihelnik SCE, jehoZz vnitini uhel pii

Obrazek 31

vrcholu E je hledand odchylka. Abychom jej dokazali sestrojit, poticbujeme znat

skute¢né délky jeho stran. Ty si vyzna¢ime do obrazku znazornujiciho bocni sténu a

podstavu jehlanu (Obrdzek 32), ktery je orienta¢ni. Mala zména
bude v tom, Ze bod S si vyznaéime na stied podstavné hrany BC,
ale délky stran se nezméni. Modfe vyznacené usecky jsou strany

S
5 / c trojuhelniku SCE, ktery nyni mizeme sestrojit. Pfi vrcholu E

vznikne uhel a, ktery je hledanou odchylkou (Obrazek 33).

\

Obrdzek 32
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Pocetni reseni

Pro poéetni feseni potiebujeme znat viechny délky stran trojuhelnika SCE. Usecka SE
je stiedni pfickou boc¢ni stény jehlanu a plati pro ni, ze je rovnobézna s hranou AV a bod

E je sttedem hrany BV. Z obrazku ¢. 31 je patrné, ze
SE| = AV = 1.6 = 3cm.
2 2

Z pravouhlého trojuhelniku SBC s pravym uhlem pii vrcholu B je

2
SCl= Ja2+ (a) = V&Z+2Z = VI6+4 = V20cm.

Pro vypocitani délky hrany CE potifebujeme znat thel S, ktery svird hrana podstavy
S hranou bo¢ni. Budeme vychézet z pravouhlého trojuhelnika BPV, ktery ma hledany
uhel pii vrcholu B. Cosf vypocitame z kosinové véty, ktera tika, ze kosinus thlu g je

roven pomeéru stran prilehla ku preponé:

BP 2 1
s =gy =573

Nyni vime, ze cosf =+ , [CB| = 4cm a |BE| = 5 |BV| =3 cm. Tyto hodnoty

dosadime do kosinové véty:
|ICE|>=|CBJ? + |BE|> — 2 - |CB| - |BE| - cosf
CEP=16+9 — 24 -
ICE|=v16 +9 —8=+/17cm

A opét za pomoci kosinové véty vypocitame velikost hledané odchylky «, pficemz si

ze vzorce rovnou vyjadiime cos o

ICE* +|SE* — |SC* V1724 32—-+202 17+9-20 6 1
coSsS o = = = = —
2.|CE|.|SE| 2.V17. 3 6 .V17 6.V17 17
o=75.96°
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2.2 Odchylka dvou rovin

Véta 4: Odchylka a dvou rovin p a  je odchylka jejich prusecnic p a q S rovinou,
ktera je kolma k obéma rovinam (Obrdzek 34) [4].

pozn.:
p = Cervena

T = modra

Obrazek 34

Véta 5: Jsou-li roviny p a m ruznobézné, pak pro jejich odchylku a plati:
0° < a <90°[4].

Véta 6: Jsou-li roviny p a w rovnobézné, pak pro jejich odchylku a plati: « = 0° [4].

2.3 Odchylka ptfimky a roviny
Véta 7: Odchylka piimky a roviny je velikost nejmensi z odchylek pfimky a

libovolné ptimky roviny [4].
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Ptiklad:

Je dana krychle ABCDEFGH. Urdete odchylku roviny E F

ABC a ptimky EC. \
Resent 2 Y *C\
Pti hledani odchylky je tfeba si vSimat vSech A =)

piimek roviny ABC, které prochazeji bodem C. Obrdzek 35

Nejmensi odchylka je odchylka ptimek CE a CA (hel
y), protoze piimka CA je pravouhlym praimétem piimky CE do roviny ABC.

Zaver

Na zékladé¢ tohoto poznatku jsme dospéli k nasledujici véte (Veta 8).

Véta 8: Je-li pfimka riznobézna s rovinou, je odchylka piimky a roviny rovna
odchylce ptimky a jejiho pravothlého primétu do této roviny [4].

Véta 9: Je-li ptimka kolma k roving, pak odchylka pfimky a roviny je rovna 90° [4].

Priklad:

Je dan pravidelny Sestiboky jehlan ABCDEFV se stfedem podstavy S a plati:
|AB| = a = 4 cm, |VS| = v = 8 cm. UrCete odchylku ptimky DG od roviny podstavy,
jestlize bod G je sttedem hrany BV \

Graficke reseni

Pomoci promitaci roviny p vytvotfime
kolmy pramét p” ptimky p = DG do
roviny podstavy jehlanu. Uhel a je
odchylka ptimky DG od roviny podstavy.

C
Obrdzek 36
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Sklopenim piimky p” do roviny podstavy se
zobrazi skutecnd velikost odchylky a, ptficemz
trojuhelnik DGG” je pravouhly s pravym uhlem pfi
vrcholu G, G je stiedem hrany BV a |GG'| = %v =

4 cm.

Obrazek 37

Pocetni reseni
Délku usecky G’D vypocitame pomoci kosinové véty z trojuhelniku G'DS:

|G'D|?> = |G'S|?> +|SD|* = 2- |G'S| - |SD| - cos|<«S]|

2

1 1
|G'D|? = (Ea) + a?-2 -Ea-a-c05120°

Obrazek 38

a =37,0867~37,09°
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3. Rezy téles
3.1 Rezy krychle

Piiklad 1:

Sttedem krychle ABCDEFGH je vedena rovina,
ktera je kolma na télesovou thlopticku EC. Urcete

fez krychle touto rovinou.

Grafické reseni

H
-4 G
~‘~~~ \ F
TS
.Q
D L
\ ~~~~
7 c
B
Obrazek 39

Abychom mohli sestrojit fez, tak potiebujeme najit alespon tii body roviny, které

zaroven nalezi plasti kvadru. Pokud je vSak krychle natoCena jako na ptedchozim

obrazku, je velmi obtizné vytvofit kolmou rovinu na usecku EC. MiZeme si v§ak pomoci

tak, ze nato¢ime krychli tak vyhodné, aby usecka EC byla kolmo k nasemu thlu pohledu

(tedy ve skute¢né velikosti). To je tehdy,

splynou-li tisecky BF a DH v jednu-budou

totozné (Obrdzek 40).

Nyni miiZzeme sestrojit rovinu fezu p.

Vime, Ze prochazi bodem S a je kolma na

télesovou thlopiicku EC. Rovina p je nyni

vidét jen jako pfimka, ktera je kolma na EC

a je rovnobézna s thlem pohledu.

Z obrazku  vyplyva,

rovina

E

4‘4 G

Obrazek 40

pravdépodobné prochazi stiedy hran AD, AB, HG a FG. Zéaroven pravdépodobné prochazi

i sttedem dvou boc¢nich hran DH a BF. Pokud je nase Givaha spravna, pak rez krychle

rovinou ma tedy s hranami krychle celkem 6 spoleénych bodi, které jsou navic stiedy

téchto hran. Nasi ivahu dokazeme pocetné:
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Pocetni reseni

Zprvu vypocitame délku télesové uhlopticky krychle podle Pythagorovy véty takto:
EC?= (V2a?)?+ a?, kde V2a? = v2a = |EG| je délka sténové uhlopticky. Po tpravé
dostaneme EC = v/3a. Nyni vypoéitame odchylku télesové tthlopiicky EC od podstavy

. . AE a V3 oq £+ , , .
jako sin a = a3 a= 35°16°. Z Obrazku 40 uhel B = EJS je roven
90° — 35°16" = 54°44°. Nakonec tg B = H—S; |H]| = F

1
0 Pk 0,3535a ~ Z\/Ea.

Zaver

Poetné¢ jsme dokazali, ze |[HJ| = i |EG|

(Obrdzek 40). Uvaha tedy byla spravni. Rezem

krychle rovinou je tedy pravidelny Sestithelnik.

*
'

0

Obrazek 41

Ptiklad 2:
Sestrojte fez krychle ABCDEFGH rovinou urcenou body X, Y, Z, pro které plati:
X je bodem hrany DH, |DX|: |[XH| = 5:1
Y je bodem hrany AE, [AY|: |YE| = 1: 2
Z je bodem hrany BF, |BZ|: |ZF| = 1:1
Popis konstrukce v programu GeoGebra

a) Zacneme tim, ze si do algebraického okna vepiSeme nasledujici body:
A=(-3,-3,0),B =(3-3,0),C=(330)aDb=(-3,3,0).
Tyto body jsou nami zvolené. Mame zde jistotu, Ze jejich spojenim vznikne
pravidelny mnohothelnik ABCD, ktery bude podstavou krychle. Nyni pouzijeme

nastroj ,,Vytazeni ho hranolu nebo valce®, a po dotazani na vysku hranolu zvolime
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6 jednotek, aby vznikla krychle. V tuto chvili
mame krychli ABCDEFGH. Nakonec si
naneseme body X,Y,Z na takova mista, aby
byly splnény pomeéry délek usecek v zadani
ptikladu.

Bod X bude mit soufadnice (—3,3,5),

Y =(-3,-3,2)aZ = (3,-3,3).

Obrazek 42
b) Nyni potifebujeme znazornit do nakresu rovinu,
kterou urcuji body X,Y,Z. Zatneme tak, ze vytvoiime piimky YZ a XY.
Potfebujeme nalézt takové ptimky na krychli, z nichZ jedna lezi ve stejné roviné
s ptimkou YZ, druha ve stejné rovin¢€ s ptimkou XY. Nejvhodnéji se ndm nabizeji

piimky vedené body EF a HE.

Obrdazek 43

C) Zobrazku vidime, Ze dvojice piimek YX a EH (zelen€) se protinaji v bod¢ I,
jelikoZ obé lezi v jedné roviné. To plati 1 pro oranZové piimky EF a YZ, které diky
své ruznobéznosti davaji za vznik bodu J. Je zfejmé, ze nove vzniklé body I a J
nalezi rovin€ EFG, spojime je tedy pfimkou p.

Zaver

Nalezenim ptimky p jsme schopni dofesit Glohu,

protoze zjistujeme, ze fezna rovina XYZ zahrnuje i bod

krychle G (p € G). Rez krychle je tedy dan body XYZG

a na obrazku je vyznacen modrym ctyfuhelnikem.

Obrazek 44
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Priklad 3:

Je dana krychle ABCDEFGH o hran¢ délky 5 cm. Sestrojte fez krychle rovinou XY Z,
jestlize jsou tyto body zadany takto: :

H

Xe < GHaplati,ze |GX| = 1cm

Y e »BF aplati,Zze |BY| = 1,5cm

[ RN ---

Z € & EF aplati,?e |ZE|= 2 cm e
--------- C
Vsechny tii body lezi mimo krychli A \<B/
ABCDEFGH. o
Obrazek 45

Popis konstrukce

o, aeYZ
I; ] e »an AB
J; Je »an AE
©b; <be XZ
K; KesbnEH
L; Leb N FG

«xc; «>ceYL
M;Me <cnBC
rovina IJKLM

© ©® N ok~ DR

Obrazek 46

Zaver

Body I,], K, L a M vymezuji rovinu fezu krychle ABCDEFGH . Rezem krychle je
tedy pétithelnik IJKLM.
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Ptiklad 4:

H J
G
Je dana krychle ABCDEFGH a tfi body I, ], K, které <}
urcuji rovinu. Zjistéte fez krychle touto rovinou. Ie
Uvaha 5
A C
Konstrukce této ulohy je jiz slozit€jsi. Problém B I
nachdzime ve chvili, kdy si vS§imneme, ze body )
Obrazek 47

I, ], K urcujici rovinu lezi sice na hranach krychle,
ale jsou na jejich mimobézkach. Nemiizeme tedy zacit s tradi¢énim krokem, ze spojime

dva body nalezici jedné sténé krychle.

Potiebujeme najit né¢jaky pomocny bod S, pro néjz by platilo, ze by lezel na roviné

fezu a zaroven lezel v néjaké roviné totozné s libovolnou sténou krychle.
Popis konstrukce

1) Zacéneme tak, Ze si body J, K promitneme do podstavy krychle. Bod K se promitne
do bodu A, bod J se promitne do bodu T. Spojenim bodd K, ] vznikne ptimka b.
Spojenim bodl A,T vytvoifime pifimku a, ktera nalezi do roviny totozné s
podstavou krychle. Timto
jsme vyuzili vlastnosti

promitaci roviny (modfe),

kde a je primét piimky b
do roviny podstavy ABC
(Obrdzek 48).

2) Ptimka a nalezi do roviny

uréené podstavou krychle

a ptimka b nalezi roviné

Obrazek 48

fezu. Obé piimky nalezi

modré promitaci roving, protoa nb = S.
3) Dale postupujeme konstrukéné takto:
1. ¢, ¢ €851

2. L; L e>cnAB
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«d; «»d eKL
e, «ec EF
X; Xeesd N e
of; of € X]
M,Me <f NEH

«g; g€ FG

© © N o g bk~ w

Y;Ye of N e3g
10. «sh; «helY
11.N; Neesh N CG

Zaver

Timto postupem vznikla rovina fezu vymezena
body I, J,K, L, M, N na krychli. f{ezemje Sestiuhelnik
ILKMJN.

Obradzek 50

3.2 Rezy jehlanu

Mezi mnohouhelniky podstavy a fezu jehlanu nalézame zajimavy vztah. Body 4, A’,
které leZi na téZe piimce prochazejici vrcholem, se nazyvaji sdruzené body (odpovidajici
si). Mame-li dalsi sdruzené body B, B’, pak ptimky AB a A’B’ nazyvame sdruzenymi
primkami. Ptimka, na které se protinaji sdruzené ptimky je osa kolineace a vrchol jehlanu
V slouzi jako stied kolineace. Ulohy v této kapitole tedy fesime vyuzitim stiedové

kolineace [2].
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Priklad 1:

Sestrojte fez pravidelného ¢tyfbokého jehlanu
ABCDYV rovinou p, ktera je dana ptimkou p a

bodem K s nasledujicimi vlastnostmi:

a) bod K je sttedem hrany jehlanu CV
b) ptimka p je rovnobézna s thloptickou
podstavy BD a zaroven prochazi

bodem L; L je sttedem hrany AB

Obrdzek 51
Konstrukce raze

Jak je z nakresu zadani ptikladu zfejmé, tak piimka p lezi v podstavé jehlanu a protina
usecku  AD vbodé, ktery si
oznac¢ime M. Nyni prodlouzime
useCku DC v pfimku q. Plati, ze

pnqg=E.

O bodu E muzeme fici, ze lezi

V roving, ktera je dana bo¢ni sténou
jehlanu CDV a v niz se vyskytuje i
zadany bod K udavajici rovinu fezu

p. Mzeme tedy body E a K spojit

ptimkou, nyni r =EK. Timto

Obrazek 52

krokem jsme nalezli dals$i prasecik

roviny fezu s hranou jehlanu, plati: KE N DV = N.

V dal$im kroku ozna¢ime piimku urc¢enou body BC jako ptimku s. Plati, Ze p s =
F. V tuto chvili lezi bod F Vv roving, ktera je dana boc¢ni sténou BCV, na niz se vyskytuje
I bod K. Spojime tedy body K a F piimkou t. Timto jsme nalezli posledni prisecik roviny

p s hranou jehlanu, bod 0, o kterém plati: t " BV = 0.
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Zaver:

Konstrukénim feSenim ulohy jsme
nalezli body M, N, 0. Tyto body spolecné
se zadanymi body K,L nalezi hrandm
pravidelného ¢tyibokého hranolu a zéroven
jsou vrcholy pétitthelniku, ktery vznikne
jako tez pravidelného ctyrbokého jehlanu

ABCDV rovinou p.

Priklad 2:

Obrazek 53

Sikmy jehlan o pravidelné $estiboké podstavé ABCDEF je zadan bodem podstavy

A = (—4,0,0), sttedem podstavy S = (0,0,0) a vrcholem V = (—1, 2, 6). Zobrazte fez

rovinou p, ktera je dana body K, L, M, majici tyto vlastnosti:

K €BC,|BK|:|[KC| = 1:1

L eDV,|DL|:|LV|=1:2

M € AV,|AM|: | MV| = 3: 2
Konstrukce kosého jehlanu

GeoGebra 2D

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)

k; k(S,r =AS)
D; D e »ASnk
LL(ATr=k)

B; Beknl

F; Feknl

m; m (D,r = k)
C;:Ceknmnm
E;Ecknm

Obrazek 54
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9) Sestiuhelnik ABCDEF
GeoGebra 3D

10)V; V = (—1,2,6)
11) jehlan ABCDEFV

Obrazek 55
Konstrukce bodu K, L, M

1) K; K e BC A|BK| = KC|

Zbylé body L a M nelze sestrojit stejné jako bod K pomoci nastroje ,,Stied®. Je teba
hrany, kterym body L,M nalezi, néjakym zplsobem rozdélit Vv ur¢itém pomeéru.
Konkrétné hranu DV rozdélime na 3 ¢asti (pomér 1: 2) a hranu AV rozdélime na 5 ¢asti

(pomér 3: 2).
Libovolnou usecku lze rozdé€lit na libovolny pocet dila timto postupem:

Mame usecku AB. Nakreslime libovolnou polopiimku, ktera vychazi z bodu A a
\ \ \ o / nelezi na secce AB. Na tuto polopiimku
| ' - naneseme tolik bodl, na kolik dili
potiebujeme rozdélit danou usecku tak,
aby platilo: |AC| = |CD| = |DE| = |EF| =
|FG|. Nyni spojime posledni bod
polopiimky G sbodem B. Dale vedeme
rovnobézky s useckou GB body C, D, E, F.

Tim vzniknou ¢&tyfi priseciky téchto

rovnobézek s tseckou AB, a protoze jsou

\ \ A\
Obrazek 56 stejné daleko od sebe, tak nam rozdélily

useCku na pét stejnych dilt.
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1

2) L IDL| = ILV| \

3 .
3) M; |AM| = > |[MV| (Obrazek 57)
M,

Konstrukce rezu jehlanu L

Z4dné dva body fezné roviny nenalezi jedné
sténé jehlanu, tudiz je nemiizeme pfimo spojit a

A

dostat alesponn Cast fezu. Pomlzeme si tak, Ze - c
prolozime pomocnou rovinu 7z (promitaci rovinu) Obrézek 57

body L, M. Jinymi slovy provedeme kolmy pramét

ptimky ML do roviny podstavy o a to je vyhodné proto, ze tieti bod K podstavé nalezi.

1) a;, »alonepaeM  8) e ecKI 15) R; R € <3h N e
2) G;Gepano 9) N; Newen(CD 16) «»i; <3 €RL

3) &b, &b Llorneb el  10) ©f; «fcAB 17) P; P e <31 NEV

4) H; He<bno 11) J; Jewen ef 18) ¢j; «»j €EF

5) ¢¢; ¢ € LM 12) ©g; g € M 19) S; S e & N e

6) «»d; «»d € GH 13) 0; 0 e &»g "BV 20) k; <k €SP

7) I I e ¢ Ne>d 14) ¢h; «<>he DE 21) Q; Q e kNFV

Obrdzek 58 ) e
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Zaver

Timto postupem vznikla rovina fezu p
kosym Sestibokym jehlanem, kde fezem je n-

uhelnik (sedmiuhelnik) KNLPQMO.

Obrazek 59

3.3 Rezy hranolu

Rovina protinajici hranol ma s télesem spole¢ny mnohothelnik — tzv. fez hranolu
rovinou, kdy vrcholy jsou na hranach a stény ve sténach hranolu. Obecné plati, ze mezi
dvéma mnohothelniky tvoticimi podstavu hranolu a jeho fez je afinni vztah, kdy osou

afinity je prisecnice roviny podstavy a roviny fezu. Smér afinity urcuji hrany hranolu.

Piiklad 1:
B’ / {
Je dan Sestiboky hranol o podstavé ABCDEF -
vroving¢ p a rovina m urCend piimkou p a C'Z o c
bodem horni podstavy A’, kde p=pn n A
(Obrazek 60). Zobrazte fez roviny 7 hranolem. T N
F

Konstrukce rezu hranolu

1) ¢»a; <»a € AF Obrdzek 60
2) 0; 0 e »an D
3) «b; b €A0
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4) I; 1 e b op
5) <»c; ¢»c € EF
6) P; P e <3¢ D
7) «»d; «»d €Pl M
8) J;J e »dNEE’

c
9) «»e; «»e €DE D’ E/ \b
10)Q; Q e »e N D \

11) ©f; <f €QJ B
12) K; K e &f nD'D

13) ¢»g; ¢»g €CD K c

14) R; R e &g N 3D _ e
15) ¢«»h; «<»h e KR p D o
16) L; L e >h N CC’

17) «i; i eBC S

18) S; S e»in ep Obrdzek 61

19) «»j; ¢»j €SL
20) M; M € e N"B'C’

Zaver

Tato uloha ma ptimku p jako osu afinity.

o

Rezem hranolu je obecny $estitthelnik [JKLMA’, L

-ﬂ--
- ~

ktery je v afinité s podstavou hranolu. 1

Obrazek 62

Ptiklad 2:

Zobrazte fez roviny p(AKL) kosym hranolem ABCDEA’B'C’D’E' o pétiuhelnikové

podstavé ABCDE, jsou-li zadany soufadnice téchto bodu:

41



A=(-3,-2,0) D=(0,1,5,0) K takové, Ze | DK| = |KD’|
B=(-0,5,-3,0) E=(-2,1,0) L takové, Ze |AL| = |LE"|
C=(2,-1,0) A'=(-2,0,4)

Konstrukce hranolu v GeoGebra 3D

Zacneme tim, Ze do algebraického okna zapiSeme body 4, B, C, D, E, které nam udavaji
podstavu hranolu, proto je mizeme spojit v pétithelnik ABCDE. Vyznaéime i bod A’
ktery lezi v rovin€ horni podstavy. Pro ostatni vrcholy hranolu nezname soutadnice, ale
bod A" nam udava vzdalenost horni a dolni podstavy kosého hranolu a zaroven mizeme

body A a A" spojit hranou. Nyni pokracujeme témito kroky:

1) ©3g; <29 €B; <»g || AA’

2) ¢h; <>h €C; <h || AA°

3) ©; ©ieD; i AA

4) j; «f €E; o | AL

5) m meA A x| ABCDE

6) BB ee»gnrx

7) C,Ceehnr

8) DD ec»inx

9) E'E'eejnrx

10) kosy hranol ABCDEA'B'C'D’E’

Konstrukce iezu hranolu:

Obrazek 63

1) K;K e DD" A |DK| = |KD’|
2) L;L e AE'A|A'L| = |LE’|
3) «a; <a AL

4) <»b; <»>b € EE*

5 T; T e »pan <b

6) <c; «»c €eTK

7) M; M € ¢3¢ " D’E"
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8) «»d; «»d €DE
9) U,U € «»d N ¢3¢
10) ©e; e € AU
11) N; N e &»enCD
12) p(AKL)

zZaver:

Rezem hranolu rovinou p je
pétithelnik ANKML.

Obrazek 64
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Prinik pfimky s télesy

Protina-li pfimka téleso, znamena to, ze ma s télesem jeden spoleény bod nebo
spole¢nou usecku. Je-li prunikem piimky s télesem bod, pak hovotfime o bodu dotyku.
Ve druhém piipad¢é muize byt prinikem piimky a télesa usecka, kterd je dana dvéma body,

které lezi v plasti télesa.
4.1 Prinik ptimky s krychli
Piiklad 1:
Je dana krychle ABCDEFGH. Sestrojte prisecik ptimky AG a roviny DBF.
Konstrukce

1) krychle ABCDEFGH
2) <p; < € AG 5
3) usecky DB,FH
4) rovina DBFH

5 e’ op’ € AC
6) P; PPEDBNY

7) &l ol €

'q - = = - -
T

P’,je kolma k roviné ABC
8) P; P je prisecik roviny DBF a A
primky AG
Obrazek 65

Pii konstrukei jsme vyuzivali kolmého primétu pfimky a bodu do roviny podstavy.
Piimka p” je primétem piimky p a bod P (hledany prtsecik) je vzorem pro pramét bodu

P’. Poloha bodu P ma jednu vyjime¢nou vlastnost vzhledem ke krychli. Je jejim stfedem.
Diikaz

To, e bod P, je sttedem krychle, 1ze dokazat jednoduchym zptsobem. Usedka AG,
kterd naleZi stejnojmenné piimce, je té€lesovou uhlopii€¢kou krychle. Jestlize rovina

DBF zahrnuje i vrchol H, pak mizeme tvrdit, Ze této roviné nalezi i use¢ky DF a BH.
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Tyto usecky jsou rovnéz télesovymi uhloptickami krychle. V podstaté se tedy v bodé P

protinaji tii uhlopficky vyse zminéné, coz je diikaz toho, Ze bod je stiedem tclesa.

Piiklad 2:

Je dana krychle ABCDEFGH. Sestrojte prisecnici rovin ACE a BHP, kdy bod P je
sttedem hrany FG.

Konstrukce

1) krychle ABCDEFGH

2) P; P € FG,|FP| = |PG)|

3) rovina ACE = Ctytuhelnik ACGE
4) &p; v € BAop || PH

5) @;Q € ADnp

6) rovina QBPH

V nékresu bylo tfeba vyznadit, Ze rovina ACE je vlastn¢ dana Ctyfuhelnikem ACGE.
Ctvrty bod roviny BHP jsme zjistili tak, ze jsme vedli rovnobé&zku s piimkou PH bodem
podstavy B. Tim vznikl ¢tyfuhelnik QBPH,

ktery udava druhou rovinu.

7) I; 1 € EG~HP .
8) J;] € 0BNAC

9) ¢»s; s je prisecnice rovin

Hrany téchto Ctyfuhelnikli se protinaji \

vV horni a dolni podstavé. Tyto praseciky o

nazveme I[,J] a jsou to body hledané

prisecnice s.

Obrdzek 66
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4.2 Prunik primky s hranolem

Pti hledéani priniku ptimky s hranolem je zde jistd podobnost jako pfi hledani priniku
piimky s krychli. Nejcastéji volime rovinu, kterd je rovnobézna s pobocnymi hranami
hranolu. Tuto rovinu nazyvame smérovou rovinou a uzivame rovnéz smeérovych primek,

coz jsou piimky rovnobézné s pobo¢nymi hranami.
Priklad 1

Je dan pravidelny Sestiboky hranol ABCDEFA'B’C’D’E’F’. Sestrojte prinik ptimky p =

KL s timto hranolem, vite-li:

a) A=(0,0,0),B=(4,0,0),|]AA’| =v =7 cm,
b) K € s(s€ E'D)A|D’K| = 2cm, K nendlezi hranolu
c) L=(-300)

Konstrukce hranolu v programu 3D GeoGebra

Nejprve do algebraického okna vepiSeme zname body A = (0,0,0) a B = (4,0, 0).
Podstavou je pravidelny Sestitthelnik, pouzijeme tedy néstroj ,,Pravidelny
mnohouhelnik®, pficemz oznacime body A4, B a pfi dotdzani na pocet vrcholii zvolime
,0%. Dale pozijeme nastroj ,,Vytazeni do hranolu nebo valce* a pii dotdzéni na vysku

hranolu zvolime ,,7%.
Konstrukce pruniku primky s hranolem

1) ¢»s; s €EED’

2) K; K € »sA|DK| = 2cmAK & E'D’
3) L; L € »>sA|D'K| = 2ecmAK & E'D’
4) <p; <p €KL

5) ¢»q; <»q € K A <»q L ABCDEF

6) r; <>r € ED

7) K'; K€ &N <r

8) ©p’; &p € LK’

9) M; M € &p'nFA

10) N; N € <»p'nCD
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11) «k; <k € M A<k L ABCDEF
12) «3l; &l € NA el L ABCDEF
13)Y; Y € ok op

14) Z; Z € <lnep

» Algebraické okno =' X| | ¥ Graficky nahled 3D

® A= (0, 0) - v hd v -
B=(4,0)

®f=4

mnohothelnik1 = 41.!

a= 290.98

=(0,6.93, 7) +A

,6.93,7)

nn
—_—
Nm

0,0)

< n
n 5
||.=‘.,_7

27T :'!'l—gx

(-3,0,0) +A (9
(6,6.93,7) + A
93
.93, 0)
(-3,0,0)+A (9

><><

.,
n
o n

—_—
n o

—— |

-0.92, 1.6, 0)
(4.62, 5.86, 0)
=(-o 92, 1.6, 0)4

TR R T

_::zg.cz

Obrazek 67

Zaver

Vyuzitim kolmého primétu ptimky p do roviny podstavy ABC a nalezenim vzoru
bodu, které lezi na hranach hranolu a zaroven na pramétu ptimky p, jsme zjistili polohu
bodu Y, Z, které vymezuji usecku, jez je prunikem piimky s hranolem. Tyto body lezi ve
sténach hranolu AA'F'F a CC’'D’D a ptesné soufadnice bodd jsou oznaceny

Vv algebraickém okné (Obrdazek 67).

Priklad 2:

Zobrazte pruseciky ptimky a = PQ [P = (3,7; 2,8; 0), Q = (—4; 4,5; 4,7)] s kosym
hranolem, jehoz podstavou je rovnobéznik ABCD [A = (-5,2,;3; 2,7),B =
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(-3,5,;3,5; 0),C =(0,;1,5,;1,5)] a pobo¢na hrana je AA" [A" = (0; 5,8; 2,7)]
(Harant, 1965, str. 131).

Konstrukce kosého hranolu: 81
Nakres vznikly zapsanim bodl ze zadani do Qg
algebraického okna nam poskytl pouhou zmét - &
n¢kolika bodi (Obrazek 68), ze kterych je tieba ; & g
vytvofit hranol. T <
0B : iﬂ 2 ey
!
1) usetky AB,BC, AA’ Obrdzek 68
2) <b; b ||ABA b eC
3) ©x¢; e || BC A< €A 9) B B'eefney
4) D; D e<shn ¢3¢ 10) ¢»h; ¢<>h | BC A <>h € B’
5 ed; «»d||AA"'Ad €D 11) €5 € € e N h
6) <e; ee|| ¢xd A e €C 12) «»i; i ||CD A i eC”’
7) of; of || <d A <f €B 13) D’; D" € <31 N «>d

8) <g; ¢»g || AB A <3g € A’ 14) hranol ABCDA’B’C’'D’

Obrazek 69
Konstrukce primky a jejiho priniku s hranolem:

1) «»a; <»a €QP
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Zvolime rovinu, kterd je rovnobézna s pobo¢nymi hranami. Nazyvame ji smérovou
rovinou. Pfimky rovnobézné s pobocnymi hranami nazyvame smérové piimky. Na
piimce a si zvolime libovolny bod O, kterym vedeme smérovou piimku s. Piimka

s protina rovinu podstavy v bod¢ K. Dale:

2) ot; ot € QAt|]| s
3) L; L € <»>tnABCD

4) ¢»a’; «»a’ € LK

5 R; R € <»a’nAD

6) S; S € «»a’nBC

7) U, <Xu € RAou || AA°
8) ©; v € SA V|| AA

9) Y;Y € o»unea

10) Z; Z € &>vn2a

» Algebraické okno
® Y =(-1.36, 3.91, 3.15)
® Z=(1.81, 3.22, 1.21)

Obrazek 70

Zaver

Vyuzitim smérovych piimek a smerové roviny jsme graficky zndzornili body Y a Z,
které urcuji usecku, jez je prinikem piimky a Skosym hranolem ABCDA'B'C’'D’

(Obrazek 70).
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4.3 Prinik ptimky s jehlanem

Pti konstrukei priniku ptimky s jehlanem vyuzivame takzvané vrcholové roviny. Jiz
Z nazvu je ziejmé, ze tato rovina prochdzi vrcholem jehlanu a zaroven nalezi piimce, jejiz
pranik s jehlanem chceme nalézt. Déle vyuzivame vrcholovych primek, coz jsou ptimky

vedené z vrcholu jehlanu libovolnym bodem piimky, kterd jehlan protina.
Priklad 1:

Zobrazte priseciky pfimky a s plastém pravidelného Etyfbokého jehlanu o Etvercové
podstavé ABCD, vrcholu V a vysce v, jestlize je pfimka dana body M,N. Urcete
soutfadnice vSech vrcholld jehlanu a soufadnice prisecikil, jsou-li ndm zndmy tyto

soufadnice:
A = (0,3,0) M = (-3,3,4) v =5cm
C =(-1,-40) N = (2,-3,0)
Konstrukce jehlanu
GeoGebra 2D:

1) AC; AC je uhlopricka ¢tvercové podstavy

2) S; S je stredem usecky AC A

3) &b, b LACA b eS 2

4) k; k (S, r=SA) K
5) B;B ek b .

6) D;D ekn b
7) podstava ABCD

¥ Algebraické okno

N = - |=l> fiw
8) N;N=(2,-3,0) oB= (40 :
®D=(3-1) C
GeoGebra 3D:

Obrazek 71
9) ¢»¢; ¢ L ABCD A ¢3C €S
10)V;Veecazv=5
1)M; M=(-3,3,4)
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v Algebraické okno

Z algebraického okna lze :
° M |5~ fev

vycist (Obrdzek 71, 72):

® V=(-05,-05,5)

B = (—4,0,0)
D = (3,-1,0)

V =(-0,5 —0,5; 5)

Obrazek 72

Konstrukce prusecikii primky s plastéem jehlanu

1) ¢a; <»a e MN

2) a,ajerovina podstavy ABCD
3) L; L e»a

4) d; exd eVL

5 L L'eerdna

~ Algebraické okno
‘ - _f-, v

® Y =(-1.06, 0.67, 2.45)
® Z=(1.14, -1.97, 0.69)
6) «a’; »a €L’'N
7) 0; 0 e »a’ N AB
8) P; Pew»a nCD
9) useckyVoO,VP
10)Y; YeVO N «a

11)Z; ZeVP N <a

Obrazek 73

Zaver

Vyuzitim takzvané vrcholové piimky (pfimka d), ktera prochazi vrcholem jehlanu a
protina piimku a jsme nalezli vrcholovou rovinu VL'N, z které jiz bylo snadné zjistit
hledané priniky pfimky a a plasté jehlanu. Tyto body maji soufadnice Y =
(—=1,06,0,67,2,45)aZ = (1,14,—-1,97,0,69) (Obrazek 73).
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Ptiklad 2:

Je dan pravidelny trojboky jehlan (pravidelny ctyistén) ABCV a piimka p = MN.
Sestrojte prunik ptimky a jehlanu, plati-li, ze bod M € - AB, |AM| = % |AB|, bod N je

sttedem tGsecky VT, kde bod T je tézisté trojuhelniku ABC.
Konstrukce

1) jehlan ABCV
2) M; M € AB A |AM| = §|AB|
3) T;T je tézisté A ABC

4) N;N je stredem UseCky VT

5) ©p; p € MN
6) “p; p ' €ETM
7) Y,V eEeop mAC
8) Z;Z" € «<»p"NBC
9) usecky YV, Z'V
10)Y;YeEYV nep
I Z;Z€ZVnep

Obrazek 74

Zaver

Vrcholem V a ptimkou p je uréena vrcholova rovina, v niz lezi i pfimka p’, ktera je
priseénici této roviny a roviny podstavy. Rezem jehlanu vrcholovou rovinou je

trojuhelnik Y'Z'V.

Prinikem piimky p s jehlanem ABCV je Gsecka dana body Y, Z.
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4. Prostorové ulohy u pfijimacich zkousek

V nékterych piijimacich zkouskach z matematiky se ¢as od ¢asu vyskytne uloha, ktera
je vénovana stereometrii. V pfijimacich zkouskach na Ctyfleté stiedni Skoly je téchto
otazek velmi poskrovnu, bylo obtizné vitbec n¢které nalézt. Matematika ale neni zaloZzena
jen na tom umét dobie a rychle scitat, od¢itat, nasobit a délit, vyfesit nékolika zptsoby
soustavy rovnic, fesit ulohy s pfimou ¢i nepfimou umeérou nebo znat nazpamét’ vSechny
vzorecky pro obsah obrazcli a objem téles. Matematika je zaroven véda, ve které je
dalezité rozvijet a posléze téz uplatnit lidskou prostorovou piedstavivost, protoze
trojrozmérny prostor je néco, co nas obklopuje v béZném zZivoté bez ohledu na to, zda

jsme uvnitt budovy nebo venku v ptirod¢.

Vice stereometrie nalezneme spiSe v testech studijnich ptredpokladi, které mivaji 6
okruhil — verbalni, numericky, okruh kritické¢ho a analytického mysleni, okruh kulturniho
piechledu a konecné okruh prostorové predstavivosti. Na zakladé uspesnosti
Vv jednotlivych okruzich testu je vyhodnoceno, zda ma student dobré predpoklady pro
studium na dané fakulté. U¢elem stereometrické ¢asti u piijimacich zkousek je zjistit, jak
dobfe zaci vnimaji nejriznéjsi tvary téles, sméry pohledu a vzdalenosti v prostoru. Pro
technicky zameétené Skoly je prostorova predstavivost velmi dileZitym a Zadanym

kritériem a napftiklad studium architektoniky se bez ni neobejde [10].

Dobra orientace v prostoru je velice prakticka, ale neni bohuzel samoziejmosti u
kazdého z nas. VyuZzivame ji v béZném Zivoté v mnoha situacich — pfi zkracovani si cesty

skrz mésto, pti orientaci ve velkych neznamych budovach, ale 1 v oteviené krajing.

5.1 Vybrané ulohy pro zaky zakladnich skol

V této kapitole je vybrano né€kolik piikladl ze stereometrie urenych pro zaky
zakladnich $kol, které by mohly ¢init potize. U kazdé ulohy jsou popsana rizna uskali ¢i
chyby, kterych by se zak mohl pfi feSeni dopustit a zarovei jsou ulohy doplnény o spravné

feSeni.
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Uloha 1:

Na povrchu kvadru vyznacte nejkratsi cestu, po které se mravenec dostane z bodu A do

bodu G [1]. H

* G
1
]

Rozméry kvadru (v cm): E : A
l
I

1D - L - - -4C

i ’ 4
A 5 B
Obrazek 15

Chybné reseni:

Jedna z moznosti, jak by zaci tesili tuto Glohu, je, Ze by ji fesili stejné, jako by hledali
vzdalenost dvou bodii v roviné€. Spojili by tedy vychozi a koncovy bod tiseckou a tim by
pokladali ulohu za vyfeSenou (Obrdzek 76). Jiny zplsob, jak by mohla byt tiloha feSena
chybné je, Ze zaci by vedli cestu nejprve uhloptickou AF frontalni stény, poté by

pokracovali ptes hranu FG (Obrdzek T7).

G
HI ] ’ .
! I
! 1
; ' e/ |
: F , g
! |
' :
[’)L_ ________ T /c Db o L ___lc
g 7/
¢ s
s 4
£ //
Obrazek 76 Obrazek 77
H $ommmmmmmmmmmssssmmmeemmeee *G

Spravné resent:

Nejkratsi cestu nalezneme nejlépe tak, kdyz si

r G
horni podstavu EFGH piedstavime otoCenou E
kolem hrany EF do frontalni roviny (Obrdzek  E : X F

1

)
78). Vznikne obdélnik EFG’H‘. Jsou-li dodrzena f c
pravidla volného rovnobézného promitani, tak e °
plati: [FG‘| = 2|FG|, |EH| = 2|EH|. A B

Obrazek 78
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Nyni spojime body 4, G, protoZe oba lezi ve frontalni roving. Na usecce EF vznikne
bod X, ktery nalezi priuniku AG‘ a EF. Timto bodem nyni povede nejkratsi cesta, ktera se
sklada z usecek AX a XG.

Overeni vypoctem:

Spravnost feSeni ovéiime vypoctem podle Pythagorovy
véty. OtoCenim horni podstavy kolem usecky EF vznikl

obdélnik o jedné strané délky 5 cm, druhd strana je souctem

délek zbylych hran kvadru (3 +4cm), tj. 7cm.

Mravencova cesta c je pfepona pravouhlého trojuhelnika

s odvésnami 5 cm a 7 cm (Obrdzek 79). Plati tedy vztah: A 5 B

Obrazek 79
c?=a*+ b?

c =+/(a?+b?)

c = V52 +72=+25+49 =74 cm

Kromé této varianty by se v§ak mohlo zd4t, Ze mravenec mlze ,,cestovat™ i po bo¢nich
sténach kvadru, a to dvéma zplisoby, které jsou vyznaceny na nésledujicich obrazcich.

Dolni podstavu v potaz nebereme, protoze piedpokladdme, Ze na ni je piekazka

postavena.
G
»
o
A |
: H G
» : G .
e '
1 H '
: C !
E 1 - L 7 I _T.TG E ! £
: t/ E 1
3 ’ i 1
il -+ ! '
B e -~ Ao ; e i SO c
R \ ,
y I //
KL e '’
A - ¥ emmmmmmmemmm e -IC A B
Obrazek 80 Obrazek 81

Ukéazeme si, Ze tyto dvé cesty nejsou stejné kratké, jako predchozi varianta:
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Ovéreni vypoctem:

Jako u ptedchoziho ptipadu ndm vznikne obdélnik tak, Ze oto¢ime pravou boc¢ni sténu

(resp. levou bo¢ni sténu) kolem hrany se sousedici predni sténou (resp. zadni sténou).

Obrazek 82

Jedna strana obdélnika méfi 3 cm, druha strana je souctem délek zbylych hran kvadru
(5+4cm), tj. 9cm. Mravencova cesta c je pfepona pravouhlého trojihelnika

S odvésnami 3 cm a 9 cm. Pocitame dle Pythagorovy véty:

c =+/(a?+b?)
c=324+92=4/9+81=4/90cm

Rozdil délek tras: V90 - V74 ~ 0,8845 cm
Zaver:

Zjistili jsme, Ze cesta mravence pres predni a svrchni sténu kvadru méii v74 cm =
8,602 cm. Zatimco cesty vedouci pies bocni stény kvadru méti v90 cm = 9,467 cm.

Prvni varianta je tedy kratsi ptiblizn€ o 0,8845 cm.

Uloha 2:
L J
Doplite sit’ hraci kostky tak, aby soucet puntikii na | o o
kazdych dvou protilehlych sténach kostky byl sedm [6]. i
Obrazek 83
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Reseni:

Tato loha patii mezi ty snazsi. Protoze co se tyce pocetni stranky, tak je velmi snadné
zjistit, jaky pocet puntikti bude na protéjsi sténé hraci kostky. Co miize vSak Cinit drobné

problémy, je piijit na zpiisob, ktery odhali protilehl¢ stény.

Je tfeba si uvédomit, ze protilehlé stény jsou vzdy odd€leny pravé jednou sténou a
nemaji zaddnou spolec¢nou hranu. Vezmeme-li jako prvni v tvahu bilou sténu Gpln¢€ vpravo
na siti, tak zbylé dvé bilé stény jsou k ni ptiléhajici, a to pozname tak, ze maji spolecny
jeden ,,rizek*, tedy vrchol krychle. Je tedy ziejmé, ze jedind sténa, ktera bude protilehla
k bilé stén¢ vpravo, je sténa se 4 puntiky a prazdna sténa vpravo bude obsahovat 7 — 4,

tedy 3 puntiky.

Sténa se dvéma puntiky je oddélena s jejim

protéjskem sténou se Ctyimi puntiky. Proto na druhé . e ofo ofe
sténé zprava bude 7 — 2, tedy 5 puntikd. Nyni uz zbyva I " .
doplnit do spodni prazdné stény 7 — 1 puntikd, tedy 6. v
Obrazek 84

Uloha 3:
Na obrazku je schematicky zndzornéna dekorativni
zahradni sestava slozend z dievénych krychli a kvadra.
Z jakého pohledu byla pofizena tato fotografie
dekorativni stény? Obrdazek 85

a) zezadu

b) zeptedu

c) zleva

d) zprava

e) zhora

Obrazek 86
[11]
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Reseni

S tlohami tohoto typu se nejcasteji setkame v testech studijnich predpokladi, kde je
testovana prostorova piedstavivost zakl. Bystry zak si v§imne, Ze pohled zptedu urcité
neni feSenim. Postupné vylouci dalsi sméry pohledu. Nakonec je ziejmé, ze fotografie je

pofizena pohledem zprava.

Uloha 4:

V krychli je zndzornén uhel « pfti vrcholu B (viz

Obrdazek 87). Zjistéte jeho velikost.

Obrazek 87

Chybné reseni:

Castou chybou mtize byt, Ze 74k zagne uvazovat, e jedno rameno uhlu & lezi v pravé
bocni sténé krychle BCGF a druhé lezi v podstavé ABCD. Dale vychazi ze skutec¢nosti,
Ze tyto dvé stény jsou na sebe kolmé. Proto odpovédi muze byt, ze thel @ ma velikost

90°.
Spravné reseni:

Asi nejsndze lze demonstrovat spravné feseni tak, Ze si vytvoifime pomyslnou tsecku
DG. Nyni ndm vznikl trojuhelnik DBG tvofeny rameny thlu « a iseckou DG. Dilezité
je si pov§imnout, Ze vSechny strany trojuhelnika leZi na thlopfickach stén krychle, proto
jsou si délkou rovnocenné. A je-li trojuhelnik tvoten tfemi stejné dlouhymi stranami, pak
jde o rovnostranny trojuhelnik a plati, Ze vSechny jeho vnitini uhly jsou shodné a maji
velikost 60°. Uhel « je jeden z vnitinich ¢thli tohoto trojuhelnika, takze jsme dokazali, Ze

uhel « ma velikost 60°.
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Uloha 5:

Kolik rizné velkych krychli a kolik riznych kvadri muize vzniknout z krychle na
obrazku, budeme-li ufezavat jednotlivé krychlicky? Téleso musi byt tvoieno vice nez
jednou krychlickou a nemusi se spotfebovat vSechny
krychli¢ky, Uvazujeme tak, ze pro vytvofeni nového télesa

mame vzdy kompletni nerozitezanou krychli [6].
Chybné uvazovani

Je dilezité uv€domit si, jak definujeme krychli a kvadr. Obrdzek 88
Muze se stat, ze zak bude uvazovat tak, ze hleda vSechny
krychle o stejn¢ dlouhych hranach a - a - a, cozZ je spravné, a vSechny kvadry o rizné
dlouhych hrandch a - b - ¢, coz uz spravné neni. Kvadr je vlastné téleso, jehoz stény tvoii
¢tverce ¢i obdélniky. S velkou pravdépodobnosti si zak neuvédomi (nebo ani nevi), Ze
krychle je vlastné specialni piipad kvadru. Nalezne-li zak celkovy pocet kvadri vyjma
krychli, bude mu vysledek nejspiSe uznan. Nase feSeni vSak uvazuje krychli jako specidlni
ptipad kvadru.
Spravné resent
a) Pocet krychli:
V ramci krychli je vybér omezeny, protoze hleddme tfeti mocniny celych cisel,
které jsou mensi nebo rovny 27 (celkovy pocet krychli¢ek velké krychle).
Reseni jsou tedy dvé. Krychle ze &tyf a dvaceti sedmi krychli¢ek. Krychle o jedné
krychli¢ce se podle zadani nepocita.
b) Pocet kvadri:
Pocet vSech kvadri zjistime vyctem vSech jejich rozmért:
1) 1-1-2
2)
3)
4)
5)
6)

2
2
-3
3
3
7) 3

2
2
2
3.
3
2

R W NN N DN
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Celkem jde sestavit sedm kvadrd.
Zaver

Z krychle v zadani 1ze vytvorit dvé krychle a sedm kvadru.

Uloha 6:

Téleso na obrazku je tvofeno malymi kostkami. Ma-li

kostka viditelnou jednu sténu, ma hodnotu 1 bod. Ma-

li viditelné dvé stény — 3 body, tfi viditelné stény — 5

bodu, Ctyti viditelné stény — 7 boda. Je-li vidét 5 stén,
hodnota je 9 bodu.

Urcete v bodech hodnotu celého télesa [6].
Obrazek 89

Reseni

Tato uloha se fesi kombinaci prostorové predstavivosti a binarnich operaci (scitani,
nasobeni). Nejpravdépodobnéji zak udéla chybu pfi pocetni operaci. Asi nejjednoduseji
muzeme uvazovat tak, ze pocet viditelnych stén kazdé kostky je 6 minus pocet
sousednich kostek. Devitibodové jsou tfi kostky, sedmibodové dvé, pétibodové tii a
tiibodova je jedna ,prostiedni kostka. Vypocitanim vyrazu 9-3+7-2+5-3 4+ 3
1 zjistime vysledek 59.
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Zaver

Hlavnim cilem mé prace bylo sestavit soubor prostorovych uloh na téma odchylky,
fezy téles a priniky piimky s télesy, jenz tvofi prevaznou Cast této prace. Tuto praktickou
Cast jsem zaroven chtéla obohatit o teoreticky zaklad umistény do prvni kapitoly, abych
Ctendfe jiz na zacatku seznamila se stereometrickymi Utvary, pojmy a konstrukcemi,

se kterymi v praktické ¢asti pracuji.

Rovnéz jsem se zaméfila na problematiku feSeni prostorovych tloh zéky zékladnich
Skol. Vyuka stereometrie na zakladnich skolach je dle mého nazoru spise opomijena, coz
ma nemaly vliv na to, Ze zaklim ¢asto chybi prostorova predstavivost. Proto vysledky ve
stereometrickém okruhu u testl studijnich pfedpokladl nebyvaji casto pfili§ dobré. Ke
zlepseni prostorové predstavivosti zakd by mohlo poslouzit ¢astéjsi vyuzivani programi
pro 3D modelovani ve vyuce. Dost mozna by se timto Stereometrie stala u zaka

oblibeng;si.

Téma prace jsem si vybrala z vlastni iniciativy, protoZze jiz na gymnéaziu mne tato
tématika zajimala a S tlohami jsem Casto pomahala spoluzakim. Za svlij osobni pifinos
povazuji to, ze diky psani této prace jsem nabyla nové zkusenosti Vv kresleni v programu
GeoGebra, v némz jsem vytvofila vSechny obrazové ptilohy uloh. Zaroven mi vytvofeni
prace poskytlo lepsi orientaci v problematice stereometrie a prohloubilo moji vlastni

prostorovou piedstavivost.
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