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Anotace

V této bakalarské praci se budeme zabyvat modely, které kombinuji dravce riiznych typti ma-
jicich rGzné funkéni odpovédi. Budeme uvazovat jednu populaci kofisti a dvé populace dravce.
KaZdé populace dravce bude mit bud’ konstantni hustotu, nebo proménnou hustotu danou reak-
ci na zmény hustoty Kkoristi. Do modeld také zahrneme funkcni odpovéd’ dravce, konkrétné
funk¢ni odpovéd’ Hollingova typu II a Hollingova typu III. Dané modely popiSeme a prove-

deme jejich analyzu vzhledem k nékterym parametrim modelu.

Annotation

In this thesis we deal with models that combine predators of different types having different
functional responses. We consider one population of prey and two populations of predators.
Each population of the predator has either a constant density or a variable density given by the
reaction to changes in prey density. To the models, we also include a functional response of the
predator, specifically the Holling type II and Holling type III functional response. We describe

these models and analyze them with respect to some model parameters.
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Kapitola 1
Uvod

Jednim z cilti matematického modelovani v ekologii je kvantitativni studium vzdjemné inte-
rakce mezi dravcem a jeho kofisti. Historicky prvnim modelem popisujicim dynamiku interak-
ce dravec-kofist je Lotkliv-Volterriiv model. Tento model vychazi z prace italského matematika
Vita Volterry, ktery timto modelem vysvétloval kolisani mnozstvi dravych ryb v Jaderském
moti béhem prvni svétové valky [1]. Nezdvisle na ném odvodil stejny model i Alfred James
Lotka na zakladé hypotetické chemické reakce, pomoci které chtél popsat periodické chovani
koncentraci reagujicich latek [3]. Lotktiv-Volterrtiv model ma ale fadu nevyhod. Napriklad je
tzv. strukturdlné nestabilni. To znamena, Ze jakakoliv mald zména v jeho struktufe mize vést
ke zméné chovéni celého modelu [1]. Nicméné je jakymsi odrazovym bodem pro realisticté)si
modely typu dravec-kofist.

V této prici se budeme zabyvat modely s jednou populaci kofisti a dvéma populacemi
dravce. Kazd4 populace dravce bude mit bud’ konstantni hustotu, nebo proménnou hustotu
danou reakci na zmény hustoty kofisti. Zasadnim prvkem modelu typu dravec-kofist je funkéni
odpoveéd’ dravce, coz je rychlost, s jakou kazdy dravec lovi kofist [1]. V této praci budeme
uvazovat dva typy funkéni odpovédi. Jednou z nich je funkéni odpovéd Hollingova typu II,
kterou budeme uvazovat v nasledujicim tvaru [4]:

alN
f(N)—m, Cl,b>0.

Jednd se o hyperbolickou funkci, kterd se saturuje na urcité hodnoté, a to kvili ¢asu po-

trebnému ke zpracovani jedné kofisti draveem [1]. Dal$i funkéni odpovédi, kterou budeme v



této praci pouZzivat, je funkéni odpovéd’ Hollingova typu 11, kterou budeme uvaZovat ve tvaru [4]

alNF

N)=———— a,b k> 1.

Jednd se o sigmoiddlni kiivku, kterd se opé€t saturuje na urcité hodnoté a ktera predpoklada,
Ze dravci neefektivné shanéji potravu pfi nizkych hustotach kofisti, napfiklad diky schopnosti
kofisti ukryt se pred dravci [1].

Obecny model ristu populace kofisti v piipadé konstantni hustoty obou dravcii (piipad A)

budeme uvazovat ve tvaru

dN N

%:N\/ (1—?) — f[i(N)Py = fo(N)P. (1.1)

Kofist tedy bez pritomnosti dravce roste logisticky s rychlosti riistu > 0 a nosnou kapacitou
K >0, fi(N) je funkéni odpovéd’ preddtorai = 1,2 a P, je hustota predatora i = 1, 2.
V piipadé, kdy jeden dravec bude mit proménnou a druhy dravec konstantni hustotu (pfipad

B) bude nas model vypadat nasledovné:

dN N
=y (1 - E) ~HNA = AN,
(1.2)
dP,
dtl = —mP + efi(N)P;.

V nepfitomnosti dravce tedy kofist roste opét logisticky, mortalita dravce P; je m > 0 a pa-
rametr e > 0 zna¢i iCinnost, s jakou dravec pfeméni zkonzumovanou kofist v nové dravce.
Dravec P, bude tedy s kofisti /V svdazan dynamicky.
Jednotlivé modely, kterymi se budeme v této praci zabyvat, jsou shrnuty v tabulce 1.1.
Cilem této prace je vySe popsané modely analyzovat a vysledky dédle diskutovat vzhledem

k nékterym parametrim modelu.

vvvvvv

vvvvvv

V druhé kapitole nejprve predstavime zdkladni definice a pojmy z teorie obycCejnych di-
ferencidlnich rovnic, které v této praci budeme vyuZzivat. Potom uz piejdeme k analyze sa-

motnych modell. V tieti kapitole jsou popsany a analyzovany modely, které jsou tvoreny
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Model | Funkéni odpovéd’ dravece 1 | Funkéni odpovéd’ dravee 2

f1(N) f2(N) (vzdy konstantn{ hustota)
Konstantni hustota

Al typ II -

A2 typ 111 -

A3 typ II typ III
Proménnd hustota

B1 typ II -

B2 typ II typ III

Tabulka 1.1: Tabulka modeli studovanych v této prdci.

jednou diferencidlni rovnici. Tato kapitola je rozdélena do tii podkapitol, ve kterych jsou jed-
notlivé popsany tfi modely kombinujici populaci dravce s konstantni hustotou a az dvéma
funkénimi odpovéd’mi. V prvnim modelu je zahrnuta funkéni odpovéd’ Hollingova typu II,
v druhém modelu funk¢éni odpovéd’ Hollingova typu 111, tfeti model pak obsahuje oba typy
funk¢ni odpovédi. Nasleduje Ctvrta kapitola, ve které jsou popsdny a analyzovany modely tvo-
fené soustavou dvou diferencidlnich rovnic, a kterd je déle rozdélena do dvou podkapitol. V
prvni z téchto podkapitol analyzujeme model s jednou populaci dravce s proménnou hustotou
a funk¢ni odpovédi typu II. V druhé podkapitole pak analyzujeme model se dvéma popula-
cemi dravce, jak s proménnou, tak s konstantni hustotou a funkénimi odpovéd’ mi Hollingova
typu II a typu III. VSechny modely jsou vzdy analyzovany vzhledem k vybranym parametrim

daného modelu. Zavérecna kapitola je souhrnem celé bakaldiské price.



Kapitola 2

Teoreticka cast

V této kapitole jsou uvedeny zdkladni definice a pojmy z teorie obycejnych diferencidlnich
rovnic, které budeme pri analyze modeli v této praci budeme vyuzivat. Vychazime z prednasek
Prof. RNDr. Vlastimila Kfivana, CSc. z pfedmétu Uvod do diferencidlnich rovnic, s vyjimkou
nékterych definic, které jsou ddle citovany.

V této préci se budeme zabyvat autonomnimi obycejnymi diferencidlnimi rovnicemi prvni-
ho faddu. Obycejnou diferencidlni rovnici myslime takovou rovnici, ve které se vyskytuji de-
rivace neznamé funkce a kdy tato nezndmad funkce (zdvisld proménnd) zavisi pouze na jedné
nezavislé proménné. Radem diferencidlni rovnice rozumime ¥4d nejvyssi derivace, kterd se
v rovnici vyskytuje.

Rovnici

o' = f(t ), 2.1

kde f : R — R je dand funkce, x je zdvisld proménna a z’ je jeji derivace, nazyvame oby-
Cejnou diferencidlni rovnict prvniho rddu rozfeSenou vzhledem k derivaci. Pokud dand funkce
f nezavisi na nezavislé proménné ¢, oznaCujeme tuto rovnici jako autonomni. Déle budeme

uvazovat jen autonomni rovnice a budeme je oznacovat jen jako diferencidlni rovnice.

Definice 2.1 (ReSeni diferencialni rovnice) Resenim diferencidlni rovnice (2.1) nazveme funkci
x(t) definovanou na néjakém intervalu I, kterd md v tomto intervalu derivaci a spliiuje rovnici

(2.1) pro kazdét € I.



Soustavu rovnic

d
% = fl(xh‘ .. 7xn)7
2.2)
dxy,
% = fg(ffl, L 73771)7
kde f; : D — R provsechna: = 1,...,na D C R", nazyvame soustavou autonomnich

obycejnych diferencidlnich rovnic. Soustava (2.2) miize byt zapsana ve vektorovém tvaru jako
¥ = f(x), (2.3)
kde x = (z1,...,zp)a f = (f1,..., [n)

Definice 2.2 Funkce x(t) = (x1(t),...,z,(t)) definovand na néjakém intervalu I je FeSe-
nim vektorové diferencidlni rovnice (2.3), pokud pro kaZdé t € I plati, Ze x(t) € D a
'(t) = f(z(t)) prokaZdé t € 1.

Definice 2.3 (Cauchyova pocatecni tiloha) Nalézt takové rFeseni diferencidlni rovnice (2.3),
které spliiuje zadanou pocdtecni podminku x(ty) = xo, kde xo € R, ty € R, se nazyvd Cau-

chyova pocdtecni uiloha.

Je tieba si uvédomit, ze feSeni Cauchyovy tlohy nemusi existovat nebo byt jednoznacné.

To, zda feSeni Cauchyovy ulohy existuje a je jednoznacné, fika nasledujici véta.

Véta 2.1 (Véta o existenci a jednoznacnosti reSeni, [2]) Necht' D je oteviend podmnoZina
R"™ obsahujici x¢ a necht’ f je spojité diferencovatelnd na D. Potom existuje a > 0 takové, Ze

pocdtecni tiloha

¥ = f(x), 2.4
z(0) = xo, (2.5)

md na intervalu [—a, a] jediné FeSeni x(t).

Definice 2.4 (Rovnovazny bod, ekvilibrium) Bod x* € R", ktery spliiuje rovnici

se nazyvd rovnovdaznym bodem (ekvilibriem) diferencidlni rovnice (2.3).
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Definice 2.5 (Stabilita rovnovazného bodu) Necht’ x* € R" je rovnovdiny bod diferencidlni

rovnice (2.3). RovnovdZny bod x* se nazyvd lokdlné stabilni, jestliZe pro vSechna € > 0 existuje

d > 0 takové, Ze pro vSechna FeSeni x(t) diferencidlni rovnice (2.3) s pocdtecni podminkou

x(to) spliiujict |x(ty) — x*| < 0 plati |x(t) — x*| < € pro v§echna t > t,.
Pokud navic plati, Ze lim;_,, x(t) = x*, pak Fikdme, Ze rovnovdzny bod je lokdlné asympto-

ticky stabilni. Neni-li stabilni, rikame, Ze je nestabilni.
Véta 2.2 (Hartmanova-Grobmanova véta) UvaZujme soustavu diferencidlnich rovnic

dx
& = Aat) + g(a),

kde g(0) = 0 a g je spojitd funkce spliiujici podminku

lo@I

lzll>0 |||

Potom plati: Maji-li vSechna vlastni ¢isla matice A zdporné redlné Cdsti, je nenulové feseni
lokdlné asymptoticky stabilni. Existuje-li vlastni ¢islo s kladnou redlnou cdsti, pak je nulové

FeSeni nestabilni.

Lokadln{ stabilitu rovnovaznych bodl budeme uréovat pomoci metody linearizace. Ta spo-

¢iva ve vypoctu Jacobiho matice, tj. matice parcidlnich derivaci ( ga’:j ) n - v daném rovnovaz-
1,)=

ném bode¢. O stabilité pak rozhoduji vlastni ¢isla Jacobiho matice. Maji-li vSechna vlastni Cisla

této matice zaporné redlné Casti, je dany rovnovazny bod lokalné asymptoticky stabilni. Ma-li

alespon jedno vlastni ¢islo kladnou redlnou Cast, je rovnovazny bod nestabilni.

Urcenf lokdln{ stability rovnovdZzného bodu x* jedné diferencidlni rovnice
¥ =f(z),zeR, f:R—>R

odpovida urCeni znaménka derivace funkce f(x) v bodé z*. Je-li f'(z*) < 0, pak je ekvi-
librium z* lokdlné asymptoticky stabilni. Je-li f'(x*) > 0, je ekvilibrium z* nestabilni.

Pfi analyze dvourozmérné soustavy diferencidlnich rovnic mizeme o stabilité¢ rovnovaz-
ného bodu rozhodnout pomoci tzv. Routhova-Hurwitzova kritéria. Toto kritérium fika, Ze

redlné Casti vSech vlastnich Cisel jsou zdporné, a tedy prisluSny rovnovdzny bod je lokdlné



asymptoticky stabilni, pokud je determinant Jacobiho matice kladny a stopa této matice zapor-
nd [1].

ProtoZe ve vSech naSich modelech jsou vSechna lokalné stabilni ekvilibria zaroven lokdlné
asymptoticky stabilni, budeme dale lokdlné asymptoticky stabilni ekvilibrium oznaovat jen

jako stabilni ekvilibrium.



Kapitola 3

Modely s konstantni hustotou dravcu

3.1 Jedna populace dravce s funkéni odpovédi typu 11

UvaZujme model Al z tabulky 1.1, tedy model s jednou populaci dravce s konstantni hustotou

a Hollingovou funk¢ni odpovédi typu II, kterd je ve tvaru

aN

hN) =18

Model rustu populace kofisti (1.1) mizeme prepsat jako:

dN N alN

Vsechny parametry modelu uvazujeme kladné.

Analyza

Jako prvni budeme hledat ekvilibria. Pravou stranu rovnice (3.1) poloZime rovnu nule a vyre-

N CLP1
N{T(l_?>_1+w1_o

To je splnéno prave tehdy, kdyZ N = 0 nebo

N CLP1
T<1_E)_1+b1\7—0' (3.2)

Sime pro N:




Rovnici (3.2) upravime a prevedeme na kvadratickou rovnici

brN? +rN(1 —bK) + K(aP, — 1) =0, (3.3)
ktera ma reSeni
Ny = —r(l—bK)+@aN2: —r(l—bK)—\/E’
2br 2br

kde
D =7r*(1 —bK)* — 4brK(aP, — 7).

Nyni uréime existenci a stabilitu nalezenych ekvilibrii. Z biologického hlediska nds zajimaji
jen nezdpornd ekvilibria. Jejich stabilitu budeme feSit graficky pomoci fazové pfimky. Nakres-
lime si funkei (1/N)(dN/dt) z rovnice (3.1) jako funkci hustoty N, oznacme ji jako funkci
g(N). Tam, kde tato kfivka protne osu N, se nachdzeji nenulové rovnovdzné body. Na osu
N muzeme zakreslit Sipky, které popisuji smér ristu ¢i poklesu populacni hustoty s Casem.
Je-li g(N) kladna, potom hustota bude s Casem rist, tudiZ nakreslime Sipku smétujici doprava.
Je-li g(IN) zapornd, potom hustota bude klesat a pfiddame Sipku sméfujici doleva. Kdyz Sipky
sméfuji z obou stran do ekvilibria, potom je ekvilibrium stabilni. KdyZ z n€ho v obou smérech
vystupuji, je ekvilibrium nestabilni. V pfipadé, kdy na jedné strané Sipka sméfuje do ekvilibria
a na druhé strané z néj vystupuje, se ekvilibrium nazyva semistabilni. [5].

Celkem tedy miZeme rozlisit ¢tyfi pripady:

1. Pokud D < 0 kvadraticka rovnice (3.3) nema redlné koteny a tedy ekvilibria N; a N»
neexistuji. Existuje jen jedno ekvilibrium N* = 0, které je globdlné stabilni (pfitahuje
vSechna feseni systému, nezdvisle na pocatecnim bod¢). V tomto pripadé populace ko-

fisti vyhyne.

2. Pokud D = 0, existuji jedno nebo dvé ekvilibria: N* = 0, které je globalné stabilni,

a pokud navic plati, Ze bK > 1, existuje jesté N* = (bK — 1)/2b, které je semistabilni.

3. Pokud D > 0, P, > r/a abK > 1, dostaneme tfi ekvilibria: N* = 0 a Ny, ktera jsou

stabilni a N, které je nestabilni (viz obr. 3.1A).



4. Pokud D > 0a P, < r/a, dostdvame pouze dvé ekvilibria, nestabilni N* = 0 a globalné

stabilni ekvilibrium /Ny (viz obr. 3.1B).

A B
N
c 7 © O stabilni
S O nestabilni
o
S 0|
o
o
o <
- 1 = O ]
o o
Z < Z o
: 9 z °]
T 9 oo
o"* (<]
® -
O"* <]
o
° S
! T T T T T T T T T T T T
0 2 4 [ 8 10 0 2 4 6 8 10
N N

Obrazek 3.1: Ekvilibria modelu (3.1). Byly pouZity tyto hodnoty parametrii: v = 1, a = 1,
b=1 K =10a P, = 2 pro panel A a P, = 0.5 pro panel B. Stabilni nenulovd ekvilibria jsou

zndzornéna Sedym symbolem, nestabilni nenulovd ekvilibria bilym symbolem.

Na obrazku 3.1 pozorujeme tzv. Allee efekt. Tento jev obecné znamend, Ze pfi nizkych
hustotach nebo velikostech populace kles4 fitness kazdého jedince v populaci [4]. Na obrdzku
3.1A pozorujeme silny Allee efekt. Jeho vysledkem je kritickd prahova hodnota, pod kterou

se populace blizi k zaniku [4].

3.2 Jedna populace dravce s funkéni odpovédi typu 111

Druhy model, model A2 z tabulky 1.1, se 1i§{ od prvniho modelu typem funkéni odpovédi.

Nyni budeme uvazovat funkéni odpovéd’ Hollingova typu III, kterd m4 tvar

aN?
N)=————.
HN) 14 bN?
Model pak bude vypadat ndsledovné:
dN N aN?
—=rN|l—-—=) - —=P. 4
a ( K) L +oNe ! 4

Vsechny parametry modelu uvazujeme kladné.
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Analyza

P11 analyze postupujeme obdobné jako u piedchoziho modelu. Nalezneme ekvilibria a uréime

sV 2

jejich existenci a stabilitu. Pravou stranu rovnice (3.4) polozime rovnu nule. Rovnovazné body

N\ aN?P,
N(1-2) -2
" ( K) Trone Y

Jednim z téchto feSeni je zfejmé N = 0. Zbyla ekvilibria, pokud existuji, jsou feSenim rovnice

(1 N aNP
K 14+bN2

jsou pak feSenim rovnice

Tuto rovnici si prepiSeme do nasledujiciho tvaru:

N\  aNP
1) =_"—""" 3.5
T( K) 1+ bN? (3-3)

a vyreSime existenci ekvilibrif graficky, jak je zndzornéno na obrazku 3.2. Kazd4 strana rov-
nice (3.5) udava jednu kiivku. Na levé strané je ptimka prochézejici body (K, 0) a (0, ), tato
funkce urcuje rychlost ristu populace kofisti /V bez pfitomnosti dravce. Prava strana rovnice
(3.5) je funkce proménné N, kterd znaci imrtnost kofisti na jednoho jedince v diisledku pre-
dace. Graf této funkce prochazi poc¢itkem a pro vysoké hodnoty NV je osa N jeho asymptotou.
V prisecicich téchto dvou kiivek jsou hledana nenulova ekvilibria. PoCet a umisténi téchto
ekvilibrii zavisi na pozici obou kfivek, a tedy na hodnotach parametrd r, a, b, K a P;. Jak
je vidét na obrazku 3.2, s rostoucim parametrem P, tedy s rostoucim poctem dravci se méni
pocet prasecikli predacni kiivky s kiivkou ristu kofisti a ziskdvame postupné jeden, tfi a znova
jeden rovnovazny bod, na obr. 3.2 oznacené jako N1, N5, N3. Rovnice (3.5) m4 tedy minimalné
jedno a maximalné tfi nenulova feSeni. Celkem ma tedy model (3.4) dva az Ctyfi rovnovazné
body, a to feSeni rovnice (3.5) a N* = 0.

Stabilitu ekvilibrii uréime graficky pomoci fazové piimky a funkce, kterd je ddna vztahem

1 dN N\  aNP,
S Y A s .
N at r( ) 1+ bNZ (36)

K
oznacena jako h(NV) a vykreslena na obrazku 3.3. PouZijeme stejnou techniku jako u pfedcho-
ziho modelu. Na fazové piimce si oznacime pruseciky funkce h(N) s osou N, které udavaji
nenulovd ekvilibria modelu. Sméfuji-li feSeni v okoli ekvilibria do tohoto bodu, potom je sta-

bilni, vystupuji-li z n€j, potom je nestabilni. Z obrdzku 3.3 vidime, Ze ekvilibria N* = 0 a N,

11



Obrazek 3.2: Riistovd rychlost ko¥isti (a) r(1 — N/ K) a kifivka predace (b) (aN P;)/(1+bN?)

pro rizné hodnoty parametru Py. Ostatni hodnoty parametrii jsour = a = b =1, K = 10.

jsou nestabilnf{ a ekvilibria /V; a N3 jsou stabilni. Analogicky bychom mohli stabilitu ekvilibrii
urcit pfimo z obrazku 3.2.

V tomto modelu dochézi k tzv. hysterezi [3]. Tento jev popisuje obrazek 3.4, na kterém je
znazornén bifurkacni diagram, ktery popisuje, jak se s mé€nicim se parametrem P; méni hod-
nota ekvilibrii. Pfedpoklddejme, Ze mdme dané parametry a,b,r a K a ménime hodnotu pa-
rametru P;. Potom s rostoucim parametrem P; hodnota stabilniho ekvilibria /V; (horni vétev)
klesd a pro dostatecné velkou hodnotu parametru P; (na obrazku tato hodnota odpovida hod-
noté p2) toto ekvilibrium zmizi a trajektorie modelu budou pfitahovany stabilnim ekvilibriem
N3 (dolni vétev). Budeme-li nyni P, sniZovat, v kritické hodnoté p1 dojde k zaniku ekvilibria
N3 a feSeni modelu budou pfitahovana ekvilibriem /NV;. Z obrdzku vidime, Ze pro P, < pl
a P, > p2 ma model (3.4) jedno kladné stabilni ekvilibrium, kdeZto pro pl < P; < p2 ma

model tfi kladné ekvilibria, dvé stabilni, oddélend jednim nestabilnim.
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1/N dN/dt
1/N dN/dt

-02 00 02 04 06 08 1.0
-02 00 02 04 06 08 1.0

1.0

I Q stabilni
O nestabilni

1/N dN/dt
0.5

0.0

-0.5

Obrazek 3.3: Grafické zndzornéni stability ekvilibrii pro model (3.4). Zobrazené krivky jsou
grafem funkce h(N) (3.6). Hodnoty parametrii, které byly pouZity, jsou r = a = b = 1,
K = 10, hodnota parametru P, je vyznacena v ramecku u kaZdého obrdzku. Vyznam Sipek a

symbolit je analogicky jako u obr. 3.1.

3.3 Dvé populace dravce

V tomto modelu, oznateném jako A3 v tabulce 1.1, budeme uvaZovat dvé populace dravce
s tim, Ze jedna populace dravce bude mit funkéni odpovéd’ Hollingova typu II a druhd populace

funk¢ni odpovéd’ Hollingova typu III. Model ma nésledujici tvar:

Ps. 3.7

dN ( N) alN CLQNQ

AR L (S _
a@ K) 140N ' 15b,N?

Vsechny parametry modelu opét predpokladdme kladné.

13



o |

w —
<
)
=}
© ©
O
o
£
©
= <
S
S
X
i

N —

stabilni '
o 4 nestabilni | UN
T T T T
0 p1 p2 3

P

Obrazek 3.4: Bifurkacni diagram pro model (3.4). Byly pouZity stejné hodnoty parametrii jako
u obr. 3.3. Sipky zndzoriiuji smér vesenti. Tlusté &dry zndzoriiuji hodnoty ekvilibrii. Horni Gdra
tmavé Sedé barvy zndzornuje hodnoty stabilniho ekvilibria N, s ménicim se parametrem P,

prostiedni cdra svétle sSedé barvy oznacuje hodnoty nestabilniho ekvilibria N, spodni Cdra

tmavé Sedé barvy pak hodnoty stabilniho ekvilibria Ns.

Analyza

Analyzu tohoto modelu provedeme opét graficky. Budeme vykreslovat funkci %% = ¢(N).

ProtozZe tento model je kombinaci obou predchozich modelt, miiZeme vyuZit jejich analyzy.

1. Nastavime parametry modelu A3 tak, aby odpovidal situaci, kdy md model Al (3.1)
dvé kladna ekvilibria, jedno stabilni a jedno nestabilni (obr. 3.1A). Toho docilime na-
stavenim hodnot parametri napiiklad nar = 1, K = 10, ay = 1,06 = 1, P, = 2,
as = 1, by = 1 a na zacitku P, = 0. Postupnym zvySovdnim parametru P, se graf
funkce ¢(IN') prohybd a posouvad se smérem dold, az klesne pod osu N (viz. obriazek
3.5A). Obé kladna ekvilibria tedy prestanou existovat a zlistane jen stabilni ekvilibrium

N* = 0.
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2. Dal§im vychozim stavem bude model A2 (3.4). Parametry nastavime jakor = 1, K = 10,
az = 1, by = 1, P, = 2. To odpovida situaci, kdy md model A2 tfi kladné ekvilibria,
dvé stabilni oddé€lend jednim nestabilnim ekvilibriem (obr. 3.3B). Z prvniho pfipadu
pouzijeme hodnoty a; = b; = 1. P, poloZime na zacatku rovno 0 a jeho hodnotu bu-
deme postupné zvySovat. S rostouci hodnotou P; dochdzi k poklesu kiivky, az zlistane
jen jedno stabilni ekvilibrium (napf. pro P; = 0.8). Jakmile kfivka klesne pod osu NV,

nebude existovat Zadné nenulové ekvilibrium. Tuto situaci popisuje obrazek 3.5B.

-0.2 00 02
-02 00 0.2

-0.4
1

-0.4
1

1/N dN/dt
1/N dN/dt

-0.6
1

-0.6
1

-0.8
1
-0.8
1

-1.0
-1.0

Obrazek 3.5: Grafické zndzornéni chovdni modelu (3.7) s postupnym zvétSovdanim hodnot P,

(A) nebo Py (B). Ostatni hodnoty parametrii jsour = a; = by = as = by = 1 a K = 10.

Vidime, Ze zvySovani P, nebo P, vede k ocekdvanym vysledkiim, dostdvame systémy po-
dobné pripadim Al (3.1) a A2 (3.4), dochdzi k poklesu kiivky (pfidali jsme k prisluSnym
modelim dalsi zdporny ¢len), tudiz dochazi ke ztraté nenulovych ekvilibrii. V prvnim piipadé
dostaneme ze dvou ekvilibrii jen stabilni ekvilibrium N* = 0, populace tedy vyhyne. Ve dru-
hém ptipadé dostdvame jedno stabilni ekvilibrium, které je ale velmi malé, aZ nakonec také
zmiz{ a populace rovnéZ vyhyne.

Zajimavé by bylo ziskat systém, ktery by mél Ctyfi nenulova ekvilibria: stabilni nulu a pak
stfidavé nestabilni a stabilni nenulové ekvilibria, tedy jakousi kombinaci Allee efektu a hys-
tereze. Uvazované predpisy pro funkéni odpovédi dravce jsou vSak piili§ striktni a zménou

parametri toho nelze docilit. Zkusme model (3.7) pfepsat do tvaru

1 dN N @ asN
~ (-2 ) e P (1-a)—2"_p, .
N dt r( K) “ 1= () el 3:8)



Nyni budeme ménit parametr o od nuly do jedné. Tim bychom chtéli docilit toho, Ze kdyZz
bude o = 0, systém (3.8) prejde do systému (3.4), a pro a = 1 prejde do systému (3.1). S ros-
toucim « by tak mél model (3.8) prechdzet od modelu A2 do modelu Al. Hodnoty ostatnich
parametrd zistavaji stejné: r = a; = by = ay = by = 1, K = 10a P, = P, = 2. Situaci
ilustruje obrazek 3.6. Pro o = 0 mdme systém se tfemi kladnymi ekvilibrii, zvétSovanim « se
ktivka zaobluje, dojde ke ztrat€ jednoho ekvilibria a pro & = 1 dostaneme systém s dvéma ne-
nulovymi ekvilibrii. Nedostdvame tedy Ctyfi ekvilibria, jak jsme chtéli. Vidime ale, Ze zménou
parametru « dochédzi k prechodu od jednoho systému k druhému, je to prechod od systému

s Allee efektem (A1) do systému s hysterezi (A2).

1/N dN/dt

Obrazek 3.6: Chovdni modelu (3.8) pri zméné parametru .. Hodnoty parametrii jsour = a, =

blzagzbgzl,KzloaH:Pg:Q.

ProtoZe ani v pfedchozim pokusu jsme nedocilili toho, aby mél systém Ctyfi nenulova
ekvilibria, zkusime jesté¢ dal$i moznost. Ob¢ strany rovnice (3.7) vydélime N, potom pravou

stranu poloZime rovnu nule a vyjadiime jako

N aq GQN
[ P = P .
r( K) 1+ 0N ' 1+0bN2 2 (39)

Kazd4 strana rovnice (3.9) uddva jednu kiivku. Ozna¢me si kiivku na levé strané jako g; (V)
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a na pravé strané jako go(V). Aby mél systém Ctyfi nenulovd ekvilibria, musely by existovat
Ctyfi praseciky téchto kiivek. Obé kiivky jsou vykresleny na obrazku 3.7A. Tyto kiivKky jsou ale
stile pevné dané, chtéli bychom, aby se kfivky protinaly ve Ctyfech bodech, jak je zndzornéno
na obrazku 3.7B. Toho docilime tim, Ze pozménime pravou stranu rovnice (3.9). Respektive
zménime mocnitel proménné N u funkéni odpovédi typu III, tedy u funkce go(N). Jak jiz
bylo zminéno v tivodu, obecny tvar funkéni odpovédi typu Il je f(N) = aN* /(1 + bN*) pro

k > 1. Funkci go(V) si proto obecné miizeme napsat jako

B CLQNk_l
14 by N

Na zacétku jsme pro model (3.7) uvazovali funkéni odpovéd’ typu III s mocnitelem k& = 2.

g2(NV) Ps. (3.10)

Funkce go(N) pro k = 2 a pro by N? malé roste na zaCdtku skoro linedrné, a tedy nemiize dojit

k vétSimu prohnuti kfivky, tak jak je to na obrazku 3.7B.

0.04 0.08 0.12
Il Il 1

0.00
|

Obrazek 3.7: Priseciky krivek ¢1(N) = r(1 — N/K) — (a1 P1)/(1 + biN) a (A) g2(N) =
(aaNPy)/(1 4+ baN?), (B) g2(N) = (a2N3P2)/(1 + boN*). Pro grafické zndzornéni byly poufity
parametry: r =1, K =10,a1 =11, 61 = 0.3, P =1, as = 0.5, by = 0.15, P, = 0.1.

Proto pouZijeme naptiklad £ = 4, tedy

G(N) = ———— P 3.11)

Pokud nyni bude ¢len b, N* velmi maly, tak abychom ho mohli zanedbat, potom cel4 funkce

(3.11) bude kubick4, a tim dojde na zacétku k jejimu vyraznému prohnuti. Potom rovnice

N aq a2N3
1——=) - P = P
T( K) L+ 0N ' 14Nt 2
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bude mit Ctyfi feSeni, jak je zndzornéno na obrizku 3.7B.

Z ptvodniho modelu (3.7) tedy dostdvame model

AN N N N
( ) @ © __p, (3.12)

@Y N1 = _
a K) 140N ' 11 bNt

ktery ma az Ctyfi nenulova ekvilibria. Jejich stabilita je urCena v grafu na obrazku 3.8. Na tomto
obrazku také vidime, Ze dochdzi souCasné jak k Allee efektu, tak k hysterezi. Rust pii Allee

efektu je vidét v prvni ¢asti grafu 3.8, od bodu N, nésleduje rust pri hysterezi.

0.04
|

Q© stabilni
O nestabilni

1/N dN/dt
0.00 0.02
| |

-0.02

-0.04

Obrazek 3.8: Stabilita nenulovych ekvilibrii pro model (3.12). Sedé body znamenaji stabilni
ekvilibria, bilé body nestabilni ekvilibria. Parametry jsou stejné jako u obrdzku 3.7. Nulové

ekvilibrium N* = 0 je v tomto piipadé stabilni.

Aby mél model (3.7) ¢tyfi nenulova ekvilibria, musime zménit kvalitu jedné z pevné da-
nych funkci (3.9), tak aby se tyto funkce protinaly ve ctyfech bodech. Proto jsme zménili
mocnitel proménné N u funkéni odpovédi typu III. Dal§i mozZnosti by mohlo byt pouZiti 8- lo-
gistického ristu kofisti popsaného rustovou rychlosti na jedince r(1 — %)9 pro 8 > 0, a tim
zménit druhou kfivku tak, aby mél vysledny model zase Ctyfi nenulova ekvilibria. To uz zde

provadét nebudeme.
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Kapitola 4

Modely s proménnou hustotou jednoho

dravce

4.1 Jedna populace dravce s proménnou hustotou

V této kapitole budeme uvazovat model B1 z tabulky 1.1, tedy model s jednou populaci ko-

fisti a s jednou populaci dravce, pricemz kofist bez dravce poroste logisticky a funkéni od-

poveéd’ dravce bude Hollingova funkéni odpovéd’ typu II. Tento model byva oznacovan jako

Rosenzweigtiv-MacArthurtiv model a je popsan v dile [1]. Model vypada nasledovné:

AN N aN
N1 - p
dt T( K) 1+OoN Y
4.1)
dPl alN
ar - mhirer oyt

Vsechny parametry modelu jsou opét kladné.

Analyza

Nalezneme ekvilibria systému, ur¢ime jejich existenci a stabilitu. Pfi analyze tohoto modelu

vychdzime z prace [1].

Pravé strany obou rovnic systému (4.1) poloZime rovny nule. Z rovnice d/N/dt = 0 dosta-
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neme dvé nulkliny kofisti:

N=0 a P1:£(1—%)(1+5N). 4.2)

Z rovnice dP; /dt = 0 dostaneme dvé nulkliny dravce:

m

PL=0 a N= (4.3)

ea —bm
V prisecicich téchto nulklin se nachdzeji ekvilibria systému (4.1). Ziskavame tfi ekvilibria:
extinkéni ekvilibrium Ey, = (0,0) a ekvilibrium s vyhynutim dravce Ex = (K,0), kterd

existuji vZdy, a koexistencni ekvilibrium ve tvaru

= vy (R ),

ea —bm’  K(ea —bm)?

které existuje, pokud jsou ob¢ jeho slozky kladné. Tedy musi platit, Ze ea > bma K > Lb
ea — bm

Druha z téchto podminek je ekvivalentni s podminkou K > N*.

Abychom si analyzu téchto ekvilibrii zjednodusili, prepiSeme si systém diferencidlnich

rovnic (4.1) obecnéji jako

AN
ar = Ng(N) — f(N)P,
(4.4)
dP
d—tl — ef(N)P, —mPy,

kde v nasem pripadé

g(N) =7 (1 - %) a f(N)= 1i]ZN.

Stabilitu nalezenych ekvilibrii uréime pomoci Jacobiho matice, jejiZ prvky jsou parcidlni deri-

vace pravych stran rovnic (4.4) podle N a P; a kterd ma tvar

g(N)+ Ng(N)—Pf'(N)  —f(N)
eP f'(N) ef(N)—m

J:

V bodé Ey = (0,0) ma Jacobiho matice tvar

J(0,0) =
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Vlastni ¢isla této matice jsou A\; = r a A\, = —m. ProtoZe jsou redlnd a maji opa¢nd znaménka,
jednd se o sedlovy bod. V bodé Ex = (K, 0) je g(K) = 0 a Jacobiho matice se v tomto bodé

zjednodusi na

—-r —f(K
S0 - f(K)
0 ef(K)—m
Vlastni ¢isla jsou opét prvky na diagonéle:
eaK
Al——T,AQ—m—m

Protoze je vlastni ¢islo A\; < 0, je ekvilibrium Ek stabilni, jestlize

eaK
1+bK

<m.

To je ekvivalentni s podminkou K < N*. Tato podminka se shoduje s podminkou, kdy ko-
existencni ekvilibrium neexistuje. Proto ekvilibrium E' je stabilni, jestliZze Zadné koexistenéni
ekvilibrium neexistuje, a nestabilni, jestlize koexistencni ekvilibrium existuje.

Koexiste¢n{ ekvilibrium E* = (N*, P}) si vyjadiime obecné. Pravé strany rovnic obecné-
ho systému (4.4) polozime rovny nule. Z prvni rovnice plyne P; = N*g(N*)/f(N*) az druhé
rovnice f(N*) = m/e. Ekvilibrium E* pak obecné vypada takto:

. « N7g(N)
o= (7555
Po dosazeni za f(N*) = m/e ma Jacobiho matice v bodé (N*, P}") tvar
* * o/ * * £/ * m
Jove ey = [ SN NG = PN =
eP f/(N7) 0
Podle Routhova-Hurwitzova kritéria je ekvilibrium (N*, P}) stabilni, jestliZe je determinant

Jacobiho matice v tomto bod¢ kladny a stopa zdpornd. Protoze
det J(N*, P}) = mP} f'(N*) > 0,
stabilita koexistenc¢niho ekvilibria zdleZi na znaménku stopy Jacobiho matice, kterd m4 tvar
tr J(N*, PY) = g(N*) + N*g/(N*) — P} f'(N"). (4.5)
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Pravou stranu rovnice (4.5) si miiZeme postupné upravit takto:

g(N")+ N*g'(N*) = P{f'(N") =

= o) 4 N () = gy £
gV + N (NN = Nog(N)F(NY)
V)

o (V) + NN F(NY) = Ng(N)F(NY)
= fv) (V)2 -
o [Ng(N)T'

- 1) |55 o

Vyraz [Ng(N)/f(N)]'| n=n~ uddvd smérnici teény k nulkliné kofisti v bodé¢ N*. Protoze
je f(N*) > 0, ma stopa Jacobiho matice v bod¢ (N*, P}") stejné znaménko jako tato smérnice
v N*. Koexistencni ekvilibrium je tedy stabilni pravé tehdy, kdyZ je nulklina kofisti v N*
klesajici, a je nestabilni, kdyZ je nulklina kofisti v N* rostouct.

Na obrazcich 4.2A a 4.2B je znazornéno koexistencni ekvilibrium, které lezi v priseciku
nulklin dravce a kofisti. Toto ekvilibrium je stabilni, pokud N* > N} a nestabilni, pokud
N* < Np. V bodé, kde nulklina dravce protind vrchol paraboly, tedy N* = N, nastdva

tzv. Hopfova bifurkace [1]. Konkrétné je to v hodnoté (za predpokladu bK > 1)

. bK — 1
N* =N, = ST (4.6)

Po dosazeni N* = m/(ea — bm) do rovnice (4.6) pak ziskdvame

ea + bm
K=—-——""=K..
b(ea — bm) ¢

Ekvivalentné je tedy koexistencni ekvilibrium stabilni pro X' < K. a nestabilni pro K > K..
Zvysovanim nosné kapacity kofisti /' se vrchol paraboly posouvé doprava, nulklinu dravce
N = m/(ea — bm) to vSak nijak neovliviiuje. Jak jizZ bylo zminéno, pfi pfechodu vrcholu
paraboly nulklinou dravce dochézi k Hopfové bifurkaci: nejenze se s rostoucim K ze stabilniho
koexistencniho ekvilibria stane ekvilibrium nestabilni, ale pro K > K. bude také existovat

stabilni limitn{ cyklus [1]. Amplituda tohoto cyklu roste se zvySujicim se K, az se cyklus mize
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pribliZit tak blizko k osdm, Ze dojde k vyhynuti jedné nebo obou populaci. Tento efekt, pfi
kterém dochazi k destabilizaci koexistenc¢niho ekvilibria a ristu amplitudy stabilniho limitniho
cyklu pfi zvySovani nosné kapacity K, se nazyva paradox obohaceni [1].

Jak se méni stabilita koexistencniho ekvilibria s rostoucim parametrem K je znazornéno
na obrazku 4.3. Je na ném také vykreslena maximdlni a minimdalni hodnota hustoty dravce P;

(pro zadané parametry), kterou miiZe na stabilnim limitnim cyklu nabyvat.

4.2 Dva dravci s proménnou a konstantni hustotou

V této kapitole se budeme zabyvat modelem B2 z tabulky 1.1, ve kterém se vyskytuji dvé
populace dravce. Jedna populace dravce bude mit proménnou hustotu a funkéni odpovéd’
Hollingova typu II a druhd populace dravce bude mit konstantni hustotu a funkéni odpovéd’

Hollingova typu III. Model vypada nasledovné:

dN N1 N (llN a2N2
—_— =7 _ — —_
dt K 1+ N ' 1N 2
4.7
dP1 alN
P .
a Mmoo Nt

I zde predpoklddame vSechny parametry kladné.

Analyza

Opét poloZime pravé strany obou rovnic (4.7) rovny nule a nasledné je vyreSime jako soustavu
dvou rovnic o dvou nezndmych N a P;. Jednim takovym feSenim je extinkéni ekvilibrium

Ey = (0,0), které vzdy existuje. Pro dals{ ekvilibria plati: P, = 0 a

N asN
1—-—)|=—2="_P,. 4.
T( K> 1+ b,N2 2 “48)

Rovnici (4.8) jsme se podrobné zabyvali pfi analyze modelu (3.4). Kfivky na obou stranich
této rovnice jsou nakresleny na obrazku 3.2. Tyto kfivky se navzdjem protinaji bud’ v jednom
nebo ve tiech bodech, k ¢emuz dochazi napriklad pfi riistu parametru P. Rovnice (4.8) tak ma
minimalné jedno a maximalné tfi feSeni. Proto pro nyni zkoumany model (4.7) existuji az tii

ekvilibria ve tvaru (/Vq,0), (N, 0), (N3,0).
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Obrazek 4.2: Ekvilibria modelu (4.1). Zobrazené tucné krivky jsou nenulové nulkliny systému
(4.1), tedy grafy funkci (4.2) a (4.3). Sedy symbol oznacuje stabilni ekvilibrium, bily symbol
nestabilni ekvilibrium. (A) Stabilni koexistencni ekvilibrium, K = 6. (B) Nestabilni koexis-
tencni ekvilibrium a stabilni limitni cyklus, K = 10. (C) Koexistencni ekvilibrium neexistuje,
stabilni ekvilibrium (K,0), K = 3. Hodnoty ostatnich parametrii jsou r = 3, a = 2, b = 0.6,
e = 0.44, m = 1. Tenké krivky jsou priklady reSeni systému (4.1), Sipky uddvaji smér téchto

FeSeni.
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P1*

Obrazek 4.3: Bifurkacni diagram pro model (4.1). Popisuje, jak se s rostoucim parametrem K
méni hodnota Py koexistencniho ekvilibria a amplituda limitniho cyklu, pokud existuje. Plnd
¢dra pro hodnoty K < K, znaci stabilni ekvilibrium, teckovand cdra pro hodnoty K > K.
znaci nestabilni ekvilibrium. Silné cdry pro hodnoty K > K. znaci maximdlni a minimdlni
hodnotu hustoty dravce P, na stabilnim limitnim cyklu. Hodnoty parametrii jsou r = 3, a = 2,

b=0.6e=044m=1.

Pro koexisten¢ni ekvilibrium (N*, P;) plati ndsledujici rovnice:

N* a, Py asN* Py

1 _ _ — = 0 4.9
T< K) L+ b N*  T+by (N2 49)

alN* m
_— = . 4.10
1+ blN* € ( )

Z rovnice (4.10) si vyjadiime N* jako
N ="
ea; — bym

A z rovnice (4.9) si vyjadiime P} jako

p* 1—|—b1N* 1 N* CZQN*PQ
= —— T — — T T = .
! a K 1 4 by(N*)2
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Po dosazeni N* do Py ziskdme konkrétni tvar koexistencniho ekvilibria, ktery je

(N*7Pf):( m er (1_K< m  aymlea, —bym)Py ))

ea; —bym’ ea; — bym ea; —bym)  r((ea; — bym)? 4+ bym?)

Toto ekvilibrium existuje prave tehdy, kdyZ plati

ea; > bym,

K> rm[(ea; — bym)? + bym?]

(eay — bym)[r(ea; — bym)2 + rbom? — agm(ea; — bym)Py]’
agmPy(ea; — bym) < r(ea; — bym)? + rbym?.

Pro P, = 0 se tyto podminky redukuji na podminky existence koexistencniho ekvilibria v pfed-
chozim modelu B1 (4.1).
Nyni ur¢ime stabilitu nalezenych ekvilibrii. Pro zjednoduseni si model (4.7) ptepiSeme do

obecného tvaru

dN
E = NQ(N) - fl(N)Pl - f2(N)P2,
4.11)

dP

d—tl = ¢f1(N)P, — mP,,

kde
. N . CL1N . (IQNQ
o) =r (1 - %) WM =rny 2 AN =

Stabilitu ekvilibrii budeme urcovat z Jacobiho matice odpovidajici systému (4.11), kterd ma

tvar
L[+ NG = HNA = BONP: —Ai(N)
efi(N)P, efi(N)—m
V bodé Ey = (0,0) ma Jacobiho matice, stejné jako u pfedchoziho modelu, vlastni Cisla

A1 =1 a Ay = —m. Ekvilibrium Ey = (0, 0) je tedy sedlovy bod.
Pro ekvilibria bez pfitomnosti dravce ((Ny,0), (Vs,0), (N3,0)) md Jacobiho matice tvar

(pro N;, 1 =1,2,3)

g(Ni) + Nig' (Ni) = fo(Ni) P2 —f1(V:)
O €f1(Nz) —m

26



Vlastni ¢isla této matice jsou

A= g(Ni) + Nig'(Ni) — [o(Ni) Py,

Ao =efi(N;) —m = e% —-m
Vsimnéme si, Ze vlastni ¢islo A; je derivace funkce Ng(N) — fo(N) P, v bodé N;. Tato funkce
odpovida funkci (3.6) po vydéleni V a je nakreslena na obrazku 3.3. Z tohoto obrazku ur¢ime,
ze pro (N1,0) a (N3,0) je Ay < 0 a pro (N2,0) je Ay > 0. Ekvilibrium (N2, 0) je tedy

nestabilni. Ekvilibria (N1, 0) a (N3, 0) jsou stabilni, jestlize je Ay < 0, tedy

m
Nl,g < —
ea; — bym

V opacném piipadé jsou nestabilni.
Pro koexistencni ekvilibrium ma Jacobiho matice tvar

m

g(N") + N*g/(N*) = fi(N") P} = f5(N") P, ——

J(N*, P) = e
efi(N*)Pr 0

Stabilitu tohoto ekvilibria uréime pomoci determinantu a stopy Jacobiho matice. ProtoZe de-
terminant

det J(N*, P) = mP; f'(N*)
je vzdy kladny, stabilitu koexistenc¢niho ekvilibria urCuje znaménko stopy, ktera je ve tvaru
tr J(N™, Pr) = g(N*) + N"g'(N*) = fi(N") P{ — fo(N")P;. (4.12)
Pravou stranu rovnice (4.12) si, stejné jako u predchoziho modelu, miZzeme déle upravit.

gIN") + N*g'(N7) = fi(N*) P! = f5(N") Py =

= 6N+ NG () — SUN)P — (V9N — ) T
_[9V) + NGV — SNPIAN) — [N'g(N) = HN)PIF(NY) _
A7)

v I+ NV — BOVIPIAYN) - [N — PRV _

(AP
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= f1(N*>

NmNﬁ—foﬂ%Y
fi(N)

Vyraz v hranatych zavorkdch je piedpis pro nulklinu kofisti. Protoze je fi(N*) > 0, je

N=N*

stopa tr J(N*, P}) < 0, a tedy koexisten¢ni ekvilibrium stabilni pravé tehdy, kdyz je derivace
nulkliny kofisti v N* zaporn4, a ekvilibrium je nestabilni, je-1i derivace v N* kladna.

Ekvilibria modelu (4.7) jsou nakreslena na obrazku 4.5. Nachdzeji se v priiseciku nulklin

koristi
1—|—b1N* N* CLQN*PQ
Noo p = 20N AT eV 4.13
o ar (T( K) 11 bo(N*)2 (4.13)
a nulklin dravce
Pi=0,N=—""! (4.14)
ea; — bym

Z pfedchozi analyzy vime, Ze koexisten¢ni ekvilibrium (N*, P;°) je stabilni, pokud se nachdzi
na klesajici ¢4sti nenulové nulkliny kofisti, a nestabilni, pokud se nachdzi na jeji rostouci Casti.
Pokud existuji ekvilibria (N1,0) a (N3, 0), jsou stabilni, jestliZze se nachdzeji na ose N vlevo
od koexistencniho ekvilibria, a nestabilni, pokud jsou na ose /N napravo od né¢j. Pokud existuje
ekvilibrium (N, 0), je vzdy nestabilni.

Z obrézku 4.5 je patrné, Ze jak se nulklina dravce N = m/(ea; — bym) posouva po grafu
zleva doprava napfiiklad s rostouci parametrem m, tak se méni i stabilita koexisten¢niho ekvi-
libria. Stejné jako u predchoziho modelu k této zméné dochdzi v bodech, kdy nulklina dravce
protind nulklinu kofisti v jejim maximu nebo minimu. Pfedpoklddame, Ze s touto zménou se
objevi i limitni cyklus a bude dochédzet k Hopfové bifurkaci. To je ukdzdno na obrazku 4.6.
S rostoucim parametrem m se ze stabilniho koexistenéniho ekvilibria stane nestabilni ekvili-
brium a bude existovat limitni cyklus. Kdyz nyni bude hodnota parametru m dale rust, stane
se z nestabilniho koexistencniho ekvilibria opét ekvilibrium stabilni. Na obrazku 4.6 vidime,

Ze zde dochézi ke dvéma Hopfovym bifurkacim, a to v bodech m = m; am = ms.
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Obrazek 4.5: Ekvilibria modelu (4.7). Zobrazené tucné krivky jsou nenulové nulkliny systému
(4.7), tedy grafy funkci (4.13) a (4.14). Sedy symbol oznacuje stabilni ekvilibrium, bily symbol
nestabilni ekvilibrium. (A) m = 0.8, r =15, (B)m =1, r =15 (C)m =1, r = 1.05, (D)
m = 1.08, r = 1.05. Hodnoty ostatnich parametrui jsou a; = ay, = by = by = 1, K = 10,
e=12 P =2.
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Obrazek 4.6: Bifurkacni diagram pro model (4.7). Popisuje, jak se s rostoucim parametrem m
méni hodnota N* koexistencniho ekvilibria. Plnd ¢dra pro hodnoty m < my a m > me znaci
stabilni ekvilibrium, teckovand cdra pro hodnoty m, < m < msy znaci nestabilni ekvilibrium.
Silné cdry pro hodnoty m; < m < mgy znaci maximdlni a minimdlni hodnotu hustoty koristi
N na stabilnim limitnim cyklu. Hodnoty parametrii jsou v = 1.5, K = 10, al = a2 = bl =
2=1e=12 P, =2
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Kapitola 5
Zaveér

V této praci jsme sestavili celkem pét riznych modeli typu dravec-Kofist, z nichZ jeden je jiZ
znamy tzv. Rosenzweigltiv-MacArthuriiv model. UvaZovali jsme jednu populaci kofisti a jednu
nebo dvé populace dravce jak s konstantni, tak s proménnou hustotou. Do modelt jsme zahr-
nuli logisticky rtst kofisti v nepfitomnosti dravce a ddle pak dva typy funkéni odpovédi dravce,
a to funkcni odpovéd’ Hollingova typu II a typu III.

Provedli jsme analyzu téchto modelii, ve které jsme se zabyvali existenci a stabilitou ekvi-
librii daného systému, a pfi které jsme vyuZzivali kvalitativni teorii obyCejnych diferencidl-
nich rovnic. Vysledky jsme pak dile diskutovali vzhledem k vybranym parametrim modelu.
Uka4zali jsme, Ze se zménou nékterého parametru modelu dojde 1 ke zméné chovani modelu
samotného, napiiklad ke zm&n& existence &i stability ekvilibrii. Casto tato zména vede k zaji-
mavym jeviim, nékteré jsme se v této praci pokusili nastinit. Napiiklad model A2 vykazoval
hysterezi. Tak jak jsme ménili hodnotu jednoho parametru modelu, tak se spolu s nim ménila
1 hodnota ekvilibria, a tedy 1 jeho stabilita ¢i existence. Pro ur¢ité hodnoty tohoto parametru tak
mohla existovat az dvé stabilni ekvilibria spolu s jednim nestabilnim. V modelu A3 jsme do-
konce pozorovali Ctyfi nenulova ekvilibria, kdy dochédzelo ke kombinaci silného Allee efektu
a hystereze. V modelech B1 a B2 popsanych soustavou dvou diferencidlnich rovnic jsme po-
zorovali vznik limitnich cykld, ke kterym doslo spolu se zménou stability koexistenc¢niho ekvi-
libria. Dochézelo tedy k tzv. Hopfové bifurkaci. V modelu B2 jsme pozorovali dvé Hopfovy

bifurkace a k limitnimu cyklu dochézelo pro stiedni hodnoty mortality dravce s proménnou
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hustotou. K popsani a vysvétleni téchto jevli jsme pak pouzili bifurkaéni diagramy, které byly
vytvofeny pomoci vypocetniho systému R, pomoci kterého byly vytvotfeny i vSechny ostatni

simulace, obrazky a grafy v této préci.
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