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Uvod

Diplomova préce je vénovana klasické diferencidlni geometrii kiivek v tfidimenzionalnim
eukleidovském prostoru.

Predpokladdme znalost matematické analyzy v ramci prvniho roéniku vysokych
skol a samoziejmé analytické geometrie v objemu stfedni skoly.

V jednotlivych kapitolach se budeme postupné vénovat vektorovym funkcim jedné
promeénné, definici kiivek v FEj3, parametrizaci a jeji zménou, tec¢nou krivky, oskulaéni
rovinou, flexi a torzi, Frenetovymi-Serretovymi formulemi, kanonickymi rovnicemi a
nakonec stykem ktivek.

Velka ¢ést kazdé kapitoly jsou piiklady, at uz fesené, tak nefesené, na kterych si
¢tenar muze vyzkouset, zda-li dané latce dostatecné rozumi.

Kromé toho vétsinu kapitol obohatime o vyuziti diferencidlni geometrie ve fyzice,
predevsim mechanice pohybu hmotného bodu v prostoru.

Vsechny obrazky v praci vytvoril autor v programu GeoGebra Klasik.



Kapitola 1

Vektorové funkce

1.1 Teoreticky zaklad

Nez se zacneme vénovat samotné diferencidlni geometrii, je potfeba si pripomenout
uz znamé pojmy a definovat nékteré nastroje, které budeme v celé této praci vyuzivat.
Jako hlavni takovy nastroj nam budou slouzit pravé vektorové funkce. V této kapitole
cerpame z [2, 6], [7].

Definice 1.1 Necht (V,+) je komutationi grupa, jejiz proky budeme znacdit w,v a
nazyvat vektory, T je ciselné téleso, zobrazeni - : T XV — V' je leva vnéjsi operace nad
T a V. Systém V = (V,+ T,-) nazveme vektorovy prostor nad télesem T, pokud
plati

1.VeeT,u,veV:c- (u+v)=c-u+c-v,

2.Ve,deT,ueV:(c+d)-u,

3. Ve,deT,ueV:(d) - u=c-(d-u),

4. VYueV:1l - u=mu.

Pro nulovy vektor, ktery znac¢ime o, plati

ot+u=1u
a opacny vektor k vektoru w zna¢ime —u. Pro ten plati
(—u)+u=o.

Definice 1.2 Vektory aq,as, ..., a, nazveme linedrné nezdvislé, jestlize podminka

cir-ay+c-ay+...+c,-a, =0

plati pouze v pripadé ¢y = co = --- = ¢, = 0. V opacném pripadé je nazveme linedrné
zdvislé.

Definice 1.3 Mnozina V C V se nazjvd linedrnim podprostorem V, jestlize je
sama vektorovym prostorem a neni V.

Kritériem podprostoru je, ze V je uzaviena pro operace ,,-“ a ,,+ .



Definice 1.4 Je-li M podmnozina vektorového prostoru V, pak linedrnim obalem
mnoziny M ve V nazveme prunik vsech podprostori prostoru V, které mnoZinu M
obsahugi. Linedrni obal budeme znacit [M].

Definice 1.5 Necht V je vektorovi prostor nad ciselnym télesem T. Plati-li pro
podmnozinu M # () prostoru'V, Ze [M]| =V, pak M se nazjvd mnoZina generdtori
prostoru V.

Definice 1.6 MnoZinu generdtoru prostoru V, které jsou linedrné nezdvislé nazveme
bdze vektorového prostoru V.

Definice 1.7 Dimenze vektorového prostoru V je pocet vektoru v jeho libovolné bazi.

Vektorové prostory jsme definovali, ted jesté dodefinujeme ve vektorovém prostoru
pojmy délka a hel.

Definice 1.8 FEukleidovsky vektorovy prostor je vektorovy prostor E nad télesem
R wvaZovany spolu se zobrazenim g : EE x E — R, pro které plati

1. Vu,v e E: g(u,v) =g(v,u),
2. Vu,v,w € E: glu+v,w)=g(u,w)+ g(v,w),
3. VeeRu,veE: gl u,v)=c-g(u,v),
4. 04u € E:g(u,u)>0.
Operace g se nazyva skaldrni soucéin a oznacuje se ,,-“.
Definice 1.9 Délkou vektoru uw budeme rozumeét cislo
ul = v .
Pokud ma vektor délku 1, nazveme jej jednotkovy, nulovy vektor ma délku 0.

Definice 1.10 Uhlem mezi nenulovymi vektory u a v v eukleidovském vektorovém
prostoru E nazveme ¢islo @, pro které plati

COS @ = ’u’ ] "U‘

Pokud je iihel mezi vektory w,v roven 3, pak vektory u a v nazveme ortogondlni.

Definice 1.11 Je-li baze M eukleidovského vektorového prostoru sloZena z ortogondlnich
vektoru, pak tuto bdzi nazveme ortogondlni. Pokud navic kazdy vektor bdze M md
délku 1, nazveme ji ortonormadlnd.

Déle budeme pracovat v 3 dimenzionalnim eukleidovském prostoru, ktery budeme
oznacovat Fs. Proto zavedeme klasickym zpusobem ortonormalni bazi prostoru E :
{1,74,k}. Tyto vektory jsou jednotkové, navzijem ortogondlni a tvoii pravy repér
(co to znamend tekneme pozdéji).

Necht w = u1% + usj + usk = (u1, uz,uz) a v = V1% + v2J + vk = (vy, ve,v3). Pak
skalarni sou¢in muzeme vypocitat jako



3
u-v = E U;V;.
=1

Navic délku vektoru muzeme spocitat jako

lu| = \/u? + u3 + ul.

Definice 1.12 Vektorovym soucinem vektori u a v nazijvdme vektor

T 3 k
U XV =|Uu Uz U3|.
vy U2 Us
Jak znamo, plati
ju X v| = |uf|v]sing,

kde ¢ je tuhel, ktery vektory w,v sviraji, navic vektor u x v je kolmy k vektorum w,v
a vektory w,v a uw X v tvori pravoorientovanou trojici.

Veéta 1.1 Vektorovy soucin md nasledugjici viastnosti:
1. uxv=—(vxu),
2. (u+v)Xxw=(uxw)+ (vxw),
3. c(u xv)=(cu) X v,
4 uxv=0&u|wv.

Definice 1.13 Smisengm souéinem vektori w,v,w nazgvdme ¢islo (u,v,w) =
u- (v X w).

SmiSeny souc¢in muzeme zapsat také jako determinant matice

Uy Uz Uz
(w,v,w) = vy vy w3|.
wyp w2 w3

Vektory u, v, w jsou linearné nezavislé, pravé kdyz
(u’ v’ w) % 07

a v pripadeé, ze
(u,v,w) >0,

tvoii pravé orientovanou trojici vektoru. Pro vyse zminény pravy repér {i,j,k} tedy
plati (¢,7,k) = 1.

Veéta 1.2 Pro smiseny soucin plati
1. (u,v,w) = (w,u,v) = —(v,u,w)
(w,0,w+2) = (u,v,w) + (v, v, 2)

2.
3. (u,v,cw) = c(u,v,w).

10



Definice 1.14 Vektorovou funkci p(t) proménné t na intervalu I € R nazjvame
zobrazent intervalu I do vektorového prostoru V, coZ zapisujeme

p: 1=V

Vektorovou funkei p(t) muzeme zapisovat v souradnicovém tvaru:

p(t) = z(t)i +y(t)j + 2(Hk = (x(t),y(1), 2(1)),

kde x = z(t), y = y(t), z = z(t), =, y, z jsou souradnice a x(t), y(t), z(t) jsou
soutradnicové funkce.

Uvédomme si, ze operace - je nasobenim vektoru skaldrem zleva. Stejné jako pro
realné funkce, definujeme dalsi pojmy, které budeme v této praci pouzivat.

Definice 1.15 Vektorovd funkce p(t) ma limitu po v bodé ty, coZ zapisujeme jako

t—to

jestlize existuje
li — = 0.
lim [p(t) — po| =0
Stejné tak muzeme definovat limitu zleva a zprava jako

lim | lim .
t—to— t—to+

Pro vektorovou funkei p(t) = (z(t), y(t), z(t)) plati

limp=py < limxr =2y, limy=1yy limz= zp,
t—to t—to t—to t—to

kde py = (2o, Yo, 20) -
Analogicky zavadime skalarni a vektorovy soucin pro vektorové funkce, a to ndsledovne:

Necht a(t) = (21 (), 1 (1), 21 (1)), b(t) = (wa(t), 1a(t), z5(0)), e(t) = (ws(t), ys(t), 25(2))
jsou vektorové funkce definované na spole¢ném intervalu . Skalarni, vektorovy a smiseny
soucin definujeme jako

a(t) - b(t) = z1(t) - x2(t) + y1(t) - y2(t) + 21(¢) - 22(2),

ik
a(t) x b(t) = |z1(t) w(t) =),
w2(t) 3a(t) 2(t)
z1(t) w(t) =)
(a(t),b(t), c(t) = |z2(t) 92(t) 22(t)
z3(t) ys(t) 2s(t)
Necht a(t), b(t) jsou vektorové funkee, k(t) je redlnd funkce, pricemsz
tligl a(t) = Qyo, tligl b(t) = b(), tll)ltﬂ C(t) = Cp, tllgl k’(t) = ]{?0.

11



Pak plati nasledujici vztahy:

tlirgl a(t)-b(t)) = ao - by,
tll)r% a(t) x b(t)) = ag X by,
lim (a(?), b(2), (t)) = (a0, bo, o).

Definice 1.16 Vektorovd funkce p(t) se nazyvd spojitd v bodé to, kdyz ezistuje na
néejakém okoli tohoto bodu a zaroven plati

lim p(t) = p(to).

t—to

Definice 1.17 Necht vektorovd funkce p(t) je definovand na intervalu I. Rekneme, Ze
funkce p(t) md v bodé ty € I derivaci, kdyz ezistuje limita

lim p(to+ h) — P(to)'
h—0 h

Tuto limitu budeme klasicky znacit p'(to).

Pro vektorové funkce a(t),b(t),c(t) a redlnou funkci f(t), které maji v bodé ty
derivaci plati nésledujici vztahy:

a-b)=(a"b)+(a-b),
axb)=(axb)+ (axb),
(a,b,c) =(a'xb)-c+(axb) c+(axb) c

(
(a+b)=ad +tV,
(
(

Stejné jako jsme definovali derivaci vektorové funkce, muzeme definovat i druhou
derivaci (p/(t)) = p”(t), treti derivaci atd.

Definice 1.18 Necht interval I € R je oteviend mnoZina a redind funkce f je na této
mnoZziné definovand. Rikdme, Ze funkce f ndlezi tridé diferencovatelnosti C*, pokud
existuji derivace f', f", ..., f®. Plati C¥ c C* c ... c C' c C"°.

Funkce nalezici C° jsou spojité, funkce ndlezici O nazyvame hladké a funkce
nalezici C* nazyvame analytické.

Definice 1.19 Méjme vektorovou funkci p(t) = (z(t), y(t), z(t)). Vektorovd funkce
p(t) ndlezi tridé diferencovatelnosti C*, pravé kdyz této tridé ndlezi kazdd funkce

(1), y(t), z(t).

Posledni pojem, ktery zminime, je Tayloruv polynom a Taylorova rada.

12



Definice 1.20 Jestlize existuji véechny derivace funkce f v bodé a, Tayloruv polynom
funkce f v bodé a je vyraz

f'(a) f"(a)

T(fva):f(a)+T<x_a)+T(I—a)2+'--—|—

Vratme se k tifdam diferencovatelnosti. Funkce f ndlezi tiidé C“, kdyz v kazdém
jejim bodé a konverguje jeji Tayloruv polynom k néjaké funkci v okoli tohoto bodu.
Ukazme si funkci, ktera néalezi tridée C*°, ale nenalezi uz tride C*.

Definujme funkci f(z) jako

ro={ 170,

Tato funkce mé vSechny tady derivaci ve vSech bodech véetné bodu x = 0. V okoli
tohoto bodu ale Tayloruv polynom nekonverguje k funkei f(x), ale k 0:

0 0
Tro) =0+ 0z 4+ =2+ ...+ (a)()” +..=0.

21 n!

13



1.2 Resené piiklady

1. Dokazte, ze ze spojistosti vektorové funkce p(t) plyne spojitost funkce |p(t)].

2. Najdéte derivace funkei p?,\/p?,1/(p' x p”)%, kde p = p(t)

3. Naintervalu (t1;t2) pro funkci p(t) plati |p(t)| = k, kde k je konstanta (tj. velikost
vektoru p(t) je konstantni. Dokazte, Ze na tomto intervalu plati p L p’. Plati i
obracené tvrzeni?

4. Rozhodnéte, zda plati |p/(t)| = |p(t)|'?

5. Na uzavieném intervalu (t1;ts) je vektorova funkce p(t) spojita i se svou prvni
derivaci, pricemz na celém intervalu plati p || p’, p’ # 0. Dokazte, ze p(t) je
rovnici primky, pripadné jeji ¢asti na tomto intervalu.

1.2.1 Reseni

1. Vektorova funkce p(t) = (z(t), y(t), z(t)) je spojitd, prave kdyz jsou spojité
funkce x(t), y(t), z(t). |p(to)| znaci velikost vektoru p v bodé . Pokud jsou tedy
spojité funkce x(t), y(t), z(t), tak je Spojité i funkce

Vr(t )+ 22(t).

2. Prvni funkci fesime nasledovneé:

(p*) =(p-p)
=@ -p)+ (D)
=2(p-p).

Podobné pro druhou funkci derivaci fesime jako derivaci slozené funkce

(VP2 = =) % - 2(p - )
_pp

Nez zderivujeme tieti funkei, spoc¢itejme derivaci (p’ x p”)’.

<p/ < p//)/ — (p// X p//) + <p/ % p///)
— p/ X p///
Prvni élen je roven o, protoze vektory jsou rovnobézné. Ted uz muZeme vyftesit
zbytek prikladu.

1 1

(P xp")) 72 (@ xp") - (@ xp")+ (@ xp")- (P xp"))

(VP xp")?) = 3

_ %((p/ 5 p//)2)—% .2<<p/ % p//) . (p/ 5 p///))
_ (p/ . p/)(p// . p///) o (p/ . p/)<p/ . p///)
(p/ X p//>2
_ (p/ 'p/)((p// . p///) o (p/ . p///))
(p/ % p//)2 ’

14



3. Vime, ze velikost vektoru p pro kazdé t € (t1; t2) je konstantni. To znamend, ze

Z toho plyne, ze
Uz ale vime, ze

z ¢ehoz uz plyne p L p'.

4. Muzeme snadno najit protipiiklad. Pro p(t) = (cost; sint) je p/'(t) = (—sint; cost),
takze |p/(t)] = 1 a pfitom |p(¢)]' =0

5. Z rovnobéznosti plyne p = (a, b, ¢), p’ = (k-a, k- b, k-¢). Pro k =
konstanta je feSeni uz jasné.

kde [ je

L
t?

15



Kapitola 2

Definice krivky

2.1 Teoreticky zaklad

Ted', kdyz jsme zakonéili ivodni kapitolu a pfipomnéli si dilezité pojmy, se kterymi
budeme po zbytek prace pracovat, zacnéme se zabyvat diferencialni geometrii. Prvnim
a nejdulezitéjsim pojmem je kiivka. V této kapitole si kiivky definujeme a zminime
nekteré jejich zakladni vlastnosti. Prestoze kiivky budeme definovat v Ej3, stejné muzeme
pracovat i v Ey. V této kapitole budeme cerpat z [1I, 2, 3] [, 5] [7, Q].

Nejdiive si definujme nékolik pomocnych pojmu.

Definice 2.1 Necht Es je eukleidovsky prostor, I je néjaky interval z R, V je jeho

zameéreni a P € Ej jeho pocatek. Zobrazeni f : I — FE3 urcuje vektorovou funkct

— = —
Pf : I — V takovou, Ze Pf(t) = Pf(t;. Vektorovd funkce Pf se nazyjvd pruvodié
zobrazent f.

Definice 2.2 Necht I C R je otevieny interval. Zobrc&e)m/f : I — E3 nazveme pohyb
v prostoru Fs. Rikdme, e f je pohyb tiidy C”, kdyz Pf je vektorovd funkce tiidy C".

Definice 2.3 Pohyb f : I — E3 nazveme jednoduchy, pokud je f injektivni.

Definice 2.4 Pohyb f : I — E3 nazveme reguldarni, jestlize
df(t
o,
dt
pro kazdé t € 1. Bod o parametru ty, pro ktery by rovnost platila, se nazyvd singuldrng

bod pohybu f.

Pruvodi¢ zobrazeni f tedy hraje roli vektorové funkce a pohyb je mnozina bodu pro-
storu touto funkei definovana. S definovanym pojmem pohyb je kfivku uz jednoduché
korektné definovat.

Definice 2.5 Mnozinu C' C E3 nazveme jednoducha kvivka tridy C", pokud exis-
tuje takovy jednoduchy requldrni pohyb f : I — Es tridy C”, Ze plati C = f(I).

Nékdy se muzZe stét, Ze pohyb nebude jednoduchy (jako pifklad uved'me periodicky
pohyb po lemnisk4té), nebo nebude reguldrni (pifmka zadand ve tvaru (¢3, t3, 0) v bodé
to = 0. V tomto ptipadé by se nejednalo o regularni kiivku. Proto je vhodné pojem
krivka definovat trochu obecnéji.

Definice 2.6 Podmnozinu C C FEj3 nazveme krivka tridy C", jestlize pro kaZdy bod
p € C existuje takové jeho okoli U, Ze C NU je jednoducha krivka tridy C™.

Ktivka je tedy ,sjednoceni“ jednoduchych kiivek.
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2.1.1 Zpusoby zadani krivky

Kiivku C' jsme definovali jako mnozinu bodu eukleidovského prostoru. Tyto body
muzeme zapsat v bodovém tvaru, tedy

C:p=p(t), tel, pt)ec Es
Protoze pocétek kartézské soustavy soutadnic je bod P = [0, 0, 0], muzeme kiivku
C zadat i ve vektorovém tvaru, a to

C:p=p(t), tel pt)eV.

Prave kvuli souradnicim pocatku souradnic je mezi témito dvéma zadanimi nasledujici
vztah:

p(t) = P+ p(t),
p(t) =p(t) - P.

Kazdy takto zadany vektor a bod maji soutadnice z,y, z. Muzeme jich tedy vyuzit k
tfetimu zpusobu zadani, a to souradnicovému, které je ve tvaru

C:x=x(t),y=vyt),z=2(), tel, z(t), y(t), 2(t) € R.

Vztah mezi soutadnicovym, bodovym a vektorovym zadanim je

p(t) = x(t)-i+y(t) - g+ 2(t) - k = (2(1), y(t), 2(1)),
p(t) = [z(t), y(t), 2(t)]

Obrazek 2.1: Bod A je pifkladem bodového zadani kiivky. Cerveny (radius) vektor je
prikladem vektorového zadéani, zluté vektory jsou prikladem soufadnicového zadani.

Kiivky muzeme zadat jesté dalsimi dvéma zpusoby.

Definice 2.7 Necht funkce

Yy = f(.il?), z :g(x)
jsou definovdny na spolecném otevieném intervalu I a jsou nejméné jednou diferenco-
vatelné. Potom mmnoZinu bodu v prostoru Es, které lze zapsat ve tvaru

p(x) = [z, f(z), g(z)]

nazyvame requldarni krivkou definovanou explicitné. Vise uvedené rovnice nazjvdme
explicitni rovnice krivky.
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Posledni zpusob zadani kiivky je nasledujici.
Definice 2.8 Méjme dvé funkce

9(z, y, 2), Uz, y=z),

které jsou definovdny na spolecném otevrené trojrozmérné oblasti 2 € E3 a které
jsou zde spojité i se viemi svymi pronimi parcidlnimi derivacemi. Ddle necht mnoZinu
bodi. [z, y, z|, pro které v oblasti Q plati

g("'U? y? Z):O7 l<x7 y? Z):()?

tato mnozina je neprazdnd a v kaZdém bodé této mnoZiny plati pro matici
99 99 9y
_ or O 0z
A=1{a o @]
ox Oy Oz

Ze h(A) = 2, kde h(A) je hodnost matice A. Potom tuto mnoZinu nazveme reguldrni
krivkou zadanou implicitné.

2.2 Resené piiklady
1. Pojmenujte kiivku 7(t) = (a, bt, ct?), kde a, b, ¢, t € R.
2. Kterou ktivku popisuje souradnicovy zapis ve tvaru
r=1t,y=r-cost,z=r-sint,
kde t € R?
3. Napiste parametrické rovnice kiivky zadané implicitné

v’ =2pr,x+y—2z=0.

4. Urcete singuldrni body ktivky r(t) = (%, cos2t, 4), kde t € (0, 7).

5. Hyperbola je vyjadfena implicitné ve tvaru

2 2
S
a? b2

Vyjadrete tuto hyperbolu parametricky, pokud a > b.

2.2.1 Reseni

1. Prvni soutradnice je konstanta, zabyvat se ji tedy nemusime. y-ovou a z-ovou
soufadnici si vyjadiime explicitné:
2
) 2 Y
=bt=1t=>z2=ctz=c>,
Y b b2

coz je rovnice paraboly. Popsana rovnice je tedy parabola.
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2. 'V yz-ové roviné jde o rovnici kruznice, v x-ové souradnici se jednd o piimku.
Vyslednou kfivkou je tedy Sroubovice.

3. Jako proménnou si muzeme zvolit x. Vyjadiime-li y, vychdzi nam explicitni rov-
nice
Yy =/2px, 2 =z + +\/2p7.
Pokud ale za x dosadime parametr ¢, parametrické vyjadieni této kiivky je dano

rovnicemi
=t y=/2pt, z =1+ /2pt.

4. V prvé tadé zjistime, kdy se vyraz (d—””)z + (%)2 + (g)z rovna nule. Jednotlivé

‘ b dt ¢ dt
derivace maji tvar

‘31—”; je rovno nule pouze pro t = 0. Pro tuto hodnotu ¢ je i % = 0, takze singularni
bod je pro parametr t = 0, takze po jeho dosazeni za parametry x, y, z zjistime,
ze se jednd o bod [0,1,4].

5. Pro parametrické vyjadieni musime najit funkce

Jedna se o hyperbolické funkce, tedy

et + et el —et

ft)=a 5 = acosht, g(t) =b———— = bsinht.

Parametrické vyjadieni hyperboly je

r(t) = (acosht,bsinht).

2.3 Neresené priklady
1. Najdéte parametrické rovnice elipsy, pokud je zadana implicitné jako
22 P

StE=1

2. Jaké jsou singularni body ktivky zadané vektorovou funkei
r(t) = (sint, sin 2t,2 — cos 2t)?
3. Kiivka je zadana parametricky vektorovou rovnici
p(t) = (t°,3t —3,¢"),t € R.
Najdéte nékteré jeji explicitni zadani.
4. Najdéte singularni body kiivky

r(t) = (tsint,2cost, cos’t), t € R.
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10.

2.3

Zjistéte, jestli ktivka zadana vektorovou funkci
p(t) = (2\/Z — 3t%, t3)

je na intervalu (0, 2) jednoducha kiivka.

. Najdéte parametrické zadani krivky zadané iplicitné jako

prot € R*.
Zjistéte, zda kiivka dana vektorovou funkci
r(t) = -1, —1)

je jednoducha kiivka.

. Urcete singularni body asteroidy dané rovnicemi

T = acos’ t,
y = asin®t.
Dokazte, ze krivka zadana implicitné jako
32° 4+ 2y + 62 —3=0
je krivka tfidy C” pro libovolné r. Najdéte nékteré parametrické zadani této

krivky.

.1 ResSeni

. p(t) = (acost,bsint)

. Kfivka nemd singularni body.

.x:g—i%—%%—y—l—l
z=eit!
.1=0

. Ano, kiivka nemd singuldrni body a p(t) je na intervalu injektivni.

(tZ’ t47 t)

. Ki#ivka nélezi tridé diferencovatelnosti C¥

Ano, na libovolném intervalu.
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9. Body dané t = %7 k € Z, body jsou
b1 = [CI,, 0]
P2 = [O) CL]

b3 = [—CL, 0
Pbs = [07 - CL].

10. Jde o elipsu

r(t) = <\/§(305t, \/gsint> :

2.4 Fyzikalni vyuziti

Znacny prinos méla diferencidlni geometrie v teoretické mechanice. Polohu télesa
popiseme pomoci polohového vektoru (), coz neni nic jiného, nez vektorové zadani
krivky. Parametr ¢ hraje roli ¢asu. Ve fyzice misto pojmu kiivka budeme uzivat pojmu
trajektorie.

Zminime si nékteré bézné zkoumané pohyby.

2.4.1 Rovnomérny piimocary pohyb

Toto je nejjednodussi pohyb, ktery muze hmotny bod vykonavat. Hmotny bod se
pohybuje po piimce konstantni rychlosti. Predpoklddejme, ze se bod pohybuje po ose
x a uvazujme néjakou pocatecni drahu xy. Pak parametrické vyjadieni této trajektorie
je ve tvaru

r=uvt+x0,0,t €R.

2.4.2 Rovnomeérny pohyb po kruznici

Vzhledem k tomu, ze popisujeme pohyb hmotného bodu, nebude nam stacit pouze
vyjadrit kruznici. Predpokladejme, Ze se hmotny bod pohybuje v xy-ové roviné po
kruznici se stiedem v pocatku souradnic a polomérem r. Hmotny bod se pohybuje s
rychlosti o konstantni velikosti, ale jeji smér se méni. To muzeme vyjadrit jako kon-
stantni ihlovou rychlost w, s po¢ateénim thlem ¢ sevienym s xz-ovou osou. S takovymi
pozadavky pak trajektorii tohoto pohybu v zavislosti na case vyjadiime jako

x=r-cos(wt+y), y=r-sin(wt+ @p).
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Obrazek 2.2: Trajektorie rovnomérného pohybu po kruznici s radius vektorem prot = 0.

2.4.3 Vrh hmotného bodu

vvvvvv

narazime. Budeme predpokladat, ze pohyb probihd v xy-ové roviné, kde z-ova osa
znazornuje povrch zemé a y-ova osa vyjadiuje vysku nad zemi. Hmotny bod je vrzen
pocatecni rychlosti v z poc¢atku souradnic pod tthlem ¢ vzhledem k x-ové ose. Hmotny
bod je zaroven v tihovém poli, takze je pritahovan proti sméru y-ové osy k zemi.
Ve fyzice plati princip superpozice, ktery tika, ze slozeny pohyb skonéi ve stejném
spolecném bodé, jako by jednoduché pohyby byly konany postupné. Tyto dva pohyby
si tedy muzeme vyjadiit jako jejich soucet. Parametrické vyjadieni takového pohybu
pak je

L,
T = U,t, y:vyt—§gt.

Slozky v, a v, jsou velikosti prumétu vektoru rychlosti do z-ové a y-ové osy, takze
je muzeme vyjadrit pomoci goniometrickych funkci jako

1
x = tv cos @, y:tvsingo—§gt2.
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(vt3cos p, vtgsinp)

1
(0,— gﬂif)

(vtacos g, vtysinp)

1
(0.~ 59t3)

vty cos @, vty sing
@ @

T3

Obrazek 2.3: Trajektorie vrhu hmotného bodu, zluté (rddius) vektory jsou vysledkem
souctu rovnomérného piimocarého pohybu (modry vektor) a volného padu v tthovém
poli (zeleny vektor). Pro ukdzku byly zvoleny vektory pro casy ti, ta, t3.

Poznamka: Zatim jsme derivace podle parametru t znacili z’ = i—f. V nékterych

castech prace budeme pouzivat pro zjednoduseni Newtonovu notaci & = ‘é—f. Toto
znaceni se vyuziva pravé v mechanice.
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Kapitola 3

Transformace parametru krivky

Uvazujme kiivku zadanou vektorovou funkei r(t) = (£3, ¢3, 0), t € R. Jednd se
o rovnici piimky. Toto ale neni jediné zadani stejné piimky. Stejnou piimku muzeme
zapsat i ve tvaru r(t) = (, ¢, 0), t € R. Z prvniho zadani na druhé jsme presli pomoci
jisté reparametrizace. My ted zavedeme takovou reparametrizaci korektné. Cerpali jsme
z [21, 3, 4].

3.1 Regularni parametrizace

Definice 3.1 Necht je na daném intervalu I definovand funkce t, kterd je s néjakou
funkci t svdzdna vztahem
t= t(f)7

a kterd je zde spojitd i se svou pruni derivaci. Necht ddle plati, Ze v kazdém bodé
intervalu I je

dt
— # 0.
dt 7
Potom funkci t = t(t) nazjvdme pripustnou funkci.
Oznac¢me I obor hodnot funkce ¢. Pifpustna funkce je vlastné bijekei mnoziny I na

mnozinu /. Uvazujme kiivku zadanou vektorovou funkef r = r(t). Potom je vektorovou
funkef téze kiivky i funkce » = »(t(¢)), kde t € I, t € I.

Definice 3.2 Prechod z jedné vektorové rovnice na druhou vektorovou rovnici pomoci
pripustné funkce nazveme reguldrni transformace parametru.

Co by nas mohlo pri parametrizaci zajimat je, jak vznika dana krivka pro jednotlivé
parametry.

Definice 3.3 Dvé parametrizace dané krivky nazgyvdme souhlasné, pokud

dt
d—{>0.

Pokud jsou parametrizace souhlasné, znamend to, ze maji obé parametrizace
pocatek ve stejném bodé a zachovava se orientace kiivky. Parametrizace, které sou-
hlasné nejsou, nazyvame nesouhlasné a po reparametrizaci ma kiivka orientaci opacnou.
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3.1.1 Délka krivky

Vzhledem k tomu, ze kfivky jsou mnoziny bodu v eukleidovském prostoru, pomoci
jiz zavedenych zobrazeni zndme vzdélenost mezi jednotlivymi body tohoto prostoru.
Vezméme infinitizemdalné malou délku ds = \/ dz? + dy? + dz2, kde dz, dy, dz jsou
infinitizemalni projekce do jednotlivych os soutadnicové soustavy. My budeme studo-
vat, jak bude nartustat délka kiivky se zménou parametru ¢. Infinitizemalni zménu v
zavislosti na t studujeme takto: Soutadnice x, y, 2 muzeme diferencovat podle ¢

dx dy dz

A dy 2 dz\?

Tento vyzaz integrujeme podle t a vysledkem je

s(t) = /t: \/@—f)g 4 (%)2 4 (%)2@. (3.1)

Tuto funkci nazyvame oblouk krivky a znaci délku kiivky pro danou parametri-
zaci. Samotny oblouk kfivky s muzeme ale také uvazovat jako parametr kiivky, ktery
ma pro studium ktivek vétsi vyznam. Uzitim Newtonovy notace muzeme vzorec pro
vypocet oblouku vyjadrit jako

t t
s(t):/ \/:'62+g)2+22dt:/ V7 - dt.
to to

Jeho derivaci pak ziskavame vyraz

5(t) = V-
Stejné jako u kazdé jiné reparametrizace, budeme chtit najit inverzni funkei ¢(s).
Vyuzijeme pro to prvni derivace, takze provedeme upravy

takze z toho vyplyva

dt 1 1

T

Parametr s pak budeme nazyvat oblouk. Role oblouku ktivky je v tom, Ze je jakousi
normou ktivky. Co tim myslime si ukazeme v kapitole o teénach krivek.
3.2 Resené priklady

1. Vypoctéte délku kiivky zadanou vektorovou funkei

t
r(t) = (t —sint, 1 — cost, 4 cos 5),
pokud ¢ € (0, 2m).

2. Vypoctéte délku krivky zadané explicitné



3. Najdéte prirozenou parametrizaci kiivky zadanou vektorovou funkci
r(t) = (a-cost, a-sint, ht)

3.2.1 Reseni

1. Vychazime z rovnice (3.1), takze

2 d(t —sint)\> d(1 — cost)\” d(4cos £)\?
t) = 7 i Sl L SRR
o= [ (50 () ()
2m ¢ 2
:/ (1 — cost)? +sin® ¢ + (—QSin§> dt
0
2m 1 t 2
:/ 1 — 2cost + cos?t + sin®t + <—2\/%> dt
0

2
= V2 —2cost +2(1 — cost)dt

/ V4 —4costdt

o [ [

27
:2\/5/ sin = dt
0 2
t
= 2\/5[—2 cos 5]3”

t
= 4v2cos 3,

= 4v/2(cos T — cos 0)
=82

Délka této kiivky je tedy 8v/2.

2. Tentokrat nebudeme funkce f, g diferencovat podle ¢, ale podle x, tedy

dy

Délku krivky pak pocitame analogicky jako

)= st () o+ (42)
% C(AY (9
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3. Zacnéme tim, ze vyjadiime oblouk jako funkci ¢ a potom vyjadiime ¢ pomoci
parametru s. Znaceni ¢ v tomto piipadé vyuzivame pro prehlednost (¢ pouzijeme
pro meze integrdlu a ¢ pro proménnou, podle které integrujeme. Nejedn4 se tedy
o dvé ruzné parametrizace. Tedy

t
s(t) = / \/a2 sin®t + a2 cos?t + h2dt
0

¢

:/ Va2 + h2dt
0

=tva? + h?

Ted kdyz mame vyjddieny oblouk jako funkcf parametru ¢, najit inverzn{ funkei
(pokud je funkce prostd) t(s) je uz snadné, tedy

t(s) =

s
3.3 Neresené priklady
1. Jakou délku ma kiivka dand vektorovou funkei
r(t) = (t%,t, 2)
na intervalu ¢t € (0,4)?

2. Jakou délku m4 kiivka zadana parametricky

x:—t2,
2

_ 4

Y 3

z =2t

na intervalu ¢t € (1,4)?

3. Vypoctéte délku kiivky zadané vektorovou funkei
p(t) = <ct,0\/§1nt,§>
pro t € (1,10).
4. Jakou délku ma uzaviena kiivka
r(t) = (cos’t, sin®¢t, cos2t)?

5. Urcete délku asteroidy
r(t) = (acos’t,asin®t).

6. Spocitejte délku kiivky
r(t) = (acosht,asinht, at)

pro t € (0,%).
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7. Urcete funkei f(t) tak, aby v parametrickém vyjadreni kiivky
p(t) = ((1-at)?, (1 +a)?, £(1)))
byl parametr oblouk.
8. Vypoctéte délku kiivky

r(t) = (3t —t°,3t%, 3t + °)
pro t € (0, 3).

3.3.1 Reseni
1. v/ 64000

27

6. av/2sinht,
7. Jen pro |a| < ‘/?5, pak f(t) =+,/1— gaQ—i—c, c €R.

45v2
8. ==

3.4 Fyzikalni vyuziti

V druhé kapitole jsme zjistili, ze pomoci parametru ¢ muzeme vyjadrit zavislost
polohy hmotného bodu na ¢ase a ted pomoci zavedeni oblouku jsme schopni spocitat
drédhu, kterou hmotny bod pfi pohybu urazi. Je to tedy tatdz myslenka, jen v tomto
pripadé misto terminu délka kfivky pouzivame draha. Drahu znac¢ime opét s. Ukazme
si vypocet drahy uz diive zminénych trajektorii z kapitoly 2.

3.4.1 Rovnomérny primocary pohyb

Protoze je tento pohyb pouze po jedné ose, je integrace jednoduché. Jako pocateéni
hodnotu ¢ volime 0 jakozto zacatek méreni casu.

s(t):/otx/ﬁdz?:vt,

coz je predvidatelny vysledek.
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3.4.2 Rovnomeérny pohyb po kruznici

Spocitame drahu opét od pocatecniho ¢asu 0. Z toho vychazi

s(t):/o v/ (wrsin (wt))2 + (wr cos (wt))2 dE
:/0 V (wr)?dt

= wrt.

3.4.3 Vrh hmotného bodu

Uvédomme si, ze draha zavisi pouze na cCase t, pocatecni rychlost v a tihova kon-
stanta g jsou konstanty. Upravy jsou pak uz jednoduché.

s(t) = /0 V/ (tsinv)? + (tcosv — gt)2 dt

¢
— / \/2?2((3082 v+ sin?v) — 2gt2 cosv + g2 dt
0

t
:/ t\/1 —2gcosv + g2 dt
0

t?
= 5\/1 —2gcosv + g2
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Kapitola 4
Tecna krivky

V préaci uz jsme nékolikrat pouzivali derivace vektorové funkce kiivek podle proménné
t, piipadné s. Zkoumejme ted secny kiivek a jejich limitni piipady - tecny. V této ka-
pitole ¢erpame z [1, 2], 3], [4].

4.1 Teoreticky zaklad

Meéjme kiivku k zadanou vektorovou funkci 7(t) a jeji dva body X(t), X(to +
+ h). Piimka dand jednim z téchto bodu a vektorem 7(to + h) — r(to) je secnou kiivky
k. Budeme-li ¢islo |h| limitné zmensovat, body X (o) a X(to + h) se budou k sobé
priblizovat, dokud oba body témér nesplynou. Timto zpusobem vznikne tecna.

Definice 4.1 Méjme bod X (to) requldrni krivky k popsané vektorovou funkci v(t), t €
1. Teénu krivky k v bodé X (to) rozumime primku, kterd je pro h — 0 limitni polohou
secny prochazejici body X (ty) a X (to + h) krivky k. Bod X (ty) nazgvdme dotykovy bod
tecny.

Zatim jsme pouzivali vyraz 7(t) jako derivaci vektorové funkce r podle proménné ¢t. V
kontextu tecen ktivky toto znaceni také vyuzijeme, a to nasledovneé.

Definice 4.2 Vektor . h .
#(ty) = lim 70 1) =7 (f0)
h—0 h

nazveme tecny vektor krivky v bode tg.

Mohlo by nas zajimat, jaky vliv bude mit na smér tec¢ny reparametrizace kiivky.
Pokud méame kiivku zadanou vektorovou funkei r(t) a reparametrizujeme ji na tvar
r(t(t)), pak derivace této vektorové funkce bude mit tvar

dr dr dt
dt — dt dt’
Uz vyse jsme zminili, ze vyraz j—% muze nabyt pravé jedné z hodnot 3—% > 0, g—% < 0.

Protoze je to jen ¢iselny ndsobek, muzeme fict ze tecny vektor 7(tg) a 7(to) maji stejny,
nebo opa¢ny smer.

Vratme se k oblouku kiivky. Ukdzeme, Ze m4, jakoZto parametr kiivky, nékteré
zajimavé vlastnosti. Teény vektor budeme pii parametrizaci obloukem znacit r'. Ten
vyjadiime pomoci slozené derivace jako
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, dr dr dt . dt

T8 @t ds ds
Zkoumejme velikost tohoto vektoru. V predchozi kapitole jsme ukéazali vztah

dt 1

ds Vi

Vime také, ze
= 3(0) = Vi .

¢imz jsme odvodili, ze jestlize s je oblouk, pak
r(s)| =1
pro kazdé s € J. Protoze jsme vyuzili pfi odvozeni vztahu pouze ekvivalentni
upravy, opacna implikace plati také.
4.2 Resené tulohy

1. Urcete tecny vektor na kiivku zadanou vektorovou funcki (¢) v bodé X (to),
pokud

a) = (e, et 1?), tg =1,

b) 7 = (acosht, asinht, ht), ty je libovolny bod
2. Najdéte tecnu ke kiivce zadanou parametricky ve tvaru
r=3t—t, y=23t5 z=3t+1,
kterd je kolmé na vektor a = (3,1,1).
3. Urcete jednotkovy vektor tecny ke kiivce zadané parametricky ve tvaru
xr =tsint, y=tcost, z=2¢e', teR"

v bodé ty = 0.

4.2.1 Reseni

1. Jednotlivé souradnice vzdy zderivujeme a dosadime ¢, za t.

a) 7= (e', —e " 2t), po dosazeni ty = 1 vychézi

b) 7(t) = (asinht, acosht, h)
2. Jako prvni derivujeme jednotlivé souradnice.

& =3-3t% §=6t =3+ 3¢t
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. Aby takovy vektor byl kolmy k vektoru a, musi platit 7-a = 0. Z toho spoc¢itame

3(3—3t) +6t+3+3t2=0
9— 9 +6t+3+3t2=0
—6t> +6t+12=0
t?—t—2=0
(t—=2)(t+1)=0.

Tecna ke kiivce 7 je kolmd na vektor a pro hodnoty parametru t € {2, — 1},
takze se jednd o vektory r1(t) = (—1,12,15) a ro(t) = (0, — 6,6).

3. Pro teseni piikladu staci vypocitat vektor #(tg) a podélit jej jeho velikosti. Tedy

7 = (sint + tcost, cost — tsint, e')
= (sin0+, cos0, e°)
= (0,1,1).

Spocitame velikost tohoto vektoru.
1+1=+2

Vysledek tedy je tecny vektor ve tvaru (0,% v2 %)

4.3 Neresené priklady

1. Najdéte tecnu krivky
p(t)= (Int*,e* ¢ +t —1)

v bodé to =1.

2. Najdéte tecnu krivky
r(t) = (t,te', sint cost)

v bodé ty = .

3. Najdéte tecnu krivky
o
r(t) = (cos 2t, sin 5> sin t cos Qt)

v libovolném bodé.

4. Najdéte tecnu kiivky
p(t) = (¢*,4t,€")

- (i)

je zadédna parametrem oblouk.

v libovolném bodé.

5. Zjistete, jestli kiivka
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. Zjistéte, jestli kiivka
I . . 9
r(t) = 5 sin 2t, sin“t
je zadédna parametrem oblouk.

.V kterém bodé kiivky
r(t) = (cost, sint, 3t)

je jeji teCna rovnobézna s rovinou

r+y+2=07

.V kterém bodé kiivky
r(t) = (1%, sin(t — 1),2t)

je jeji tetna rovnobézna s rovinou

20 — 2y — 2 =107

. 'V kterém bodé kiivky
p(t) = (3t cost, e, Sint)

je jeji tecna kolméa na rovinu

y+z+-1=07

.1 ResSeni

. Neni zadana parametrem oblouk.

. Je zadana parametrem oblouk.

-V bodech (2,423 (5 +2km) ) a (=2, — 2,3 (% + 2kr) ), kde k € Z.
- (1,0,2)

- (0,1,0)
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4.4 Fyzikalni vyuziti

Teény vektor kiivky ve fyzice vyjadiuje vektor okamzité rychlosti hmotného bodu
v daném bodé trajektorie. Znacime jej bud wv(ty) nebo stejné jako ve studiu kiivek
7(tp). Parametr s ve fyzice zna¢i drahu, kterou hmotny bod po trajektorii za cas t
urazi. Pripomenme, ze i v diferencialni geometrii jsme oblouk definovali jako délku
kiivky. Rekli jsme si, ze parametr s je obloukem, pravé kdyz ' = 1. I to pro nas mé
v mechanice smysl; jedna se o jednotkovy vektor ve sméru rychlosti hmotného bodu,
piSeme ve tvaru

_drds ds
YT dsdt  ar
kde 7 je pravée jednotkovy vektor ve sméru rychlosti v daném bodé trajektorie. Clen
% tedy urcuje velikost rychlosti v daném bodé trajektorie, znacime % = |v|.
Podivejme se, jak vypada rychlost pro nékteré dulezité pohyby, které v mechanice
studujeme.

4.4.1 Rovnomérny pirimocary pohyb
Pfipomindme, ze tento pohyb ma konstantni rychlost v podél z-ové osy. Okamzitou

rychlost v libovolny okamzik tedy muzeme spocitat jako

T = .

4.4.2 Rovnomérny pohyb po kruznici

Opét si vyjadiime derivaci jednotlivych soufadnic:

&= —wr-sin(wt+¢g), Y =wr-cos(wt+ o)

Miuzeme zjistit, jaky tihel sviraji vektorové funkce r a 7. Z jiz znamého vzorce dostavame

T-T
cosq = ——— =
{7
—wr? - sin (wt + ¢p)) - cos (Wt + @p) + wr? - sin (wt + pp) - cos (wt + ¢p))

{7

To znamend, ze v kazdém bodé kruznice jsou na sebe vektory polohy a rychlosti
kolmé.

/\ v

/

\
N
| _—

Obrazek 4.1: Trajektorie rovnomérného pohybu po kruznici s vektorem okamzité rych-
losti v.
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4.4.3 Rovnomérné zrychleny pohyb po kruznici

v
71 r
? \
I
I
|
|
/

Obrazek 4.2: Trajektorie rovnomérné zrychleného pohybu s vektory okamzité rychlosti
v a v; ve dvou ruznych bodech trajektorie.

Pti tomto pohybu se velikost okamzité rychlosti hmotného bodu zvétsuje, ale hmotny
bod se porad pohybuje po kruznici. K pocateéni obvodové draze g a pocatecni ob-
vodové rychlosti wy zavadime jesté obvodové zrychleni e. V takovém ptipadé jsou pak
parametrické rovnice

1
T =17 "-COS (55752 + wot + 900)7

1
Yy=r- sin <§€t2 +th+ 900)

vvvvvv

. (1 5
&= —(et +wp)r - sin 551% + wot + ¢

. L 5
y = (et + wo)r - cos ést + wot + o | .

7 toho, ze se goniometrické funkce nemeéni vychazi, ze se méni pouze velikost rych-
losti a smeér vektoru rychlosti zustava stejny.
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Kapitola 5

Oskulac¢ni rovina

V predchozi kapitole jsme definovali te¢nu kiivky. V této kapitole si zavedeme dalsi
dulezité vektory a roviny, které spolu nesou informace o dané kiivce. Budeme ¢erpat z
[, 13, 4.

5.1 Teoreticky zaklad

Zacneme definici oskula¢ni roviny, kterd nam pomuze definovat a uvést do kontextu
zbyvajici pojmy.

Definice 5.1 Méjme krivku r(t) a na ni definované body X (to), X (to+h). Oskulaéni
rovinou krivky C v bodé X (ty) se nazyvd rovina dand vektory v(to), r(to + h) — r(to)
pro h — 0 v bodé X (to). Oskulacni rovinu budeme znacit w.

V oskulaéni roviné muzeme najit dalsi dulezity vektor. Misto vektoru r(to+h)—r(to)
muzeme uvazovat vektor

lim ’l“(t() + h) — 'T'(to) — h’l”(to)
h—0 h2

Po tupravé s pomoci L’Hospitalova pravidla ziskavame

lim 27“(150 + h) —r(ty) — hr(ty) — lim 2r(t0 + h) — 7(ty)
h—0 h? h—0 2h

Misto znaceni #(t) budeme ve vhodnych situacich uzivat znaceni ¢.

Definice 5.2 Normdla v bodé X(ty) je kazdd primka kolmd na tecnu v bodé X (tp).
Normdla, kterd lezi v oskulacni roviné se nazyvd hlavni normadla. Hlavni normdlu
budeme znacit n.

Definice 5.3 Normdla kolmd k oskulacni roviné se nazyvd binormdla. Binormdlu
budeme znacit b.

Definice 5.4 Rovinu danou normdlou a binormadlou nazyvame normdlovd rovina.
Rovina dand tecnou a binormdlou se nazyva rektifikaéni rovina.
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Tecna, normala a binormadla jsou navzajem kolmé. Toho muzeme vyuzit pii kon-
strukci baze specifické pro danou ktivku.

Definice 5.5 Trojhran urceny vektory {t,n, b} nazveme Frenetidv-Serretuv dopro-
vodny trojhran nebo také Frenetiv repér.

Pripomenme, Ze repér je baze vektorového prostoru V. Frenetuv-Serretuv repér je
ortogonalni, ale nemusi byt nutné ortonormalni.

Obrazek 5.1: Frenetuv-Serretuv doprovodny trojhran. Zeleny vektor je tecna, ¢erveny
je binorméala a modry je normaéla.

5.2 Resené piiklady

1.

2.

Najdéte rovnici oskulaéni roviny kiivky r(t) = (e, t + 2, ;—;), v bodé tg = 1.

Urcete smérové vektory tecny, hlavni norméaly a binormaly v libovolném bodé
ktivky
r(t) = (at cost, btsint, ct).

. Najdéte tecnu ke kiivce

r(t) = (13, t, ")

rovnobéznou s rovinou x — 2y — 5 = 0.

. Urcete Frenetuv-Serretuv doprovodny trojhran kiivky

r(t) = (482, 3%, ).

5.2.1 Reseni

1.

Oskula¢ni rovina je dana vektory 7(ty) a #(tp). Normélu k oskula¢ni roviné
muzeme tedy spocitat jako

n, = #(t) x i (t).
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Spocitejme prvni a druhou derivaci vektorové funkce r(t).

et . 2t — 2¢t
4¢2

(2ef(t — 1) + 2e!)4t? — 2¢et(t — 1)8¢
16t

16t

(
( o (P —t+t—t+1)
_ E4e 0 )

8t2et(t — 1) + 8t2e’ — 16e't(t — 1))

2t3

2 —t+1)
4e?,0, ST
€ Y Y 2_[:3

Za t nyni dosadime t;.
e
1 - ( 2, 3’ _>
r(1) e 5
r(1) = (2¢% 1, 0)

#(1) = (4¢,0, 5)

A nyni provedeme vektorovy soucin, ¢imz, najdeme normalu k oskula¢ni roviné.
n, =7(1) x 7#(1)

i g
=12e? 1
4e? ()

€. 3. 2
=—1—¢e’j —4c’k
5t =€ e

= (E, — e —462>
2

Oskulaéni rovina mé tedy obecnou rovnici ve tvaru

o O R

gx—e3y—462z+c:0.

Hodnotu ¢ zjistime po dosazeni soufadnic vektoru r(1):

€ 2 3 2€
— e —3e’ —de” = =0
5 e e e 5 +c
3
c=3e>+2¢° — 5
9e3
c=—
2
Obecné rovnice hledané oskulaéni roviny je tedy
3
e 3 9 9e
—r — —4 — =0.
2x e’y ez + 2

2. Rovnice tec¢ny je jasna, ve tvaru

t =7 = (acost — atsint, bsint + bt cost,c).
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Binormélu najdeme jako vektor kolmy na oskula¢ni rovinu, takze

b=7rx7r
i J k
= | acost—atsint bsint + btcost ¢
—2asint —atcost 2bcost — btsint 0
= be(tsint — 2cost)i — ac(tcost + 2sint)j + (2abcos® t — 3abt sin t cos t+
+ abt® sin® t + 2absin®t + 3abt sint cost + abt® cos* t)k
= be(tsint — 2cost)i — ac(tcost + 2sint)j + (2ab + abt?)k.

Tim jsme tedy dostali vektor binormaly, zapiSeme

b= (be(tsint — 2cost), —ac(tcost + 2sint), 2ab + abt®) .
Nakonec tedy najdeme normalu jakozto vektor kolmy na t a b, tedy

n=txb
i j k
= | a(cost — tsint) b(sint + t cost) c
be(tsint — 2cost) —ac(tcost + 2sint  ab(2t?)
= (ab*(sint + tcost)(2 + t%))i+
+ (b (tsint — 2cost) — a*b(cost — tsint)(2 + %))+
+ (—a’c(cost — tsint)(tcost + 2sint) — b*c(sint + tcost)(tsint — 2 cost)) k.

Vysledek pro prehlednost nechame v tomto tvaru.
. Rovnice te¢ny pro libovolny bod kfivky 7(t) je
t=17r(t)= (2t 1,¢").

Souradnice takové tecny staci dosadit do obecné rovnice zadané roviny a rovnici
vyTtesit.

2t—-2-5=0

t =

NCREEN

Po dosazeni tedy zjistime, Ze tecna rovnobézna se zadanou rovinou je dana vek-

torem
t— (7, 1, e%) .

. Budeme postupovat stejné jako v ptikladu 2. Jako prvni spocitame vektor tecny
a druhou derivaci vektorové funkce 7(t), tedy

7(t) = (8t, 9%, 2¢*)
7(t) = (8, 18t, 4e*).
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Vektor binormély spoc¢itame jako

i j k
b= |8t 9t* 2%
8 18t 4e*
= (9% - 4e® — 18t - 2e*)i + (16e* — 8t - 4e*)j + (8t - 18t — 9> - 8)k
= 36te? (t — 1)i + 16e* (1 — 2t)j + T2t°k,

takze

b= (36e*t(t — 1), 16e*(1 — 2t), 72t7) .
Nakonec normalu spoc¢itame jako kolmici na tecnu a binormalu, takze

i j k

8t 9¢t? 2e2t
9e*t(t — 1) 2e*(1—2t) 9¢?
= (81" — 4e™(1 —2t)) 5 + (18e*t(t — 1) — 72t%) j+
+ (16e”t(1 — 2t) — 81e*t*(t — 1)) k.

n

Rovnici normaly je tedy vektor

n = (81" — 4e*(1 — 2t), 18e*t(t — 1) — 72t%, 16e*¢(1 — 2t) — 81e”t*(t — 1)) .

5.3 Neresené priklady
1. Najdéte oskula¢ni rovinu kiivky
r(t) = (Int, cost, sint)
v bodé ty = .
2. Najdéte oskulacni rovinu kiivky
r(t) = (¢%,3t, %)
v bodé ty = 2.

3. Najdéte rektifikacni rovinu krivky

v bodé ty = 1.

4. Najdéte rektifikacni rovinu kiivky

t3
r(t) = (g, cos 2t, sin’ t>

v libovolném bodé.
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5. Najdéte normalovou rovinu ktivky

v libovolném bodé.
6. Najdéte normdlovou rovinu ktivky
p(t) = (4 cos2t,2sin 2t, 2t)
v libovolném bodé.
7. Najdéte Frenetuv-Serretuv repér kiivky
7(t) = (cos (et), sin (et), e™)
v libovolném bodé.
8. Najdéte Frenetuv-Serretuv repér kiivky
r(t) = (¢, Int)

v libovolném bodé.

5.3.1 Reseni
1. w:—:v+7r—12y+%z+1—|—1n7rz()
2. w:br—62=0

c—2er +2e*y —22+2e2+1=0

-
SRS

: —5asin 2t + 2t%y + 22 + t? (3t sin 2¢ + 2 cos 2t + sin® ¢)
5. v:x+ 2ty + 3ez — el — 2e3t — 3e’ =0

6. v:—4sin2tx + 2cos2ty + 2z + 6sindt — 2t =0

7. t = (—esin (et), e cos (et), 2¢*)
b = (2¢* (2 cos (et) + esin (et)), 221 (2sin (et) — e cos (et)), €3)
n = (e* cos (et) — 4et detsin (et) + 4eH) — 2e22(sin (et) + cos (et)))
1
8. t= (2t,11 ;4)
b=(—%72)
n= L e s

5.4 Fyzikalni vyuziti

Vratme se k vektoru 7(¢). V mechanice m4 tento vektor vyznam vektoru okamzitého
zrychleni hmotného bodu, znacime a(t) = #(t). Se zrychlenim souvisi i normala a te¢na.
Zrychleni hmotného bodu muzeme rozlozit na dvé k sobé kolmé slozky, a to te¢né
zrychleni a; ve sméru tecny a normalové zrychleni a,, ve sméru normaély. Samoziejmeé

plati
a=a,+a, |al=+/]a,]?>+|a:*

Néekdy teéné a normalové zrychleni budeme nazyvat pirirozené slozky zrychleni.
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5.4.1 Rovnomérné zrychleny pohyb

Jedna se o pohyb po piimce s konstantnim zrychlenim. V takovém pripadé uz vime
(pokud se omezime na x-ovou osu), ze draha je déana jako

L
T = iat + vt + sg,

rychlost je dana jako

vy = at + vy

a nakonec zrychleni je konstantni
a; = c.

Vektor okamzitého zrychleni je ve sméru te¢ného vektoru, jedina slozka zrychleni
je tedy tecnd. Ze vektor rychlosti mé pofdd stejny smér neni nghoda, na dalsich
prikladech pohybu si ukazeme, ze slozka tecného zrychleni popisuje zménu velikosti
rychlosti hmotného bodu a slozka normélového zrychleni popisuje zménu sméru vek-
toru okamzité rychlosti.

5.4.2 Rovnomérny pohyb po kruznici

VypiSme si znovu parametrické rovnice trajektorie hmotného bodu, jeho rychlost a
zrychleni.

r(t) = (rcos (wt + ¢p), rsin (wt + @g)),
v(t) = (—wrsin (wt + @g), wr cos (Wt + ¢p)),
a(t)

(—w2r cos (wt + ¢g), — w?r sin (Wt + ¢0)).

Z rovnic je hned jasné, ze r(t) || a(t) a také v(t) L a(t). Protoze w je kladnd
konstanta, a(t) ma opacny smeér, nez r(t) a sméfuje do stiedu kruznice. Kromé toho
z kolmosti vektoru rychlosti na vektor zrychleni plyne, zZe jedina slozka zrychleni je
normalova. Velikost rychlosti se tedy neméni, méni se pouze smér rychlosti.

Obrazek 5.2: Trajektorie rovnomérného pohybu po kruznici s vektorem okamzitého
zrychleni a vektorem okamzité rychlosti v pocatec¢nim bodé. Polohovy vektor byl pro
prehlednost vynechéan.
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5.4.3 Rovnomérné zrychleny pohyb po kruznici

Opét si vypiseme rovnice polohového vektoru, vektoru rychlosti a vektoru zrychleni:

1 1
r(t) = (r cos (§€t2 + wot + o), 7sin (§5t2 + wot + gpg)> ,
1, 1,

v(t) = | —(et + wp)r - sin (§€t + wot + o), (et + wp)r - cos (éet + wot + o) | -
Zrychleni si pro prehlednost rozepiseme soutadnicové

. S 2 L

i = —r(esin <§€t + wot + o) + (et + wp)* cos (5515 + wot + ¢0)),

. 1 1

i = r(e cos (56152 + wot + ¢o) — (et + wp)? sin (55752 + wot + ©o)).

Vzhledem k vhodnému zadani trajektorie 7(¢) muzeme rovnou vidét tecnou a
norméalovou slozku zrychleni. Tecné slozka je rovnobézna s vektorem rychlosti, takze
tecné zrychleni vyjadiime jako

1, 1,
a; = | —resin (§€t + wot + o), 7€ COS (éet + wot + o) | -
Stejné tak normélova slozka zrychleni je ve tvaru
2 L 2. L o
a, = | —r(et + wp)* cos (§€t + wot + o), — r(et + wp)” sin (§5t + wot + o) | -
Co z téchto vysledku muzeme vycist? Tecné zrychleni je konstantni co se tyce

velikosti, méni pouze smér. S rostouci okamzitou rychlosti ale roste norméalové zrychleni,
presny vztah si ukazeme v nasledujici kapitole.

I

Obrazek 5.3: Vektor okamzitého zrychleni rovnomérné zrychleného pohybu po kruznici
a jeho prirozené slozky. Polohovy vektor i vektor okamzité rychlosti byly pro prehlednost
vynechany.
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Kapitola 6

Flexe a torze

V predchozi kapitole jsme zkoumali, mimo jiné, druhé derivace vektorové funkce
popisujici kiivku. V této kapitole budeme v tomto zkoumani pokracovat, tentokrat
specificky pro parametr oblouk. Budeme ¢erpat z [1, 2], 3], 5] [6].

6.1 Flexe

Definice 6.1 Vektor r"(s) nazveme vektorem prvni kiivosti krivky [ v bodé X (s).
Velikost tohoto vektoru oznacime k(s) a nazgvame jej flexe nebo proni kiivost krivky
[ v bodé X(s).

Z piikladu 3. v prvni kapitole vime, Ze jsou na sebe vektory /(s) a r”(s) kolmé
(protoze |7’(s)] = 1 v kazdém bodé intervalu, na kterém je kiivka zaddna). Déle vime,

ze vektor r” lezi v oskulacni roviné, takze ma stejny smér jako normaéla kiivky.

Definice 6.2 Jednotkovy vektor n = % nazyvame vektor hlavni normdly.

Uvazujme vektory 7(s) a r(s + h). Tyto vektory spolu sviraji orientovany thel a.
Flexe muze vyjadrit, jak se méni tthel a pro h — 0, a to jako

da
k=—. 6.1
e (6.1)
Rozepisme si vektor " jako
dt
" — t/ =
ds
Také vime, ze
da
t =kn=—-2—
n=-n
7 téchto dvou rovnic dostavame
dt
= —. 6.2
n= (6.2)

Protoze t = v a n jsou jednotkové vektory, tak je jednotkovy i vektor binormély
b =t x n. Stejné, jako jsme odvodili pojem flexe, tak s pomoci binormély odvodime
pojem torze.

44



Protoze b- b = 1, tak zase vime, ze b L b'. Z tohoto faktu muzeme Fict, ze vektor
b’ muzeme zapsat jako linearni kombinaci vektoru t a n, takze

b = At + Bn.

Pokud rovnici vynasobime vektorem %, z kolmosti £ na n dostaneme

b-t=A
Vime, ze b-t = 0, tento vyraz zderivujeme, dostaneme b’ -t +b-t' = 0. Druhy ¢len
vime, ze je roven 0 (' = n), takze ziskavame

A=0.

Vratime-li se na zacatek nasSich tvah, dostavame

b’ = Bn.
Skalar B preznacime na —s¢. Derivaci binormaly tedy zapiSeme jako
b= —»n.
Definice 6.3 Skaldr »(s) nazgvime druhd kiivost nebo torze krivky | v bodé X (s).

Jesté bez dikazu si uvedme pomocny vzorec

7 X 7
k* = |— 6.3
(r-7)3 6.3)
Flexi kiivky muzeme tedy spocitat s libovolnou parametrizaci, nejen s obloukovym
parametrem. Stejné tak torzi muzeme spocitat bud jako
(,’,/7 ,’,//’ ,r///)
pokud je ktivka zadana parametrem oblouk, nebo jako

(7, #, )
T x ) (Fx i) (6.5)

pokud je zadana libovolnym jinym parametrem.

6.2 Resené priklady
1. Spoctéte flexi elipsy
f(t) = (acost, bsint, 0).

2. Vypoctéte flexi a torzi kiivky

p(t) = (3t — %, 3%, 3t + 1%) .
3. Urcete funkei f(¢) tak, aby méla kiivka
p(t) = (rcost, rsint, f(t))
nulovou torzi.
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6.2.1 Reseni

1. Nejprve si vypiseme derivace 7 a 7.

(—asint, beost, 0)

r =
7 = (—acost, —bsint, 0)

Kfivost muzeme spocitat podle (6.1) jako

12 7 x 7
RGO
a’b?
B (a?sin®t + b2 cos? t)?
b ab

(a2sin®t + b2 cos? 1)

Pro zajimavost, nejvétsi flexe kiivka r nabyva v bodech pro ¢t € {0, 7} v pfipadé,
ze x-ové osa je hlavni a v bodech t € { g,%’r} pokud je y-ova osa hlavni.

2. Derivace vektorové funkce p jsou

p = (3— 3t 6t, 3+ 3t%)

p = (—6t, 6 6t).
Flexi spocitame tedy jako
k2 — |p X p|2

(p-p)?

_648(t* +1)?

COI8(2 + 1)2

= 36

k=6

Flexe kiivky je konstantni. Prvni spoc¢téme smiSeny soucin (p, p, p’).

3—3t* 6t 3+ 3t
—6t 6 6t |=108(1—t?) — 216t> + 216t> + 108(1 + t?)
-6 0 6

=108(1 —#* + 1+ %)
— 216

Déle torzi spoc¢itame nasledovné:

L (BB
(B> B)- (px D)
216

T 6A8(12 4+ 1)2
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. Jako prvni spocitame (p, p, p).

—rsint  rcost  f(t) } )
—rcost —rsint  f(t) | =r*sin®t f (t) —r’sintcostf(t) +r’sintcostf(t)+
rsint  —rcost f(t)

+r2cos?t f (t) +r2cos? tf(t) + r2sin® tf ()
= f()+ f(t)=0
Tato diferencialni rovnice ma vysledek

f(t) =a+bcost+ csint, a,b,c € R.

Kiivka p(t) ma torzi rovnu nule, pravé kdyz ma funkce f(t) tvar f(t) = a +
+bcost + csint, a, b, c € R.

6.3 Neresené priklady

1

oo

—_

. Spoctéte flexi krivky
r(t) = (£*, Int, Int?).

Spoctéte flexi krivky
r(t) = (tcost,tsint,0).

Spoctéte flexi krivky
t3
r(t) = (g, cos 2t, sin’ t> :

Spoctéte torzi krivky
Spoctéte torzi kiivky
Spoctéte torzi kiivky

p(t)= (2t — 3,2 =3t + £*,¢> — %) .

. Najdéte néjakou krivku, ktera ma konstantni flexi.

. Spocitejte flexi kiivky
r(t) = (2t*,¢%, Int) .

.1 ResSeni

k= 80t
: - 64t12+80t8+10t4+125

k’ __ 2cos?t—3tsintcost+tZsin ¢
- 3
(1+62)2

I \/E)(s;in2 2t—t sin 4t-+t2 cos? Qt)

t4+4+5sin? 2t
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_ 5
4. = 9edt +9e2t 41
5 _ 1261 —12¢t 46142
.= 81+t2t—2+2t2t73+t2t—4+36t2t+2,36t2t+3+9t2t+4
6. = 6

T 63t1—18t3+204t2—30t+2
7. Kruznice, Sroubovice.

Q. |k — . /144110481¢04+64¢1
) (9t6+16t1+1)3

6.4 Fyzikalni vyuziti

V predchozi kapitole jsme se zminili o rozkladu vektoru okamzitého zrychleni na jeho
pfirozené slozky. Tento rozklad ted ukaZeme korektné. Vektor okamzitého zrychleni
zapiseme jako
dv
Codt

Protoze v = vT, kde v je velikost okamzité rychlosti, vektor okamzitého zrychleni
derivujeme jako soucin a ziskavame

a

dv dr
= n T+ T

Protoze z (6.1) plati da = kds a navic ds = v dt, tak « je funkel s a s je funkef ¢.
Clen Ccll—: diky tomu muzeme rozlozit na

a

dr _ drdads
dt  dads dt’
kde
dr do
@ =N, E = k’

Vektor okamzitého zrychleni muzeme zapsat jako

dv 9
a=—T1+vkn,
dt

kde 3—;’ je velikost te¢ného zrychleni a v%k je velikost normalového zrychleni.

48



Kapitola 7

Frenetovy-Serretovy formule

V nasledujici kapitole zavedeme rovnice, které budeme vyuzivat po zbytek této
prace. K tomu pouzijeme pojmy, které zndme z predchozich dvou kapitol. Cerpat bu-
deme z [3, [5].

7.1 Teoreticky zaklad

V predchozi kapitole jsme zavedli kiivost a torzi a v paté kapitole jsme zavedli
Frenetuv-Serretuv repér. V tomto ortonormalnim repéru si vyjadieme vektory t', n’, b'.
Obecné tyto rovnice budou budou ve tvaru

t/ =ant+ appn + algb,
n/ = a21t “+ agem + a23b,
b, = a31t + azsm + (l33b.

Protoze vyuzivame obloukové parametrizace, s jistotou vime, ze

t =kn,

b = —un.

Sta¢i ndm tedy jesté vyjadrit vektor m/. Vime, ze vektor m je jednotkovy, takze
n L n' atedy ays = 0. Vektor n' tedy vyjadiime jako

/
n = a21t + aggb,

kde a1, ass jsou funkce parametru s. Jako dalsi postup vyuzijeme kolmosti vektoru
t a n. Pokud zderivujeme jejich skalarni soucin, tak

(t-n) =0
t'n+t-n'=0
tn=-t-n
kn-n=—-t-n
t-n' =—k,
z ¢ehoz plyne, Ze as; = —k. Stejnym postupem bychom ziskali ay3 = s, ¢imz jsme

dokoncili odvozeni Frenetovych-Serretovych rovnic.
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Definice 7.1 Vztahy

t = kn
n' = —kt + b
b= —xn

se nazyvaji Frenetovy-Serretovy rovnice (formule).

7.2 Resené piiklady

1. Pomoci Frenetovych-Serretovych formuli najdéte derivaci vektoru hlavni normaly
kruznice
r(t) = (r-cost,r -sint,0).

2. Dokazte, ze kiivka r(s) je piimkou nebo jeji ¢asti, prave kdyz je k = 0 pro kazdy
bod kiivky 7(s).

3. Dokazte, ze kiivka r(s) je rovinna (tj. lezi v jedné roving), pravé kdyz je » = 0
v kazdém bodeé kiivky »r(s).

7.2.1 Reseni

1. Nejdiiv kruznici reparametrizujeme na obloukovy parametr:

t
s(t):/ \/r251n2t+7“20052tdt
0

t
:/rdt
0

= rt.
Ktivku tedy vyjadiime jako

r(s) = (rcos f,rsin f,O) .
r r

Tec¢na na kifivku mé tvar

.S S
t=|(—sin—, cos—,0].
r r

Jako dalsi najdeme vektor hlavni normély pomoci derivace te¢ny.

1 1
t = (——cos f, — —sin f,O)
ror r r

Velikost tohoto vektoru je hodnota flexe, takze k = % an = (— cos 2, —sin f)
Zbyva ndam najit vektor binormaly a torzi. Vime, ze b = t X n. Z toho ziskavame

b=1(0,0,1).
Protoze je derivace binormaly nulovy vektor, pak je torze nulova. Derivace vek-
toru hlavni normaly je tedy

.S s
n=—-- (— sin —, cos—,O) .
r r
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2. Predpokladejme, ze kiivka r je ptimka. Tuto ktivku jde vyjadrit jako
r =x + st,
kde @x,t jsou pevné dané vektory. Prvni a druha derivace takové kiivky je rovna
r=t,r" =o,

coz ale znamena, ze k = 0. Opacné predpokladejme, ze £ = 0 pro kazdé s. To ale
znamenad, ze " = o. Po integraci dostavame

r'=c,
kde predpokladame, ze c; je jednotkovy vektor. Po druhé integraci dostavame
r = Cy + SCy,
coz je vyjadieni piimky a iloha je tak vyftesena.

3. Predpokladejme, ze je kfivka r rovinna. Pro kazdou hodnotu parametru s je
jednotkovy vektor binormaly konstantni. Protoze

1]} = >,

tak je jasné, ze » = 0. Opacné predpoklddejme, ze » = 0. Protoze derivace
binormaly je nulovy vektor, vektor binormaly je konstantni. Z toho plyne, Ze pro
kazdé s plati ' - b = 0. Pokud tuto rovnici zintegrujeme od sy po s, dostavame

(r(s) —mrp)-b=0.

To znamend, Ze oba vektory r(s) a 7y jsou na binormélu kolmé a oba lezi v
oskulac¢ni roviné. Kiivka je proto rovinna.
7.3 Neresené priklady

1. Najdéte Frenetovy-Serretovy rovnice kiivky
r(t) = (cost, sint,t).

2. Najdéte Frenetovy-Serretovy rovnice kiivky

p(t) = ((1—%5) (142635 1).

njw
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Kapitola 8

Kanonické rovnice

V této kapitole si vyjadiime kiivku pouze pomoci parametru s, flexe k a torze s.
K tomu pouzijeme Tayloruv rozvoj. Cerpat budeme z [3], 5].

8.1 Teoreticky zaklad

Meéjme kiivku r zadanou parametrem oblouk (tedy r = r(s)). Ukazme si nékolik
derivaci této kiivky:

,rl

r" =t =kn
" =kn+kn' =kn+k(—kt + sb) = —k*t + k'n + kb
r@ = —t(3kK) + n(—k> + k' — ks®) 4+ b(2k e + k3.

Takto bychom mohli pokracovat az do libovolného tadu za predpokladu, ze tyto
deriavace existuji. Tayloruv rozvoj provedeme v okoli bodu sy = 0. Tayloruv polynom
ma tedy tvar

N
r(s) —ro—l—ﬂs—l—gs +§s + ..

1
:0+t08+—

1
2]{?371,082 + 683 (—kgto + ]{Z[/)'no + k’g%()bo) + ...

Vektory tg, g, by tvori ortonormélni soustavu, vektor r(s) muzeme tedy vyjadrit
jako

1,4 1
r(s) =t (s - 6/{5383 + §k0k634 + ) +
1 2 1 /3 1 3
+ nyg 51608 -+ gkOS + ..+ bo 6/{%5 + ..

Definice 8.1 Souradnicové vyjddreni vektoru r(s) nazveme kanonické rovnice krivky

r(s).

Definice 8.2 Veliciny s, k, » se nazjvaji prirozené souradnice a rovnice k = k(s),
» = x(s) se nazyvaji prirozené rovnice krivky.
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8.2 Resené priklady
1. Najdéte pfirozené rovnice kruznice

r(t) = (rcost,rsint,0).

2. Najdéte prirozené rovnice kiivky

r(t) = (a(t —sint),a(l — cost)).

3. Najdéte parametrické vyjadieni kiivky, jejiz prirozené rovnice jsou zadany expli-

citné s
k = ?
8.2.1 Reseni
1. Uz vime, ze

s(t) = rt,

1
k(s) = —.

(5) =

Zaroven je kruznice rovinna kiivka, takze
» = 0.

Vidime, ze flexe je konstantni, a proto ptrirozené rovnice nezavisi na parametru s
a prirozené rovnice maji tvar

2. 7 ptikladu 1. v kapitole 3 vime, ze

t
s(t) = —4acos 5

2

cost = — —1
8a?

Prvni kfivost spocitdme podle (6.3), dostdvame

xR

~

(a%cost —a
((a — acost)? + a?sin’ t)3

a*cos?t — 2a* cost + at

(2a2(1 — cost))®

_a*(cost — 1)

~ 8aS(1 — cost)3

B 1

~ 8a2(1 — cost)’

]{32

2cos’t — a?sin?t)?
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za cost dosadime a ziskame

9 1

C8a2(1- &5 +1)
1

T 16a2— s2°

Ptirozené rovnice kiivky 7 jsou tedy

1
N V1642 — 52

» = 0.

3. Protoze plati (6.1), muzeme ulohu fesit jako diferencidlni rovnici

s
k':;
d&_s
ds a2
do = >4
OZ—; S

Uhel o muzeme rozepsat jako souradnice z’/,y" :

2’ = cosda,

/ .
y = sinda,

po dosazeni za da uz dostavame pro x

dx = cos —ds
2a2

s 52
r = cos —ds.
/SO 2a?
Pro y je vysledek analogicky, kiivka je zaddna v soutfadnicovém tvaru jako
s 2
s
T = / cos —ds
s 2a?

s 82
Y= /80 sin ﬁds.

8.3 Neresené priklady

1. Najdéte prirozené rovnice kiivky
4 :
p(t) = (a(ln cot 5 ~ cos t),asin t) :

2. Najdéte prirozené rovnice kiivky zadané explicitné

x
y = a cosh —.
a
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3. Urcete ptirozené rovnice kiivky
: 1
r(t) = (a(t —sint), a(1 — cost), 4asin 5) :

4. Najdéte parametrické vyjadieni kiivky, jejiz prirozené rovnice jsou zadany impli-
citne
2ask? = 1.

5. Najdéte parametrické vyjadreni kiivky, jejiz prirozené rovnice jsou zadany expli-

citné ]
k= —.
as
e ~ d
8.3.1 ResSeni
2s
1. k% +a?=da%e" %
B a
2. k= P
_ 1 c 2 s _ 1 i2—‘,—si112£
3. k= 4a \/ 1 +sin 4a? n = 4a cos 4a 1+sin? ﬁ

4.r(t) = (a <Cos\/%+ \/%Sin \/%> ,a <sin\/%s— \/%cos \/%»

5. p(t) = (“;ﬁa (acosa + sina, Zfial (asina — cosa), kde k = 92.

S)
—_
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Kapitola 9

Styk krivek

V posledni kapitole se budeme studovat styk kiivek. Stejné jako v ptedchozich
nékolika odstavcich, budeme uzivat parametr oblouk s. Praci nakonec zakonéime po-
znatky o oskulaénich kruznicich. Cerpat budeme z [11, 3] 5], §].

9.1 Teoreticky zaklad

Uvazujme dvé kiivky, k a [, zadané vektorovymi funkcemi r(s) a p(s), které maji
spolecny pocatecni bod sy = 0. Nyni uvazujme néjakou jinou hodnotu parametru s; a
zkoumejme vektor d(s;) = r(s1) — p(s1).

Definice 9.1 Krivky p(s) a r(s) maji v bodé r(sg) = p(so) styk nejméné q-tého
rddu, jestlize plati
i 35
im

s1—0 811)

=0, pe{0,1,...,q}

Bylo by vhodné zjistit, kdy kiivky p a = maji styk ¢-tého fddu. Odpovéd nabizi
nasledujici véta.

Veéta 9.1 Krivky p(s) ar(s) maji v bodé sy styk alespori q-tého Tddu prdvé tehdy, kdyz

7(s0) = p(s0), 7'(s0) =P (s0),
., r(‘I)(so) — p(q)(so).
Definice styku nam ted umozni definovat hlavni pojem této kapitoly.

Definice 9.2 Kruznice prochdzejici bodem krivky v = r(s), v némz k # 0 a md v ném
s touto krivkou styk nejméné druhého rddu, se nazyvd oskulaéni kruZnice krivky
v daném bodé. Stred této kruznice nazyvdme stired krivosti, jeji polomér nazijvame
polomér krivosts.

Oskulaé¢ni kruznice je tedy takova kruznice, kterda mé v bodé dotyku tecnu, ktera
ma stejnou velikost i smér, jako tecna této dané kiivky. Oskula¢ni kruznice je tzce
spjata i s flexi kiivky. Oskulacni kruznice lezi v oskulac¢ni roviné krivky. Navic, pokud
jeji polomér oznacime r, tak plati

r=o (9.1)

Polohovy vektor stiedu kfivosti u(s;) najdeme jako

u(sy1) = r(s1) +rn. (9.2)
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Obrazek 9.1: Oskulaéni kruznice kiivky v bodé dotyku A daném polohovym vektorem
r(s1) (modry vektor). Vektor u(sy) (zeleny) je polohovy vektor stiedu kiivosti, vektor
n (zluty) je vektor hlavni normély.

9.2 Resené priklady
1. Urcete stied ktivosti pro libovolny bod kiivky

p(t) = (rcost,rsint,ct).

2. Urcete polomeér kiivosti kiivky
r(t) = (et,e’t,t\/ﬁ) :

3. Vypoctéte flexi a stfed kiivosti elipsy zadané parametricky ve tvaru
r(t) = (acost,bsint,0)
v nékterém z vrcholu elipsy.

4. Uréete polomér kiivosti Bernoulliovy lemniskaty v bodé (av/2,0).

9.2.1 Reseni

1. Jako prvni reparametrizujeme kiivku na parametr oblouk

t
s :/ Vr2sin?t + r2cos?t 4+ 2 dt
0
t
= / vri4ctdt

0

=tVr? 4 2.

Po reparametrizaci je kiivka ve tvaru

S
s) = | rcos ,
p(s) ( e
57

7 Sin

S CS
, .
Vrz+ 2 r2+ ¢



Dale vypocitame rovnici vektoru hlavni normaly.

kn = p”

r S r ) S
= | ——F55cos , — 5 5 sin .0,
r?+c V2 42 r2+c Vr2 4+ c?
S ) s 0
n = | cos ————, sin ——,0] .
'/T2+62 ‘/T2+C2

Ted uz staéi spocitat polomér kiivosti, ten oznaéime r;.

rn ==

Stied krivosti spocitame z (9.2), takze

u=p+rn

S ) S 5 S . 5
= [ 7rcos ——, rsin , + | cos , sin ,0
< V2 4 c2 Vr2 4 ¢c2 r2+62) r2 4 c? r2 + 2
s , s S
u=1(r-+1)-|cos sin .
( ) ( r2 4 2’ r2+02’r2+02)

2. Sta¢i nam spocitat prvni kiivost kiivky a vyuzit jeji prevracenou hodnotu. Pro
prehlednost zacnéme flexi.

(V3B
(et + =2t +2)°
202 + 2e72% 4+ 4
- (€2 + e 2t + 2)3
2
- (€2 + ¢ 2t + 2)2

Polomeér kiivosti tedy vychazi jako

2
\/§(€t +6—t)2
5 .

T =

3. Prvni a druhd derivace fuknce r(t) jsou
7(t) = (—asint,bcost,0),
7(t) = (—acost, — bsint,0).
Flexe vychazi jako
ab

k= :
(Va?sint + b2 cos? t)3
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Vrchol elipsy je v bodé danym polohovym vektorem 7(0) = (a, 0,0), stted kfivosti
tedy vychazi

b2
= (a,0,0) + E(—l,O,O)

2

b
= (a— —,0,0).
(a= =0,

4. Bernoulliova lemniskéta je dana vektorovou funkei

r(t) = <\/§ cost 5 Sintcost) |

a a
1+ sin’t’ 1+ cos?t

Bod A = (v/2a,0) ziskame pro ¢ = 0.

Déle musime vypocitat vektory 7(t) a #(t). Vysledné vektory jsou

#(t) = (—\/§a< sint costsin 2t >,\/§a( cos 2t N sin? 2t >>

1+sin?t (1 +sin®t)? 1+cos?t  2(1+ cos?t)?
. cost(1 + sin') — sin® t cos t —sintsin 2t + 2 cost cos 2t
#(t) = (=v20( ( (1+ s.>in2 t)? - (1 + cos?t)? )
B 4 sin® 2t(1 + cos® t) sin 2t) V2 (—2 sin 2¢(1 + sin?¢) — sint sin 2t+
(1 + cos?t)* ’ (1 + cos?t)?
4sin 4t(1 + cos? t)? + 4sin® 2¢t(1 + cos? t)
* 4(1 4 cos?t)4 )

Po dosazeni t = 0 se vyrazy zjednodusii a vysledné vektory v bodé (av/2,0) jsou

7(0) = (0,v2a)
#(0) = (3v/24,0).

Flexi spocitame jiz zndmym zpusobem, dostavame

(|7 x )
_ 36a*
~ 8ab
2]

2a

K =

Polomér kiivosti Bernoulliovy lemniskéty v bodé (v/2a,0) tedy vychézi jako

V2

rL=—a.

3
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Obrazek 9.2: Bernoulliova lemniskata a jeji oskulacni kruznice s bodem styku z
prikladu 4.

9.3 Neresené priklady

1. Urcete stredy kiivosti kiivky
1
r(t) = <t,\/§lnt, Z) .

2. Urcete stredy kfivosti kiivky

r(t) = (a(t —sint),a(l — cost),0).

)

3. Najdéte polomeér kiivosti v libovolném bodé krivky

N ©

p(t) = ((1 —at)2, (1+at)2,ty/1—

4. Spoctéte polomér kiivosti v libovolném bodé kiivky

r(t) = <t3 Int, %)

5. Spoctéte polomeér kiivosti v libovolném bodé kiivky
t3
p(t) = (cos 2t, sin’t, g) :
6. Spoctéte polomeér kiivosti v libovolném bodé kiivky
r(t) = (t%,tQ, lnt) .

9.3.1 Resem’
— 3t6+4t4+4t2 4412 +1 64 4151412 61 4121 442
(t \/_h] Zf’ t)—l—\/tQ ( +4( )’2\/5\/315 +t142t +4t +4’ 21/3t —&;1; +4¢ +4>

1. u=

2. u = (a(t +sint), — a(l — cost)0)
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r =

r =

3
(36t6+9t2+1) 2
12tv/36t6+36t4+1

. m(5 sin? 2t+t4) %

20t (sin 2¢—t cos t)

64t5+36t2+t
481442561481
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Z.aver

Cilem préce bylo zpracovat studijni materialy pro potieby studentu diferencialni
geometrie kiivek. Hlavnim piinosem prace jsou fesené piiklady, které pomohou stu-
dentovi pochopit postup jejich feSeni, a nefesené piiklady, na kterych si své znalosti
muze sam vyzkouSet. Kromé toho si studenti mohou precist i o praktickém vyuziti
diferencialni geometrie ve studiu kinematiky hmotného bodu.
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