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a zkuSebnim fadem VUT v Brné urCuje nasledujici t¢ma bakalarské prace:

Uréovani vyslednych vnitinich a¢inki uzavienych prutu

Stru¢na charakteristika problematiky ukolu:

Uréovani vyslednych vnitfnich agink (VVU) je v pfipadé prutil, jejichz stfednici je uzaviena kiivka,
vzdy Uloha staticky neurgita. VVU tedy u t&chto prutd nezavisi jen na vnéj$im zatizeni a vychozi
geometrii stfednice, ale také na materiadlovych viastnostech a geometrickych charakteristikach
priéného prafezu. Pfi vypoctu je tedy nutné — na rozdil od staticky uréitych Gloh — uvaZzovat souéasné
také deformaci prutu. Obecné se navic jedna o ulohy s vy$8im stupném statické neurditosti, a to
i tehdy, omezime-Ili se na rovinné pfipady; re$eni proto mize byt znaéné pracné. Vyznamného
zjednodu$eni je mozné dosahnout, je—li prut symetricky z hlediska geometrie a materialovych
vlastnosti a soutasné na néj plisobi symetrickd nebo antimetricka vnéj$i silova soustava. V takovém
pfipadé je mozné Ulohu zredukovat a reSit pouze nékterou ze symetrickych &asti. V pripadé
nesymetrického zatizeni je stejné redukce mozné dosahnout, vyuzijeme-li princip superpozice.

Cile bakalaiské prace:

1. Vysvétlit pojem VVU ve vztahu k plodnym silam v pfi¢ném priifezu (staticka ekvivalence), vysvétlit
prakticky vyznam VVU pro vypod&et napéti v prutech, popsat princip uréovani VVU s diirazem na
specifika uzavienych pruti.

2. Samostatné provést a prehledné zpracovat rfeSeni vzorovych uloh, které budou zahrnovat:
symetrické pruty zatizené symetricky nebo antimetricky (redukce ulohy zuzitkovanim symetrie),
symetrické pruty zatizené obecné (feSeni superpozici), nesymetrické pruty (obecné feseni, ukazka
ruznych moznosti ¢aste¢ného uvolnéni).
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Abstrakt

Bakalaiska prace se zabyva uréovanim vyslednych vnitinich uginkd (VVU) rovinnych
prutd s uzavienou stiednici. V prvni Casti prace je uveden teoreticky zaklad, ktery je nasledné
aplikovan v druhé casti prace k vyfeseni tfi vzorovych piiklada. V prvni tloze je aplikovana
teorie symetrického a antimetrického pribéhu VVU ke sniZeni stupné statické neuritosti
symetrického rovinného prutu zatizeného symetrickou a antimetrickou silovou soustavou.
V druhé uloze je vyuzit princip superpozice k nahrazeni obecného vnéjSiho zatizeni prutu
symetrickym a antimetrickym vné&jsim zatizenim. Uloha je dale feSena stejné jako v piipadé
prvni ulohy. Tteti uloha je feSena obecnym postupem s uvedenim vicero moznosti ¢aste¢ného
uvolnéni. Dale je ovéfen predpoklad umoziujici feSeni energie napjatosti vlivem pouze
ohybového momentu. Na zavér tfeti ulohy jsou analyticky zjisténé hodnoty porovnané
s hodnotami uréenymi numerickou metodou pomoci programu ANSYS.

Abstract

The bachelor's thesis deals with the determination of the internal stress resultants (ISR)
of planar beams with a closed centerline. The first part of the thesis presents a theoretical basis,
which is then applied in the second part to solve three tasks. In the first task, the theory of
symmetrical and antimetrical course of ISR is applied to reduce the degree of static
indeterminacy of a symmetrical planar beam loaded by a symmetrical and antimetrical force
system. In the second task the method of superposition is used to replace the general external
load of the beam by symmetrical and antimetrical external loads. The task is further solved in
the same way as in the case of the first task. The third task is solved by a general procedure
with several options of released structures. Furthermore, the assumption enabling the solution
of the stress energy due to the bending moment only is verified. At the end of the third task, the
analytically determined values are compared with the values determined by the numerical
method using the software ANSYS.

Klicova slova

vysledné vnitini G&inky (VVU), uzavieny prut, symetrie, antimetrie, deformace, Castiglianova
véta, energie napjatosti

Keywords

internal stress resultans (ISR), closed beam, symmetry, antimetry, deformation, Castigliano‘s
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BAKALARSKA PRACE FSI VUT v Brné
1 Uvod

Bezpecnost je jednim znejdalezitéjSich faktord pii navrhu a konstrukci vyrobki.
Navrhovana soucast musi byt zkonstruovana tak, aby se predeslo meznim stavim, které by
mohly ohrozit Zivotnost této soucasti nebo bezpecnost vici okoli. Pii navrhu soucasti jsou
potieba znalosti z riznych védnich disciplin, dle kterych se voli napt. vhodna konstrukce nebo
material.

Mezi tyto discipliny patfi také mechanika téles, jejiz soucasti je pruznost a pevnost
zabyvajici se napjatosti a deformaci téles. Tato télesa se v pruznosti a pevnosti nahrazuji
vhodnymi vypoctovymi modely, mezi nimiz jsou pravé prutova télesa, kterd budou blize
rozebrana v této praci. Model prutového télesa umoznuje zavést predpoklady, kterymi lze
usnadnit uréovani napjatosti a deformace. Problematiku ur€ovani napéti lze u prutovych téles
nahradit uréovanim vyslednych vnitinich u&inkd (VVU) a ty pak zpétné prevést na napéti [1].
Vyhodou VVU je jejich jednoduché grafické znazornéni, diky kterého lze velmi snadno uréit
potencialni kriticka mista v prutu. Vyjimkou jsou vSak uzaviené pruty, které jsou vzdy staticky
neurcité a pii jejich feseni je potfeba uvazovat také s deformaci prutu, ¢imz se zvysi naro¢nost
feseni ulohy.

V dne$ni dobé se vSak analytické feSeni, diky rozvijejici se vypocetni a simulacni
technice, nahrazuje numerickymi vypocty v modernich vypocetnich softwarech, zalozenych
napf. na metodé konecnych prvka (MKP) [7]. O rozdilech vypoctenych hodnot (analyticky a
numericky) je poté kratce hovoteno na zavér této prace.

Teoreticka Cast bakalaiské prace se zabyva zéaklady linearni pruznosti a teorii prutovych
téles se zaméfenim na rovinna prutova télesa s uzavienou stiednici. Dale se prace zabyva
analytickym urovanim prab&hu VVU v prutu. V piipadé uzavienych prutd jsou zavedena
kritéria, podle kterych lze uréovani VVU znatné zjednodusit. V praktické &asti prace jsou tyto
teoretické zaklady aplikovany na feseni tii vzorovych piiklada.

Bakalafska prace je koncipovana tak, aby doplnila védomosti problematiky uréovani
VVU uzavienych prutd, vychazejicich z literatury [1] (zakladni literatura k pfedmétu Pruznost
a pevnost 1, vyucovaném na Fakulté strojniho inzenyrstvi, VUT v Brné€), ve které se z davodu
Casoveé narocnosti analytického feseni, probiraji ulohy s uzavienymi pruty pouze okrajove.

12



UMTMB

2 Teorie linearni pruznosti

Pojem linearni pruznost je pro tuto bakalarskou praci velmi zasadni. ReSeni pomoci
linearni pruznosti vychazi z toho, ze veskera problematika ma linearni charakter. Bude-li se
vySetfovat napjatost a deformace téles, zavede se predpoklad, ktery zavadi linearni zavislost
mezi parametry vné&jsiho zatizeni, napéti a deformace. Tento predpoklad znac¢né snizi naro¢nost
feSeného problému, avSak vyvolava nutnost zavést potfebné podminky linearni pruznosti [1]:

- material télesa je dokonale pruzny,
- deformace télesa je mala,

- slozky tenzoru pretvoreni jsou malé,
- okrajové podminky jsou linearni,

- napjatost a deformace je uréena okamzitymi parametry zatizeni.

2.1 Vlastnosti linearné pruzného materialu

Je-1i zaveden pojem dokonale pruzny material v zavislosti k pojmu linearni pruznost, je
potieba definovat chovani materialu také linearni zavislosti. Vyhodou je, Ze vétSina
konstrukénich materialt v praxi vykazuje do urCité miry zatizeni pravé linearni chovani.
Takové materialy l1ze povazovat za tzv. Hookovské materialy. Linearni zavislost mezi napétim
a deformaci poté popisuje Hookav zakon [1]:

o=Ee, 2.1)

kde o je napéti, E Youngiv modul (modul pruznosti v tahu) a € pretvofeni. Tato zavislost ma
charakter pfimky (obr. 2.1), kde E je smérnice zatézné ptimky a zarover jednou z charakteristik
pruzného materialu. Dalsi charakteristikou je Poissonovo ¢islo ¢ (soucinitel pficné kontrakce),
které v zavislosti s délkovym pretvofenim udava pricnou kontrakci materialu. Je-li naptiklad
téleso natahovano, pak pro délkové pietvoreni &, a piiCna pretvofeni &y, €, plati vztah [1]:

&y = & = —UEy. (2.2)
(o) - zatézovani

—— odleh¢ovani

e

Obr. 2.1: Zavislost napéti na pretvorent linedrné pruzného materialu. Prevzato z [3].

U prutd se objevuje tzv. prutova napjatost (viz kap. 3.1.4), ktera rovnéz obsahuje slozky
smykového napéti. Z tohoto divodu je potieba Hooktuv zakon definovat také pro smykové
napéti [1]:

T =Gy, 2.3)
kde y je thlové pretvoreni a G modul pruznosti ve smyku, ktery se ziska ze vztahu:

E

C=ravm -

BRNO 2021 13
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Jedna-li se o izotropni material (vlastnosti nezavisi na sméru zatézovani), staci znat pro popis
linearné pruzného chovani materialu pouze dvé materialové charakteristiky, a to E a u [3].

2.2 Deformacni prace a energie napjatosti

Je-li téleso deformovano, musi na néj pusobit vnéjsi zatizeni. Toto zatiZeni po celou dobu
zatézovani kona deformacni praci A, a pokud v télese vznikaji pouze pruzné deformace, , pak
podle zdkona o zachovani energie se tato deformacni prdace preméni v energii napjatosti, kterd
Jje akumulovdana v télese* [1]. Pro piirtstek deformacni prace a piirtstek energie napjatosti
télesa poté plati:

dA =dw . (2.5)

Je-1i téleso zat€zovano z nezatizeného stavu (neni v ném naakumulovana zadna energie
napjatosti) a je v pruzném stavu po celou dobu zatézovani, je celkova deformacni prace rovna
celkové energii napjatosti [1]:

A=W. (2.6)
2.3 Vybrané véty linearni pruznosti
V praktické Casti bakalarské prace je vyuzivano postupu, které zavadéji nasledujici véty
linearni pruznosti, pfi¢emz je pfidana také véta o mechanické ekvivalenci, neboli Saint
Venantiv princip.

2.3.1 Saint Venantiv princip

Nahradi-li se silova soustava II (obr. 2.2a), ktera ptsobi v blizkém okoli bodu A t€lesa Q
ekvivalentni silovou soustavou II" (obr. 2.2b), pak napjatost télesa € bude pro oba typy zatizeni
témeér stejna s vyjimkou blizkého okoli nahrady Qg [1].

a) b)
Obr. 2.2: Saint Venantiiv princip. Prevzato a upraveno z [1].

Saint Venanttiv princip dovoluje realné zatizeni a realné vazby mezi t€lesy nahradit modelovym
zatizenim a modelovymi vazbami mezi télesy, které jsou pro analyticky vypocet mnohem
vyhodngjsi. Tato nadhrada je vSak zavisla na skuteCném feSeném problému, a je tedy potieba
zvazit, zdali je mozna [1].

2.3.2 Véta o superpozici napjatosti a deformace

Napjatost a deformace télesa, ktera je zptsobena silovou soustavou II je rovna souctu
napjatosti a deformaci t€lesa, zptisobenych jednotlivymi slozkami silové soustavy IT [1].
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2.3.3 Véta o vzajemnosti praci (Bettiho véta)

Bettiho véta tika, ze , prace silové soustavy I1; na sloZkdach deformace vyvolanych silovou
soustavou II,, je rovna prdci silové soustavy I, na slozkdch deformace vyvolanych silovou
soustavou 111 [1]. Odvozeni je provedeno pomoci nosniku (obr. 2.3), ktery je z nezatizené¢ho

stavu zatizeny silami E) a E) Pro ptehlednost je posuv pusobisté sily F; po jeji nositelce
vyvolany silou F, oznaCen u;;.

= =
F, ¢ vz
[7777777
Obr. 2.3: Bettiho véta — zatizeny nosnik. Prevzato z [3].
Zatizi-1i se nosnik nejdfive silou E) (obr. 2.4a), vyvola tato sila posuv u;; a vykona deformacni
praci Aq4. Prida-li se sila F, (obr. 2.4b), vyvola posuv u,, a vykona praci A,,. Sila F, taktéz

zpusobi posuv pusobisté sily E), oznaCen U, asila E) tak vykona dalsi deformacni praci A;,.
Soucet téchto praci je roven [1]:

1 1 1
A=Ay + Ay + A = §F1u11 + §F2u22 + §F1u12 : 2.7)
1 F]¢ ¢F2
/’%7 R N ﬁ;‘?:\ ______ -~f:A
RS
a) b)

Obr. 2.4: Bettiho véta — zatizeni prvné silou F{ Prevzato z [3].

Analogicky, pokud se zacne zatézovat nejdiive silou E) (obr. 2.5) bude celkova deformacni
prace:

1 1 1
A2 = A22 + A11 + A21 = §F2u22 +§F1U11 + §F2u21 . (28)
VE El* #Fz
/ﬁ‘k“— —————— l/A ﬁff:‘.‘ _____ ——"JA

Obr. 2.5: Bettiho véta — zatiZeni prvné silou E) Prevzato z [3].

V linearni pruznosti deformace ani napjatost nezavisi na historii zatézovani, a proto ani
deformacni prace nezavisi na historii zatézovani. Potom plati:

A=A, . 2.9)

Dosazenim rovnic (2.7) a (2.8) do rovnice (2.9) a uprave vyjde vztah, jenz je oznacovan jako
Bettiho véta [1]:

F1u12 = FzUZ]_ . (210)
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2.3.4 Véta o vzajemnosti posuvu

Vyjde-li se z Bettiho véty, pak zavedenim jednotkovych sil do rovnice (2.10) a ndhradou
posuvll U;, a Uyq, tzv. pri¢inkovymi souciniteli 1y, a 1,7 vyjde vztah popisujici vzajemnost
posuvt

Mz = N21 - (2.11)

Jinak feCeno, posuv 7, je posuv pusobiste sily F; od jednotkové sily F, a obracen€ posuv 7,4
je posuv pusobiste sily F, od jednotkové sily F;. Poté 1ze napt. posuv pusobisteé sily F; vyjadrit
ve tvaru [3]:

w = Finyy + Fong, . (2.12)
2.3.5 Véta o deformacni praci silové soustavy

Pro vyjadieni véty o deformacni praci jsou vyuzita pouze zatizeni, objevujici se
ve vypocetni Casti bakalarské prace. Celé znéni véty lze nalézt v literature [1, s. 41].

Je-li pruzné teleso (1 zatizeno silovou soustavou II, kterd obsahuje osamélé sily Fl) Fn),
osamélé silové dvojice ﬁ{ M—m) a liniové sily uréené rozlozenim ¢ na stfednici prutu y, pak
deformacni prace A vykonana touto silovou soustavou je dle [1]:

n m
1 1 1
AIEZFiui+§ZMj(pj+§fQUdS, (213)
i=1 j=1 y

kde u je posuv pusobisté osamélych nebo elementarnich sil ve sméru jejich nositelek, ¢ tthlové
natoCeni (dale jen natoCeni) pfimky pevné spojené s pusobistém osamélé silové dvojce a ds
znadi integraci po délce stfednice.

2.3.6 Véta Castiglianova

Castiglianova véta je ze vSech dfive zminénych vét ta nejdalezitéjsi, jelikoz umoziuje
feSit posuvy a natoCeni pruzné deformovaného télesa, je-li zndma energie napjatosti tohoto
télesa. Obecné odvozeni Castiglianovy véty lze nalézt v [1, s. 41]. V této praci je k odvozeni
Castiglianové véty vyuzito predchozich vét aplikovanych na nosnik dle obr. 2.3 [3].

V kap. 2.3.4 je urCen posuv pusobisté sily F; pomoci pri¢inkovych soucinitelt . Tento
posuv se vyjadii také pro pusobisté sily F, v nasledujicim tvaru [3]:

Uy = Fongy + Finyy . (2.14)

Pro celkovou deformacni praci A vykonanou silami F; a F, se vyuzije véty o deformacni praci
silové soustavy:

1% 1 1
i=1

kde po dosazeni posuvl z rovnic (2.12), (2.14) a Gipraveé ziska deformacni prace tvar:

1
A= (Ffni1 + FiFangp + Fingg + FiFonay) (2.16)
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Pro prirastek dF kterékoliv sily, poté odpovida prirastek deformacni prace dA. Bude-li
se predpokladat prirastek sily dF;, 1ze rovnici (2.16) derivovat podle této sily do tvaru (2.17).
Pricinkovi soucinitelé byli definovani pro jednotkové zatizeni a vystupuji v derivaci jako
konstanty.

0A 1
O_Fl =5 (2F1n11 + Fonap + Fomay) (2.17)

Z véty o vzajemnosti posuvu plati 71, = 1, a pro linearni pruznost také dA = dW, poté pro
prirastek energie napjatosti se ziska vztah:

ow 1
aF, = 5(2F17]11 + 2F;ny,) - (2.18)
Vynasobi-li se zavorka % , bude prava strana rovnice rovna posuvu u,; podle (2.12). Stejnou

upravou lze pro prirastek sily dF, ziskat posuv u,. V tomto piipadé lze vysledny vztah zobecnit
a ziskat tak 1. Cast Castiglianovy véty [3]:

ow

ui:a_Fi

(2.19)

Pokud by na nosnik ptisobila osaméla silova dvojice M, 1ze stejnym postupem pro natoceni ¢;
v misté pusobisté silové dvojice M, odvodit 2. Cast Castiglianovy véty [3]:

ow

P =5 (2.20)

Prvni a druhou ¢ast Castiglianovy véty lze slovné vyjadfit nasledovné: ,, Posuv piisobisté
sily ﬁ po jeji nositelce je dan parcidlni derivaci celkové energie napjatosti télesa (soustavy)
podle této sily. Uhel natoceni v misté piisobeni silové dvojice ML) v roviné jejiho piisobeni je dan
parcidlni derivaci celkové energie napjatosti télesa (soustavy) podle této silové dvojice “ [3].

Nevyhodou Castiglianovy véty je, ze pomoci ni lze feSit pouze posuvy a natoceni
v mistech, kde pisobi bud’ osaméla sila F nebo osaméla silova dvojice M. Pokud by bylo
potieba vyfesit posuv ¢i natoCeni v misté, kde nepliisobi zadné z téchto dvou zatizeni, je
nezbytné do tohoto mista tato zatizeni zavést a pfi vyjadreni posuvu nebo natoceni tato zatizeni
polozit rovny nule [1].

Déle je potreba si uvédomit, ze posuv u;, resp. natoceni ¢; feSené pomoci Castiglianovy
véty respektuji smér pusobeni sily f{, resp. silové dvojice M{ Vyjde-li tedy posuv u;, resp.
natocCeni ¢; se zapornym znaménkem, pak je tento posuv, resp. natoceni v opa¢ném smyslu nez
pusobici sila f{, resp. silova dvojice M{
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3 Prut v pruznosti a pevnosti

V pruznosti a pevnosti (PP) je nejjednodus§im modelem realného télesa z hlediska

napjatosti a deformace tzv. prutové téleso (obr. 3.1). Toto modelové téleso v§ak musi spliiovat

urcité

geometrické, vazbové, zatézovaci, deformacni a napjatostni predpoklady. Tyto

predpoklady jsou pak spole¢né oznaCovany jako prutové predpoklady [1].

F .
‘_/.—q
o)

M

vZ, , .
normalova rovina

Obr. 3.1: Prut v pruznosti a pevnosti. Prevzato z [3].

3.1 Prutové predpoklady

Tato kapitola vychazi z literatury [1], neni-li uvedeno jinak.

3.1.1

3.1.3

Geometrické predpoklady

Prut je jasn¢ definovan stednici y a v kazdém bod¢ stfednice pficnym prufezem 1,
ktery lezi v roviné kolmé na te¢nu stfednice (normalova rovina). Stfednice y je soustava
bodu, tvorena t€zisti T jednotlivych piicnych prafezi .

Stiednice y je hladka a spojita kiivka konecné délky.

Délka stfednice y je fadove vétsi nez nejvetsi rozmér priéného prurezu 1.

Pricny prifez i) je tvofen jednonasobné nebo vicenasobné spojitou rovinnou oblasti,
kterou 1ze popsat charakteristikami pii¢ného prafezu.

Vazbové a zatézovaci predpoklady

Vazby omezuji pouze posuvy a natoceni stiednice.

Veskeré vnéjsi zatizeni pusobi pouze na stfednici a jedna se o osamélé a liniové sily
nebo silové dvojice. Pokud zatizeni neplsobi na stfednici, je potieba jej nahradit
staticky ekvivalentnim zatizenim, které jiz pasobi na stfednici.

Deformacni predpoklady

Béhem deformace prutu zistava stfednice stale spojitou a hladkou kiivkou.
Béhem deformace prutu zustavaji piicné prufezy stale rovinné a vzdy kolmé
k deformované stiednici. Dle typu zatézovani se pfi¢né prufezy:
e vzijemne oddaluji (tah), priblizuji (tlak) a deformuji (obr. 3.2a, obr. 3.2b),
® nataceji kolem osy lezici v pti€ném prafezu a deformuji (ohyb) (obr. 3.2d),
® nataceji kolem osy kolmé k piicnému prufezu a nedeformuji (krut) (obr. 3.2¢),
® posouvaji kolmo ke stiednici a nedeformu;ji (smyk) (obr. 3.2e).
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Obr. 3.2: Deformace pricnych prifezii: a) tah, b) tlak, c) ohyb, d) krut, e) smyk. Prevzato z [3].
3.1.4 Napjatostni predpoklady

V prutu vznika zvlastni typ dvojosé napjatosti, ktera se oznacCuje jako prutova napjatost.
Tu lze popsat tenzorem napéti, jehoz jedinymi nenulovymi slozkami je normalové napéti a
smykoveé napéti pusobici v roviné piicného prafezu [3]:

T, = (Tyx 0 0) nebo T, = ( 0 0 O )
0 0 0 Tzx 00

v rw r

3.2 Geometrické charakteristiky pri¢ného priiezu

V predchozi kapitole byl prutu pfifazen model télesa, jenz je popsan stiednici y a pficnym
prufezem 1. V nasledujicich kapitolach je zaveden predpoklad, ktery umozni feSit pouze
zatizeni stfednice. Napéti se pak ziska vztazenim silového pusobeni na stfednici ke geometrii
pti¢ného priafezu, jenz je definovan prifezovymi charakteristikami. Mezi tyto charakteristiky
pak patii napf. plocha pficného prufezu S, hlavni kvadratické momenty k osam pii¢ného
prifezu J,,J, nebo polarni kvadraticky moment J,. Pro jednoduché tvary pfi¢nych priifezd,
které obsahuji aspori jednu osu symetrie 1ze zavést nasledujici vztahy napt. pro [6]:

= kruhovy pficny priufez (obr. 3.3):

nd* nd*

=l=er ¢ h=m

(3.1)a(3.2)

_.d

Obr. 3.3: Kruhovy pricny prirez. Prevzato a upraveno z [6].

BRNO 2021 19



BAKALARSKA PRACE FSI VUT v Brné

= obdélnikovy pii¢ny prufez (obr. 3.4):

bh3 b3h

——

|=
(3]
(o)

h

b
2

4

Obr. 3.4: ObdélInikovy pricny priifez. Prevzato a upraveno z [6].
3.3 Uzaviené pruty — ramy

Prutové predpoklady pouze definuji model realného prutového télesa. Tato realna télesa
vSak v praxi vykazuji vysokou riznorodost, co se tyCe geometrie, zatiZeni nebo vazeb. Pro tcely
definice uzavienych prutl je potieba rozliSovat urcita kritéria, podle kterych lze pruty
rozliSovat. VSechna kritéria lze nalézt v [1, s. 59]. Tato kapitola se zaméfi pfimo na uzaviené
pruty.

Uzavfeny prut je takovy prut, jenz lze rozdélit na dva prvky fezem vedenym praveé (n+1)
body stiednice. O takovém prutu lze fict, ze je n-krat uzavieny. V pfipadé obr. 3.5a lze prut
rozdelit fezem vedenym dvéma body stfednice a je tedy jedenkrat uzavieny. V piipadé obr.
3.5b je prut tiikrat uzavreny [1].

a) b)

Obr. 3.5: Pruty s uzavienou strednici. Prevzato a upraveno z [1].

Z principu uzavienosti prutu, musi jejich stfednice obsahovat zakiivené tiseky (obr. 3.6a)
nebo koneCny pocet boda nespojitosti hladkosti stfednice. Pokud je v téchto bodech zamezena
vzajemna pohyblivost prvkl, hovoii se o lomenych prutech nebo tzv. ramech (obr. 3.6) [1].

gsl]

a) b)

Obr. 3.6: a) Zkriveny prut, b) Ram
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Zakiivené Casti prutu lze rozliSovat dle poméru charakteristického rozméru h pti¢ného
prufezu vzhledem k poloméru kfivosti stfednice r na pruty slabé (obr. 3.7a) a silné (obr. 3.7b)
zakiivené. U slabé zakiivenych prutd (r >> h) lze napjatost a deformace feSit stejné jako u
ptimych prutt. U silné€ zakiivenych prutd (r = h) se musi napjatost a deformace fesit pomoci
teorie siln€ zakfivenych prutt, a proto zde pro jednoduchost budou uvazovany pouze pruty
slabé zakfivené [1].

r>>h

|

|
L
a)

Obr. 3.7: a) Slabé zakrviveny prut, b) Silné zakviveny prut. Prevzato a upraveno z [1].

V piipadé€ lomenych prutt nejsou v mistech zlomu splnény prutové predpoklady, protoze
zde neni hladky prabéh stfednice a nelze tedy tato mista fesit pomoci prosté pruznosti. Pokud
vSak soucet délek prutu ovlivnénych zlomy je mnohonasobné mensi nez celkova délka feSeného
prutu (obr. 3.8), 1ze zlomy povazovat za tuhé a lze fesit pouze blizké okoli téchto zloma. Pro
tuhy zlom plati, ze po celou dobu zatézovani zastava zlom nedeformovany a pouze se nataci
nebo posouva jako celek. Pokud se ve zlomech neuvazuje s deformaci 1ze energie napjatosti
télesa resit pouze pro Casti prutu s hladkou stiednici [3].

prut

< >

S

O

oblast
ovlivnéni

Obr. 3.8: Prut ovlivnény zlomy. Prevzato z [3].

3.4 Staticka urcitost uzavirenych rovinnych pruti
Je-li rovinné prutové téleso vazano nepohyblivé, a zarover na n¢j puisobi obecna rovinna
silova soustava, poté mohou nastat dva ptipady [5]:

a) prut je ulozen staticky urCité (v = p),
b) prut je ulozen staticky neurcité (v < p),

kde v je pocet pouzitelnych rovnic statické rovnovahy (pro prut zatizeny obecnou rovinnou
silovou soustavou je v = 3) a u je pocet neznamych vazbovych parametri. Stupefi vnéjsi
statické neurcitosti se urci z:

S=u—v. 3.5

Je-li s = 0, jedna se o tlohu vné staticky urcitou. Je-li s > 0, je uloha vné staticky neurcita.
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Obr. 3.9: Otevreni uzavieného prutu.

Problém vsak nastava pti ¢asteCném uvolnéni uzaviené¢ho prutu (obr. 3.9). Uvolnénim
vzniknou v fezu tfi neznamé parametry NP = {ﬁ, T, E}, které zajiStuji hladkost a spojitost
sttednice. Pro tyto neznamé parametry lze sestavit tfi rovnice vnitini statické rovnovahy, av§ak
vSechny tyto rovnice maji nekone¢né mnoho feseni (0 = 0). To z hlediska poctu pouzitelnych
rovnic vnitini statické rovnovahy dava v = 0 a uzavieny prut je vzdy 3-krat vnitiné staticky
neurcity [1].

Uzavieny prut se nedd fezem rozdélit na dva prvky, ale pouze se z uzavieného prutu
vytvori prut otevieny. U uzavienych prutt také plati zavislost stupn€ vnitini statické neurcitosti
na stupni uzavienosti prutu. Napft. pro rovinné ulohy plati, je-1i prut n-krat uzavieny, tak je také
3n-krat vniting staticky neurcity [1].

4 Vysledné vnitini ucinky (VVU)

Jak je uvedeno v [1, s. 76]: ,, Znalost urcovani VVU je nutnym predpokladem zviddnuti
problému pruznosti prutit,” a proto je této kapitole vénovana nejvétsi pozornost.

4.1 Vnitini sily a VVU prutu

Vnitini sily v télese vznikaji jako reakce materialu na vnéjsi zatizeni a jeho deformaci.
Pusobi-li v oblasti elastickych deformaci, pak tyto sily po odlehCeni navraceji deformované
téleso do jeho ptvodniho nedeformovaného stavu [2]. Je-li téleso v nezatizeném stavu, pak
v ném nepusobi zadné vnitini sily.

Pokud je téleso (prut) Q (obr. 4.1a) ve statické rovnovaze (SR), musi byt ve statické
rovnovaze kazda jeho uvolnéna ¢ast {0y (obr. 4.1b), ptipadné (1,. Je-li téleso (prut) {1 zatizené
silovou soustavou Il, pak na jeho uvolnénou ¢ast {5, pusobi silova podsoustava I1;. Aby byl
uvolnény prvek Qg; opét ve statické rovnovaze, musi v uvolfiovacim fezu w pusobit

elementarni plosné sily E (obr. 4.1b), neboli také obecna napéti v bodech fezu w [3].

oonoE R
Q ()] ¢ - QO l\ f(i]l
% ()]
— ) - - _ i —
M, M \
JIis o 1 l_l |
a) b)

Obr. 4.1: Prutové téleso: a) piisobeni silové soustavy I1, b) uvolnény prvek 1y, c) statickd
ekvivalence vnitrnich sil. Prevzato a upraveno z [3].
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Vyjde-li se z obecnych prutovych predpoklada (viz kap. 3.1), poté vnéjsi zatizeni pusobi
na stfednici ¥ prutu a je potieba obecna napéti E nahradit staticky ekvivalentni (SE) silovou
prufezu R (tézisté je znaCeno R misto obvyklého T, aby nedoslo k zaméné€ s oznaCenim
posouvajici sily T). Vyslednice F—Vl),M—Vl) musi byt ve statické rovnovaze s vnéjsi silovou
soustavou I1; [3].

Analogicky to stejné plati pro uvolnény prvek (1j,. Protoze jsou prvky Qy; a Qg, ve
statické rovnovaze, musi pro vyslednice platit podminky [1]:

Fyi+F,=0, 4.1)
My, + My, =0. (4.2)

Vv

kde osa x; je totozna se smérem normaly fezu w a osy y;, z; vedou v tecném sméru k roviné
fezu w, neboli k pficnému prufezu . Takto zavedené sméry jsou vyuzivany v literatute [1], a
aby nedochazelo ke komplikacim, jsou tyto sméry zavedeny i v této praci, ackoliv je volba
soutfadnicového systému individualni.

Obr. 4.2: Rozklad vyslednic F_V> a W Prevzato a upraveno z [3].

o v v v 7 7 . - FVE 7o v i 4
Jiz obecné znacené vyslednice Fy, a My, které jsou obecné orientovany v prostoru lze

rozlozit do téchto os a ziskaji se tak jednotlivé slozky vyslednic F_V) a W, které se oznacuji jako
vysledné vnitrni ucinky (VVU) (obr. 4.2) [3]. Slozky VVU se oznacuji podle sméru jejich
pusobeni, v zavislosti k roviné pfi¢ného prarezu y. Ve sméru

o , 3 3 , T r EV
= normaly pisobi normélova sila N a kroutici moment M,
W r o r b4 r r =l r vl v Ed
- teCném pusobi posouvajici sily T, T, a ohybové momenty M,,,, M,,.
Analogicky totéz plati, uvolni-li se prvek {}g,. Aby byla zachovana znaménkova konvence, je

potteba slozky VVU zavést v opacném smyslu lokalniho soufadnicového systému (obr. 4.3).
Musi tedy platit vyslednicova podminka (4.1), (4.2) [3].

>
0Z

QO2

-
~.

My o T
1\ N "I:':/
\/I{\' y
Obr. 4.3: Znaménkovd konvence VVU uvolnéného prvku 0,. Prevzato a upraveno z [3].
V piipadé rovinnych uloh, vn&jsi zatizeni vyvolava pouze slozky VVU N, T, E, pricemz
ohybovy moment M, je chapan jako silova dvojice pusobici v této rovin€. Znaménkovou
konvenci 1ze zavést dle obr. 4.4.
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a) b)

Obr. 4.4: Znaménkovd konvence VVU v roviné. PFevzato a upraveno z [3].

Jak je uvedeno v kap. 3.3, musi se u uzavienych pruti objevovat zlomy nebo zakiivené
Casti, coz zpusobuje nataceni lokalniho soufadnicového systému. Pokud se bude postupné
uvolfiovat leva cast prutu (L), bude znaménkova konvence zachovana dle obr. 4.4a a pokud se
bude fesit prava cast prutu (P), plati znaménkova konvekce dle obr. 4.4b.

4.2 VVU v zavislosti na typu namahani prutu

Bakalarska prace se zabyva rovinnymi tlohami, a proto bude od této kapitoly veskera
teorie vztazena pouze na rovinné ulohy.

Pojem VVU byl zaveden v zavislosti k vn&j§imu zatizeni, pfi¢emz VVU jsou popsany
funkcemi zavislymi pravé na vn&jSim zatizeni a také na tvaru stfednice. Je-li prut definovan
pfimou stfednici, mizou pro néj nastat tyto typy namahani [3]:

a) jednoduché — v celém prabéhu stiednice pasobi pouze jedna nenulova slozka VVU.
Namahani 1ze oznacit jako:
e prosty tah— N > 0 (obr. 3.2a),
e prosty tlak — N < 0 (obr. 3.2b),
e prosty smyk — T # 0 — (obr. 3.2¢),
e prosty ohyb — M, # 0 — (obr. 3.2d), realizovan pouze osamélym momentem.

b) kombinované — vznika tehdy, piisobi-li alespoii v jednom bode stiednice dvé nenulove
slozky VVU.

Uzaviené pruty jsou nejcastéji namahany kombinované, avSak v pfipadech, kdy je jeden
typ namahani prevladajici nad ostatnimi, napfiklad namahani ohybem, lze ulohu feSit
zohlednénim pouze ohybového momentu (viz kap. 6.1) [1].

4.3 Piistupy k urfovani pribéhi VVU

Priib&h VVU lze uréit diferencialnim nebo integralnim piistupem. V praktické &asti
bakalarské prace je vyuzit integralni pfistup, ktery je pro urCeni prabéhu VVU vhodngjsi,
z hlediska jeho obecné pouzitelnosti.

4.3.1 Diferencialni pristup

Diferencialni pfistup vychazi z podminek SR elementarniho prvku prutu. Naptiklad
u pfimého rovinného prutu (obr. 4.5a), zatizeného obecnym liniovym zatizenim ¢ (x), se uvolni
jednonasobné elementarni prvek (obr. 4.5b) a do fezll se zavedou patii¢né slozky VVU. Je-li
zaveden pocatek souradnicového systému v levé Casti prutu, je potieba do pravého fezu

uvolnéného elementarniho prvku také pridat elementarni pfirastky dN (x), d?(x), dm(x) [3].
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q(x) 3(x) Gr(x)
TACHN M (x)+dM,(x)
V el [OTa ety —:)»(N)(\) > ﬁ(x)—%dﬁ(x)
T(x) 4 =
2l dx ' T(x)+dT(x)
a) b)

Obr. 4.5: Diferencidlni pristup — uvolnéni prvku prutu (2,. Prevzato z [3].

Pusobeni liniového zatizeni na elementarni prvek lze povazovat za konstantni co se tyce
jeho velikosti 1 sméru. Uvolnény prvek musi byt ve statické rovnovaze, a lze zapsat
nasledujici podminky:

Z F. =0 —N() +qy@)dx + N(x) + dN(x) = 0, 4.3)
Z E =0 —T(x)+qr()dx +T(x) +dT(x) = 0, (4.4)

dx
Z Mg, = 0: = My(x) +qr(¥)dr = — T@)dx + My(®) +dMy(x) =0,  (45)

kde: gv(x) =q(x)cosa , qr(x) =q(x)sina. (4.6), (4.7)

Protoze se jedna o velmi malé prirtstky, 1ze zanedbat diferencialy 2. fadu a upravit rovnice do
nasledujicich vztahu:

dN
da(cx) = —qn(x), (4.8)
dT
dgcx) — —qT(x) , (49)
Mo () _ T(x) (4.10)
dx ’ '

které se znaci jako Schwedlerovy véty [3]. Derivaci vztahu (4.10) se ziska vyraz:

d2Mo(x) _ dT(x) _
dx?2 dx

qr(x), (4.11)

ktery udava zavislost ohybového momentu a posouvajici sily na vnéj§im zatizeni. Ackoliv je
v praktické Casti vyuzit integralni pfistup, znalost prave této zavislosti (4.11) zna¢n€ usnadni
grafické znazornéni pribéhu VVU.

4.3.2 Integralni pristup

Ur&eni prabéhu VVU integralnim piistupem je nazorn& ukazano v praktické &asti prace,
avsak je k tomu potieba nejdiive zavést par podminek. Integralni pfistup vychéazi z podminek
SR konecného prvku prutu. V kterémkoli bodé R stfednice rozdélit fezem w a v ném zavést
patii¢né slozky VVU. Jelikoz jsou slozky VVU na pravém a levém uvolnéném prvku staticky
rovnovazné, pak z hlediska uréovani prabshu VVU nezalezi, ktery prvek je pro uréovani VVU
zvolen.
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Voli se ten prvek, ktery je pro uréovani VVU jednodussi [3]. Pro uvoln&ny prvek se zavedou
podminky statické rovnovahy:

- silové: ) F, =0, Y F, = 0 pro normalovy a te¢ny smér,

= momentové: ), M,z = 0,

vvvvv

posouvajici sily T anormalové sily N je nulovy. Potom plati, 7e slozky VVU jsou dany soudtem
VVU vzniklych od jednotlivého vngjsiho silového pasobeni, coz umozni princip superpozice
(viz kap. 2.3.2) [3].

Prib&h VVU podél celé stiednice lze uréit, jako funkci s koneénym poétem bodl
nespojitosti 4; (obr. 4.6), ve kterych nemusi mit funkce priibdhu VVU spojity pribsh ani
spojitou derivaci. Body A; a A; 4, tvoii hranice intervall, ve kterych je volen vzdy jeden fez w;.
Body nespojitosti je potieba volit v mistech, kde dochazi ke zméné prub&hu vnéjsiho zatizeni,
nebo ke zméné tvaru stiednice (mista kde dochézi ke zlomu stfednice nebo ke zméné kiivosti
stfednice) [3]. V piipadé staticky neurgitych prutd je potieba k uréeni prab&hu VVU volit bod
nespojitosti také v misté zmény pii¢ného prafezu [1]. Na vysledny pribéh VVU tento bod sice
nema vliv, ale je potfeba vymezit intervaly s riznymi ptiCnymi prufezy, jelikoz v kazdém z nich
se naakumuluje jina energie napjatosti.

Napf. u prutu na obr. 4.6, pro uréeni prabshu VVU podél celé stiednice stadi zavést tii
intervaly a v nich tfi fezy w, az ws.

Obr. 4.6: Integrdlni pristup — volba Fezii w; a body nespojitosti A;.

Polohu fezu w; (bodu R; stfednice) definuje kartézska lokalni soufadnice x; (obr. 4.7a)
v piipadé pfimych prutt a v pfipadé€ zakfivenych prutt polarni lokalni souradnici ¢; (obr. 4.7b)
[3]. Lokalni soufadnice maji pocatek a konec urCeny hranicemi A; a A;,; kazdého i-tého
intervalu, pficemz pocatecni hodnota lokalni soufadnice je rovna nule. To zna¢né zjednodusi
feSeni integrali vyskytujicich se v energii napjatosti (viz kap. 6.1.), nebot pravé hranice
intervall jsou také mezemi feSenych integrala.

Obr. 4.7: Souradnice polohy Fezu w;: a) kartézskd, b) poldrni.
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4.4 Symetrické a antimetrické slozky VVU

Znatného zjednoduSeni feSeni prabéhu VVU lze dosahnout, je-li prut symetricky
z hlediska materialu, geometrie a vazeb, viz kap. 4.6. Zavede-li se fez na ose symetrie (0.8.)
prutu (obr. 4.8) a zakresli slozky VVU, pak viiéi ose symetrie prutu jsou v fezu [1]:

—

- N, E — symetrické,

- T — antimetrické.

0.S.

R N | N R P
L’%"G_.
a|ﬁ

.
?MOiMoT

Obr. 4.8: Symetrické a antimetrické slozky VVU. Prevzato a upraveno z [3].

Pro symetricky prut, mohou nastat dva specialni typy vnéj$iho zatizeni [1]:
= symetrické zatizeni — jedna se o symetricky prut (obr. 4.9a),

= antimetrické zatizeni — jedna se o antimetricky zatizeny symetricky prut (obr. 4.9b).

Symetrické zatizeni Antimetrické zatizeni
F F 3
| | |
|q ]
— ! F J— - —
— ! i L le F F 1
Ml g oM MEPs |4
' i R v
| Ve — Vo
q
a) b)

Obr. 4.9: Symetrické (a) a antimetrické (b) zatiZeni uzavieného prutu. Prevzato a upraveno z [1].

Je-li prut zatlzeny symetricky nebo antimetricky vii¢i ose symetrie prutu, plati ze pribéhy
VVU budou mit vii&i této ose také symetricky nebo antlsymetrlcky prabéh. Z prabhu VVU na
obr. 4.10 Ize vidét, ze prubéh ohybového momentu M, je viici ose symetrie symetricky a vici
ose antimetrie (0.a.) antimetricky. Prabéh posouvajici sily T je vici ose symetrie antimetricky
a vuci ose antimetrie symetricky.

0.S. 0.4a.

YYVYYVYYYY

i

Obr. 4.10: Pritbéh VVU prutu a) symetricky, b) antimetricky zatizeného. Prevzato a upraveno z [3].
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Z tohoto poznatku lze zavest, ze [1]

- symetrické slozky VVU (N, M,) — maji symetricky prabéh vi& ose symetrie a
antimetricky prabéh vici ose antimetrie,

- antimetrické slozky VVU (T) — maji antimetricky prab&h vi&i ose symetrie a
symetricky prabéh vici ose symetrie.

Pro slozky VVU (obr. 4.10) také plati, Ze na ose symetrie jsou

- symetrické slozky VVU - N, M, # 0,
- antimetrické slozky VVU T = 0,

a na ose antimetrie jsou

- symetrické slozky VVU - N, M, = 0,
- antimetrické slozky VVU - T # 0.

4.5 Zavislost symetrickych a antimetrickych slozek VVU na
deformaci

V piipadé symetrického/antimetrického zatizeni prutu vic¢i ose symetrie prutu, musi byt
taktéz i deformace prutu symetrickd/antimetricka podle této osy (obr. 4.11).

Je volen bod A na ose symetrie (obr. 4.11a) a bod B na ose antimetrie (obr. 4.11b)
nezatizeného prutu. Aplikaci vnéjSiho zatizeni se bod A pfesune do bodu A* (posuv v pficném
smeéru bodu A je znacen jako prahyb wy). Pro natoCeni stfednice v bodé A plati ¢, = 0, a aby
byla zachovana nulovost natoCeni musi v bodé A puasobit ohybovy moment M, 4. ProtoZe na
prut nepusobi zadné vnéjsi zatizeni ve vodorovném sméru, je normalova sila N nulova a rovnéz
posuv u, = 0. V bod& A stiednice tedy ptisobi jedina nenulova slozka VVU M, 4. Posouvajici
sila T4 = 0 nebrani prihybu stfednice w, [1].

Pro antimetrické zatizeni (obr. 4.11b) v bodé B plati kromé posuvu ug = 0 také wg = 0,
c¢emuz odpovida nenulova posouvajici sila Tg. V bod€ B také dochazi k nenulovému natoceni
@g, cemuz odpovidda moment M,z = 0.

a) 1—1 :|s lF uA;%
L | Wa
Ax“ai”f 7_-/”A QA=
A‘ e
| Wa
b) 0.a F
e ! \‘ UB:0
B= 1| - _ _ - WB:O
I8 ﬂ,T i%f 9 70

Obr. 4.11: Deformace prutu symetricky (a) a antimetricky (b) zatiZzeného.
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4.6 Vyuziti symetrie a antimetrie u uzavienych prutu

V kap. 3.4 jsou uvedeny uzaviené pruty jako minimalné vzdy tfikrat vnitiné staticky
neurdité a pro urdeni prab&hu VVU je potieba vyiesit tii rovnice o tiech neznamych, které se
ziskaji z deformacnich podminek zajistujicich nulovost relativnich posuvi u,., w, a natoceni ¢,
v misté otevieni prutu (obr. 4.12b) [1].

Analytické teSeni tfikrat staticky neurcitych uloh by bylo zna¢né pracné, a proto
zkombinuji-li se znalosti z kap. 4.4 a 4.5, dojde k zna¢nému zjednoduseni vypoctu. Prut dle
obr. 4.12a je symetricky podle dvou os, a zatizeni je vuci jedné ose symetrické a vici druhé
antimetrické. Pokud se prut rozdéli na dvé poloviny fezem vedenym osou symetrie (obr. 4.12¢),
poté stadi fesit VVU pouze na jedné poloving prutu, protoze deformace a odpovidajici slozky
VVU budou viidi této ose symetrické &i atimetrické, viz kap. 4.4. Posouvajici sily Ty, T budou
nulové a pro zbylé nenulové slozky VVU v bodé C, se predepisou deformaéni podminky pro
nulovy posuv uc = 0 a natodeni @, = 0 (viz kap. 4.5). Uloha se takto zredukuje na dvakrat
staticky neurcitou. Vyuzije-li se i osa antimetrie (obr. 4.12d), kde je znadma nulova normélova
sila Np a nulovy ohybovy moment M, 1ze tlohu zredukovat na jedenkrat staticky neurcitou,
pficemz se zavede deformacni podminka pro nulovy prihyb vbodé B wgz = 0. Plati, ze
s kazdym vyuzitim osy symetrie nebo antimetrie se staticka neurcitost ulohy zredukuje vzdy o
jeden stupen [1].

0.8
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I D Np..Np=0N
! T T, wp=0
| - T
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— .__7,*7’%"4'*7‘; ’’’’’ — e - O
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Obr. 4.12: Redukce ulohy vyuZitim osy symetrie a antimetrie.

Pfi Casteném uvolfiovani uzavienych prutd je vhodné volit vazbu vetknutim na ose
symetrie. V pfipadé€ prutu na obr. 4.12d je to bod A, av§ak zobrazi-li se deformovany tvar prutu
(obr. 4.13a), 1ze vidét, ze v bodé A dochazi k prihybu w, a vazba vetknutim by zde tedy nebyla
mozna.

Z hlediska feSeni energie napjatosti (viz kap. 6.1) je vSak potieba zachovat pouze
deformovany tvar prutu, nikoliv jeho polohu v prostoru. Lze ptidat vazbu A (obr. 4.13b),
pficemz nedojde ke zméné vnéjSiho zatizeni, protoze ze statické rovnovahy vyplyva, ze silovy
ucinek od vazby A je nulovy. Deformovany tvar zistane zachovan a v bodé A jsou nyni
zamezeny posuvy i natocCeni a je zde mozné aplikovat vazbu vetknutim [1].
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Obr. 4.13: Zachovani deformovaného tvaru v prostoru.

4.7 Priklady ¢aste¢ného uvolnéni

Na obr. 4.14 lze vidét razné zpusoby cCasteného uvolnéni s vyuzitim symetrie a
antimetrie pro feSeni rizné€ zatizenych uzavienych rovinnych pruti. Na obr. 4.14a, 4.14b, a
4.14c jsou ramy symetrické dle dvou os, a proto je mozné ulohy zredukovat na jedenkrat
staticky neurcité a feSit pouze ¢tvrtinu ramu. Ram na obr. 4.14d je symetricky pouze podle
jedné osy (dvakrat staticky neurcita tiloha) a rdm na obr. 4.14e je sice symetricky z hlediska
geometrie i materialu vuci dvéma osam, avsak zatizeni je symetrické pouze vici jedné ose, a
proto Ize tuto ulohu zredukovat pouze na dvakrat staticky neurcitou.
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T

e)

Obr. 4.14: Typy castecného uvolnéni ramii s vyuzitim symetrie/antimetrie.

5 Zavislost napéti na VVU

V pruznosti a pevnosti pruti k uréovani riznych meznich stavu je potieba znat pribéhy
napéti v prutu. Vyjadieni napéti v prutu pfimo v zavislosti k vnéj§imu zatizeni je sice mozné,
avSak doslo by k znacnému zkomplikovani analytického vypoctu, protoze by bylo potieba do
vypocétu také zahrnout geometrii piicnych prafezi [1]. Predpoklada-li se, ze vlastnosti
prutového télesa, které jsou jasné definované prutovymi piedpoklady, 1ze vztahnout na stfednici
prutu, pak pro feSeni Ulohy jiz neni potfeba znat geometrii pii¢nych prifezi. Takto bylo
nahrazeno feseni prab&hd napéti prabséhy VVU, jenz maji silovy charakter a jejich zavislost
vadi vngj§imu zatizeni je linearni. Vyfesenim VVU je mozné ziskat piiblizny nahled na priib&hy
napéti, avSak pro urCeni presného prib&hu napéti je potieba se vratit zpét a vztahnout silové
pasobeni VVU k dané geometrii pti¢ného prifezu. V této kapitole jsou zavedeny vztahy pro
uréeni napdti pro rovinné zptsoby namahani, a tedy i zavislosti napéti na VVU a
charakteristikach pti¢ného prafezu prutu.

5.1 Namahani tahem a tlakem

Normalové napéti, které je konstantni v celém pficném prifezu ¥ a je vyvolané
normalovou silou N [3]:

_N (5.1)
S

kde S je plocha pfi¢ného prufezu .

5.2 Namahani ohybem

Napéti vyvolané ohybem ma také charakter normalového napéti, které ma po vysce z
pficného prufezu linearni prabéh. Pro ptimé a slabé zakiivené pruty 1ze zavést neutralni osu
pti¢ného prafezu, ktera je totozna s osou y pro dané piicné prufezy. Neutralni osa jej poté
rozdeluje na dvé poloviny [4], z Cehoz také vyplyva, ze normalové napéti vyvolané ohybovym
momentem ma na jedné stran¢ charakter tahového napéti a na druhé strané charakter tlakového
napéti, pfiCemz normalova napéti na neutralni ose (z = 0) jsou nulova.
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Normalové napéti ma poté v daném piicném priufezu pribéeh:
M

OMoy = ]—Oyz . (5.2)

y
5.3 Namahani smykem

Smykové napéti Ize ur€it dvéma zpisoby. Pokud se vnéjsi zatizeni pfenasi pouze z jedné
Casti télesa na druhou, napt. u velmi presného stiithani materialu (obr. 5.1), a predpoklada se
rovnomeérné rozlozené napéti po prufezu [1], 1ze pak zavést tzv. smluvni hodnotu smykového
napéti T;. Smykové napéti plisobi pouze ve stfizné rovin€ a ma stejny smeér jako posouvajici
sila [4]. Lze jej urcit ze vztahu:

T
=g (5.3)

Stiizna rovina
ds

T

~fH- e
Il Tt 8 vy

|

!

V4

Obr. 5.1: Namdhani smykem ve strizné roviné. Prevzato a upraveno z [4].

Toto namahani je vSak velmi ojedin€lé. V ostatnich ptipadech lze za piedpokladu, ze se
jedna o prizmaticky prut urcit smykové napéti vyvolané posouvajici silou T pro nasledujici
ptipady [3]:

a) pri¢né prufezy s alesponi jednou osou symetrie,
b) tenkosténné piicné priufezy — napt. profily I, T, U.
Je-li nositelka posouvajici sily T zaroveri i osou symetrie pii¢ného prufezu i a smykova
napéti jsou po Sifce Y rozlozena rovhomérné, 1ze odvodit tzv. Zuravského vzorec pro
smykova napéti (obr. 5.2) [3]:
T Uyy, (2) , (5.4)
b(2)],
kde T (x) je posouvajici sila, Uy, (2) linearni moment plochy 1, k neutralni ose y, b(z) Sitka
pfi¢ného priifezu a J,, osovy kvadraticky moment k neutralni ose y.

Y f-j neutrdlni osa
\e 2@/
% vi(z)

Obr. 5.2: Odvozeni Zuravského vzorce. Prevzato z [3].

T(x,2z) =

z
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6 Energie napjatosti a deformace prutu

Vuvodu o vétach linearni pruznosti byl zaveden pojem Castiglianova véta, ktera
umoziuje velmi snadno fesit posuvy a natoceni stfednice prutu pfi znalosti celkové energie
napjatosti télesa. Vztahy pro energii napjatosti a jejich odvozeni pro jednotlivé typy namahani
1ze nalézt v literature [1]. V této kapitole je vyuzit obecnéjsi pristup feSeni deformace a energie
napjatosti oznacovan jako Maxwell-Mohrova varianta Castiglianovy véty [1].

6.1 Energie napjatosti

Stejné jako u Castiglianovy véty i v piipadé Maxwell-Mohrovy varianty musi byt splnény
vSechny podminky linearni pruznosti, které byly zminény dfive. Maxwell-Mohrovu variantu
1ze zavést na zakladé€ nasledujicich predpokladi [1]:

- materialové a geometrické charakteristiky, které vystupuji ve vztazich pro energii
napjatosti jsou nezavislé na veli€inach F a M, podle kterych se energie napjatosti
derivuje,

- slozky VVU jsou linearné zavislé na veli¢inach F a M.

Obecny tvar energie napjatosti pro jednotliva jednoducha naméhani je ve tvaru [1]:

w=1 Vzd 6.1)
“2) Kk, '
Y

kde V je slozka VVU a Ky je tuhost pi¢ného prifezu pro jednoducha namahani. Za tyto vyrazy
1ze dosadit pro jednotliva namahani veli€iny z nasleduyjici tabulky:

Tab. 6.1: Vyrazy V a Ky, pro rizné typy jednoduchého namdahani. Prevzato z [1].

Namahani Prosty tah/tlak Prosty ohyb
|4 N M,
Ky ES EJ],

Pokud je téleso namahano kombinovang, je potieba secist energie napjatosti pro vSechny
typy namahani. V tab. 6.1 je zamérné vynechdno namahani prostym smykem vlivem
posouvajici sily T. Pokud by byl prut namahan pouze smykem, dochazelo by k deformaci dle
obr. 6.1 a byly by poruseny prutové predpoklady. Namahani prostym smykem z tohoto davodu
neni mozné [1].

\
%\___ AL A
Y
Neni zachovan e
—~—

pravy thel

Obr. 6.1: Deformace prutu namahaném prostym smykem. Prevzato a upraveno z [1].
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V nékterych ptfipadech vSak vliv posouvajici sily T nelze zanedbat. Napriklad u prutu
zatizeném na ohyb dle obr. 6.2 dochéazi kromé vzniku normalového napéti vlivem ohybového
momentu M, a normalové sily N, také ke vzniku smykového napéti vlivem posouvajici sily 7.
Do teSeni celkové energie napjatosti se priristek od posouvajici sily T vyjadii dosazenim
smykového napéti z Zuravského vzorce, pfi¢emz vysledny vztah pro energii napjatosti je [3]:

B f —ds, (6.2)

kde B je tvarovy soucinitel pfi¢ného prurezu, ktery je zavisly pouze na tvaru pficného prafezu
1) a nabyva hodnot napft. pro kruhovy prifez f = 1,185 = 1,2 nebo pro obdélnikovy prifez
B =1.2.

F—)

% 2
a

==

Obr. 6.2: Vetknuty nosnik zatizeny osamélou silou.

Pred dokoncenim odvozeni Maxwell-Mohrovy varianty Castiglianovy véty, je vhodné
také zminit vliv ohybového momentu na energii napjatosti. Znacného zjednoduseni lze
dosahnout, pokud se jedna o dlouhé a §tihlé pruty. Jeli prut zatizen dle obr. 6.2, celkovou energii
napjatosti 1ze vyjadfit vztahem [1]:

14 1fM2d d +ﬁf d (6.3)
= — — —_— —as, .
Y E]y

Vyjadfenim slozek VVU, Ize upravit vztah do podoby:

lf@ lf< fF) §f< ) .64

d
2 £, |72 ES
0 0

W =

Pro prut kruhového prafezu o pruméru d 1ze celkovou energii napjatosti upravit do tvaru:

a3 2
a 2401+ u)a) F 6.5)

533 — :
( @t T En

kde v zavorce jsou jednotlivé prirastky od ohybového momentu (prvni vyraz), normalové sily
(druhy vyraz) a posouvajici sily (tfeti vyraz). Z pohledu na vztah pro energii napjatosti (6.5) je
patrné, ze pokud by se zvétSovala délka a a zmensoval primér d, neboli prut by byl stihlejsi,
pak prirastek do energie napjatosti od ohybového momentu bude nardstat oproti zbylym

ptirtistkim o a? a — T
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D4 se dokazat, ze je-li a = 10d, vypocet s uvazovanim energie napjatosti pouze od ohybového
momentu se dopousti maximalné 1% chyby [1] oproti vypoctu s uvazovanim energie napjatosti
od vsech slozek VVU. V tieti uloze (kap. 9.12) jsou tyto rozdily porovnany.

6.2 Deformace prutu

Maxwell-Mohrova varianta Castiglianovy véty se pro posuv ziska dosazenim energie
napjatosti (6.1) do Castiglianovy véty (2.19) pti¢emz vztah [1]

ow 1 [2vav 66)
TR 2) kyoR ™ (©
14

lze upravit do finalni podoby Maxwell-Mohrovy varianty Castiglianovy véty pro posuv
pusobiste sily F;:

f |4 V 67)
Ky F '
14
Analogicky pro natoCeni v misté ptisobeni silové dvojice M; je [1]:
B f v oov 4 68)
Y= ) kyom '
14
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7 Prvni uloha — vyuziti symetrie

U uzavieného rovinného ramu (obr. 7.1) je uréen prabéh VVU a vyhledano misto s
maximalnim ohybovym momentem. Ram ma rozméry a = 400 mm a kruhovy pficny prifez
s prumérem d = 10 mm. Je zatizeny osamé&lymi silami F = 100 N a liniovym zatizenim q =
0,8 Nmm~1. Ram je uloZen na dvou podporach, které jsou z diivodu montaZni nepiesnosti
roz§ifené o vzdalenost 6 = 10 mm a je vyroben z oceli s modulem pruznosti E = 210 GPa. K
feSeni a upravé€ rovnic je vyuzit program MATLAB.

— > (Db
] :
ato —»
A v C_ —» a
Tl —
— —
— b —|
L3
2 N
F fe————=IF
a a

Obr. 7.1: Symetricky zatizeny rovinny ram.

7.1 Rozbor ulohy

Jedna se o symetricky ram z hlediska geometrie i materialu. Ram je jako celkové téleso
ve statické rovnovaze. Vngjsi zatizeni je symetrické a to ve dvou nezavislych osach symetrie
prochazejicich body AC a BD. Proto se nabizi vyuziti obou os symetrie a tim redukce narocnosti
feseni ulohy.

7.2 Uplné a ¢aste¢né uvolnéni celého ramu

Uvolnéni vazeb a otevieni prutu fezem v obecném bod¢ E se provede dle obr. 7.2a.
Zavedou se potiebné slozky VVU a takto uvolnény prut je tiikrat vniting staticky neurdity a
jedenkrat vné staticky neurcity (viz kap. 3.4). Pti ¢asteCném uvolnéni a sepsani deformacnich
podminek (obr. 7.2b) by vyfeSeni vyzadovalo Ctyfi rovnice o Ctyfech neznamych, pfiCemz
v kazdé by bylo potieba vyfesit 11 integrald, coz je vzhledem k analytickému feSeni ulohy
velmi nepraktické.

‘ L ] . | s |

B T, 7-"_, B T, 3—'7
_.I ]:;’t‘, M; Ml o up=0 ;T\_-‘., Mg
Fa} AN - Fy wg=0
A | AR Evy A =0
T C [ ¢
T 9 7 e ¢ 4
N F| — ' D
] D N §
i 8 A T

a) b)

Obr. 7.2: Symetricky zatizeny rovinny ram — a) uplné uvolnéni, b) cdastecné uvolnéni.

36



UMTMB

7.3 Uplné a ¢astecné uvolnéni s vyuzitim dvou os symetrie

Z poznatka z kap. 4.6 se vyuzije obou os symetrie a prut se Uplné uvolni dle obr. 7.3a,
pticemz se do bodu B lezicim na ose symetrie zavedou patiicné nenulové slozky VVU. Jedinou

. . 14 14 14 v . W W . . 7
neznamou silou v ose x je normalova sila Ny, kterou lze ihned vyfeSit zrovnice statické
rovnovahy

a
Ny =g5. (7.1)

Provede se CasteCné uvolnéni ¢tvrtiny prutu (obr. 7.3b) a piedepiSou se deformacni
podminky pro natoCeni stfednice v bodé B ¢z = 0 a posuv bodu B horni Ctvrtiny ramu ug =

— g, kde hodnota posuvu je zaporna dle teorie uvedené v kap. 2.6.4. Protoze sila F pusobila

v ose symetrie, pak dle Saint Venantova principu (kap. 2.3.1) musi na levou polovinu prutu
pusobit pouze polovicni sila

Fp
2
y
LX 5 . 0p=0
F — I
l ‘Mg l Mp
eV N, Ny N,
F f WB=_§ ij_’
(l) " I?}%“ Ig ‘Tt i 4 2 i Ty
T T T O 1
My ¥,
N\ a) b

Obr. 7.3: Symetricky zatizeny rovinny ram — a) uplné, b) cdstecné uvolnéni s vyuzitim dvou os
symetrie.

Vyuzitim obou os symetrie se uloha zredukovala na dvakrat staticky neurcitou a je
potteba fesit pouze dvé rovnice o dvou neznamych, pficemz v kazdé budou pouze tfi integraly.
Z hlediska analytického feSeni je toto mnohem privetive;si.

7.4 Pribéh VVU

Priib&h VVU se uréi integralnim piistupem (viz kap. 4.3.2). Prut je potieba rozdélit tfemi
fezy a v kazdém intervalu urcit podminky statické rovnovahy uvolnéného prvku. Uvoliiovani
se provede od volného konce, pficemz VVU vyjdou pro:

1. interval

Obr. 7.4: Symetricky zatizeny rovinny ram — 1. interval.
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N, = Ng, (7.3)
T, =Ty, (7.4)
M,, = Mg — Tgx,, (7.5)
a
x1 E < 0 ,' 5) .
2. interval
5 F
Mg, IS i Mg
d ‘ v\n. N
N, ‘\F f' B
T, a T,
% 5 B

Obr. 7.5: Symetricky zatizeny rovinny ram — 2. interval.

N, =Ny, (7.6)
T,=F+Ty, (7.7)
a
M,, = My — T (E + xz) —Fx,, (7.8)
a
3. interval
a a
F
I
S N
Xsl q .
03 - Ts
I\/T)’3 Kv T

Obr. 7.6: Symetricky zatizeny rovinny ram — 3. interval.

Ny =—Ts —F), (7.9)
T3 = Np — qx3, (7.10)
2
a x
M03:MB_TBa_F§_NBx3+q73' (7.11)
a
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croaw s v s , & oo
7.5 Vyjadreni deformacni podminky wg = — 7V silovém tvaru

K vyjadieni posuvu vlivem ohybového momentu se vyuzije Maxwell-Mohrovy varianty
Castiglianovy véty, viz rov. (6.7) pro posuv bodu B ve tvaru:

ow M,(x) OM, 5
wp = = f 0(x) OM, (1) dx = —=. (7.12)
0T EJ, 0Tg 2
Y

Vyjadii-li se energie napjatosti celého prutu pro jednotlivé feSené intervaly a dosadi parcialni
derivace momentt podle T, lze rovnici (7.12) upravit nasledovné:

a a
2 2 a
Mg — Tgx, Mp —Tg (7"‘752)—1:752 a
f (—xy)dx; + f (—— — xz) dx, +
gl EJ, 2
0 > 0
2 2
SMg —Tga — F & — Ngxs + 22
B~ 1Ip > )
Q) dxs = -2, 7.13)
+f B, a) dxs > (
0

pfiCemz meze integralti jsou mezemi intervald hledanych ohybovych momentt. VyfeSenim

integralti a dosazenim sily Ng ze vztahu (7.1) 1ze deformacéni podminku wg = —g upravit do
tvaru:
a? (40Tga — 48Mg + 17Fa + 2qa? _ —ﬁ. (7.14)
EJ], 48 2
7.6 Vyjadreni deformac¢ni podminky @p = 0 v silovém tvaru
Pro natocCeni stfednice v bodé B ma Maxwell-Mohrova varianta Castiglianovy véty tvar:
ow M,(x)0M,(x)
— = dx =0. 7.15
Y5 = oM, f El, oMy (7.15)
Opét se vyjadri energie napjatosti a parcialni derivace momentt pro jednotlivé intervaly:
a a
2 2 a
Mg — Tgx, MB—TB(j‘HCz)—sz
[HomTot gy | a3, +
]J/ E]y
0 E= 0
= 2
My —Tpa—F 5 — Npxs + g5
+ f ldx; =0. (7.16)
0 Ely
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Upravou se ziska finalni tvar deformaéni podminky ¢@p = 0:
24Tga — 36Mp + 9Fa + qa®> = 0. (7.17)
7.7 ReSeni neznamych silovych Géinki
Deformacni podminky jsou jiz vyjadiené v silovém tvaru a vhodnou metodou se vyfesi

soustava dvou linearnich rovnic (7.14) a (7.17) o dvou neznamych. Silové ucinky lze vyjadfit
vztahy:

a
Np = a5 (7.18)
2qa* + 15Fa® + 72],6E
Ty = — , (7.19)
5 24a3
4 3
Mb — _qat+ 6Fa” + 72],6E . (7.20)
36a?

V rovnicich také vystupuje kvadraticky modul kruhového prifezu, jenz je dan vztahem:

wd*
=

Dosazenim hodnot ze zadani vyjdou vysledné silové ucinky nasledovné:

Nz = 160,0N,
Ty = —137,5N,
Mg = —23,1Nm.

Sily ve vazbé B a D se ur¢i z rovnice (7.2):
Fy = F, =2750N.
7.8 Grafické zobrazeni prubéhu VVU

Nyni jsou znamy vSechny sily a momenty plsobici na Ctvrt ramu a je mozné vykreslit
prubéhy VVU. Nejprve se vykresli prub€hy pouze na jedné Ctvrtin€ (obr. 7.7).

N T M,

160 N

J—

an
1
z

160 N 11,9 Nm /IH‘H\ '

/I Y 1 . o | . b
e \K 137.5 N 1\ .
i [ | 4.1 Nm
- ___________.t_ - . .

a) b) ¢)

Obr. 7.7: Pritbéh VVU na étvrtiné ramu. a) normdlova sila, b) posouvajici sila, ¢) ohybovy moment.
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Prib&hy VVU vcelém ramu (obr. 7.8) se ziskaji pouhym symetrickym/antimetrickym
zobrazenim dle os symetrie viz kap. 4.4.

160 N

l 375N | L 37,5N
37,5N 160 N
P J}—Jﬁﬂ = 160 NS

137.5N

1375 N
- 375N
160 N é lm——rr &
375N 160 N
375N P
1375 N

160 N
a) b)
Mo

11,9 Nm WL‘N'" 4,4 T\m 11,9 Nm
Xél.l Nm : K

3 23,1 Nm 4,1 NIHE
A PN S
11,9 Nm | € w\u& .

m | & 4.4 Nm 4.4 Nm ’] 11,9 Nm

c)

L[] []]
L[]
Pt

Obr. 7.8: Pritbéh VVU celého rdmu. a) normdlova sila, b) posouvajici sila, ¢) ohybovy moment.

7.9 Maximalni ohybovy moment

Vykreslenim priibéhu VVU lze ihned nalézt misto s maximalnim ohybovym momentem.
Ten se nachazi v misté podpory B a D a ma velikost M,y 4x = 23,1 Nm.
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8 Druha uloha — vyuziti superpozice

U uzavieného rovinného prutu (obr. 8.1) je uréen pribéh VVU a vyhledano misto s
maximalnim ohybovym momentem. Prut ma rozméry a = 400 mm, polomér zaobleni % a
kruhovy pficny prifez s primérem d = 10 mm. Je zatizeny osamélou silou F = 100 N,
liniovym zatizenim g = 0,6 Nmm~™! a momentem M = 10 Nm. Prut je vyroben z oceli s
modulem pruznosti E = 210 GPa. K feSeni a uprave rovnic je vyuzit program MATLAB.

Obr. 8.1: Obecné zatizeny symetricky uzavieny prut.

8.1 Rozbor iulohy

Prut je tvofen pfimymi a slabé zakiivenymi castmi. Je ulozen staticky urcité a je tfikrat
vniting staticky neuréity. ReSeni vyzaduje tii deforma¢ni podminky a tii rovnice o tiech
neznamych, ve kterych je dle volby mista caste¢ného uvolnéni minimalné pét integralli. Prut je
z hlediska geometrie a materialu symetricky vaci jedné ose a je zatizen obecnou rovinnou
silovou soustavou.

8.2 Uvolnéni vazeb

Uvolnénim vazeb dle obr. 8.2 Ize silové ucinky ve vazbach urcit z rovnic statické rovnovahy:

V2
FAx =qa —F7, (81)
3WV2 a M
Foy=F—=—a5-—> (8.2)
a M V2
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)
|

=l

<)

Obr. 8.2: Obecné zatiZeny symetricky uzavieny prut — uvolnéni vazeb.
8.3 Vyuziti superpozice

Vyuzitim principu superpozice, viz kap 2.3.2, lze prut zatizeny obecnou vnéjsi silovou
soustavou Il nahradit dvéma pruty zatizené silovymi soustavami II; a II, (obr. 8.3). Soucet
energii napjatosti vlivem téchto silovych soustav je stejny jako energie napjatosti vlivem
pavodni silové soustavy II:

I, + 11, = 1I. (8.4)

Princip superpozice ma smysl pouze tehdy, nahradi-li se ptvodni silova soustava
silovymi soustavami, které jsou vii¢i ose symetrie prutu symetrické nebo antimetrické (obr. 8.3)
a lze tak zredukovat tlohu na polovinu prutu dle teorie v kap. 4.6.

Il I, I,
- T v =
F F F
2 2 2
\< ﬁ H \_I_) *
2 2 2 M
2
= _>+
4 T T q
2 E 2 B
B }"_)\\ A B Fax Fax B Fa,
=R 2 2 2
Fp - N = 5 = =
Foy Fg lf\; g E_ Fay
2t 2 ' 2 2 2 2

Obr. 8.3: Obecné zatizeny symetricky uzavieny prut — vyuZiti superpozice.

Jak je uvedeno nize, tak puvodni uloha o tfech rovnicich a tfech neznamych se
zredukovala na feSeni dvou rovnic o dvou neznamych a jedné samostatné rovnice, coz znacné
snizi naro¢nost analytického vypoctu.
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8.4 ReSeni prutu symetricky zatizeného

8.4.1 Castecné uvolnéni

Nyni se prejde na FeSeni prutu zatizeného soustavou I1;. Casteéné uvolnéni jiz s vyuZitim
osy symetrie (obr. 8.4) se provede zavedenim vazby vetknutim na osu symetrie a do bodu C se
zavedou patiiéné nenulové slozky VVU N_)C, E Deformacni podminky v bodé C jsou pro
nulovy posuv u; = 0 a nulové natoCeni ¢, = 0.

ro|2|

Fax
5 A

&

Fy P
2 2
Obr. 8.4: Cdstecné uvolnéni poloviny symetricky zatizeného prutu.

8.4.2 Pribéh VVU

Pokud se do energie napjatosti uvazuje pouze vliv ohybového momentu, je v této fazi
zbytecné urcovat pribéh normalové Na posouvajici sily T, které by se urcily az po vyjadieni
neznamych silovych parametri. Tato uloha ma vSak demonstrovat vyuziti principu
superpozice, a proto jsou zde feSeny i pruibéhy normalové a posouvajici sily, které s vyuzitim
superpozice daji vysledné prubéhy pro levou ¢ast puvodné zatizeného prutu (viz kap. 8.6).

1. interval

Uvolnény prvek pro prvni interval je na obr. 8.5a. Protoze se jedna o zakfivenou cast, je

kartézska soufadnice x; nahrazena polarni soufadnici ¢;. KurCeni primétu sily FC) do
jednotlivych slozek VVU lze vyuzit pravouhlého trojuhelniku (obr. 8.5b). Obdobné se da urcit

i rameno sily FC) pro ohybovy moment.

a) b)

Obr. 8.5: Prvni interval symetricky zatiZzeného prutu.
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N; = Nccosoq, (8.5)
T, = N¢csing, , (8.6)
a
M,, = M, — N, > (1 —cose,), (8.7)
I8
(pl E <0,' Z) .

2. interval

Obr. 8.6: Druhy interval symetricky zatizeného prutu.

m F
N, = N cos ((p2 + Z) — Esm((pz) , (8.8)
] T F
T, = N¢sin ((p2 + Z) + Ecos((pz) , (8.9)
a I a .
M,, =M, — ch 1—cos ((p2 +Z) — FZsm(pz , (8.10)
I

3. interval

Obr. 8.7: Treti interval symetricky zatiZeného prutu.

2
N; = —F£, (8.11)
4
2 X
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a V2 a M x32
My3 = Mg —Ne |5+ x3) —F— |5+ x3 ___q_3» (8.13)
2 4 \2 2 4
x3 € (0;a).

4. interval

oM

F:\y E
2 2

Obr. 8.8: Ctvrty interval symetricky zatizeného prutu.

V2 a Fy,
= N.— e g— 4 2% (8.14)
Ny =—Ne—F S+ 5
V2  Fpy +Fp
— oA B (8.15)
T, F 1 + >
3a V2 (3a M a®  Fyy +Fp
Mo = Me—Neg ~F (G =m) =g —ag =7 n, 19
0 a
me(0:3)

Zasily Fyy, Fyy, Fp je potieba dosadit z rovnic statické rovnovahy (8.1) az (8.3). Priibéhy vVvU
pak jsou:

N,=—-N;—F—, (8.17)

T,=0, (8.18)
3a 3av2 M a?

Moy =M —Ne— —F—————q—, (8.19)

).

X4 € <0;

N Q
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8.4.3 Vyjadreni deformacni podminky u, = 0 v silovém tvaru

K vyjadreni deformacni podminky je opét vyuzita Maxwell-Mohrova varianta
Castiglianovy véty pro posuv bodu B. Protoze se u prutu objevuji zakfivené Casti, je potieba
deformacni podminku zapsat v obecném tvaru:

ow M,(s)dM,(s)
_9 ds =0 8.20
U = 9N, f El, oN; (8.20)

Pro piimé cCasti 1ze ds nahradit diferencidlem dx, a protoze se pracuje s diferencidly, je
v pfipadé€ zakfivené Casti prutu mozné délku oblouku ds nahradit useckou, ktera je dana

e v ve . a . oy , , v . g .
soucinem poloméru kfivosti S a diferencialem uhlu d¢. Nasledn€, pro jednotlivé energie
napjatosti a parcialni derivace momenta podle N, ziska deformacni podminka tvar:

T

4 a
Mc—ch(l—COS‘Pﬂa a

f £], E(cosifp1 - 1)§d(p1 +

0

T

z a s a .
+fMC_NCZ(1_COS(‘p2+Z))_FZSln‘p2a ( +n) 1)ad s
a

a
Mc=Ne(z+x) - F(3+5) -3 43 a
+f El, (—E—x3) dxs +
0
a
z 3a 3av2 M a?
Y el St i Sk A ) @21
EJ, 2 ) T '
0

Upravou se ziska finalni tvar deformac¢ni podminky:

M(9600 — 168a — 4800m) + Nca(212a — 9600 + 3600m)
+ Fa(2400 + V2(53a — 1800 + 1507) + 84Ma + 28qa® = 0. (8.22)

8.4.4 Vyjadreni deformacni podminky @, = 0 v silovém tvaru

Maxwell-Mohrova varianta Castiglianovy véty pro natoceni stfednice v bod¢ B:

ow _f M,(s) M, (s)

_ 9" _ ds=0. 8.23
oM ), B, aM; (8.23)

Pc
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Energie napjatosti pro jednotlivé intervaly:

Vi
a1

M¢ — ch(l cosg;) a
| (D5 dg; +
0

T

z a s a .
fMC N7 —cos((p2+z))—FZsm(p2
0

+ £, (1)§d<P2 +
x5
TMe—Ne(54x5) —F(5+x) -3 —aF
+f (1dx,
EJ,
0
3 3 V2 M 2
2 a a a
Mc=Ne—F—g——5 a7
n f (1) dx, =0. (8.24)
0 E]y

Vyfeseni integralll a prava rovnice do tvaru:
Mc(36 + 6m) — Nea(36 + 3m) — Fa(3 + 9v2) — 18M — 5a%2q = 0.  (8.25)
8.5 ReSeni prutu antimetricky zatiZeného

8.5.1 Castecné uvolnéni antimetricky zatizeného prutu

M‘Zl

q q |
2 > i
|
F Ax @ F?\\ <
2 2 | A b
r:\)‘ FB
3 T2
b)

Obr. 8.9: Castecné uvolnéni prutu zatizeného silovou soustavou: a) antimetrickou, b) symetrickou.

V pfipadé antimetrického zatizeni prutu silovou soustavou II,, je potfeba prut ¢astecné
uvolnit (obr. 8.9a) stejné jako v pfipadé symetricky zatizeného prutu (obr. 8.9b). Deformacni
podminka je pro nulovy prihyb v bodé C w, = 0. V bodé C pusobi jedina nenulova slozka
VVU a to posouvajici sila T_C)
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V kap. 4.6. je uvedeno, ze neni vhodné volit vazbu vetknutim na osu antimetrie z divodu
nenulového natoceni, avSak pro urCeni energie napjatosti, je potieba zachovat pouze
deformovany tvar a neni potfeba zachovat polohu prutu v prostoru. Pokud se vazba vetknutim
uvolni a sestavi se rovnice statické rovnovahy, vyjde ve vazbé nulovy moment a nulova sila
ve sméru osy x. Vazba tedy prenasi pouze silové pusobeni v ose y, coz také odpovida
antimetri¢nosti ulohy (viz kap. 4.4).

8.5.2 Pribéh VVU

Priib&h VVU se uréi obdobnym zptisobem jako u symetricky zatizeného prutu.

1. interval

N, 2 a
T, “ 1 a
\q\)l: 2

N

Obr. 8.10: Prvni interval antimetricky zatiZzeného prutu.

N; = —T¢sing,, (8.26)
T, =Tccosqq, (8.27)
a
My, = —Tcgsin(fpl), (8.28)
T
(pl E <0,' Z) .

2. interval

N

Obr. 8.11: Druhy interval antimetricky zatiZzeného prutu.

: m  F o
N, = —T; sin ((p2 + Z) + Esm((pz) , (8.29)
m\ F
T, = Tccos ((p2 + Z) - Ecos((pz) , (8.30)
a . I a .
M,, = —Tczsm ((p2 + Z) + FZsm(pz , (8.31)
I

BRNO 2021 49



BAKALARSKA PRACE

FSI VUT v Brné
3. interval
Obr. 8.12: TFeti interval antimetricky zatiZeného prutu.

V2
N; = —T; + FT, (8.32)

\/i X3
T, =—-F—+q—, (8.33)

3 4 717

V2 sa M x5
- _T.= == ——_g= 8.34
Mys = ~Te F4(2+x3) — a4 (8.34)
x3 € (0;a).
4. interval
F
2
W
2
A
E a
2 X
%*4)
F.—‘\x <

MJr
zi:’
‘lZl

. 034 od
FAY 7F£
2 2

Obr. 8.13: Ctvrty interval antimetricky zatizeného prutu.
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V2 a F
N4:F—4 _q§+—;‘x, (8.35)
V2 F,, —F
Ty=~Tc+F—+ Ayz 5 (8.36)
a V2 (3a M a Fyy — Fp
_ 7 (%_ Nef2a .2 _ 4 8.37
Moy = ~Te (7= 1) F4<2 4) 2 1% 2 (®37

Opét se za sily Fyy, Fyy, Fp dosadi z rovnic statické rovnovahy (8.1) az (8.3) a priibéhy vVvU
vyjdou:

N,=0, (8.38)
3Vv2 a M
Ty=-Tc+F——q=——, (8.39)
e R &
a 3v2 ,a x, 1 a a
— _ Z_ T (Z_ A - S 8.40
M,, TC(2 x4)+F 2 (2 x4)+M<a 2)+qz(x4 2), (8.40)
a
x4E<0;§).

8.5.3 Vyjadreni deformacni podminky w, = 0 v silovém tvaru

Maxwell-Mohrova varianta Castiglianovy véty pro pruhyb stfednice v bodé C:

WC:

ow f M,(s) M, (s) ds = 0 (841)

aT, ), "El, 0T,

Energie napjatosti pro jednotlivé intervaly:

f fe Sm((pl)(—gsm(‘h)) do, +
0

T
4 T a .
+f -T.5 sm Z)+Fzsm(p2 a ( +n) ad N
a a \/— x§
N “Teg T(z +x3) 2 qT(_g) dx
EJ, 2/ 73

(8.42)
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Vyfeseni integralli a uprava:

Tca(224 + 24m) —V2Fa(120 + 3m) + 224M + 48a%q = 0. (8.43)

8.5.4 ReSeni neznamych silovych aéinki
Vhodnou metodou se vyfesi soustava dvou linearnich rovnic (8.22), (8.25) o dvou neznamych
a z rovnice (8.43) se vyjadii sila T¢. Vysledné vztahy jsou:

N M 3(12007 — 2400 — 7ma)
¢~ " 2a(33a + 16ma — 15007 + 15072)

(84a — 19200 + v2(—3600 — 66a — 53ma + 81007 — 150n2))
+F
8(33a + 16ma — 15007 + 15072)

N a(1000mr — 2000 — 7a — 7ma)
13(33a + 16ma — 15007 + 15072)’ (8.44)

ey 3(1800m — 4800 — 7ma + 22a)
¢~ "7 4(33a — 15007 + 16ma + 150m2)

a (1200n — 38400 + 212a + VZ(108007 — 7200 — 15072 — 537Ta))

F
* 16(33a — 15007 + 16ma + 1507?)
a?(4500m — 12000 + 13a — 21ma)
+q =, (8.45)
12(33a — 15007 + 16ma + 1507m?)
—224M + Fav2(120 + 3m) — 48a?
T, = V2 ) 1 (8.46)
8a(3m + 28)

Dosazenim hodnot ze zadani vyjde silové pusobeni nasledovné:

N;=—87,7N,
T, = 40N,
M, = —-55Nm

a sily ve vazbach z rovnic (8.1) az (8.3) vyjdou:

Fu = 1693 N,
Fpy = —389N,
Fp = 109,6 N .
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8.6 Pribéh VVU celého prutu

Plati-li pro silové soustavy:
I, +1I1, =11,

pak soudet slozek VVU v bodé C (FC) + E) + (T_C)) pro silové soustavy II; a II,, musi dat
vysledné slozky VVU v bodé C FC), TC), E, pro silovou soustavu II (obr. 8.14).

=
F., Fy
_+_

Obr. 8.14: Silové piisobeni v bodé C prutu, zatizeného silovou soustavou II.

JelikoZ na levou &ast prutu nyni piisobi jiné vnéjsi zatiZeni, bylo by potieba prabséh VVU
urdit znovu, jiz se znamym silovym pasobenim v bodeé C. Jak je zminéno v kap. 8.4.2, pokud
uz je znam prabéh VVU pro silovou soustavu I1; a IT,, potom celkovy priibéh VVU levé &asti
prutu je dan souéty prab&ht VVU silovych soustav I1; a IT, a plati:

1. interval:

(8.5) + (8.26) N; = Nccosp,—Tcsing,, (8.47)
(8.6) + (8.27) T, = Ncsin(p1 + Teccosp,, (8.48)
(8.7) + (8.28) M, =M, — (1 —cos@p,) —Te= sm((p1) (8.49)
s
(pl E <0,' Z) .
2. interval:
(8.8) + (8.29) N, = N cos (¢, + %) ~Tsin (¢, + %) (8.50)
(8.9) + (8.30) T, = Nesin (¢, + %) +Tecos (¢ + %) , 8.51)
B a s T a . s 850
(8.10) + (8.31) My, =M, — NCE 1—cos ((p2 +Z) — Czsm ((p2 +Z) , (8.52)
s
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3. interval:

(8.11) + (8.32) Ny = —T,, (8.53)
(8.12) + (8.33) T; = N + qx3, (8.54)
2
a a X
(8.13) + (8.34) M5 = Mg — N, (5 + xg) ~Toz =M —q 73 (8.55)
x3 € (0; a)

4. interval:

(8.17) + (8.38) N, = —N, — Fg» (8.56)
(8.18) + (8.39) T, = —T, + F¥ - % - a3, (8.57)
(8.19) + (8.40) M,, = M, — Ncgz—a—TC (% —x,) - ¥x4
+M(%—1)+qg(x4—a), (8.58)
X4 € <0; g) .

Lze si vSimnout, ze poté co vypadla sila g z fedeni, jsou VVU v prvnim a druhém intervalu
popsany stejnou funkci a stacily by pouze tfi intervaly. Interval zakfivené Casti prutu by poté
byl vyjadren tthlem ¢ € < 0; %) Hledani prabéhu VVU pravé &asti prutu je obdobné jako u
levé Casti, a proto jsou v této praci uvedené jiz vysledné vztahy pro Ctyfi feSené intervaly. Pro
silové vyslednice v bodé C musi platit zdkon akce a reakce (obr. 8.15).

M. M. o,
C

C’
N(\
M /15{
|
|

y

I
|
! S (1)3
|
|
i

Obr. 8.15: Zdkon akce a reakce silového piisobeni v bodé C a déleni pravé casti prutu na ctyri
intervaly.
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1. interval
N; = Nccosp,+Tcsing,,
T; = —N¢sing, + Tccose, ,

a a
M, = M, — ch(l —cosp,) +T¢ Esin(p1 ,

@1 € 0; —
1 < ’ 4 ) '
2. interval

N, = N cos ((p2 + %) +T¢ sin ((p2 + %) — Fsin(¢,),

T

) + Tccos ((p2 + Z) — Fcos(¢3),

T

T, = —N¢sin ((p2 + 7

My, = M¢ — Nc%<1 — cos ((p2 +%)> + Tcgsin ((pz +%)

a
- Fzsin((pz) ,

@, € <0;%).

3. interval

4. interval

3v2 a M
T,=-Tc+—F—q=——,

a 3v2 a M
(——x4)—F—(a—x4)—q—x4—zx4,

3a
M04 :MC_NC_+TC 2

2

(8.59)
(8.60)

(8.61)

(8.62)

(8.63)

(8.64)

(8.65)

(8.66)

(8.67)

(8.68)

(8.69)

(8.70)

BRNO 2021

55



BAKALARSKA PRACE FSI VUT v Brné
8.7 Grafické zobrazeni VVU

Vykreslenim a spojenim prab&hu VVU pravé a levé &asti prutu se ziska prabsh VVU po
celé délce prutu (obr. 8.16). Pokud v ose symetrie prutu neptisobi zadné vnéjsi zatizeni, musi
zde byt prabeh vSech slozek VVU spojity a hladky.

17N
4N ‘
| 66,7 N
HRNRNIG -
17N
a) b)
Mo,
5,5 Nm
11,2 Nm
7,6 Nm
NI
11,7 Nm N\H\L 5,5 Nm
c)
Obr. 8.16: Prithéh VVU po celé délce prutu. a) normdlovd sila, b) posouvajici sila, c) ohybovy
moment.

8.8 Maximalni ohybovy moment

Lokalnich extrémt ohybového momentu je po délce prutu vice a bylo by potieba vy¢islit
vSechny extrémy, aby se naslo nebezpecné misto, avSak z grafického znazornéni (obr. 8.16c),
1ze predpokladat, ze nejvétsi ohybovy moment je v misté rotacni vazby o velikosti M,pax =
11,7 Nm.
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9 Treti uloha — obecné reseni

U uzavieného rovinného ramu (obr. 9.1) je uren prabéh VVU a vyhledano misto s
maximalnim ohybovym momentem. Ram ma rozméry a = 400 mm a kruhovy pfi¢ny prifez
s prumérem d = 10 mm. Je zatizeny osamé&lymi silami F = 100 N a liniovym zatizenim q =
0,4 Nmm~™1, Ram je vyroben z oceli s modulem pruznosti E = 210 GPa. K feSeni a Gpravé
rovnic je vyuzit program MATLAB.

—

i

Yol

‘Db

lt

= e =

Obr. 9.1: Obecny rovinny rdm.

9.1 Rozbor ulohy

Jedna se o obecny rovinny uzavieny prut zatizeny obecnou rovinnou silovou soustavou.
Z tohoto diivodu nelze vyuzit zadné redukce jako u minulych uloh a k ureni VVU je potieba
vyftesit tfikrat vnitiné staticky neurcity ram. V tomto pfipadé se nabizi vicero moznosti
castecného uvolnéni, z nichz je jedno vybrano k feSeni tlohy.

9.2 Uvolnéni vazeb

Uvolnénim vazeb dle obr. 9.2, 1ze silové ucinky ve vazbach urcit z rovnic statické rovnovahy:

a
FA:F+qZ, O.1)
Fgy =qa, (9.2)
a
Fgy =F—q7. 9.3)

[

2|

v

)

| >
—
w

ST

—

Obr. 9.2: Obecny rovinny ram — uvolnéni vazeb.
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9.3 Typy ¢asteéného uvolnéni

Jednou z moznosti CasteCného uvolnéni je otevieni prutu a zavedeni vazby vetknutim
(obr. 9.3). Vazbu vetknutim je vhodné volit v misté zlomu prutu, jelikoz pak z feSeni vypadne
prave tento zlom. Poté se predepiSou deformacni podminky, které zajistuji nulové relativni
posuvy a natoceni stiednice v bodé C [1]:

_OW_O _OW_O _OW_O
Ye=on, - WeTar, T PeToam, T
uc=0
lr M, :’;C_:é)
C c
Ny g ¢
Tﬂy Ne fe—
¢ —
— _
—{ 4
‘_
F —
l —
A BT_(‘F;E\
2l |

=

By

Obr. 9.3: Cdstecné uvolnéni vazbou vetknutim.

Dalsi moznosti je uvolnéni tuhych zlomi a jejich nahrazeni rotacni vazbou (obr. 9.4).
Deformaéni podminky pak vyjadiuji nulové relativni uhly nato€eni v uvolnénych zlomech:

_w _ow _w
Cazam, T BT oMy 0 PCT oM.

Ty zaji$tuji momenty m, m, E, které pusobi na jednotlivé pruty 1, 2, 3 (obr. 9.4).

[

Obr. 9.4: Cdstecné uvolnéni tuhych zlomii rotacni vazbou.

Castetné uvolnéni, které je vyuZito k feseni ulohy Ize vidét na obr. 9.5. Zlom B se uvolni

— . —_— . — ,
rotacni vazbou a zavedenim momentu Mp. Zlom A je nahrazen momentem M, a silou Fy,, ktera
zajistuje nulovy relativni posuv prutu 1 a 2 v bodé A. Deformacni podminky prutu 1 a 2
s uvazovanim smeéru pusobeni neznamych slozek vypadaji nasledovné:

Uy = —Uyz, Pa1 = —Paz, ®Pp1 = —Pp2 -
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!

s

Mg

Mg

2

@f

Obr. 9.5: Castecné uvolnéni s vyuzitim momentu My, Mg a sily Fyy.

9.4 Vyjadreni stykovych vyslednic

Priib&h VVU se uréi od bodu A, a proto je potieba stykovou vyslednici vazby A spravné
vyjadrit. Kazdy prut pfenasi pouze cCast silového pusobeni od vazby A, pficemz stykové
vyslednice E),E (obr. 9.6) se vyjadii jako funkce vnéjsiho zatizeni (17", (?) a stykovych
vyslednic (E, m, m), podle kterych je derivovana energie napjatosti [1]. Sily m,m je
vhodné vyjadfit z rovnic momentové rovnovahy k bodu B pro jednotlivé pruty:

pfi¢emz plati

Far = 2a ’
M, — My + Fa
Fy, = , 9.5
A2 >a 9.5)
FA1 +FA2 :FA' (96)
[
@®
q
B M, Mﬁf
Fz\\ 8‘:
FA)’\l
@ |F -
Fax 4 T‘)M\ l e,
Fi

Obr. 9.6: Obecny rovinny ram — vyjddrent stykovych vyslednic.

BRNO 2021

59



BAKALARSKA PRACE FSI VUT v Brné
9.5 Pribéh VVU

Priib&hy VVU budou uréeny jiz s dosazenymi stykovymi vyslednicemi m, @ a prubéhy
ohybovych momentti budou upraveny tak, aby se snadno pote dala vyjadfit parcialni derivace.
VVU prutu 1:

1. interval

N; = <% M _F_ q E) cos(@1) — Fax sin(e,), 9.7)
2a  2a 2 4
T, = (% - % + g +q %) sin(@,) — Fyccos(@,), (9.8)
M, =M, 1+ C(;s((pl) M, 1-— C(;s((pl)
+ <% +q %2) (1 — cos(¢,)) — Fxca(sin(e,)). 9.9
e (0:3)

2. interval

Obr. 9.8: Obecny rovinny ram — 2. interval.
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N2 = _FAx ) (910)
My M, F a
T, =—B8_4_Z .2 9.11
27%a 2a 2774 G0
a—x, a+x, a—x, a? + ax,
M,, = M, 5 Mpg 5 —Fya +F st a—— 9.12)
X, € (0;a).

3. interval

X —
3 q

—_B_4__ - 9.13
N =5e " 2a 2797 ©-13)
T3 = FAx - qx3 ) (914)
a2 — x2
M,3 = Mg +q : — Fy(a—x3), 9.15)
x3 € (0;a).
Priib&h VVU prutu 2:
4. interval
W4
. NTA M04
FAx m
Fol T,
=

Obr. 9.10: Obecny rovinny ram — 4. interval.

Ny = Fyy, (9.16)
M, Mgz F
__A_TB ., 9.17
=272 ©-17)
X4 — 2a X4 X4
M,y = M, 42a —Mp—+F—, (9.18)
x4, € (0;a).
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5. interval

F ®s 31
M l o5
F Ax € V\ A }'\ N N'
r Yo
Faz a Xs l

Obr. 9.11: Obecny rovinny ram — 5. interval.

N5 = Fyy, 9.19)

M, Mg F
_-A_TB_ 9.20
5= "2 "2 ©20)
Myg = M, 258y, 21 %5 p 2% (9.21)

o574 2a 5 2a 2’ '
xs € (0;a).

9.6 Vyjadreni deformacni podminky u4q; = —u4, v silovém tvaru

Vyuzije se Maxwell-Mohrova varianta Castiglianovy véty:

(9.22)

u — an — fMo(S) aMo(S) ds = — f Mo(s) aMo(S) ds = — aWZ - —u
M 0F ) By 0Fu J O Ely OF 0Fy, %
1 2

kde W; je energie napjatosti prutu 1 a W, energie napjatosti prutu 2. Dosazenim momenta a
parcialnich derivaci do rov. (9.22) se ziska:

T[

2., 1+cos 1—cos Fa , a? ;

fz MA 2 ((pl) + MB 2 ((pl) + (7 + qT) (1 — COS((pl)) - FAxa(Sln((pl))
E
0 b

: (—a(sin((pl))) adp; +

a.. a—x a+x a—x a’+ ax
M, 2a2+MB Zaz—FAxa+F 22+q 7 Z
+ (—a)dx, +
E]y
0
a az—xz
Mg +q > 3 — Fpe(a —x3)
+f (x3 —a)dxs =
0 Ely

a X, — 20 X X
MA4—_MB_4+F_4
:_f 2a 26" 2 )4y,

0 E]y
a Xe —Qa a+x a—Xx
M,=5—=—-M S+ F 2
—f 1 Za ’ Za 2 (0)dxs. (9.23)
EJ,
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Finalni tvar deformacni podminky je poté:

24M, + 36Mp — F,,a(32 + 61) + 12Fa + 17qa® = 0. (9.24)

9.7 Vyjadreni deformacni podminky @41 = —@ 42 v silovém tvaru

Maxwell-Mohrova varianta Castiglianovy véty:

an _ fMo(S) aMo(S) ds = _fMo(S) aMo(S)d _ _aWZ (925)

Yo =om, = ) B, oM, El, oM, oM, 4
Y1 Y2

Dosazeni momentt a parcialnich derivaci:

T
7 14 cos 1 —cos Fa a? )
fMA > (¢1) + My 5 (91) + (7 + qT) (1 — cos(¢,)) — Fara(sin(e,))
E
0 Jy
1+ cos
2
a . a—x a+x a—x a’+ ax
fMA 2a2+MB Zaz—FAxa +F— Z4gq 7 2a - x,
+ dx, +
E]y 2a
0
a? — x2
Mg +q > 3 — Fpe(a —x3)
E]y
0
a . X,—2a X4 X4
_fMA g Meo,tF5x,—2a .
- EJ, 2a 4
0
a., Xe—a a+x a—x
My =5 =~ Mp— = +F—=x,—q
—f dxs . (9.26)
EJ, 2a

0

Finalni tvar deformacni podminky:

M, (120 + 187) + My (48 + 61) — 96F,a + Fa(6m — 16) + qa?(8 +3m) = 0. (9.27)

9.8 Vyjadreni deformacni podminky @pq; = —@pg, v silovém tvaru

Maxwell-Mohrova varianta Castiglianovy véty:

(9.28)

ow; f M,(s)dM,(s) 4 B f M,(s) M, (s) ow,

o =om, ~ ) B, oM El, oMy oMz 7B
Y1 Y2
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Dosazeni momentt a parcialnich derivaci:

7 14 cos(¢,) 1—cos(¢p,) , (Fa a?
fMA 5 L2+ Mg 5 1 +<T+qT> (1—cos((p1))—FAxa(sin((pl))
E
0 Jy
1— cos
(¢1) do, +
2
a.. a—x a+x a—x a’+ ax
M, 2a2+MB zaz_FAxa‘l'F ) 2+q i} 2a+x2
n dx, +
E]y 2a
0
a? — x2
Mg +q > — Fp(a — x3)
E]y
0
a, Xz—2a Xy X4
__fMA 2a MeatF3 (_ﬁ) .
EJ, 2a/ %
0
a x5 —a a +x5 a x5
Mi=5a ~Ms—g  tF—75"x—a
_ dxs . (9.29)
EJ, 2a
0

Finalni tvar deformacni podminky:
M, (48 + 61) + M5(168 + 187) — 144F,.a + Fa(18m — 56) + qa?(36 + 91) = 0. (9.30)
9.9 ReSeni neznamych silovych acinki

Vyfesi se soustava tfech rovnic (9.24), (9.27), (9.30) o tfech neznamych a vyjadii se
neznamé silové pasobeni:

_ F(1488 + 56m — 247”) + qa(594 + 80w — 1°)

Fpp = , 9.31
Ax 2(313 + 64n2 + 280w — 184) ©31)
_ Fa(2304 — 280m — 1272) + qa?(896 + 15m) 9.32)
A~ 6(3m3 + 6412 + 2801 — 184) ’ '
_ Fa(18m® + 15612 — 520w — 2800)
B 6(3m3 + 6412 + 2801 — 184)
_qa*(9m°® + 144n® + 2937 — 1508) 9.33)

6(373 + 6412 + 2807 — 184)
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Dosazenim hodnot ze zadani vyjde silové pusobeni:

F,, =97,3N,
M, = 13,2 Nm,
Mg = 2,6 Nm,
Fy, =76,7N,
Fy, = 63,3 N

a ze statické rovnovahy (9.1) az (9.3) sily ve vazbach:

F, =140 N,
Fp, = 160 N,
Fgy =60 N .

9.10 Grafické zobrazeni pribéhu VVU

Pribéhy VVU lze vidét na obr. 9.12.

76,7 N
973 N
| [TTTTTTTTITTT] 7
AN 233N
(_“\'\\\\ '\I I| |
s 973N 1
~— 123,1 N 233N [
] - 36,7 N
——76,1N ] 973N HERNRRRRENYSS
> 97,3 N 'i:é 633 N 62,7N
a) b)
Mo
5 Nm
AT 33N
12,1 Nm & 7.5Nm
\éB 2,6 Nm
13,2 Nm
c)
Obr. 9.12: Pritbéh VVU obecného rovinného ramu. a) normdlova sila, b) posouvajici sila, c) ohybovy
moment.
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9.11 Maximalni ohybovy moment

Maximalni ohybovy moment se nachazi v misté vazby A o velikosti M,p4x = 13,2 Nm (obr.
9.12¢).

9.12 Vliv vSech sloZzek VVU a numerické eSeni

V kap. 6.1 je zaveden predpoklad, ktery umoznil feSit energii napjatosti pouze vlivem
ohybového momentu. Tento pfedpoklad do feSeni vnasi urcitou chybu, kterd je ale u Stihlych
prutd minimalni. Aby byl vystiZen piesnéjsi vysledek je potieba do energie napjatosti zahrnout
také vliv normalové a posouvajici sily, viz rov. (6.3). V dnes$ni dob¢ uz se ani analytické feSeni
moc nepouziva a je Castéji vyuzivano numerické feSeni. V nasledujici tabulce lze vidét
porovnani hodnot F,,, My, Mg pro analytické feSeni s uvazovanim ohybového momentu,
analytické feSeni s uvazovanim viech slozek VVU a numerické feseni, provedené v programu
ANSYS Workbench, ktery pracuje na zakladé metody konecnych prvki. Pro numerickou
metodu byly voleny prvky typu BEAM [7] o velikosti 5 mm a 20 mm.

Tab. 9.1: Porovnani hodnot Fy,, My, Mg FeSenych riznymi metodami.

Metoda Analyticka — Analyticka — Numericka — Numericka —

vvU vliv M, vlivN,T,M, prvek 5 mm prvek 20 mm
F4x [N] 97,295 97,272 96,792 93,437
M, [Nmm] 13212,6 13209,3 13208,8 13202,2
Mg [Nmm] 2607,1 2602,2 2602,9 2612,3

Jak je patrné z tab. 9.1, rozdil mezi vysledky analytického vypoctu s uvazovanim vlivu
ohybového momentu a viech slozek VVU je pouze v fadech setin procent. Tim byl také ovéfen
predpoklad z kap. 6.1. Na rozdil od analytického feSeni, numerické feSeni pouze aproximuje
vysledné feseni a jeho pfesnost tak velmi zavisi na velikosti konecnych prvkt [7]. Prvky o
velikosti 5 mm tedy lépe aproximuji analytické feseni (vliv viech VVU) nez prvky o velikosti
20 mm. Toto srovnani lze vidét na obr. 9.13, kde vyznacené hodnoty jsou ohybové momenty
M, (vlevo) a My (vpravo).

Directional Bending Morment
Type: Directional Bending Moment
nit: Meraim

Solution Coordinate Systerm

Time: 1

11.05.2021 12:59

12094,14 Max
0282695
68471,253
3E50,812

248 3698
-1963,072
-4774,514

- 755,955
-10397 4
-13208,84 Min 200,00 600,00

a)

2602,9 EI

200,00 (rarn)

0,00 400,00
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Directional Bending Morment
Type: Directional Bending Moment
Unit: Meram

Solution Coordinate Spstern
Tirne: 1

11.05.2021 13:08

12092,78 Max
QrE2,237
671,682
661,132
2505813
-1959,960

-4 770,514
-7581,069
-10391,62
-13202,17 Min 200,00 600,00

b)

Obr. 9.13: Hodnoty ohybovych momentii My, My v zavislosti na velikosti konecnych prvkii: a) prvky 5
mm, b) prvky 20 mm.

26123

0,00 400,00 800,00 {rmm)
I 9 S 0000
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10 Zavér

Cilem bakalaiské prace bylo uréovani vyslednych vnitinich uginkd (VVU) uzavienych
prutd. I kdyZz se prace zaméfuje pouze na rovinné piipady, jsou tlohy rovinnych uzavienych
prutd vzdy minimalné tfikrat staticky neurcité.

V uvodni Casti prace byly uvedeny zaklady teorie linearni pruznosti a vybrané véty
linearni pruznosti, které se vyuzily pfi feseni vzorovych prikladu. Dale bylo definovano prutové
téleso pomoci prutovych predpokladi a jeho mozné tvarové varianty, mezi které patii praveé
uzavieny prut.

Rozsahlou &asti prace byla kapitola vénujici se vyslednym vnitinim G&inkam (VVU) v
prutu a jejich urovanim. Zavedenim VVU bylo mozné pribshy napdti v prutovém télese
nahradit silovymi prubéhy na stfednici prutu, jenz maji vzhledem k vnéjSimu zatizeni linearni
charakter. K ur&eni prabéhu VVU uzavienych prutd, byla nutnost zavést deformaéni podminky
v misté otevieni prutu, které zajiStovaly spojity a hladky prabéh stfednice prutu v misté
otevieni. K jejich vyjadreni byla vyuzita Maxwell-Mohrova varianta Castiglianovy véty.

U prutd, jejichz geometrie a materialové charakteristiky byly symetrické podle jedné nebo
vice os, doslo k zna¢nému zjednoduseni uréovani VVU. Pokud byl prut zatizen symetrickou
nebo antimetrickou silovou soustavou vuci osam symetrie prutu, bylo mozné stanovit prabéh
VVU a deformaci prutu jako taktéz symetrickou nebo antimetrickou viiéi osam symetrie prutu.
Na ose symetrie a antimetrie byly zavedeny zavislosti mezi slozkami VVU a deformaci prutu,
které umoznily snizit stupei statické neurcitosti a fesit pouze cast prutového télesa, imz se také
snizil pocCet feSenych integralti v energii napjatosti.

Tento postup byl vyuzit v prvni tloze, pfiCemz feSeni puvodné celého prutu, ktery byl
Ctytikrat staticky neurCity, bylo mozné nahradit feSenim Ctvrtiny prutu, ktera byla dvakrat
staticky neurcita. Kromé redukce stupné statické neurcitosti doslo také témér ke ¢tyrnasobnému
snizeni poctu integrald.

U druhé ulohy byl vyuzit princip superpozice. ReSeni tiikrat staticky neurcitého
symetrického prutu, zatizeného obecnou rovinnou silovou soustavou, se nahradilo souctem
feSeni dvou stejnych symetrickych prutt, zatizenych symetrickou a antimetrickou rovinnou
silovou soustavou. Naslednou aplikaci stejného postupu jako v prvni tloze, byly jednotlivé
pruty feSeny jako dvakrat a jednou staticky neurcité.

V tfeti uloze byl demonstrovan obecny pfistup feseni uzavienych prutd. Jelikoz prut nebyl
symetricky dle zadné osy, nebylo mozné vyuziti této osy, ani principu superpozice. Z tohoto
divodu se nabizelo vicero zpusobl Castecného uvolnéni, z nichz nejobecnéjsi bylo castecné
uvolnéni vazbou vetknutim, podobné jako v predchazejicich ulohach. Pro ucely prace bylo
vybrano mén¢ tradi€ni ¢aste€né uvolnéni. Prut byl rozlozen na dvé samostatna télesa a v
mistech styku téles byly zavedeny patfi¢né deformacni podminky, zajist'ujici nulové relativni
posuvy a natoCeni stfednic prutd.

Pti feSeni vSech tloh bylo mozné zanedbat energii napjatosti od normalové a posouvajici
sily. To dovoloval predpoklad, zavedeny v teoretické Casti prace, ktery zavadi miru vlivu
jednotlivych slozek VVU do celkové energie napjatosti u §tihlych pruti. Tento piedpoklad byl
ovéfen v zavéru tretiho prikladu, kde hodnoty neznamého silového pusobeni vyfeSené s
uvazovanim vlivu pouze ohybového momentu se liSily pouze v fadech setin procent, oproti
presného feseni s uvazovanim vlivu viech slozek VVU. Zanedbanim normalové a posouvajici
sily u stihlych prutt, doslo takto k vyraznému snizeni narocnosti analytického feseni, aniz by
doslo k znehodnoceni vysledka.

K ovéreni vysledka tfeti ulohy byl rovnéz vyuzit program ANSYS Workbench.
Numerické feSeni, oproti analytickému, pouze aproximovalo vyslednou hodnotu, a jeho
presnost byla zavisla na volbé velikosti kone¢nych prvka. Byly voleny prvky velikosti 5 a 20
mm.
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V piipadé prvka velikosti 20 mm, byla aproximace vyslednych hodnot nedostatecna a bylo
potteba prvky zjemnit. Protoze hodnoty vytfeSené analyticky byly zaokrouhleny na desetinna
mista, byla aproximace hodnot numerického feSeni s prvky velikosti 5 mm dostatecna.

Shrnutim celé problematiky 1ze na zavér uvést, ze 1 analytické feSeni pomérné narocnych
uloh s vys$sim stupném statické neurcitosti, 1ze znacné zjednodusit, pokud je znama zavislost
VVU na vn&j§im zatiZeni, tvaru a deformaci prutového télesa.
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Seznam pouzitych symboli a zkratek

Symboly

A [J] deformacni prace

A; bod nespojitosti

a [m] délkovy rozmér

b [m] Sitka pricného prafezu

d [m] prumeér pii¢ného prafezu

E [Pa] Youngtv modul

F [N] osaméla sila

Fy [N] silova vyslednice

fo [Pa] obecné napéti v fezu

G [Pa] modul pruznosti ve smyku

h [m] vyska pti¢ného prufezu

I [m*] polarni kvadraticky moment
Jy: )z [m*] osové kvadratické momenty
Ky [Nm?] tuhost pii¢ného priifezu

M [Nm] osaméla silova dvojice

M, [Nm] kroutici moment

M, [Nm] ohybovy moment

Momax [Nm] maximalni ohybovy moment
My, [Nm] momentova vyslednice

N [N] normalova sila

q [Nm™] liniova sila

r [m] polomér zakfiveni stfednice
S [m?] plocha p¥i¢ného prifezu

s [m] délka strednice

s [-] stupen statické neurcitosti
T,R téziste€ pricného prufezu

T [N] posouvajici sila

T, tenzor napéti

U, [m?] linearni moment k ose y

u [m] posuv

Vv slozka VVU

W [J] energie napjatosti

w [m] pruhyb

X,V 2 [m] souradnice kartézského souradnicového systému
B [-] tvarovy soucinitel pfi¢ného prafezu
4 stfednice

4 [rad] uhlové pretvoreni

o) [m] presah

£ [-] délkové pretvoreni

n [m] piicinkovy soucinitel

U (-] Poissonovo &islo

U [-] pocet neznamych vazbovych parametra
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(-]

[Pa]
[Pa]
[Pa]

[rad]
i [rad]

S8 Qe

RS SIS

ZKkratky

MKP
o.a.
0.8.

PP
SE
SR
VvUT
VVU

pocet pouzitelnych rovnic statické rovnovahy

silova soustava
normalové napéti
smykové napéti

smluvni hodnota smykového napéti

uhel natoCeni

polarni soufadnice
piicny prafez
linearné pruzné téleso
fez prutem

leva Cast prutu

metoda konec¢nych prvka
osa antimetrie

osa symetrie

prava cast prutu

pruznost a pevnost
staticka ekvivalence
staticka rovnovaha
vysoké uceni technické
vysledné vnitini ucinky
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