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Abstrakt

Cilem prace je vysvétlit dvojny integral a vytvorit soubor piikladd, tento soubor by mél slouzit

studentim 1. ro¢niki matematickych, technickych nebo ekonomickych obora.

Préce je rozdélena do dvou Casti. Prvni Cast je teoretickd, kde jsou vysvétleny metody vypocty
dvojného integralu a moznosti aplikace dvojného integralu. Druha Cast je prakticka Cast, ktera
navazuje na teoretickou Cast. 'V praktické Casti jsou feSené ptfiklady na jednotlivé metody

vypoctu a na jednotlivé aplikace dvojného integralu.
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Dvojny integral, dvojnasobny integral, aplikace integralu

Abstract

The goal of this thesis is to describe the double integral and to create a set of problems, this set

should be of use to first-year students of mathematics, technical or economic studies.

The thesis is divided into two parts. The first theoretical part focuses on describing methods of
calculating the double integral and the possibilities of its application. The second, practical part,
follows-up to the first part. The second part focuses on solving problems of each method of

calculating and on the application of the double integral.
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Uvod

Pro svou bakalafskou praci jsem si zvolil téma Dvojny integral. Cilem bakalafské prace je
vytvoftit soubor piikladu slouZici pfedevsim pro studenty prvnich rocniki matematickych obort
vysokych skol jako podpirny prostfedek pii studiu tohoto tématu. Zpracované teoretické
poznatky a praktické ptiklady jsou zalozeny na predpokladu, ze ¢tenar ovlada zakladni principy

a pravidla vypoctu jednoduchych integrala.

Motivaci pro zpracovani tohoto tématu je piedevs§im vytvoreni uceleného piehledu této
problematiky a navazujicich prikladi vCetné postupu jejich feSeni, vCetné vyuziti raznych
postupt vypoctu. Ambici této prace je pak usnadnit studentim prvnich ro¢niktt matematickych
obort vysokych skol studium v oblasti dvojnych integrala, a to jak prostiednictvim shrnuti

teoretickych poznatkt k tomuto tématu, tak i prostiednictvim feSenych prikladi.

Zpracovavané téma je rozdéleno na dva vétsi celky, a to na Cast teoretickou a cast praktickou.
V teoretické Casti budou nejprve v kratkosti shrnuty poznatky k jednorozmérnému integralu a
uvedena motivace k vypoctu dvojného integralu. Déle bude zaveden pojem dvojny integral a
zakladni definice a véty. Nasledné budou vysvétleny metody vypoctu dvojného integralu,
konkrétné metoda ptimého dosazeni, per partes a substituce. Pozornost bude vénovana jak
moznosti zadani v kartézskych soutadnicich, tak i v soufadnicich polarnich. Zavérem budou
popsany aplikace dvojného integralu, ktery lze vyuzit pro vypocet obsahu rovinného obrazce,

obsahu plochy, objemu valcového télesa, ¢i pro fyzikalni aplikace.

Prakticka ¢ast velice uzce navazuje na Cast teoretickou a vysvétlené metody v teoretické Casti
budou aplikovany na jednotlivé priklady. Prakticka cast je rozdélena na dvé kapitoly, pficemz
prvni z nich je vénovana piikladim vypoctu dvojného integralu pomoci piimého dosazeni,
metody per partes ¢i substituce. Ve druhé kapitole budou feSeny piiklady na obsah rovinného
obrazce, obsah plochy, objem valcového télesa a fyzikalni aplikace. Ptiklady jsou vytvoreny
tak, aby bylo mozné nazorné ukazat postup feSeni jak v kartézskych, tak i v polarnich

soufadnicich.



TEORETICKA CAST

Pro nasledné zavedeni pojmu dvojny integral je provedeno shrnuti zakladni poznatkt z oblasti
jednorozmérného integralu, byt tato prace predpoklada, ze je Ctenar s problematikou
jednorozmérnych integralt seznamen. Tato ¢ast je tedy vénovana pouze pfipomenuti, na které
dale navaze problematika dvojného integralu. Z tohoto divodu jsou v této Casti vénované

pfipomenuti jednorozmeérného integralu uvedeny véty bez dikazu.

Motivace a zavedeni jednouchého integralu je zaloZena na feSeni ulohy vypoctu obsahu
geometrického utvaru vymezeného grafem spojité nezaporné funkce f(x) na intervalu (a, b),
osou x a pfimkami o rovnicich x = a, x = b. V pfipad¢, Ze je dana funkce f(x) monotonni €i
linearni, tato uloha je zjednodusena na vypocet obsahu obdélniku (ve specialnim piipadé
Ctverce) ¢i lichobézniku (ve specialnim pfipadé trojuhelniku). V ptipadé, kdy je funkce f(x)

zadana obecné, je tato uloha feSitelna pomoci urcitého integralu.

Kwvili zaméfeni této prace na dvojna integral zde neni uvedena podrobna definice jednoduchého
integralu a jeho odvozeni. Nize jsou uvedena pouze ta tvrzeni, ktera v navazujicim textu

poslouzi pro odvozeni vypoctu a vlastnosti dvojného integralu.

Véta.! Necht je funkce f na intervalu {a, b) spojita nebo monoténni. Pak existuje integrdl této

funkce

b
f £(x) dx (1)

Tato véta o existenci jednorozmérného integralu pomérné piesné vymezuje, jaké vlastnosti
musi mit dana funkce, aby urcity integral existoval. Pozadavkem je predevsim jeji spojitost Ci
monotonnost na daném intervalu (a, b). Urcity integral bude také existovat v pfipadech, kdy
funkce f bude po Castech spojita (nebo analogicky po Castech monotonni). Vlastni vypocet

urcitého integralu je mozny pomoci nasledujici véty.

Véta.2 Necht' funkce f je integrovatelnd na intervalu {(a,b) a necht ma na intervalu {a,b)

(zobecnénou) primitivni funkci F. Potom plati

! VODSTRCIL, Petr a Jiti BOUCHALA. Integrdlni pocet funkci vice proménnych. Ostrava: VSB — Technicka
univerzita Ostrava, 2012. )
2 BRABEC lJiii, FrantiSek MARTAN a Zdenék ROZENSKY . Matematickd analyza I. Praha: SNTL, 1989.
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b
f f(x) dx = F(b) — F(a) 2)

Tato véta, tzv. Newtonuv-Leibniziv vzorec, je dalezita pro vypocet jednoduchého integralu,
nekdy je oznaCovana také jako véta o vypoctu Riemannova integralu pomoci primitivni funkce.
Zejména proto je také nazyvana zakladni vétou integralniho poétu.® Vlastnosti Riemannova

integralu Ize shrnout nasledujici vétou.

Véta. Necht jsou ddany funkce f, g, které jsou definované, omezené a integrovatelné na intervalu

(a, b). Pak plati:

b b b
[(arco + pg@)dx = a [ redx -+ [ g6 dx 3)
a , . ab a
ff(x)dx:ff(x)dx+ff(x)dx, a<c<b (4)
a a , C ,
F) < g0 = f f() dx < f g(x) dx (5)
b b
[ r@ax = [ireoras (©)

Ackoli bylo provedeno pfipomenuti jednorozmérného integralu jen velice strucn€, pro potieby
prace zaméfené na dvojny integral by mélo byt postacujici. V nasledujicich ¢astech prace je
popsana motivace a zavedeni pojmu dvojny integral, jeho zakladni vlastnosti, metody vypoctu

a také aplikace dvojného integralu.

Pro vypocet jak jednorozmérného, tak dvojného integralu se nelze obejit bez zakladnich
integracnich vzorci. Ty jsou sice odvoditelné, le¢ pii samotnych vypoctech se vychazi

z platnosti t€chto vztaht. Pro prehlednost jsou usporadany v nasledujici tabulce.

Tabulka 1 — Prehled zdkladnich integracnich vzorcii

Integracni vzorec Poznamka

dexzc (7)

3 JARNIK, Vojtéch. Diferencidlni pocet II . Praha: Academia, 1984.
8



fadx =ax+C (8)
xa+1
fxadx: +C x>0;a% -1 )
a+1
1
f;dx =In|x| + C x #0 (10)
fcosxdx:sinx+C (11)
fsinxdx:—cosx+C (12)
1
f ——dx = —cotgx + C x+ km;k €T (13)
sin? x
1 T
f ——dx =tgx+C x#+QRk+1)=;keL (14)
cos* x 2
fcoshxdx =sinhx + C (15)
fsinhx dx = coshx +C (16)
f ! dx =tghx+C (17)
coshz x &* T 81X
f ! d tghx + C 0 (18)
= — X
sinhzx coteh x
f ! d inx + C e(—11) (19)
X = arcsin x x €(—1;
N
1 X
f dx = arcsin—+ C x € (—a;a) (20)
a— x? a
1
f1+x2 dx = arctgx + C 2D
1 1 x
fa+x2dx:EaFCth+C a>0 (22)
ax
fa"dx:—+C a>0;a+1 (23)
Ina
fe"dx:e"+C (24)
Zdroj:*
4 Tabulkové integraly. [online]. 2023. [Cit. 2023-04-11]. Dostupné Z:

https://math.fel.cvut.cz/mt/txtd/3/txc3db3a.htm
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Pii vypoctu urCitého integralu je pak vyuzivan tzv. Newton-Leibniziv vzorec, ktery je

predmétem nasledujici véty.

Véta.® Necht je dana funkce f na (a, b) a funkce F, ktera je primitivni funkci k funkci f na

daném intervalu (a, b). Pro urity integral potom plati

b
f f() dx = [FOOIL = F(b) — F(a) (25)

1 Motivace a zavedeni pojmu dvojny integral

K vicerozmérné integraci obecné vede nékolik typd uloh, pficemz mezi zakladni z nich patfi
uloha o objemu a také uloha o hmotnosti. VySe byla v kratkosti popsana motivace vypoctu

jednorozmérného integralu jako urceni obsahu plochy

M={(x,y) ER*x €(ab),0<y < f(x)} (26)
vymezené grafem spojité nezaporné funkce f(x) na intervalu (a, b), osou x a pifimkami o
rovnicich x = a, x = b. Analogickou ulohou v prostoru je pak uloha urCeni objemu télesa P

pro nezapornou funkci f na I, kde I je podmnozinou R?:¢

P={(x,y,2) ER3(x,y) €E,0<z < f(x,¥)} (27)
Rada veliéin je pogitana jako nasobek uréitého parametru a obsahu oblasti. P¥ikladem mdZe byt
napiiklad vypocCet hmotnosti jako soucinu obsahu a plosné hmotnosti, vypocet objemu jako
soucinu vysky télesa a obsahu podstavy, nebo také naptiklad vypocet tlakové sily, které je dana
soucinem tlaku a obsahu. Tento pfistup je vyuzitelny, jestlize je sledovany parametr konstantni
na celé ploSe. V pripad¢, Ze tento parametr konstantni neni, jsou tyto ulohy fesitelné pomoci

dvojného integralu.’

Véta8 Necht' je dan uzavieny obdélnik T a na tomto uzaviceném obdélniku nezdaporna spojita
funkce f. Zobrazeni, které funkci [ na T priradi dvojndsobny integrdl, vyhovuje axiomiim

monotonie a aditivity. Hodnota nasobnych integrdlii tedy nezavisi na poradi integrace.

> BRABEC Jifi, Frantisek MARTAN a Zden&k ROZENSKY . Matematicka analyza I. Praha: SNTL, 1989.

6 BRABEC Jifi, Frantisek MARTAN a Zden&k ROZENSKY . Matematicka analyza I. Praha: SNTL, 1989.

7 MARIK, Robert. Dvojny integrdl. [online]. 2023. [Cit. 2023-04-11]. Dostupné z:
https://user.mendelu.cz/marik/mtk/mat-slidy/dvojny _integral.pdf

8 HAMHALTER, Jan a Jaroslav TISER. Integralni pocet funkci vice proménnych. 3. vydani. V Praze: Ceské
vysoké uceni technické, 2022. ISBN 978-80-01-06945-5.
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Diikaz. ® Dikaz 1ze rozdélit na dvé &asti, a to ovéfeni axiomu monotonie a ovéfeni axiomu
aditivity. Dukaz bude proveden pro jedno poradi integrace, a to proto, Ze se jedna o symetrické
zobrazeni. Pro ovéfeni monotonie definujme obdélnik H = (a;; b;) X (ay; by), ktery je

podmnozinou obdélniku T. Pak plati:

by / by by / by b,
f f flx,y)dy |dx < f f max(f)dy |dx = f max(f) (b, — ay)dx =
a; \a, a; \a a (28)
= max(f)(b; — az)(by — a;) = max(f) - Sy
kde Sy je obsah oblasti H. Obdobnym zptisobem plati:
by / b, by / b, by
f f flx,y)dy |dx = f f min(f)dy |dx = f min(f) (b, —a,)dx =
a; \a, a; \a a (29)
= min(f)(b; — az)(by — a;) = min(f) - Sy
Vyse uvedené dveé nerovnosti (28) a (29) davaji spole¢n€ axiom monotonie:
by / by
min(f) - Sy < f f f(x,y)dy |dx < max(f) - Sy (30)
a; \a;

Pro ovéfeni aditivity daného zobrazeni budou ovéfeny dva ptipady. Prvnim ptipadem je situace,
kdy obdélnik H = (ay; by) X (ay; b,) lze rozdélit na dva obdélniky H; = (ay;c;) X (ay; by)

a Hy, = (cq; b1) X (ay; by). Vtomto piipadé dvojnasobny integral pies obdélnik H je urCen

vztahem:
b1 b2 Cq bz bl b2
[ [raenavac= [ [ranayacs [ [ reyayax (31)
a; a; a; ap C1 a;

Druhym pfipadem je pak situace, kdy obdélnik H = (a;; b;) X (a,; b,) lze rozdélit na dva
obdélniky H; = (ay; b1) X (ay;cy) a Hy = (a;;by) X (cy; by). V tomto piipadé dvojnasobny

integral pres obdélnik H je urcen vztahem:

9 HAMHALTER, Jan a Jaroslav TISER. Integrdlni pocet funkci vice proménnych. 3. vydani. V Praze: Ceské
vysoké uceni technické, 2022. ISBN 978-80-01-06945-5.
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b1 bz b1 Cy b1 bz

| [ rewavas= [ [renayar+ [ | remdyas (32)

a; a, a; a, a; ¢

V obou piipadech je dvojnasobny integral, ktery pfislusi obdélniku H, souctem integrala pro
obdélniky H, a H,. Tim je doké4zano, ze dané zobrazeni také vyhovuje axiomu aditivity. Jelikoz
dané zobrazeni vyhovuje jak axiomu aditivity, tak i axiomu monotonie, vyplyva z této

skutecnosti, ze nezalezi na poradi integrace a plati

b, b, b, by
f f f(x,y) dy dx = f f f(x,y) dx dy (33)

Definice'’ Necht je ddna funkce f: R? — R a ddle necht je tato funkce spojita na uzaviceném
intervalu J. Pak je tato funkce integrovatelnd, a tedy existuje dvojny integrdl, ktery zapisujeme

ve tvaru

|| reyraxay
]

2 Vlastnosti dvojného integralu
Uvodem piipomefime n&které zakladni vlastnosti jednorozmérného integralu:

Véta. Necht jsou ddany funkce f, g, které jsou definované, omezené a integrovatelné na intervalu

(a, b). Pak plati:

b b b
[(arco + pg@)ax = [ r@y dx+ [ 9o ax (34)
’ b c ab ’
ff(x)dx:ff(x)dx+ff(x)dx, a<c<bh (35)
a a , C ,
f0) <900 = [ f@dr< [ @ dx (36)

10 VODSTRCIL, Petr a Jiti BOUCHALA. Integrdini pocet funkci vice proménnych. Ostrava: VSB — Technicka
univerzita Ostrava, 2012.
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b b
[ rwax| = [ir@ax

(37)

Obdobn¢ Ize také vymezit vlastnosti dvojnasobného integralu. Zakladni vlastnosti dvojného

integralu, které jsou nasledné pouzivany pro jejich vypocet, l1ze shrnou nasledujici vétou.

Véta.!' Necht jsou dany funkce f, g, kierd jsou integrovatelné na mnoziné M = {(x,y) € R?}.

Potom plati:
a)
Va € R: ff af (x,y) dxdy = aff f(x,y)dxdy
M M
b)

[ ey + gy axdy = || ey dudy + [[ gtx.y) dudy

M M M
c)pro M = M; U M,, pro které My N M, = 0 je

£ | ey dndy = 1{ f £(x,y) dxdy + 1{ f £(x,y) dxdy

d) plati-li, ze f(x,y) < g(x,y) provsechna (x,y) € M, pak plati také

| reey axdy < £ | 9y dxay

M

e)

| rey axay| < [[ 1oy dxay

M M

(38)

(39)

(40)

(41)

(42)

' DANECEK, Josef, Oldiich DLOUHY a Oto PRIBYL. Matematika II: studijni opory pro studijni programy s

kombinovanou formou studia. Brno: Akademické nakladatelstvi CERM, 2006. ISBN 80-7204-453-2.
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3 Metody vypoctu dvojného integralu

Metody vypoctu dvojného integralu je mozné rozdelit do tfi skupin. Prvni pfedstavuje primé
dosazeni, tedy pfipad, ktery vede na prevedeni dvojného integralu na dvojnasobny a déale na
néktery ze vztahu (7) az (24). Druhym piipadem je metoda per partes, tfetim a poslednim je pak

substituce, jejimz specialnim pripadem je transformace do polarnich soufadnic.

3.1 Primé dosazeni

VySe uvedena véta ,,Necht' je dan uzavieny obdélnik T a na tomto uzavieném obdélniku
nezdpornd spojita funkce f. Zobrazeni, které funkci [ na T priradi dvojndsobny integrdl,
vyhovuje axiomiim monotonie a aditivity. Hodnota nasobnych integrdlit tedy nezavisi na poradi
integrace. “ je ozna¢ovana také jako Fubiniova véta, ktera fika, Ze hodnota dvojného integralu
(nebo v obecnéjsim znéni hodnota nasobného integralu) nezavisi na poradi integrace. Pomoci
této véty je mozné provedeni vypoctu dvojného integralu na daném intervalu, a to pfevedenim
na dvojnasobny integral a jeho postupnou integraci. Pfi vypoctu mohou nastat dva ptipady, a to

ptipad, kdy je funkce integrovatelna na mnoziné

M ={(x,y) ER*x €(a,b) A g,(x) <y < g(x)} (43)
pficemz funkce g, i g, jsou na (a, b) spojité a zaroveri plati, ze g;(x) < g,(x). Je-li splnéno,
ze funkce f (x, y) je integrovatelna na intervalu (g, (x); g,(x)) prokazdé x € (a, b), 1ze dvojny

integral prevést na dvojnasobny integral pomoci vztahu

b / 92(x)
f f(x,y)dxdy = f f f(xy)dy | dx (44)
M a g1(x)

Druhym piipadem je pfipad, kdy je integrovatelna na mnoziné

M ={(x,y) ER:y €(a,b) A g;(x) < x < g(x)} (45)
pficemz funkce g, i g, jsou na (a, b) stejné jako v predchozim piipadé spojité a zaroveri plati,
ze g1(x) < g,(x). Je-li splnéno, ze funkce f(x,y) je integrovatelna na intervalu
(g1(x); g2(x)) pro kazdé y € (a, b), lze dvojny integral prevést na dvojnasobny integral

pomoci vztahu

[ rey axay = fb ng(x)f(x,y) dx | dy (46)
M a \gi1(x)

14



Tyto dv€ moznosti se vzajemné nevylucuji a muze nastat i situace, Ze je funkce integrovatelna
na (43) a zarover je integrovatelna na (45). Tedy vlastni vypocet je mozny provést jak pomoci

vztahu (44), tak i pomoci vztahu (46).

3.2 Per partes

Pro pouziti metody per partes a odvozeni vztahu pro vypocet je mozné vyjit ze znalosti o

derivacich. Mame-li funkce f(x), g(x), mizeme zderivovat jejich soucin a provést nasledujici

tpravu:'?
(fx)g(x) = f(x)gk) + f(x)g' (%) (47)
fO)g' () =(f(x)g(x) — f(x)g(x) (48)
Obé¢ strany nyni zintegrujeme
[ r@gax = [ (Feg@) - r@gw)dx (49)
[ rg @ ax = [(Fageo)y dx- [ rage (50)
(51)

ff(x)g'(x) dx = f(x)g(x) — ff'(x)g(x)

Pii uziti metody per partes se vSak Castéji setkame se znaCenim u(x),v(x), namisto vyse
uvedeného znaCeni f(x),g(x). To v8ak bylo pouzito zejména ztoho divodu, Ze stimto
znaCenim byvaji definovany derivace funkci, ze kterych vySe uvedené odvozeni vychazi.

Shriime tedy metodu per partes.

Véta.'® Necht jsou dany funkce u(x), v(x) které jsou definovany na intervalu I a na tomto

intervalu maji také definovdny prvni derivace u’'(x), v'(x). Potom plati

fu(x)v'(x) dx = u(x)v(x) — fu’(x)v(x) (52)

3.3 Substituce

Ne vzdy je dvojny integral feSitelny pfimym dosazenim, resp. v nékterych pfipadech je

vhodnéjsi vyuziti jinych metod vypoctu. Mozny zpasob vypoctu predstavuje pouziti substituce,

12 KOLAR, Petr. Elektronickd ucebnice matematickych metod fyziky. [online]. nedatovano. [Cit. 2023-04-01].
Dostupné z: https://kdf.mff.cuni.cz/vyuka/matematicke_metody/materialy/Ucebnice_2.pdf
3 REKTORYS, Karel. Piehled uzité matematiky. Praha: Statni nakladatelstvi technické literatury, 1988.
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¢i vyuziti transformace do polarnich soufadnic, které je specialnim pfipadem vyuziti substituce

ve dvojném integralu.

Pro pfipomenuti se nyni vratme k substituci na jednorozmérném integralu. Uziti substitu¢ni

metody lze shrnout platnosti nasledujici véty.

Véta. Necht je ddana funkce @ a funkce f. Ddle necht funkce ¢ md na intervalu {a, b) spojitou
prvni derivaci a zobrazuje interval {a, b) do intervalu 1 € R a necht je funkce f spojitd na

tomto intervalu I € R. Potom plati:

B(b) b
| r@ax= | fow)- o' du (53)
a(a) a

Pro zavedeni substituce ve dvojném integralu je nejprve nutné zavedeni tzv. Jacobianu.

Véta.!5 Necht je ddno zobrazeni &:R? — R?, které je na prosté oteviené na mnoziné (2,,,, <
R? a je ddno ndsledujicimi rovnicemi

= o) &
tedy toto zobrazeni lze také zapsat jako ®(u, v) = (g1(u, v), g,(u, v)). Necht maji dale funkce
g1, g> na mnoziné Q,,, < R? spojité parcialni derivace 1. fadu. Pro kazdé (u, v) € My, je tzv.

Jacobian:

dg.(w,v) 9g,(u,v)

Ju v
uv) = #0 55
]( ) agZ (u) U) agZ (u) U) ( )
Ju v

Timto je zaveden Jacobian a pro uziti substituce ve dvojném integralu plati nasledujici véta.

Véta.!® Necht je ddna prostd oteviend mnozina 2,,,, € R%a zobrazeni &: R? — R?, které je na
mnoziné (b, ddano rovnicemi (66). Ddle necht My, € (), a také nechtM,, = ®(M,,,) a My,

Jsou uzaviené a méritelné a necht je dana funkce f, kterd je na M., spojita. Potom plati

4 VODSTRCIL, Petr a Jiti BOUCHALA. Integrdini pocet funkci vice proménnych. Ostrava: VSB — Technicka
univerzita Ostrava, 2012.

'S HAMHALTER, Jan a Jaroslav TISER. Integrdlni pocet funkci vice proménnych. 3. vydani. V Praze: Ceské
vysoké uceni technické, 2022. ISBN 978-80-01-06945-5.

16 DANECEK, Josef, Oldiich DLOUHY a Oto PRIBYL. Matematika II: studijni opory pro studijni programy s
kombinovanou formou studia. Brno: Akademické nakladatelstvi CERM, 2006. ISBN 80-7204-453-2.
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[| ey axay = ([ (g1 v2.9:000) - )l dudv (56)

Myy Myy
Jak jiz bylo vySe zminéno, specialnim pifipadem substituce je transformace do polarnich

soufadnic. Jedna se o substituci

X =p-CoS® (x=g1(P»<P))

. 57
y=p-sing (y=g.(p.9)) (>7)

kde p =2 0 A0 < ¢ < 2m. Tato substituce je uzivana predevsim v téch piipadech, kdy hranice
mnoziny, na které je integrovano, obsahuje kruznice, nebo jejich ¢asti. Nyni mizeme ukazat
pro tento typ substituce upraveny Jacobian a také upraveny vztah pro samotnou integraci

pomoci této substituce.!’

Pro urceni Jacobianu budou nejprve urceny jednotlivé parcialni derivace:

99:(p, ) _ cos
ap ¢
99:(p.9) _
30 p-sing
58
99:(p.9) _ (%)
ap ¢
09:p.0) _ | o
30 p " cos ¢

Jacobian v tomto pfipadé bude mit néasleduyjici tvar:

dg:(p, @) 9g:(p,p)

ap 09 cosgp —p-sing , iy
- = |si =p- + p - Sin =
692(p' (P) a9, (P, (P) singp p-cose prCcos” @ +p Q=p (59)
op 0

V piipadé transformace do polarnich soufadnic bude mit rovnice (56) nasledujici tvar:

|| renaxay = [[ 1(g.6.0.9:6.0)- Vo9 dp dop = (60)

Myy Mpe

7 HAMHALTER, Jan a Jaroslav TISER. Integrdlni pocet funkci vice proménnych. 3. vydani. V Praze: Ceské
vysoké uceni technické, 2022. ISBN 978-80-01-06945-5.

17



= f f(91(p. ), g2(p. @) - pdp d

Mpy

Dle vztahu (56) by ve vztahu vySe mélo odpovidat |/(p, @)| = |pl, jelikoz v8ak p > 0 neni zde

absolutni hodnota uvadéna, hodnota p je vzdy kladna.

4 Aplikace dvojného integralu

Aplikaci dvojného integralu existuje cela fada. Jak jiz vyplyva ze samotné definice dvojného
integralu a uvedené motivaci k jeho vypoctu, vypocet je mozné pouzit pro stanoveni obsahu
rovinného obrazce, obsahu plochy ¢i objemu valcového télesa. Mezi fyzikalni aplikace je pak
fazeno vypocet hmotnosti rovinného obrazce, statickych momentt, pomoci kterych je pak
momentu setrvacnosti pfi rotaci rovinného hmotného obrazce kolem osy x, y, nebo kolem osy

Z.

4.1 Obsah rovinného obrazce

Pro obsah rovinného obrazce je vyuzivan dvojny integral, pfiCemz integrovana funkce je

konstantni a je rovna jedné. Vztah pro vypocet uvadi nasledujici véta.

Véta.!8 Necht je dana spojitd mnozina M € R?, kterd je méfitelnd. Pro obsah S rovinného

obrazce, ktery je vvmezen mnozinou Mplati:

s = [[ dxay (61)
M

Pouze pro srovnani je mozno uvést, ze obsah plochy je fesitelny také pomoci jednoduchého
integralu. V pfipadé jednoduchého integralu je vSak dilezité si uvédomit, ze jednoduchy
integral udava obsah plochy pod kiivkou. V praktické ¢asti bude provedena ukazka vypoctu

pomoci jak dvojného, tak jednoduchého integralu.

18 VODSTRCIL, Petr a Jiti BOUCHALA. Integrdini pocet funkci vice proménnych. Ostrava: VSB — Technicka
univerzita Ostrava, 2012.
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4.2 Obsah plochy

Dvojny integral je také mozné vyuzit pro vypocet obsahu plochy v prostoru. K samotnému

vypoctu se pouzije nasledujici véta.

Véta. 1 Necht je dana neprazdna mnozina M € R?, ktera je uzaviena a méfitelna. Dale mé&jme
zobrazeni f:R? - R na oteviené mnozing (. € R?, pro které plati, e M € (), a tedy f m4 na

1 spojité parcialni derivace. Plocha 7 je definovana:

T={(xy,2) ER*:(x,y) EMAz=f(x,y)} (62)

jako graf funkce f. Obsah plochy 7 je dan vztahem

arGe M\ [(afGe M\
V(T)Iff 1+<—fgjcy)> +<—fgiy)> dx dy (63)
M

4.3 Objem télesa

V pfipadé vypoCtu obsahu rovinného obrazce byl vyuzivan dvojny integral, piiemz
integrovana funkce je konstantni a je rovna jedné. Obdobou je vypocet objemu télesa, které je

dano funkci, které je od jedné razna. Vztah pro vypocet uvadi nasledujici véta.
Véta. 2 M&jme ddno téleso T, pro které plati
T={(xv2 €R%(x,y) EMAO<z<[(x,y)}

pricemz mnozina M € R? je mé¥itelnd a uzaviend a ddle funkce f je spojitd a nezdpornd na

M € R2. Pro objemV télesa T plati:

V(T) = ff f(x,y) dxdy (64)
M

19 VODSTRCIL, Petr a Jiti BOUCHALA. Integrdini pocet funkci vice proménnych. Ostrava: VSB — Technicka
univerzita Ostrava, 2012.
20 VODSTRCIL, Petr a Jiti BOUCHALA. Integrdlni pocet funkci vice proménnych. Ostrava: VSB — Technické
univerzita Ostrava, 2012.

19



4.4 Fyzikalni aplikace

Vv

statickych momentd. Pro tento typ ulohy oznaéme na oblasti M hustotu funkci a(x,y). Pro

vypocet hmotnosti m daného rovinného utvaru plati vztah?!:

m= ff a(x,y)dx dy (65)
M

Pro vypocet tézisté je nutné nejprve urCeni statickych momentd oblasti M vzhledem k ose x
(staticky moment Sy) a ose y (staticky moment S,). Nize jsou uvedeny vztahy pro vypocet

statického momentu oblasti Mvzhledem k jednotlivym osam a také vztahy pro vypocet

Vv v

Staticky moment oblasti M vzhledem k ose x:

S, = ff yo(x,y)dx dy (66)
M

Staticky moment oblasti M vzhledem k ose y:

Sy = ff xo(x,y) dx dy (67)
M

Vv

(68)

(69)

Druhou aplikaci je pak vypocet momentu setrvacnosti rovinného obrazce pfi rotaci kolem osy
x (moment setrvacnosti I,), kolem osy y (moment setrvaCnosti I,,) a kolem osy z (moment
setrvacnosti I,). Pro tuto aplikaci opét predpokladejme hustotu oblasti M popsanou funkci
o(x,y). Moment setrvacnosti oblasti M pii rotaci kolem jednotlivych os uvadi nasledujici

vztahy.?

2 BRABEC Jiii, FrantiSek MARTAN a Zdenék ROZENSKY. Matematicka analyza II. Praha: SNTL, 1986.

2 BRABEC Jiii, FrantiSek MARTAN a Zdenék ROZENSKY. Matematicka analyza II. Praha: SNTL, 1986.

2 VODSTRCIL, Petr a Jiti BOUCHALA. Integralni pocet funkci vice proménnych. Ostrava: VSB — Technicka
univerzita Ostrava, 2012.
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Moment setrvac¢nosti oblasti M pfi rotaci kolem osy x:

I, = ff y?o(x,y) dx dy (70)
M

Moment setrvacnosti oblasti M pii rotaci kolem osy y:

I, = ff x%0(x,y)dx dy (71)
M

Moment setrvac¢nosti oblasti M pfi rotaci kolem osy z:

L=1L+I,= ff y2o(x,y)dx dy + ff x%0(x,y) dx dy
M M 72)

_ 2 2
L —g(x +y9o(x,y)dx dy
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PRAKTICKA CAST

S Vypocet dvojného integralu
Priklad.
Vypoctéte dvojny integral

ff xy? dxdy

M
na obdélnikové oblasti dané mnoziny M = (0; 1) X (3;6).
ReSeni.

Funkce f = xy? je spojita na celé oblasti M. Jelikoz se jedna o integraci na obdélnikové oblasti,
lze pro samotny vypocet vyuzit jak vztah (44), tak i vztah (46). Pro nazornost budou vyuzity

oba tyto vztahy. Mnozina M = (0; 1) X (3; 5) pfimo urcuje integra¢ni meze, pro které plati:

Prevedenim na dvojnasobny integral pomoci vztahu (44) tedy dostaneme:

1 6

ff xy? dxdy :f fxy2 dy |dx
M

0 3

V dal§im kroku provedeme integraci podle proménné y, tedy druhou proménnou x v tomto
kroku budeme povazovat za konstantu, kterou lze vytknout. Pro samotnou integraci v tomto

kroku vyuzijeme zéakladni integracni vzorec (9) pro nalezeni primitivni funkce k zadané funkeci:

1/6 1 346
2 _ y

f fxy dy dx—fxl?l dx

0 \3 0 3

V nasledujicim kroku bude pouzit vztah (25):
1 ) 6 1 & 33 1 1
fx? dx:fx 33 dx:fx(72—9)dx:f63xdx
0 3 0 0 0
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Nyni jsme ziskali urcity integral funkce o jedné proménné x. Opét mizeme konstantu vytknout

a pouzit zakladni integracni vzorec (9) pro nalezeni primitivni funkce.

X
0 0

Opét pouzijeme vztah (25) a upravime, ¢imz dostaneme konecny vysledek.

o] o ea (07 _63
2|, 2 2] 2

Vysledny zapis vypoctu tedy bude ve tvaru:

1/6 1 316 1 3 3
2 gy — 2 B I Y W L
xy“dxdy = xy“dy |dx = x\Z dx = | x 373 dx =
M 0 \3 0 3 0
1 1
= 72 —-9)dx = | 63xdx = 63 x21—63 v _o
_f“ )x_f rEER T\ 2) T2
0 0

Jelikoz nezalezi na poradi integrace, mizeme nazorn€ ukazat také vypocCet pomoci vztahu (46).

Pomoci tohoto vztahu prevedeme dvojny integral na integral dvojnasobny.

6 1

ff xy? dxdy :f fxy2 dx | dy
M

3 0

V dal§im kroku provedeme integraci podle proménné x, tedy druhou proménnou y v tomto
kroku budeme povazovat za konstantu, kterou lze vytknout. Pro samotnou integraci v tomto

kroku vyuzijeme zakladni integracni vzorec (9) pro nalezeni primitivni funkce k zadané funkeci:

6 /1 6 i
x

f fxy2 dx |dy = fyz [71 dy

3 \0 3 0

V nasledujicim kroku bude pouzit vztah (25):
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Nyni jsme ziskali ur€ity integral funkce o jedné proménné y. Opét mizeme konstantu vytknout

a pouzit zakladni integracni vzorec (9) pro nalezeni primitivni funkce.

[5o-3]

Opét pouzijeme vztah (25) a upravime, ¢imz dostaneme konecny vysledek.

31° 33\ 1 63
452 o8

Vysledny zapis vypoctu tedy bude ve tvaru:

6 /1 6 ) 6 6
52 y2

ffxyzdxdy:f fxyzdx dy:fy2l7l dy:fy2<———>dy:f7dy:
M 3 \0 3 0 3 3

6 6

fy % 63 33 I

2 ) 2
3

Jak je z predchoziho zifejmé, nezalezi na integracni cesté, tedy na poradi integrace. V nékterych

ptipadech vS§ak mize byt vyuziti jedné z integracnich cest vyrazné jednodussi nez vyuziti druhé.
Priklad.
Vypoctéte dvojny integral

[[x+3

M
kde oblast M je omezena pfimkami x = 1,y =1, x +y = 3.
Reseni.

Nejprve obdobné jako v predchozim piipadé urCime integracni meze. Z tohoto divodu budou

uréeny soutadnice praseciku jednotlivych pfimek. Oznacme tedy po fadé piimky
pix =1
qy =

rx+y=1
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Jeziegmé zepNnqg=R;R=[1;1],pNnr=0,Q =[2;1]agnr = P; P = [1; 2]. Pro danou
oblast plati, ze x € (1,2), tato oblast je zdola omezena pfimkou o rovnici y = 1, shora pak

ptimkou o rovnici y = 3 — x. Pro integra¢ni meze tedy bude platit:
1<x<2
1<y<3-—-x

Prevedenim na dvojnasobny integral pomoci vztahu (44) tedy dostaneme:

3—-x

2
-ng+3y:! 1f(x+3y)dy dx

V dal§im kroku provedeme integraci podle proménné y, tedy druhou proménnou x v tomto
kroku budeme povazovat za konstantu, kterou lze vytknout. Pro samotnou integraci v tomto
kroku vyuzijeme zakladni integracni vzorec (9) pro nalezeni primitivni funkce k zadané funkci,

nasledné pouzijeme vztah (25):

f f(x+3y)dy dx—flxy+3— dx =

2
—f x(3—x) + > X > ) dx =

2
3
f 3x—x +——9x—x—§ dx:f(—x2—7x—12) dx
1

Nyni jsme ziskali urcity integral funkce o jedné proménné x. Opét mizeme konstantu vytknout

a pouzit zakladni integracni vzorec (9) pro nalezeni primitivni funkce a dale upravit dle (25).

x3 x? 2
(x> —-7x—-12)dx=|-——-7-——12-x| =

3 2 L
2 7 2° 12 2+13+7 12+12 1= 149
3 2 3 2 6
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Priklad.
Zaménte poradi integrace pro dvojny integral

1 Vx

ff f dy dx

0 x
Re3eni.
Nejprve zjistime, na jaké mnozin¢ se integruje, tedy integracni meze, které byly zadany:
0<x<1
x<y< Vx

Uvedené podminky vymezuji danou oblast, pfi zmén¢ poradi integrace bude vnéjsi integrace
podle proménné y, namisto proménné x. Z grafu dané oblasti je zfejmé, ze pro proménnou y

bude platit 0 < y < 1. Pro proménnou x pak provedeme prepocet:
y=x—-x=Yy
y=vx-x=y?
Timto jsou jednoznacné€ uréeny meze dané oblasti
0<y<i1i
y2<x<y
a integral po zméné poradi integrace bude mit nasledujici tvar.
1y
f f fdxdy
0 y2
5.1 Piimé dosazeni
Priklad.

Vypocitejte dvojny integral

ff xy?dx dy
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kde mnoZina M je ohranigena piimkou o rovnici y = 2x — 2 a kiivkou o rovnici 2x = y?2.

ReSeni.
Pro zjisténi integracnich mezi budou zjistény priseciky pfimky o rovnici y = 2x — 2

s parabolou o rovnici 2x = y2.

2

y+2 y_2
2

y+2=1y?

yi=—-Ly,=2

Pruseciky maji soufadnice E ;— 1] a [2; 2]. Dvojny integral pfevedeme na dvojnasobny integral
tak, ze nejprve budeme integrovat podle x a nasledné podle y. Nejprve vSak ur¢ime integracni

meze

2 2 2 y+2
2 2
2 _ 2 _ Y . .2 _
xy“dxdy = xy“dx dy = x|, dy =
M -1y2 -1 v
2
2 2
2 2 2 2\ 2
_ [ (L (3’_”) Y (L __f 41 av3 1 av? — v6) du —
—f(z > >\T) =5 |0ty H Ay -y dy =
-1 -1
1y5 . 4y3 y7
—5[5” I
1/2° 4-2% 27 (-1)° 4(-1)3 (=17 531
Y 4 , - = & N V4 _
_2<5+2 T3 7 5~ D 3 7 ) 70
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5.2 Per partes
Priklad.

Spoctéte integral

[[5ava
- x
yy
M

. oy e . ., 1 v - . v/
kde oblast M je ohrani¢ena kiivkami o rovnicich y = SX =YX = 2. Uvazujte jen pro pripad
x=0.

Re3eni.
. w7 . W r w7 o . we 1
Nejprve ur¢ime integraéni meze, tedy urcime prinik kiivek y = —X =Y

—-_= X
x
X2=1=x=+1

Jelikoz uvazujeme piipad, kdy x > 0, bude jedinym feSenim x = 1. Integracni meze tedy

budou ohraniceny nasledovné:

1<x<?2

S<y<x

RlrF

Nyni pfistoupime ke integraci, a to prevedenim dvojného integralu na dvojnasobny dle vztahu

(46):

Dale pouzijeme metodu per partes, tedy uplatnime vztah (52)

fu(x)v'(x) dx = u(x)v(x) — fu'(x)v(x)
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vix . . ] L1, o
Pficemz polozime u = In x, v = 2x a prvni derivace budou mit tvaru” = VU= 2. Aplikujeme

(52):
z u=lnx v =2 21
fZlnxdx: 1 :2xlnx—f—-2xdy:
== v=2 x
1 X 1

2
:2xlnx—f2dy:[2xlnx—x]f:4ln2—2—21n1+1:4ln2—1
1

5.3 Substituce
Priklad.
Vypoctéte dvojny integral

2y
“dxd
ffxxy

M

kdeM ={(xy) eR%Z <y <xnl <y<a?

ReSeni.

Pro zavedeni substituce nejprve upravime nerovnosti urcujici mnozinu M:

x< < =>1<y<1
2=V =ETENS
x? 1y
—<y<xt=>-=-<=x<1
2 =V= 27 x% 7
Zavedeme nové promeénné, a to
Y _ Y
u==; v==5
x x

Plivodni proménné vyjadiime ze vztahil ze zavedeni novych proménnych

29



zobrazeni @ je tedy podle rovnic (54) dano

u u
x =g,(u,v) =>x:;=>gl(u,v) 25

u2 u2
y = gz(U,U) :>y :7:> gz(U,U) = 7

Dale pro vypocet Jacobianu nejprve urc¢ime jednotlivé parcialni derivace:

dg;(wv) 1

ou v
dg;(wv)  u
v v?

09,(w,v) 2u

Ju v
dg,(w,v) _ u’
v v?

Jacobian je dan vztahem (55)

agl(u)v) agl(u)v) 1 _i
_ ou ov _|v R
J(w,v) = ag,(w,v) dg,(w,v)| [2u u?l
ou ov v V2
1 u? 2u uy u? 2u? u? 0
=5\ w) T (R =mtEn?

Pro vypocet dvojného integralu vyuzijeme vztah (56):

2
u
2y 27
ff?d"dy: ff T
My v

Moy

u2
3

2u3
dudv = ff—gdudv =
v
M‘lHJ
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1 1
_ 2us o 1 1_ 5 1,3 1 1)
—! 1?du dv—[u]%[—44—v3]%— 2-1 —2(5) . + 13 =
2

Priklad.

Vypoctéte integral

ﬂ (x2 Jrzyz)2 dray
M
kde mnoZina M je omezena nasledujicimi kfivkami: x? + y? = x; x% + y? = 4x;y = x;
3y = xv/3.
Reseni.
Bude provedena transformace do polarnich soutfadnic. Polozme
X =p- COSQ
y=p-sing
Pro zjisténi mezi dosadime do rovnic omezujici mnozinu M vzhledem k neznamym x, y.
x2+y2=x= p?-cos?@+p?-sinfp =p-cose
x% +y? = 4x = p? - cos® @ + p?sinp =4p-cosg
y=x=p-cos@ =p-sing

V3 V3
3y=x\/§=>y:?x=>p-c03(p:?p-sin(p
Po uprave:
2, 2 2.¢in2¢m = p - —
percos‘ @+ prsin“p =prcos@ = p =cose
2, 2 2.6in2 ¢ — . —
pe-cos® @+ pc-sin“p =4p-cosp = p =4cosp

prcosg =p-sinpg =>tgp=1
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V3
p-cos<p:?p-sin(p=>tg(p=\/§

Mnozina M je ur¢ena v polarnich souradnicich omezenim:
arctgl < ¢ < arctgV3
cosp <p<4cos¢

, , , . T T . v , v v . v s
Prvni z uvedenych podminek lze upravit na tvar TSP=3 Jelikoz méame zji§tény integracni

meze, zname Jacobian dle (59), mizeme vyuzit vztah (60) pro vypocet:

fff(vay)dxdy: f f(91(p. ), 92(p. @) - pdp d

My Mpe
T
3 4cos@
ff 2 ixd —f f 2 dp dg =
Z+y2 T ((p-cos@)2 + (p-sing)2)z” PP =
M T cosg
T T T
3 4COS @ 3 4cos @ 3
2 2 4COS(p
= —pdpd :f f —dpd :f[__ do =
nf f zpapagp J 3 pap J 2p2 s @
T cosg 7 cose z

T T
3 4cos¢ 3
[ 2= [ (gt ) o
_n <P—n (4cosp)?  (cos)? =
4 4

T T
3 3
3 3 1 3 z 3 I I
:f do :é_Lf do :—[tan(p]% :Z(tang—tanz) =
n n
4 4

Priklad.

Vypoctéte dvojny integral



pficemz mnozina M je Ctvrtkruh se sttedem v pocatku o poloméru r = 1, ktery lezi v prvnim
kvadrantu. Reste pfevedenim na dvojnasobny integral a také pomoci transformace do polarnich

soufadnic.
Reseni.
Nejprve provedeme feSeni prevedenim na dvojnasobny integral podle (44). Pro urceni

integracnich mezi vyjdeme zrovnice kruZnice x2 + y? = r?

, vnasem pfipadé konkrétné
x?2 +y%2 =1. Vyjadiime y, &mz dostaneme y = V1 — x2. Dan4 oblast bude tedy shora
ohraniena kiivkou o rovnici y = V1 — x?, zdola bude ohrani¢ena ptimkou o rovnici y = 0.

Integracni meze budou ve tvaru

1V1-x2 21V1-%2
ffxzydxdy:f f xzydydxzflx2 %l dx =
M 0 0 0
1 1
V1—x2 02 1—x?
:f x? ( ) —x% — dx:f x? * ) dx =
2 2 2
0 0
1 1
11(2 PP S0 S AU S GO W
2) T3 T T2\3 75 37 5) 715

Nyni provedeme integrace pomoci transformaci do polarnich soutfadnic. Polozme

X =p-Ccosq
y=p-sing
dg.(p,®) 99:.(p,®)
/= agz(z/;, ®) nga((/[)), |~ Z(l)r? g ;p- ;lenf =p-costp+prsinfo=p

ap 310)
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Pro urceni integracnich mezi si staci uvédomit, ze pro ¢tvrtkruh bude p omezeno polomérem

daného ctvrtkruhu, dale pak ¢ bude omezeno thlem daného ctvrtkruhu, ktery se nachazi

v prvnim kvadrantu. Integracni meze tedy budou:

Provedeme transformaci a dale upravime

Vi Vi

12 12
ffxzydxdy:ffpz-coszfp-p-sin(ppd(pdp:ffp“-coszfp-sin(p dodp =

00 00

M
1
[
0

Pted dal§imi upravami provedeme integraci zavedenim nasledujici substituce

cos? @ -sing do dp

O —— i

P=cose t3 cos® @
fcoszfp-sinfpd<p= gt = — > do =—ft2dt=—§+cz— T +C
sin¢

a vratime se k pivodni integraci

1 1 1
cos® @ cos® @ cos® ) cos® 0
ol e e o 2o e D).
0 0 0
1

1 1
1 1[pS]" 1/1° 0%\ 1
4—— = — 4 = —|— = ———] = —
fp + dp 3]’) ap 3[5]0 3(5 5) 15
0

0

Jak je z vySe uvedeného zfejmé, pomoci obou metod jsme se dostali ke stejnému vysledku, byt
feSeni pomoci transformace do polarnich souradnic bylo co do uprav narocnéjsi, ackoli oblast,
na které bylo integrovano, byl ctvrtkruh. Neznamena tedy, ze je v pfipadech, kdy je integracni
oblast casti kruznice, musi byt feSeni pomoci transformace do polarnich souradnic vzdy

jednodussi. Nutné je také zohlednéni funkce, ktera ma byt v daném pfipad¢ integrovana.
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6 Aplikace dvojného integralu

6.1 Obsah rovinného obrazce
Priklad.

Vypocitejte obsah obdélniku, jehoz vrcholy maji nasledujici soutadnice:

A=[a;c]
B = [b; ]
C =[b;d]
D = [a;d]

Vyuzijte vypocet pomoci dvojného integralu, jednoduchého integralu, vysledek porovnejte se

vzorcem pro vypocet obsahu z planimetrie.
Re3eni.
Nejprve pouzijeme dvojny integral. Je zfejmé, Ze oblast je omezena pifimkami s rovnicemi x =
a,x =b,y = ¢,y = d, mizeme tedy zapsat integracni meze ve tvaru
a<x<bh
c<y<d
Pro vypocet obsahu plochy pouzijeme vztah (61) a nasledné pro upravu vztah (46):

b d b b b
S:ffdxdy:ffdydx:f[y]?dx:f(d—c)dx:(d—c)fdx:
M a a a a

=(d-0[x]§=(d-c)a—b)

Nyni mazeme ukazat vypocet pro jednoduchy integral. Obrazec je shora ohraniCen pfimkou o

rovnici y = d, zdola pak pfimkou o rovnici y = c. Pro integracni meze plati
a<x<b

obdobné jako tomu bylo u vypoctu dvojného integralu. Nyni mazeme pfistoupit k vypoctu
plochy, pficemz budeme od sebe odecitat obsahy dvou ploch — obsah plochy S, pod pfimkou
y = ¢ budeme odecitat od obsahu plochy S; pod ptfimkou y = d.

35



Po upravé ziskame
§=85-S=db—a)—c(b—a)=(b—a)(d—rc)

coz je vysledek stejny jako u dvojného integralu. V posledni Casti staci porovnat se vzorcem
z planimetrie. Pro strany obdélniku plati, ze velikost strany AB je dana rozdilem x-ovych
soufadnic téchto bodu, tedy |AB| = b — a, velikost strany BC je dana rozdilem y-ovych
soufadnic téchto bodd, tedy |BC| = d — c¢. Obsah obdélniku je dan jako

S=|AB|-|BC|=(b—a)(d—c)
Coz je totozny vysledek, jako v pfedchozich dvou postupech vypoctu.
Priklad.

Urcete obsah ¢tvrtkruhu o poloméru r = 2 se sttedem v pocatku, ktery lezi v prvnim kvadrantu.

Zjistény vysledek pomoci dvojného integralu porovnejte se vztahem z planimetrie.
Re3eni.

Pro vypocet pouzijeme dvojny integral, a tedy konkrétn€ vztah (61):

S(M) = ff dx dy
M

Vymezime plochu M a provedeme transformaci do polarnich souradnic. Podle bude platit

X =p-cosq
y=p-sing
dg.(p,®) 99:.(p,®)
J= ng(z,ﬁ,q)) agza((g,(p) = Z?rfg ;p_ 'CZ{SH(;P —p-cos?@+p-sing=p

ap dp
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Jelikoz se jedna o ctvrtkruh o poloméru r = 2 se stfedem v pocatku, ktery lezi v prvnim

kvadrantu, jsou tim 1 jednoznacné dany integrani meze:

0<p<?2
0< <n
<< >
Pro transformaci pouzijeme vztah (60):
T
2 2 2 2 2
z T T
S(M)=ﬂdxdy=ffp dfpd/):fp[q)]o dp:fp 5dp=§fpdp
M 00 0 0 0

Nyni pouZijeme vztah z planimetrie. Pro obsah kruhu plati, ze S = mr?, obsah &tvrtkruhu tedy

2
nr s , s v 7 ,
bude S = - Po dosazeni znamého poloméru r = 2 ziskame

6.2 Obsah plochy
Priklad.

Vypocitejte obsah, ktery ma plocha 7:x +y + z = 5 pfi ohraniCeni rovinami o rovnicich

x=1x=3,y=1y=3.
Re3eni.

Aby bylo mozné vyuzit vztah (63), je nutné danou plochu definovat jako funkci o dvou

proménnych. Vyjadiime tedy z rovnice plochy z:
xX+y+z=5=z=5—-x—y

Integracni meze lze zjistit z rovnic rovin, které¢ danou plochu ohranicuji (tedy x = 1,x = 3,

y = 1,y = 3). Pro integra¢ni meze plati:



Dale ur¢ime parcialni derivace

of (x,y) _
d0x =1

of (x,y) _
oy =-1

a nasledné dosadime do vztahu (63):

2 2
vr= [ oo (Z2) +(282) axay
M

V(T):ff\/1+(—1)2+(—1)2dxdy=ff\/?dxdy:f[\/gx]i dy =

(33 -V3) dy = (33 - v3) [ ay = (33 - VB =

(3V3-v3)(3-1) = 6vV3—2V3
6.3 Objem télesa
Priklad.

Urcete objem télesa ohrani¢eného rovinami x = 0,x = 3,y = 0,y = 3 a plochou o rovnici

x2

zZ = .
3+y?2

Reseni.

Integracni meze ze zadani:
0<x<3
0<y<3

Nyni miZzeme pouzit vztah (63) pro vypocet objemu télesa.

3 3 xz 3 1 x3 3
van = | reeyyaxay = [ [ Sardy = [ 35 H dy =
M 00

0
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Dale pouzijeme vztah (22) a dopocCitame

T

S w

3

9 1 p _9[1 tx]3_9(1 t3. 1 t0)_9171_
f3+y2y_ 3Areeg] T3 Arey T3 A83) = Y3y T
0

1 1 x
f sdx = —arctg—+C
a+x a a

Priklad.
Urcete objem elipsoidu s poloosami a = 1,b = 2,¢c = 3.
Re3eni.

Do obecné rovnice elipsoidu dosadime znamé hodnoty a nasledné vyjadiime z.

x2 yZ 2 x2 yZ 2
;+ﬁ+_2_1z>ﬁ+2_2+§_1
x2 yZ
z=3 1 12—?

Pro vypocet objemu elipsoidu vyuzijeme skuteCnosti, ze se jednad o dvojnasobek objemu
pulelipsoidu. Podstava tohoto pulelipsoidu lezi v rovin€ z = 0, pokud dosadime do rovnice

elipsoidu, ziskame rovnici elipsy ve tvaru

2 2
y
ztz=1
ze které mizZeme urcit integrani meze:
-1<x<1

—2J1—-x2 <y <2J1—x2

Nyni miZzeme pouzit vztah (63) pro vypocet objemu télesa.
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V(T)—fff(xy)dxdy—fo 1————dxdy_
1 2\/1 x2
’ 22 dy dx
—1 -2V1-x2
Timto jsme prevedli dvojny integral na dvojnasobny a integrujeme podle y. Ozna¢me
u=+1-—x?

PriCemz toto u je konstantni a nezaporné. Plati tedy

2V1—x2 2u
2 2 y2
1————dy— uz_z_zdy
—2/1—x2 —-2u

Dale zavedeme nasledujici substituci a upravime

2u % (2 )2
y? y = 2usint usint
2 _Z_ = 2_~ 7 =
f u dy = |dy—2ucostdt| f\/u 2 2ucostdt
s
2

-2U
r
2

3vu? —u?sin?t-2ucostdt = fS\/uZ(l—sinzt)-Zucostdt:
s

2

[l
|
Iﬁ\:wm

2

= 2u? | cos?tdt = 2u?

T
2
1 + cos(2t 1
%dt = 2u? 5 f(l + cos(2t)) dt =
T
2

|
N~ NE]
|
N S NE]

T

7
= 2f(1+ (2t)) dt = 2[1:+1 ' (21:)]7 = 2<n+1' +n L in( ))—
=Uu | COS =Uu 2Sll’l _%—u 2 2811’17’[ 2 2Sll’l T =
7

= mu? = (1 — x?)

Nyni se vratime k ptvodni integraci:
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V(T)—f f(xy)dxdy—6f f 1————dydx—6 n(l—xz)dx:

e b (1L (-3
= nlx—? = n( —?—(—1)+ 3 )-871

6.4 Fyzikalni aplikace

Priklad.

Stanovte souradnice t€zisté hmotného Ctverce, ktery je ohranien pfimkami o rovnicich x =
0,x = e,y =0,y = e. Hustota daného Ctverce je popsana funkci o(x, y) = 2% + 2xy.
Re3eni.

Nejprve urCime integracni meze. Tim, ze se jedna o Ctverec, je tento vymezen pfimkami dle

zadani, ze kterych jasné integracni meze vyplyvaji.

Vv v

jeho statické momenty vzhledem k ose x a také vzhledem k ose y. Nejprve vypocteme hmotnost
ctverce na zakladé vztahu (65), a to pfevedenim dvojného integralu na integral dvojnasobny, a

to pomoci vztahu (46):

e

m:ifa(x,y)dxdy:mzif(2x+2xy)dxdy:f 0](2"+2xy)dx dy

0

V dal§im kroku budeme integrovat podle proménné x, a tedy druhou proménnou y povazujeme
za konstantu. Pro integraci vyuzijeme zakladni integracni vzorec (23) a zakladni integracni

vzorec (9) pro nalezeni primitivnich funkei:

e e e Zx xz e

f f(2x+2xy)dx dy:f —+2y—| dy
In 2 2

0 \0 0 0

Pouzijeme Newton-Liebnitziv vztah (25) pro vypocet a nasledn€ upravime:
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(1222 = [(EorzyEm i 2y D)ty = [(El v ay)a
Oflnz Oy_oflnz mz" 72 y_of mz Y)Y

Podle vztahu (39) rozdélime na dva integraly, konstanty vytkneme pred integral a pouzijeme

zakladni integracni vzorce (8) a (9) pro vypocet primitivni funkce.
e
f( +4y>dy f 2 dy+f4ydy— STVE fdy+4fydy—
0

_26—1[]e+4y26
T Tlnz Yo 2|,

Pouzijeme (25) a dale upravime

2°—1 e 0? 2°—1
(60t ——)=e + 2¢e?

2 In2

Hmotnost daného ctverce je tedy

2¢ -1

2
™ + 2Ze

m=e

Osam. Nejprve tedy staticky moment S, vzhledem k ose x podle vztahu (66).

Sy = ff yo(x,y)dxdy = ff y(2¥ 4+ 2xy) dx dy = f (2%y + 2xy?) dx dy
M M M

Prevedeme na dvojnasobny integral podle (44) a dale upravime.

e

f (2%y + 2xy?) dx dy = f f(Z"y + 2xy?) dy |dx
M 0 \0

Provedeme integraci podle y, proménnou x v tomto kroku povazujeme za konstantu, kterou l1ze
spolu s dalsimi konstantami vytknout pfed integral. Rovnéz jako u vypoctu hmotnosti pomoci

vztahu (39) rozdélime na dva integraly. Nasledné pouzijeme vztah (25) a upravime.

e

e e e e
f(f(zxy+2xy2)dy>dx:f(zxfydy+2xfy2dy>dx:
0 \0 0 0

0
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Jepl ) [ (55 (5-5)e

0

e
f2x62+ ex)dx
0

Nyni opé€t pouzijeme pro integraci zakladni integracni vzorce (23) a (9), provedeme upravu dle

(25) a upravime.

e e e e

2 2 2" 2
f 2%e? + —e3x dx:ezfzxdx+—e3fxdx:e2 +=¢3
] 3 ] 3 ] In2 o 3

2 20N\ 2 _[e* 07 -1 1 2
— o2 Nl DN ¥ el I L5 _Z g3
¢ <ln2 ln2> 3¢ (2 2) “ "z "3° 73°

Staticky moment vzhledem k ose x je tedy:

e
x2

2

0

2 -1 1 2
_ 2 -5 %23
S,=e¢€ 2 +36 36

Nyni bude vypocten staticky moment S, vzhledem k ose y podle (67).

Sy, = ff xa(x,y)dx dy = ff x(2*¥ + 2xy)dx dy = f (2%x + 2x%y) dx dy
M M M

Prevedeme na dvojnasobny integral podle (44) a dale upravime.

e e

f (2%x + 2x%y) dx dy = f I(Z"x + 2x%y)dx | dy
M 0

Pro vypocet bude pouzita metody per partes pro vypocet prvni ¢asti integralu:

= = — X = — =
XX =1r=1 v=re| 2 ) in2 In2 In2 x
x2* 2% tC
In2 In22

Nyni se muzeme vratit k pivodnimu vypoctu.
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e

e
X e
f f(Z"x + 2x%y)dx |dy = f 2 + ny3] dy =
In2 n2 3 0
0 0

0

e

e
f 2 2 2 ., 0-20Jr 2° 2 00 )4 _f(e-ze 1—29+2 )d B
n2 InZ2 3°° "2 22 3’ Y= J\Um2 " m2z2 T3¢ )V T

0 0
e-2° +1—29 +1 42]3 e-2° +1—29 +1 .
—e = e et+—e"-e
m2” " mzz2” " 3°7 o In2 In2 2 3
2 e e
e“-2° (1-2%-e 1
S, = + +-e®
Y In2 In22 3°

Pro zjisténi soutadnic t€Zisté ¢tverce staci dosadit do vztahu (68) a (69):

S
T, ==~ T, =

Sx
m m

e?-2° (1-2%-e, 1, 229-1 1 5 2 3
;-2 " 2 "3° r_ % Tz "3° ~3°
1= 2¢ _ 1 5 2 23—1+2 2
e W) + 2e e—an e
Priklad.

Urcete momenty setrvacnosti ¢tverce vzhledem ose x, y a z. Tento Ctverec je tedy ohranicen
pfimkami o rovnicich = 0,x =2, y =0,y = 2 a jeho hustota je popsana funkci o(x,y) =

2xy? + 2x%y.
Reseni.

Nejprve urCime integracni meze. Tim, ze se jedna o Ctverec, je tento vymezen pfimkami dle

zadani, ze kterych jasné integracni meze vyplyvaji.
0<x<2
0<y<?2

Moment setrvacnosti pii rotaci kolem osy x bude stanoven na zékladé (70):
I, = ff y2a(x,y)dx dy = ff y2 (2xy? + 2x%y)dx dy = f Rxy* + 2x%y3) dx dy =
M M
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2 /2 2 , 32 2 , )
x x
= Qxy* +2x%y3)dx |dy = | |2y* =+ 2y3—=| dy = | |y*x? +=y3x3| dy =
y y 2 3 3 .
0 \0 0 0 0

Moment setrvacnosti pii rotaci kolem osy y dle (71):

L, = ff x%0(x,y)dx dy = ff x%(2xy? 4+ 2x%y) dx dy = ff (2x3y? + 2x*y) dx dy =
M M M

2
572

2 /2
x* x
:f f(2x3y2+2x4y)dx dy:fl2y2-1+2y-? dy =
0 \0 0

2 2
f 2 2 gy 22 g By —f(42+64 )d =
ity -yt oy g )dy = [ (i gy )dy =
0 0

44— | =4 .. B T

y3+64 y22 23 64 22 03 64 02_32 128 544
3520_352 3 5 2 3 5 15

Moment setrvacnosti pii rotaci kolem osy z dle (72):

111+544_131
15 15 3

I=L+1,=

Zavér

Tématem této bakalarské prace byl dvojny integral a jejim cilem bylo vytvofit soubor piiklada
slouzici predevsim pro studenty prvnich roc¢nikti matematickych oborti vysokych skol jako
podpirny prostiedek pii studiu tohoto tématu. Resené piiklady viak vyuZiji nejen studenti
prvnich ro¢niki matematickych oborti vysokych §kol, ale také studenti technickych ¢i dalSich

obort, v ramci jejichz studia je toto téma zahrnuto.
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V teoretické Casti byly nejprve pro uvedeni do problematiky shrnuty poznatky z oblasti feSeni
jednorozmérnych integralti. Jednalo se jak o samotné feSeni jednoduchych integralt, tak i

prehled zakladnich integracnich vzorct, které jsou dale v ramci zpracovavaného tématu
pouzity.

Byla provedena motivace vypoctu dvojnych integralti, a to na ptikladu tlohy o objemu.
Definovan byl dvojny integral, byly popsany jeho zakladni vlastnosti a také pravidla vypoctu.
Shrnuty byly také zakladni metody vypoctu dvojného integralu, a to prostrednictvim piimého
dosazeni, metody per partes a substitucni metody. Zavérem pak byly popsany mozné fyzikalni

aplikace dvojného integralu.

Prakticka ¢ast svou strukturou kopirovala teoretickou Cast tak, aby ctenar jednoduse dohledal
reSené priklady v praktické ¢asti, které odpovidaji popisované problematice v Casti teoretické.
Reseny byly zakladni ulohy vypodtu dvojného integralu na obdélnikové oblasti, na obecnd
zadané oblasti, provedena byla také ukazka vypoctu pomoci metody per partes, pomoci
substituce a také pomoci transformace do polarnich soufadnic jakozto specialni pfipad

substituce.

Vybrané ulohy byly feSeny dvojim zptisobem, tedy napiiklad pfimym dosazenim a substitucni
metodou. Toto feSeni bylo zamémeé zvoleno tak, aby bylo mozné ukazat riizné postupy a také

aby bylo moznost poukazat na mozné rozdily ve vypoctu a jeho naro¢nosti.
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