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Úvod

Hlavńım ćılem bakalářské práce je nastudovat a zpracovat nestandardńı
a neobvyklé metody použité při dokazováńı některých klasických matema-
tických tvrzeńı. Motivaćı k výběru tohoto tématu bylo seznámeńı se s knihou
Proofs from the Book a absence jej́ıho ekvivalentu v českém jazyce. Zdaleka
se však nejedná o jedinou publikaci, ze které jsem čerpal.

Ve většině př́ıpad̊u jsou d̊ukaz̊um jednotlivých tvrzeńı věnovány celé kapi-
toly. Pouze ve dvou př́ıpadech jsou v jedné kapitole uvedeny dva r̊uzné d̊ukazy
stejného tvrzeńı. Kapitoly, pokud je to nutné, zač́ınaj́ı definićı použitých
pojmů z př́ıslušných matematických discipĺın.

Důkazy jsem vybral podle svého uvážeńı, př́ıpadně na doporučeńı ve-
doućıho mé práce. Jedná se předevš́ım o d̊ukazy vět z teorie č́ısel, dále pak
algebry, kombinatoriky a teorie graf̊u.



1 Nekonečnost množiny prvoč́ısel

Č́ım jiným zač́ıt práci o zaj́ımavých d̊ukazech, než kapitolou o nekonečnosti
množiny prvoč́ısel. Ta fascinuj́ı matematiky již dva a p̊ul tiśıce let. Prvńı no-
toricky známý d̊ukaz, který podal Eukleides ve svých Základech, zde uvádět
nebudeme. Nejedná se totiž o nikterak nestandardńı d̊ukaz, ale o vyjádřeńı
naprosto přesné myšlenky, která jde př́ımo k jádru problému. Zájemc̊um o
problematiku tohoto d̊ukazu lze doporučit knihu [3].

Počet d̊ukaz̊u jistě převyšuje několik deśıtek, ale v této práci uvedeme
pouze dva z nich. Poznamenejme, že v celém textu budeme množinu všech
prvoč́ısel značit P.

1.1 Euler̊uv d̊ukaz

Prvńı d̊ukaz pocháźı od Leonharda Eulera1. Jedná se o použit́ı metody
odhadu pomoćı integrál̊u, která neńı nikterak složitá, a přesto nám dává
pozoruhodné výsledky.

Jádrem d̊ukazu jsou vhodné odhady funkce lnx. Vycházejme z rovnosti

lnn =

∫ n

1

1

t
dt.

Vid́ıme, že hodnota lnn vyjadřuje obsah plochy ohraničené grafem funkce
y = 1

t
, osou x a př́ımkami x = 1 a x = n (viz obrázek 1).

Obrázek 1: Geometrické znázorněńı lnn

1Leonhard Euler (1707-1783). Švýcarský matematik a fyzik, bývá považován za
nejvýznaměǰśıho matematika 18. stolet́ı.
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Daľśım krokem je uvědoměńı si geometrického významu součtu
∑n

k=1
1
k
,

který můžeme vidět na následuj́ıćım obrázku.

Obrázek 2: Geometrické znázorněńı
∑n

k=1
1
k

Porovnáme-li oba obrázky, vid́ıme, že plat́ı následuj́ıćı nerovnost:

n∑
k=2

1

k
>

∫ n

1

1

t
dt.

Ta je naš́ım hledaným, pro d̊ukaz dostačuj́ıćım odhadem.

D ů k a z. Necht’ P = {p1, p2, p3, . . .} je množina prvoč́ısel uspořádaných
podle velikosti. Dále necht’ π(x) := |{p ≤ x : p ∈ P}| pro x ∈ R je počet
všech prvoč́ısel, která jsou menš́ı nebo rovna x.

Budeme porovnávat plochu ohraničenou grafem funkce f(t) = 1
t

s horńı
schodovitou funkćı (viz obrázek 2). Pro n ≤ x < n+ 1 dostáváme

ln x ≤ 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ +

1

n− 1
+

1

n
≤

∑
p≤x

1

m
, (1)

kde v posledńı sumě sč́ıtáme přes všechnam ∈ N, která maj́ı pouze prvoč́ıselné
dělitele p ≤ x. Je zřejmé, že každé takové m můžeme jednoznačně napsat jako
součin

∏
p≤x p

kp . Pak ale vid́ıme, že posledńı sumu lze přepsat do tvaru

∏
p∈P
p≤x

(∑
k≥0

1

pk

)
.
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Všimněme si, že vnitřńı suma je geometrickou řadou s kvocientem 1
p
, jej́ı

součet je roven 1
1− 1

p

. Přepǐsme nerovnost (1) takto:

ln x ≤
∏
p∈P
p≤x

1

1− 1
p

=
∏
p∈P
p≤x

p

p− 1
=

π(x)∏
k=1

pk
pk − 1

.

Je zřejmé, že pk ≥ k + 1, a tedy

pk
pk − 1

= 1 +
1

pk − 1
≤ 1 +

1

k
=

k + 1

k
.

Můžeme odhadnout

ln x ≤
π(x)∏
k=1

k + 1

k
= π(x) + 1.

Vı́me, že funkce ln x je neomezená, a tedy ani jej́ı horńı odhad neńı ome-
zený. Z toho vyplývá, že i funkce π(x) je neomezená, a tedy P je nekonečná.

�

Všimněme si, že nám výše uvedený d̊ukaz dává metodu jak odhadnout,
kolik existuje prvoč́ısel menš́ıch než dané přirozené č́ıslo n.

1.2 Erdös̊uv kombinatorický d̊ukaz

Následuj́ıćı d̊ukaz využ́ıvá kombinatoriky a pocháźı od Paula Erdöse2.
Dokazuje dokonce mnohem v́ıce. Např́ıklad to, že řada

∑
p∈P

1
p

diverguje.

Připomeňme, že bxc znač́ı dolńı celou část č́ısla x.

D ů k a z. Necht’ p1, p2, p3, . . . jsou prvoč́ısla, která jsme seřadili vze-
stupně a dále předpokládejme sporem, že řada

∑
p∈P

1
p

konverguje. Muśı tedy
existovat č́ıslo k ∈ N takové, že

∑
i≥k+1

1

pi
<

1

2
. (2)

Nyńı si rozdělme prvoč́ısla do dvou množin, na
”
malá“ a

”
velká“. Malá

prvoč́ısla p1, p2, . . . , pk a pk+1, pk+2, . . . velká prvoč́ısla.

2Paul Erdős (1913-1996). Mad’arský matematik, zabýval se kombinatorikou, teoríı
graf̊u, č́ısel a daľśımi oblastmi matematiky. Jeden z nejvýznamněǰśıch matematik̊u 20.
stolet́ı.
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Z (2) plyne, že pro libovolné l ∈ N plat́ı:

∑
i≥k+1

l

pi
<
l

2
.

Označme lv počet kladných č́ısel n ≤ l, která jsou dělitelná alespoň jedńım
velkým prvoč́ıslem a lm počet kladných n ≤ l, která jsou dělitelná pouze
malými prvoč́ısly. Ukážeme, že pro určité l plat́ı

lm + lv < l,

což bude spor, protože podle definice muśı pro všechna l platit

lm + lv = l.

Chceme tedy odhadnout lm a lv. Všimněme si, že b l
pi
c je počet kladných

n ∈ N, n ≤ l, která jsou násobkem pi. Tud́ıž z (2) dostáváme

lv ≤
∑
i≥k+1

⌊
l

pi

⌋
<
l

2
. (3)

Nyńı potřebujeme odhadnout lm. Každé n ≤ l, které má pouze malá
prvoč́ısla jako dělitele, naṕı̌seme ve tvaru n = anb

2
n, kde an neńı čtvercem

žádného č́ısla. Tud́ıž an je součinem r̊uzných malých prvoč́ısel. Takových an
je 2k. Počet č́ısel bn lze odhadnout:

bn ≤
√
n ≤
√
l,

a tedy

lm ≤ 2k
√
l.

Jelikož (3) plat́ı pro libovolné l, zbývá naj́ıt takové č́ıslo l, pro které

2k
√
l <

l

2
,

neboli

2k+1 <
√
l.

Stač́ı položit l = 22k+2, a dostaneme spor.

�
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2 Eulerova řada

Je dobře známo, že nekonečná řada
∑

n≥1
1
n

(tzv. harmonická řada) di-
verguje. Lze to lehce dokázat např. použit́ım integrálńıho kritéria. Nicméně je
velmi zaj́ımavé, že nekonečná řada převrácených mocnin kvadrát̊u přirozených
č́ısel dává pozoruhodnou hodnotu. Plat́ı totiž následuj́ıćı vztah:

∑
n≥1

1

n2
=
π2

6
.

Na tento d̊uležitý výsledek přǐsel roku 1734 Leonhard Euler.

2.1 Důkaz pomoćı dvojného integrálu

D ů k a z. Provedeme d̊ukaz pocházej́ıćı od Williama J. LeVequa3,
který se objevil jako cvičeńı v jeho knize o teorii č́ısel z roku 1956. Hlavńı
myšlenkou je zde dvoj́ı r̊uzný výpočet dvojného integrálu

I :=

∫ 1

0

∫ 1

0

1

1− xy
dx dy.

V prvńım př́ıpadě vyjádř́ıme 1
1−xy jako geometrickou řadu a integrujeme:

I =

∫ 1

0

∫ 1

0

1

1− xy
dxdy =

∫ 1

0

∫ 1

0

∑
n≥0

(xy)ndxdy =
∑
n≥0

∫ 1

0

∫ 1

0

xnyndxdy =

=
∑
n≥0

(∫ 1

0

xndx

)(∫ 1

0

yndy

)
=
∑
n≥0

[
xn+1

n+ 1

]1
0

[
yn+1

n+ 1

]1
0

=

=
∑
n≥0

1

n+ 1

1

n+ 1
=
∑
n≥0

1

n+ 12 =
∑
n≥1

1

n2
.

Toto vyč́ısleńı nám ukazuje, že uvedený dvojný integrál je konečný.

3William Judson LeVeque (1923–2007). Americký matematik, který se zabýval
předevš́ım teoríı č́ısel. V 70. a 80. letech byl výkonným ředitelem American Mathema-
tical Society.
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Obrázek 3: Prvńı vyč́ısleńı dvojného integrálu

Nyńı provedeme výpočet I jiným zp̊usobem. Změńıme souřadnice takto:

u =
x+ y

2
; v =

x− y
2

.

Původńı čtverec se transformuje na menš́ı a pootočený o 45◦ (viz obrázek 4).

Obrázek 4: Transformace souřadnic

Provedeme-li substituci x = u− v a y = u+ v, dostaneme
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1

1− xy
=

1

1− u2 + v2
.

Spoč́ıtejme Jakobián této transformace. Označ́ıme-li g : x = u − v a
h : y = u+ v, dostaneme Jakobián ve tvaru

J =

∣∣∣∣∣ dgdu dg
dv

dh
du

dh
dv

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣1 −1

1 1

∣∣∣∣∣ = 2.

Součin diferenciál̊u dxdy se tedy transformuje na 2 dudv. Uvědomme si, že
d́ıky symetrii oblasti integrace (viz obrázek 4) lze integrovaný výraz přepsat
na tvar

I = 4

∫ 1
2

0

(∫ u

0

dv

1− u2 + v2

)
du+ 4

∫ 1

1
2

(∫ u

0

dv

1− u2 + v2

)
du.

Lze si všimnout, že můžeme použ́ıt vzorec

∫
dx

a2 + x2
=

1

a
arctg

x

a
+ C.

Dostaneme tedy vyjádřeńı ve tvaru

I = 4

∫ 1
2

0

1√
1− u2

arctg

(
u√

1− u2

)
du︸ ︷︷ ︸

I1

+ 4

∫ 1

1
2

1√
1− u2

arctg

(
1− u√
1− u2

)
du︸ ︷︷ ︸

I2

.

Vypoč́ıtáme každý z integrál̊u zvlášt’.

I1 = 4

∫ 1
2

0

1√
1− u2

arctg

(
u√

1− u2

)
du =

∣∣∣∣∣∣∣∣
u = sin z

du = cos z dz
u = 1

2
z = π

6

u = 0 z = 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= 4

∫ π
6

0

cos z dz√
1− sin z2

arctg

(
sin z√

1− sin z2

)
= 4

∫ π
6

0

arctg

(
sin z

cos z

)
dz =

12



= 4

∫ π
6

0

z dz = 2
[
z2
]π

6

0
=
π2

18
.

Nyńı vypočtěme I2:

I2 = 4

∫ 1

1
2

1√
1− u2

arctg

(
1− u√
1− u2

)
du =

∣∣∣∣∣∣∣∣
u = sin z

du = cos z dz
u = 1 z = π

2

u = 1
2

z = π
6

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= 4

∫ π
2

π
6

arctg

(
1− sin z

cos z

)
dz = per partes

∣∣∣∣f = arctan
(
1−sin z
cos z

)
f ′ = −1

2
dz

g = z g′ = dz

∣∣∣∣ =

=

[
4v arctg

(
1− sin z

cos z

)]π
2

π
6

+ 2

∫ π
2

π
6

z dz = −π
2

9
+ 2

[
z2

2

]π
2

π
6

= −π
2

9
+ 2

π2

9
=
π2

9
.

Sečteme-li I1 a I2, dostaneme hledanou hodnotu I:

I =
π2

18
+
π2

9
=
π2

6
.

Porovnáńım obou zp̊usob̊u výpočtu I dostaneme dokazované tvrzeńı.

�

2.2 Důkaz algebraický

Po d̊ukazu, ve kterém jsme pracovali s transformacemi souřadnic, ukážeme
d̊ukaz v́ıce algebraický. Prvńı zmı́nka o něm pocháźı z knihy Challenging
Mathematical Problems with Elementary Solutions, jej́ımiž autory jsou bratři
Akiva4 a Isaak5 Yaglom. Kniha byla poprvé vydána v roce 1954. Důkaz byl
později zapomenut, aby mohl být v 80. letech znovu objeven.

4Akiva Moiseevich Yaglom (1921- 2007). Ruský fyzik, matematik, statistik a meteoro-
log, proslavil se svou praćı ve statistické teorii turbulenćı a teorii náhodných proces̊u.

5Isaak Moiseevich Yaglom (1921 - 1988). Ruský matematik a autor populárńıch mate-
matických knih.
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D ů k a z. Myšlenka d̊ukazu spoč́ıvá v ohraničeńı uvažované sumy zdola
i shora výrazy konverguj́ıćımi k uvedeném součtu.

Necht’ x je reálné č́ıslo z intervalu 0 < x < π
2

a n necht’ je liché přirozené
č́ıslo. Z Moivreovy věty a definice funkce kotangens dostáváme

cos(nx) + i sin(nx)

sinn x
=

(cosx+ i sinx)n

sinn x
=

(
cosx+ i sinx

sinx

)n
= (cotg x+ i)n.

Nyńı uvažujme binomický rozvoj posledńıho výrazu:

(cotg x+ i)n =

(
n

0

)
cotgn x+ . . .+

(
n

n− 1

)
(cotg x)in−1 +

(
n

n

)
in.

Ten má po rozděleńı na reálnou a imaginárńı část tvar

[(
n

0

)
cotgn x−

(
n

2

)
cotgn−2 x± . . .

]
+

+i

[(
n

1

)
cotgn−1 x−

(
n

3

)
cotgn−3 x± . . .

]
.

Porovnáńım imaginárńıch část́ı obou rovnost́ı dostaneme

sin(nx)

sinn x
=

[(
n

1

)
cotgn−1 x−

(
n

3

)
cotgn−3 x± . . .

]
.

Vezměme tuto identitu a zvolme kladné č́ıslo m tak, že n = 2m + 1.
Uvažujme xr = rπ

2m+1
pro r = 1, 2, . . . ,m. Pak je vidět, že nxr je násobkem π,

a tud́ıž je pro něj hodnota funkce sinus rovna nule. Po dosazeńı dostáváme

0 =

(
2m+ 1

1

)
cotg2m xr −

(
2m+ 1

3

)
cotg2m−2 xr ± . . .+ (−1)m

(
2m+ 1

2m+ 1

)
.

Hodnoty x1, x2, . . . , xm jsou č́ısla z intervalu (0, π/2). Jelikož funkce cotg2 x
je na tomto intervalu prostá (viz obrázek 5), č́ısla tr = cotg2 xr jsou r̊uzná
pro r = 1, 2, . . . ,m.

Pod́ıváme-li se na posledńı rovnost, vid́ıme, že tato č́ısla jsou kořeny po-
lynomu m-tého stupně

p(t) :=

(
2m+ 1

1

)
tm −

(
2m+ 1

3

)
tm−1 ± . . .+ (−1)m

(
2m+ 1

2m+ 1

)
.
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Obrázek 5: cotg2 x na intervalu (0, π/2)

Použit́ım Viètových vztah̊u źıskáme součet kořen̊u ve tvaru

cotg2 x1 + cotg2 x2 + . . .+ cotg2 xm =

(
2m+1

3

)(
2m+1

1

) =

(2m+1)!
6(2m−2)!
(2m+1)!

2m!

=
2m(2m− 1)

6
.

Nalezli jsme jeden ohraničuj́ıćı výraz. Funkce kosekans se dá v závislosti
na funkci kotangens vyjádřit takto:

cosec2 x =
1

sin2 x
=

sin2 x+ cos2 x

sin2 x
= 1 +

cos2 x

sin2 x
= 1 + cotg2 x.

Použit́ım výše uvedeného vztahu dostáváme

cosec2 x1 + cosec2 x2 + . . .+ cosec2 xm =
2m(2m− 1)

6
+m =

2m(2m+ 2)

6
.

Nyńı použijeme následuj́ıćı nerovnost pro 0 < x < π
2
:

0 < sin2 x < x2 < tan2 x.

Tud́ıž pro převrácené hodnoty dostáváme na uvedeném intervalu nerovnost

cotg2 x <
1

x2
< cosec2 x.

15



Sečteńım posledńıch nerovnost́ı pro všechna č́ısla xr = rπ
2m+1

s využit́ım
uvedených ohraničeńı dostaneme nerovnosti

2m(2m− 1)

6
<

(
2m+ 1

π

)2

+ . . .+

(
2m+ 1

mπ

)2

<
2m(2m+ 2)

6
.

Dále uprav́ıme nerovnosti do požadovaného tvaru. Vynásob́ıme je výrazem
π2

(2m+1)2
a dostaneme

π2

6

(
2m

2m+ 1

)(
2m− 1

2m+ 1

)
< 1 +

1

22
+ . . .+

1

m2
<
π2

6

(
2m

2m+ 1

)(
2m+ 2

2m+ 1

)
.

V limitě m jdoućı k nekonečnu posloupnosti na pravé i levé straně nerovnost́ı
konverguj́ı k π2

6
. Podle věty o třech limitách plat́ı, že

∞∑
k=1

1

k2
= lim

m→∞

(
1 +

1

22
+

1

32
+ . . .+

1

m2

)
=
π2

6
.

�
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3 Fermatova věta

Neńı téměř možné psát o d̊ukazech z teorie č́ısel a nenarazit na alespoň
jednu hypotézu, pod ńıž by nebyl podepsán Pierre de Fermat6. Podrobný
d̊ukaz jednoho z Fermatových tvrzeńı, který si ukážeme, pocháźı od Leon-
harda Eulera. V následuj́ıćım textu budeme největš́ı společný dělitel č́ısel a
a b značit takto (a, b).

Věta 1 (Fermatova) 7 Čı́slo ve tvaru p = 4k+ 1 je prvoč́ıslem, právě když
jej lze jednoznačně vyjádřit jako součet dvou nesoudělných kvadrát̊u.

Uved’me nejprve následuj́ıćı pomocná tvrzeńı, která později v d̊ukaze použijeme:

Věta 2 (Eukleidova) Je-li p prvoč́ıslo a p | ab, pak p | a nebo p | b.

D ů k a z. Předpokládejme, že p - a, což znamená, že (a, p) = 1. Pak ale
existuj́ı celá č́ısla u, v taková, že au+pv = 1. Vynásob́ıme-li posledńı rovnost
č́ıslem b, dostaneme abu+ pbv = b. Nyńı je vidět, že pokud p | ab, pak i p | b.

�

Věta 3 (malá Fermatova věta) Jestlǐze a ∈ Z a p je prvoč́ıslo, pak
p | (ap − a).

Poznamenejme, že d̊ukaz̊u malé Fermatovy věty existuje celá řada. My
si ukážeme d̊ukaz kombinatorický, ve kterém budeme poč́ıtat, kolik lze z p
korálk̊u o a barvách vytvořit náramk̊u.

D ů k a z. Vezměme si p korálk̊u a skládejme je za sebe do řady. V každém
kroku máme možnost volit z a barevných variant. Takových řad nám tedy
vznikne ap. Uvědomme si, že v tomto počtu jsou zahrnuty i řady obsahuj́ıćı
pouze jednobarevné korálky, kterých je a. Z toho vyplývá, že počet řad, které
nejsou jednobarevné, je ap − a.

Nyńı tyto řady spojme do ap − a r̊uznobarevných náramk̊u. Všimněme
si, že po spojeńı dostáváme ke každému náramku p − 1 náramk̊u, které se
lǐśı pouze t́ım, že jsou pootočené. Každý r̊uznobarevný náramek odpov́ıdá p
r̊uzným řadám.

6Pierre de Fermat (1601 - 1665). Francouzský právńık a matematik, spoluzakladatel
teorie č́ısel a teorie pravděpodobnosti, zabýval se matematickou analýzou a analytickou
geometríı, je autorem jednoho z nejznáměǰśıch tvrzeńı z teorie č́ısel - tzv. Velké Fermatovy
věty, kterou roku 1995 dokázal Andrew Wiles.

7Někdy bývá označována jako
”
vánočńı“ věta viz [8],[13].
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Obrázek 6: Ukázka pro př́ıpad a = 2 a p = 3

V tom př́ıpadě dostáváme pouze

(ap − a)

p

od sebe odlǐsitelných náramk̊u. Toto č́ıslo je přirozené, a proto p děĺı (ap−a).

�

Posledńı d̊uležitou součást́ı d̊ukazu Věty 1 jsou tzv. Viètovy identity

(a2 + b2)(c2 + d2) = (ac+ bd)2 + (ad− bc)2 = (ac− bd)2 + (ad− bc)2,

které použijeme hned několikrát. Tyto identity použil ve svém prvńım d̊ukaze
i Fermat, který byl Viètovou praćı ovlivněn. Nyńı provedeme d̊ukaz Věty 1:

D ů k a z. Rozděĺıme jej na dvě části. Nejdř́ıve dokážeme jednoznačnost
a poté existenci uvedeného rozkladu.

Předpokládejme, že prvoč́ıslo p = 4k + 1 se dá zapsat jako součet ne-
soudělných čtverc̊u dvěma zp̊usoby:

p = a2 + b2 = c2 + d2. (4)
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Pak

a2d2 − b2c2 = a2(a2 + b2 − c2)− b2(c2 + d2 − a2) = a2(a2 + b2)− c2(c2 + d2) =

= a2p− c2p = p(a2 − c2).
Odkud plyne, že p | (ad− bc)(ad+ bc). Pokud by byly obě závorky dělitelné
p, pak by musel být p dělitelný i jejich součet, a tedy p | 2ad, z čehož plyne,
že p | a nebo p | d. Pak ale z (4) plyne, že také p | b nebo p | c, což by byl
spor s předpokladem (a, b) = (c, d) = 1.

Vezměme dále součin dvou vyjádřeńı č́ısla p dle (4):

p2 = (a2 + b2)(c2 + d2).

Tuto rovnost můžeme pomoćı Viètových identit přepsat na

p2 = (ac± bd)2 + (ad± bc)2. (5)

Vı́me, že nastane jediná z možnost́ı: bud’ p | (ad− bc) nebo p | (ad+ bc).
Pod́ıvejme se na prvńı z nich. Je-li p | (ad − bc), pak p2 | (ad − bc)2. Z
vyjádřeńı (5) plyne, že p2 | (ac+ bd)2. Rovnost (5) můžeme vydělit p2:

1 =
(ac+ bd)2

p2
+

(ad− bc)2

p2
.

Pak ad− bc = 0, a tedy ad = bc. Jelikož (a, b) = (c, d) = 1, pak i a | c, c | a
a odtud již a = c, b = d.

Uvažujme druhou možnost: p | (ad+ bc). Pak p2 | (ad+ bc)2. Stejně jako
v předchoźım př́ıpadě vyděĺıme rovnost (5) p2:

1 =
(ac− bd)2

p2
+

(ad+ bc)2

p2
.

Pak ac − bd = 0, a tedy ac = bd. Vid́ıme, že a | d, d | a a odtud a = d,
b = c. Máme tedy dokázanou jednoznačnost a nyńı zbývá dokázat, že takový
rozklad existuje.

Z Fermatovy věty plyne, že každé č́ıslo ve tvaru 4k + 1, které je součtem
čtverc̊u, má pouze prvoč́ıselné dělitele dávaj́ıćı zbytek 1 po děleńı 4. Vezměme
si dvě taková prvoč́ısla p1 = a2 + b2 a p2 = c2 + d2, kde a > b > 0, c > d > 0.
Vynásobeńım a přepsáńım opět dle Viètových identit máme

p1p2 = (ac± bd)2 + (ad± bc)2.
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Nyńı stač́ı dokázat, že

(ac+ bd)2 > (ac− bd)2, (ac+ bd)2 > (ad± bc)2.

Prvńı nerovnost vyplývá př́ımo z požadavku na nenulovost č́ısel a, b, c, d.
Dokážeme, že

ac+ bd > ad+ bc > ad− bc.

Nerovnost ad + bc > ad− bc plyne př́ımo z podmı́nek a > b > 0, c > d > 0.
Zbývá dokázat platnost ac+ bd > ad+ bc. Postupnými úpravami dostaneme
nerovnost

ac+ bd− ad− bc > 0,

−a(d− c) + b(d− c) > 0,

(d− c)(b− a) > 0.

Posledńı rovnost opět plyne z požadavk̊u na vlastnosti č́ısel a, b, c, d. Pro daľśı
prvoč́ısla, která dávaj́ı zbytek 1 po děleńı 4, bychom opět dostali rozklady
alespoň dvěma zp̊usoby.

�
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4 Cayleyho věta o počtu stromů

Věta, jej́ıž d̊ukaz si v této kapitole uvedeme, patř́ı ke klasickým tvrzeńım
teorie graf̊u. Jej́ım autorem je Arthur Cayley8. Existuje mnoho r̊uzných a
r̊uzně složitých d̊ukaz̊u, z nichž většina je založena na indukci nebo na nale-
zeńı jisté bijekce. Následuj́ıćı d̊ukaz je zaj́ımavý t́ım, že je zde použita metoda
dvoj́ıho poč́ıtáńı. Přǐsel na něj Jim Pitman, profesor z Kalifornské univerzity
v Berkeley. Je také ukázkou toho, že i k dávno dokázaným tvrzeńım se dá
zkonstruovat jednoduchý d̊ukaz použit́ım nových myšlenek. Než začneme s
d̊ukazem, definujme některé nezbytné pojmy.

Definice 1 Prostý orientovaný graf G je dvojice (V,E), kde V je
množina vrchol̊u grafu G a E, která obsahuje uspořádané dvojce prvk̊u z
V (E ⊆

(
V
2

)
), se nazývá množina orientovaných hran grafu G.

Značeńı hrany orientovaného grafu je znázorněno na obrázku 7.

Obrázek 7: Orientovaná hrana

Definice 2 Cestou v grafu G = (V,E) označujeme posloupnost

P = (v0, e1, v1, . . . , en, vn),

pro kterou plat́ı ei = (vi−1, vi) a nav́ıc vi 6= vj pro i 6= j.

Definice 3 Souvislým grafem nazveme graf v němž plat́ı, že pro každé
dva vrcholy x, y ∈ V existuje alespoň jedna cesta z x do y.

Definice 4 Graf H = (VH , EH) je podgrafem grafu G = (VG, EG), jestlǐze
VH ⊆ VG a EH ⊆ EG. Maximálńı souvislý podgraf grafu nazýváme jeho
komponentou.

8Arthur Cayley (1821-1895). Britský matematik, věnoval se teorii matic a jako prvńı
podal moderńı definici grupy.
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Definice 5 Prostý orientovaný graf T = (V,E) nazveme stromem, jestlǐze
je souvislý a plat́ı |V | = |E|+ 1.

Definice 6 Dvojici (T, r), kde T = (V,E) je strom a r ∈ V , nazýváme
kořenový strom. Vrchol r nazýváme kořen.

Definice 7 Les, ve kterém je každý strom kořenový, nazveme kořenovým
lesem.

Věta 4 (Cayleyho věta) Pro každé n ≤ 2 je počet strom̊u na n vrcholech
roven nn−2.

D ů k a z. Mějme kořenový les na množině vrchol̊u {1, . . . , n}. Každý
strom z tohoto lesa má kořen. Označme Fn,k množinu všech kořenových
les̊u, které se skládaj́ı z k kořenových stromů. Tedy Fn,1 je množina všech
kořenových stromů.

Všimněme si, že |Fn,1| = nTn, kde Tn je strom s n vrcholy, tj. máme n
možnost́ı pro výběr kořene. Vezměme nyńı Fn,k ∈ Fn,k orientovaný strom se
všemi hranami směřuj́ıćımi od kořene. Řekneme, že les F obsahuje jiný les
F ′, jestliže ho obsahuje jako orientovaný podgraf. Je zřejmé, že obsahuje-li
F graf F ′, pak F má méně komponent než F ′.

Posloupnost F1, . . . , Fk les̊u nazveme zjemňuj́ıćı posloupnost́ı, jestliže Fi ∈
Fn,i a Fi obsahuje Fi+1 pro všechna i. Nyńı necht’ Fk je pevně zvolený les v
Fn,k a označme

N(Fk) - počet kořenových stromů obsahuj́ıćıch Fk,
N∗(Fk) - počet zjemňuj́ıćıch posloupnost́ı, které v Fk konč́ı.

Obrázek 8: Kořenový les F
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Obrázek 9: Kořenový les F ′

Dále využijeme zmı́něné metody dvoj́ıho poč́ıtáńı. Vypoč́ıtáme N∗(Fk)
dvěma zp̊usoby. Nejprve začneme se stromem. Předpokládejme, že F1 ∈ Fn,1
obsahuje Fk. Jelikož můžeme odstranit k − 1 hran z F1 \ Fk v libovolném
pořad́ı tak, abychom dostali zjemňuj́ıćı posloupnost z F1 na Fk, zjǐst’ujeme,
že plat́ı

N∗(Fk) = N(Fk)(k − 1)!. (6)

Poč́ıtejme hodnotu N∗(Fk) jinak. Abychom dostali Fk−1 z Fk, muśıme
přidat orientovanou hranu z nějakého vrcholu a do nějakého z k − 1 kořen̊u
stromů, které neobsahuj́ı a. Máme tedy n(k− 1) možnost́ı. Podobně bychom
pokračovali v př́ıpadě Fk−1 a Fk−2, kde máme n(k− 2) možnost́ı. Dostáváme
tedy

N∗(Fk) = nk−1(k − 1)!. (7)

Porovnáńım rovnost́ı (6) a (7) dostáváme N(Fk) = nk−1 pro všechna Fk z
Fn,k.

�

23



5 Eulerova charakteristika planárńıch graf̊u

Eulerova (někdy také Euler-Poincarého) charakteristika je č́ıslo, které
popisuje topologický tvar nebo strukturu prostoru bez ohledu na to, jak je
ohnutý. Euler p̊uvodně odvodil tuto charakteristiku pro mnohostěny, kde
d́ıky ńı dokázal mnohá tvrzeńı a charakterizoval Platónská tělesa.

Dokážeme tvrzeńı pro rovinné (planárńı) grafy - tedy pro př́ıpad, kdy je
charakteristika rovna 2. Věta sama i jej́ı d̊ukaz použ́ıvaj́ı pouze elementárńı
pojmy z teorie graf̊u.

Definice 8 Rovinné nakresleńı grafu G = (V,E) je zobrazeńı h, které
každému vrcholu vi ∈ V přiřad́ı bod roviny h(vi) a každé hraně (vj, vk) přiřad́ı
oblouk s koncovými vrcholy h(vj), h(vk).

Definice 9 Rovinný graf je graf, pro který existuje takové rovinné nakres-
leńı, že se žádné dvě hrany nekř́ı̌źı.

Definice 10 Stěnou rovinného grafu nazveme část roviny, ve které lze dva
libovolné body spojit souvislou čarou neprot́ınaj́ıćı žádnou hranu grafu.

Definice 11 Kostrou souvislého grafu G nazveme takový podgraf na množině
všech jeho vrchol̊u, který je stromem.

Definice 12 Duálńım grafem ke grafu G nazveme graf G∗, jehož stěny
odpov́ıdaj́ı vrchol̊um grafu G a hrany vedou mezi každou dvojićı stěn, které
maj́ı společnou hranu v G.

Věta 5 (Eulerova věta) Necht’ G = (V,E) je souvislý rovinný graf a
n = |V | označuje počet vrchol̊u, e = |E| počet hran a f počet stěn tohoto
grafu. Pak plat́ı:

n− e+ f = 2.

D ů k a z. Uvažujme planárńı graf G. Necht’ T ⊆ E je kostra grafu
G. Označme G∗ = (V ∗, E∗) duálńı graf ke G. Pro něj uvažujme množinu
T ∗ ⊆ E∗ tak, že hrany v T ∗ prot́ınaj́ı hrany v E \ T (viz obrázek 11). Je
zřejmé, že T ∗ tvoř́ı kostru grafu G∗.
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Obrázek 10: Graf G

Vı́me, že pro každý strom je počet vrchol̊u o jedna větš́ı než počet hran.
To se dá dokázat např́ıklad tak, že vybereme jeden z vrchol̊u jako kořen, a po-
vedeme všechny hrany (urč́ıme orientaci) směrem od tohoto kořenu. Taková
orientace nám dá bijekci mezi ostatńımi (nekořenovými) vrcholy a hranami.
Přǐrazujeme každé hraně vrchol, na který tato hrana mı́̌ŕı.

Obrázek 11: Graf G s grafem duálńım G∗ se zvýrazněnými kostrami
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Použijeme-li toto tvrzeńı na strom T , dostáváme n = eT + 1 a pro strom
T ∗ dostáváme rovnost f = eT ∗ + 1. Součet těchto rovnost́ı nám dává

n+ f = (eT + 1) + (eT ∗ + 1) = e+ 2,

neboli

n− e+ f = 2.

�

Uved’me pro zaj́ımavost, že daľśıch 20 zaj́ımavých d̊ukaz̊u tohoto tvrzeńı lze
nalézt na webové stránce [4].
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6 Rozděleńı obdélńıka

Následuj́ıćı věta je ukázkovým př́ıkladem toho, kdy relativně elementárńı
tvrzeńı může být poměrně těžké dokázat. Uvedený d̊ukaz je od Nicolaase de
Bruijn9 a využijeme v něm trik z matematické analýzy.

Věta 6 Necht’ T je obdélńık. Rozděĺıme-li T na menš́ı navzájem disjunktńı
obdélńıky Ti, které pokrývaj́ı T , a maj́ı alespoň jednu stranu délky tj ∈ N, pak
T má alespoň jednu stranu délky a ∈ N.

D ů k a z. Př́ıklad výše zmı́něného děleńı můžeme vidět na obrázku 12.

Obrázek 12: Př́ıklad děleńı obdélńıka

Necht’ T je obdélńık umı́stěný do kartézské soustavy souřadnic dle obrázku
12. Uvažujme dvojný integrál nad T = [a, b]× [c, d]

I =

∫ d

c

∫ b

a

e2πi(x+y)dx dy. (8)

9Nicolaas Govert de Bruijn (1918-2012). Nizozemský matematik, zabýval se matema-
tickou analýzou, teoríı č́ısel, kombinatorikou a logikou.
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Zřejmě I můžeme napsat ve tvaru

I =

∫ d

c

∫ b

a

e2πi(x+y)dx dy =

∫ b

a

e2πixdx ·
∫ d

c

e2πiydy.

Nás zaj́ımá př́ıpad, kdy I = 0. To nastane právě tehdy, je-li alespoň jedna z
hodnot

∫ b
a
e2πixdx nebo

∫ d
c
e2πiydy rovna nule. Dokážeme, že

∫ b

a

e2πixdx = 0 ⇔ (b− a) ∈ N. (9)

Pokud se nám to podař́ı, budeme s d̊ukazem tvrzeńı hotovi. Dle předpoklad̊u
je T rozděleno na obdélńıky Ti. Můžeme integrovat přes jednotlivé obdélńıky
a d́ıky aditivitě integrálu plat́ı

I =
∑
i

∫
Ti

f(x, y)dxdy =

∫∫
R

f(x, y)dxdy. (10)

Pokud každá z hodnot
∫∫

Ti
f(x, y) = 0, pak z (10) plyne

∫∫
R
f(x, y) = 0.

Vrat’me se k ověřeńı (9). Máme

∫ b

a

e2πixdx =

[
e2πix

2πi

]b
a

=
1

2πi

(
e2πib−2πia

)
=

e2πia

2πi

(
e2πi(b−a) − 1

)
.

Vid́ıme, že

∫ b

a

e2πixdx = 0 ⇔ e2πi(b−a) = 1.

Z Eulerovy identity eix = cosx+i sinx dostáváme e2πix = cos 2πx+i sin 2πx.
Tud́ıž rovnost e2πi(b−a) = 1 je ekvivalentńı s

cos 2π(b− a) = 1 , sin 2π(b− a) = 0.

Je tedy vidět, že b− a ∈ Z.

�
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7 Cantorova diagonálńı metoda

Uvedeme d̊ukaz nespočetnosti množiny reálných č́ısel, který prezentoval
v roce 1890 Georg Cantor10. Je vhodné zmı́nit, že Cantor se dokazováńım
tohoto tvrzeńı zabýval již dř́ıve, a tento d̊ukaz byl až třet́ım v pořad́ı. Nicméně
ńıže uvedený d̊ukaz je známěǰśı než jeho dva předch̊udci a to z toho d̊uvodu, že
použitá metoda, tzv. Cantorova diagonálńı metoda, byla použita v d̊ukazech
mnoha daľśıch vět. Jedná se např́ıklad o Cantorovu větu z teorie množin, kde
se použije jej́ı lehká modifikace. Dále pak byla použita v problému zastaveńı
stroje v teorii vyč́ıslitelnosti.

Připomeňme, že množinu M nazveme spočetnou, jestliže existuje bijek-
tivńı zobrazeńı, které M zobraźı na některou podmnožinu N. Pokud taková
bijekce neexistuje, množina M se nazývá nespočetná.

Věta 7 Množina reálných č́ısel je nespočetná.

D ů k a z. Budeme sporem dokazovat, že interval [0, 1] na R neńı
spočetný. Předpokládejme sporem, že [0, 1] je spočetný interval. Z definice
spočetnosti plyne, že můžeme všechna č́ısla tohoto intervalu libovolně uspořádat
do posloupnosti p1, p2, p3, . . .. Jak v́ıme, každé reálné č́ıslo se dá zapsat jeho
desetinným rozvojem. Necht’ tedy

p1 = 0, a11a12a13a14 . . .

p2 = 0, a21a22a23a24 . . .

p3 = 0, a31a32a33a34 . . .

...

Z posloupnosti p1, . . . , pn, . . . vybereme prvky r1, . . . , rn, . . ., pro něž aij ∈
{1, 2} pro i, j ∈ N, a vzniklou množinu označme A12. Pro ilustraci si uved’me
část takového uspořádáńı:

r1 = 0, 12122212 . . .

r2 = 0, 11221212 . . .

r3 = 0, 21221112 . . .

r4 = 0, 12211121 . . .

r5 = 0, 21212121 . . .

...

10Georg Cantor (1845-1918). Neměcký matematik, zakladatel teorie množin.
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Nyńı sestrojme č́ıslo q ∈ [0, 1], které v posloupnosti r1, r2, r3, . . . neńı. Dı́ky
předpokladu aij ∈ {1, 2} jsme předešli situaci tzv. synonymńıch rozvoj̊u, tedy
př́ıpadu, kdy jednomu reálnému č́ıslu odpov́ıdaj́ı dva desetinné rozvoje: např.

0, 4299999 . . . = 0, 4300000 . . . .

Pro k-tou č́ıslici v desetinném rozvoji č́ısla q uvažujeme k-tou č́ıslici v
rozvoji č́ısla rk. Uvažované č́ıslice jsou v daľśı ukázce zvýrazněny tučně.

r1 = 0,1 2122212 . . .

r2 = 0, 1 1 221212 . . .

r3 = 0, 21 2 21112 . . .

r4 = 0, 122 1 1121 . . .

r5 = 0, 2121 2 121 . . .

...

Z těchto č́ıslic vygenerujeme č́ıslo q = 0, q1q2q3q4 . . . takto:

qi =

{
1, jestliže aii = 2

2, jestliže aii = 1.

V našem př́ıkladě by tedy q = 0, 22121 . . . . Zřejmě q ∈ A12. Na začátku
jsme předpokládali, že v posloupnosti r1, r2, r3, . . . jsou všechna č́ısla z množiny
A12. Pak tedy muśı existovat n ∈ N takové, že rn = q. Dı́ky našemu zp̊usobu
sestrojeńı č́ısla q to ale neńı možné, protože q se lǐśı od každého rn na n-té
desetinné pozici, a nelež́ı tedy v posloupnosti r1, r2, r3, . . .. Množina A12 je
tedy nespočetná a tud́ıž i interval [0, 1] a celá množina R jsou nespočetné.

�

30



Závěr

Ćılem práce bylo prostudovat a zpracovat zaj́ımavé nestandardńı d̊ukazy
vybraných klasických tvrzeńı. Může být také zdrojem inspirace při hledáńı
nových a elegantněǰśıch d̊ukaz̊u k již dávno dokázaným tvrzeńım. Pro snazš́ı
porozuměńı je text doplněn o komentář a grafická znázorněńı. Ve většině
př́ıpad̊u jsou výpočty doplněny o některé

”
mezikroky“.

V prvńıch třech kapitolách jsme se věnovali d̊ukaz̊um tvrzeńı z teorie č́ısel.
Prvńı kapitola obsahovala dva d̊ukazy nekonečnosti množiny prvoč́ısel. Prvńı
d̊ukaz nám nav́ıc umožnil odhadnout, kolik prvoč́ısel je menš́ıch než dané
n ∈ N a d̊ukaz kombinatorický rovněž dokazuje, že řada

∑
p∈P

1
p

diverguje.
V druhé kapitole jsme se zabývali Eulerovou řadou. Finálńı výpočet prvńıho
d̊ukazu jsme provedli jiným zp̊usobem než autoři knihy Proofs from the Book.
Ovšem i tento výpočet nás dovedl k ćıli. Dále je zde uveden d̊ukaz čistě al-
gebraický. Čtenář může opět porovnat, který z d̊ukaz̊u je elegantněǰśı. Třet́ı
kapitola je věnována Pierru de Fermat a d̊ukazu jeho

”
vánočńı“ věty. Nalez-

nete zde také zaj́ımavý d̊ukaz malé Fermatovy věty. V kapitole č́ıslo čtyři jsme
již opustili teorii č́ısel a věnovali jsme se Caleyho větě z teorie graf̊u. Byl zde
rozebrán relativně nový d̊ukaz kombinatorickou metodou dvoj́ıho poč́ıtáńı.
Kapitola pět pokračovala v teorii graf̊u, a sice Eulerovou charakteristikou
planárńıch graf̊u. Kombinatorické tvrzeńı kapitoly šest nám předvedlo, že i
intuitivně snadno pochopitelné tvrzeńı může mı́t obt́ıžný d̊ukaz vyžaduj́ıćı
pokročilé myšlenky. V posledńı kapitole jsme si na nespočetnosti množiny
reálných č́ısel předvedli jednu z možnost́ı použit́ı Cantorovy diagonálńı me-
tody.

Za největš́ı př́ınos této práce považuji inspiraci a prohloubeńı znalost́ı,
týkaj́ıćıch se metod dokazováńı. Obzvláště použit́ı metod matematické analýzy
při d̊ukazech tvrzeńı z oblasti algebry a kombinatoriky. Text byl vysázen v
typografickém prostřed́ı LATEX. Všechny obrázky uvedené v textu byly vy-
tvořeny pomoćı programu GeoGebra.
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