


Prohlasuji, ze jsem tuto bakalarskou praci vypracoval samostatné pod vedenim

prof. Mgr. Radomira Halase, Dr. a ze jsem uvedl veskerou pouzitou literaturu.

V Olomouci 30. kvé&tna 2014



Rad bych podékoval svému vedoucimu bakalaiské prace panu prof. Mgr. Radomiru

Halasovi, Dr. za cenné rady, pfipominky a za ochotu ujmout se vedeni mého tématu.



Obsah
[Gvod

(1 Nekonecnost mnoziny prvocisell

(.1 Fuleruvdukazl . . ... .. ...
(1.2 Erdosuv kombinatoricky dukaz/. . . . . ... ... ..

2 FEulerova radal

2.1 Dukaz pomoci dvojného integralul . . . . . . . .. ..
2.2 Dukaz algebraickyl. . . . . .. ... ... ...

[3__Fermatova vetal

[4 Cayleyho veta o poctu stromul

[5  Eulerova charakteristika planarnich grafu]

Iﬁ B ]v] 7 ] ];] '] |

[7  Cantorova diagonalni metodal

Zaver

[Reference]

10
10
13

17

21

24

27

29

31

32



Uvod

Hlavnim cilem bakalarské prace je nastudovat a zpracovat nestandardni
a neobvyklé metody pouzité pii dokazovani nékterych klasickych matema-
tickych tvrzeni. Motivaci k vybéru tohoto tématu bylo sezndmeni se s knihou
Proofs from the Book a absence jejiho ekvivalentu v ¢eském jazyce. Zdaleka
se vSak nejednd o jedinou publikaci, ze které jsem cerpal.

Ve vétsine piipadu jsou dukazum jednotlivych tvrzeni vénovany celé kapi-
toly. Pouze ve dvou piipadech jsou v jedné kapitole uvedeny dva ruzné dukazy
stejného tvrzeni. Kapitoly, pokud je to nutné, zac¢inaji definici pouzitych
pojmu z prislusnych matematickych disciplin.

Dukazy jsem vybral podle svého uvazeni, piipadné na doporuceni ve-
douciho mé prace. Jednd se predevsim o dukazy vét z teorie Cisel, dale pak
algebry, kombinatoriky a teorie grafti.



1 Nekonecnost mnoziny prvocisel

Cfm jinym zaéit praci o zajimavych dikazech, nez kapitolou o nekone¢nosti
mnoziny prvocisel. Ta fascinuji matematiky jiz dva a pul tisice let. Prvni no-
toricky zndamy dukaz, ktery podal Eukleides ve svych Zdikladech, zde uvadét
nebudeme. Nejednd se totiz o nikterak nestandardni dukaz, ale o vyjadreni
naprosto presné myslenky, ktera jde primo k jadru problému. Zajemcum o
problematiku tohoto dukazu lze doporucit knihu [3].

Pocet dukazu jisté prevySuje nékolik desitek, ale v této préci uvedeme
pouze dva z nich. Poznamenejme, ze v celém textu budeme mnozinu vsSech
prvocisel znacit P.

1.1 Euleruv dukaz

Prvni diukaz pochazi od Leonharda Euleraﬂ. Jedna se o pouziti metody
odhadu pomoci integrélu, kterd neni nikterak slozitd, a presto nam dava
pozoruhodné vysledky.

Jadrem dikazu jsou vhodné odhady funkce Inz. Vychazejme z rovnosti

"1
lnn:/ —dt.
1t

Vidime, Ze hodnota Inn vyjadiuje obsah plochy ohrani¢ené grafem funkce
y =1, osou z a pifmkami = 1 a x = n (viz obrézek 1).

yl
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Obrazek 1: Geometrické znazornéni Inn

Leonhard Euler (1707-1783). Svycarsky matematik a fyzik, byvd povazovén za
nejvyznaméjstho matematika 18. stoleti.



Dalsfm krokem je uvédomeéni si geometrického vyznamu souctu >, +,
ktery muzeme vidét na nasledujicim obrazku.

D S e—

1 2 3 n—1 n T

Obrézek 2: Geometrické zndzornéni Y, +

Porovname-li oba obrazky, vidime, ze plati nasledujici nerovnost:

"1 "1
Spow [ g
k .t
k=2
Ta je nasim hledanym, pro dukaz dostacujicim odhadem.

D 1 k a z. Necht P = {p1, ps, p3, . . .} je mnozina prvocisel uspofddanych
podle velikosti. Déle necht 7(z) := [{p < z: p € P}| pro z € R je pocet
vSech prvocisel, ktera jsou mensi nebo rovna z.

Budeme porovndvat plochu ohranicenou grafem funkce f(t) = 1 s hornf
schodovitou funkef (viz obrazek 2). Pro n < z < n + 1 dostavame

1 1 1 1 1
nxr < 1+=-4+=-+4--- - < — 1
< lhgtgtott— o <) (1)
p<z
kde v posledni sumé scitame ptes vsechna m € N, kterd maji pouze prvociselné
delitele p < z. Je ziejmé, ze kazdé takové m muzeme jednoznacné napsat jako

soucin Hpgx p¥r. Pak ale vidime, Ze posledni sumu lze piepsat do tvaru

1
(xs)
e \iz0



Vsnnneme si, ze vnitini suma je geometrickou fadou s kvocientem & o jeji

(1) takto:
m(x)

Inz < H I Pk
peP e P 1 k,1pk_1
p<z p<z

Je ziejmé, ze pp > k + 1, a tedy
1 1 k+1
LUBE < 14 = 2
pr— 1 pr— 1 k k
Muzeme odhadnout
k 1
nz < H LI m(x) + 1.

Vime, ze funkce In x je neomezend, a tedy ani jeji horni odhad neni ome-
zeny. Z toho vyplyva, ze i funkce m(z) je neomezend, a tedy P je nekone¢na.

O

Vsimnéme si, ze nam vyse uvedeny dukaz dava metodu jak odhadnout,
kolik existuje prvocisel mensich nez dané prirozené ¢islo n.

1.2 Erdosiuv kombinatoricky dikaz

Nasledujici dukaz vyuziva kombinatoriky a pochézi od Paula Erdéseﬂ
Dokazuje dokonce mnohem vice. Napiiklad to, ze fada ) peP p L diverguje.
Ptripomenme, ze | x| znac¢i dolni celou ¢ast ¢isla .

D 1 k a z. Necht py,ps,ps,... jsou prvocisla, které jsme setadili vze-
stupné a dale predpoklddejme sporem, ze fada > _, + konverguje. Musi tedy
existovat ¢islo k € N takové, ze

peP p

<

(2)

DO | —

1
i1 Pi

Nyni si rozdélme prvoéisla do dvou mnozin, na ,mala“ a ,velka“. Mala
prvocisla py, pa, ..., Pk & Prat1, Pkio, - - - velkd prvocisla.

2Paul Erdés (1913-1996). Mad'arsky matematik, zabyval se kombinatorikou, teorif
grafii, ¢isel a dalsimi oblastmi matematiky. Jeden z nejvyznamnéjsich matematika 20.
stoleti.



Z (2) plyne, ze pro libovolné | € N plati:

> e

Skl P

DN | =~

Oznacme [, pocet kladnych ¢isel n < [, ktera jsou délitelna alespon jednim
velkym prvocislem a [, pocet kladnych n < [, ktera jsou délitelnd pouze
malymi prvocisly. Ukédzeme, ze pro urcité [ plati

L + 1, <,

coz bude spor, protoze podle definice musi pro vSechna [ platit

by + 1, = 1.

Chceme tedy odhadnout [, a [,. VSimnéme si, ze Lpij je pocet kladnych
n € N, n <[, ktera jsou nasobkem p;. Tudiz z (2) dostavame

L Y FJ <5 3)

>kt LPi

Nyni potfebujeme odhadnout [,,. Kazdé n < [, které ma pouze mala
prvocisla jako délitele, napiSeme ve tvaru n = a,b?, kde a, neni ¢tvercem
zadného cisla. Tudiz a,, je souc¢inem ruznych malych prvocisel. Takovych a,
je 2. Pocet ¢isel b, 1ze odhadnout:

by, < vn < VI,

a tedy

1, < 281

Jelikoz (3) plati pro libovolné I, zbyvé najit takové ¢islo [, pro které

l
21 < 5

neboli

okl /1.

Staéf polozit [ = 222 a dostaneme spor.



2 FEulerova rada

Je dobfe zndmo, ze nekonecnd fada Y, ., = (tzv. harmonickd fada) di-
verguje. Lze to lehce dokazat napt. pouzitim integralniho kritéria. Nicméné je
velmi zajimavé, ze nekonecna rada prevracenych mocnin kvadratu prirozenych
¢isel dava pozoruhodnou hodnotu. Plati totiz nasledujici vztah:

1 2
>

n>1
Na tento dulezity vysledek ptisel roku 1734 Leonhard Euler.
2.1 Ditkaz pomoci dvojného integralu
D 4 k a z. Provedeme dukaz pochazejici od Williama J. LeVequaﬂ

ktery se objevil jako cviceni v jeho knize o teorii ¢isel z roku 1956. Hlavni
myslenkou je zde dvoji ruzny vypocet dvojného integralu

1 1 1
[::/ / dz dy.
o Jo 1—uxy

V prvnim piipadé vyjadiime 1_—1$y jako geometrickou fadu a integrujeme:

Lol 1 pl 1,1
I = / / dxdy = / / xy)"dedy = / / "y dady =
o Jo 1—ay 0o Jo %; () %; 0o Jo

([ o) ([ - [ 122,
() ()-SR ] -
= \Jo 0 = n+1|,[n+1],

n n

D DL N I
_ _ oyl
n20n+1n+1 n20n+1 n

n>1

Toto vycisleni nam ukazuje, ze uvedeny dvojny integral je konecny.

SWilliam Judson LeVeque (1923-2007). Americky matematik, ktery se zabyval
predevsim teorii ¢isel. V 70. a 80. letech byl vykonnym feditelem American Mathema-
tical Society.
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Obrazek 3: Prvni vycisleni dvojného integralu

Nyni provedeme vypocet I jinym zpusobem. Zménime soutadnice takto:

Puvodni ¢tverec se transformuje na mensi a pootoceny o 45° (viz obrazek 4).

Obrazek 4: Transformace souradnic

Provedeme-li substituci z = u — v a y = v + v, dostaneme

11



11
l—zy 1—u24+02

Spocitejme Jakobian této transformace. Oznacime-li g : * = u — v a
h:y =u+ v, dostaneme Jakobidn ve tvaru

dg d
dh  dh ‘
o o 1 1

Soucin diferencidlu dxdy se tedy transformuje na 2 dudv. Uvédomme si, ze
diky symetrii oblasti integrace (viz obrazek 4) lze integrovany vyraz prepsat

na tvar
[—4/ /u dv d—|—4/1 /u dv d
o o 1—u?+? “ 1 \Jp 1—u?+0v? .
2

Lze si vS§imnout, ze muzeme pouzit vzorec

dx _1 tx—i—C’
a2+w2—aarcga .

D=

Dostaneme tedy vyjadieni ve tvaru

[—4/ arct <L)du+4/ ;arct (1_—u>du
- ﬁgm/ e e\ e )

. s

Vypocitame kazdy z integralu zvIast.

U = sin z

u du = cos z dz
11—4/ ﬁarctg(—_qﬂ)du—u:% L _x|=

ol
o)
=
o
-+
o
7N
Q| @,
2|8
W | W
~
o,
N
Il

6 coszdz sin 2z ;
=14 ———arctg | ——— | =4
o V1 —sin 2?2 v/1 — sin 22 0

12



u=sinz
1
1 1—u du = cos z dz
]2—4[ —1_u2arctg<——1_u2)du— u=1 z=1|"
1 7

f = arctan (ﬂ) f'= —% dz

COos z

4 3 ¢ 1 —sinz ds — ;
= Earcg z = per partes g=z g =dz

COS 2

6

1 —sinz
= |4varctg | ———
Cos 2

Secteme-li I; a I, dostaneme hledanou hodnotu I:

[VE]

2 7T2 2’2 2 7T2 7T2 ™
2 de=——+2|—| =—+2—=—.
+ / zdz 9 + {2} + 9

™

ol

(=2}

2 7 7?

I=—+4+—=2.
8796

Porovnanim obou zpusobu vypoétu I dostaneme dokazované tvrzeni.

2.2 Dukaz algebraicky

Po dukazu, ve kterém jsme pracovali s transformacemi soutradnic, ukazeme
dukaz vice algebraicky. Prvni zminka o ném pochézi z knihy Challenging
Mathematical Problems with Elementary Solutions, jejimiz autory jsou bratii
Akivaﬁ a Isaakﬂ Yaglom. Kniha byla poprvé vydana v roce 1954. Dukaz byl
pozdéji zapomenut, aby mohl byt v 80. letech znovu objeven.

4 Akiva Moiseevich Yaglom (1921- 2007). Rusky fyzik, matematik, statistik a meteoro-
log, proslavil se svou praci ve statistické teorii turbulenci a teorii ndhodnych procesu.

®Isaak Moiseevich Yaglom (1921 - 1988). Rusky matematik a autor populdrnich mate-
matickych knih.

13



D 1 k a z. Myslenka dukazu spoc¢iva v ohranic¢eni uvazované sumy zdola
i shora vyrazy konvergujicimi k uvedeném souctu.

Necht z je redlné ¢islo z intervalu 0 < z < san necht je liché piirozené
¢islo. Z Moivreovy véty a definice funkce kotangens dostavame

sinx

cos(nz) +isin(nz)  (cosx +isinz)” cosx +isinx
sin” sin”

) = (cotgx +1)".

Nyni uvazujme binomicky rozvoj posledniho vyrazu:

(cotgz +1)" = "Veotghz ...+ " (cotg z)i" 1 + "
g =1, g ST g 2

Ten méa po rozdéleni na redlnou a imaginarni ¢ast tvar

{(g) cotg" x — (Z) cotg" 2z £ .. } +
+1 [(T) cotg" ! x — <§) cotg" S+ .. } .

Porovnanim imagindrnich ¢asti obou rovnosti dostaneme

su.l(nx) — (" cotg" ! x — " cotg" w4 ...
sin" x 1 3

Vezméme tuto identitu a zvolme kladné ¢islo m tak, ze n = 2m + 1.
Uvazujme x, = 575 pror = 1,2,...,m. Pak je vidét, ze nx, je nasobkem 7,
a tudiz je pro néj hodnota funkce sinus rovna nule. Po dosazeni dostavame

2 1 2 1 2 1
0= ( m1+ > cotg® x, — ( m3+ ) cotg® 2x, £... + (=1)" (221 1).

Hodnoty @1, @, . . . , T, jsou &fsla z intervalu (0, /2). JelikoZ funkce cotg? x
je na tomto intervalu prostd (viz obrézek 5), ¢isla t, = cotg®z, jsou ruznd
pror=12...,m.

Podivame-li se na posledni rovnost, vidime, ze tato ¢isla jsou koteny po-
lynomu m-tého stupné

p(t) := <2m1+ 1>tm - (Qm; 1)tm—1 +... (=" @Z i D

14



10 T

cot(x)"2

1.4

Obrazek 5: cotg? z na intervalu (0, 7/2)

Pouzitim Vietovych vztahu ziskame soucet kotenu ve tvaru

2m+1 (2m+1)!
cotg? w1 + cotg? 73 + . .. + cotg? Ty, = E%?Hg - Sy 2 ; 3
1 2m/!

Nalezli jsme jeden ohranicujici vyraz. Funkce kosekans se da v zavislosti
na funkci kotangens vyjadfit takto:

1 sin? x 4 cos? x cos?

cosec? x = —— = — =14+ — :1+cotg2x.
sin® x sin® x sin” x

Pouzitim vyse uvedeného vztahu dostavame

9 9 9 2m(2m — 1) 2m(2m + 2)
cosec” xry + cosec” Xy + ... + cosec” T, = T%—m: T

. Ce . o .
Nyni pouzijeme nasledujici nerovnost pro 0 <z < 7:

0 <sin’z < 2% < tan® .

Tudiz pro prevracené hodnoty dostavame na uvedeném intervalu nerovnost

2 1 2
cotg”xr < — < cosec” .
z

15



Sec¢tenim poslednich nerovnosti pro vSechna ¢isla x, = 22— s vyuzitim

2m+1
uvedenych ohrani¢eni dostaneme nerovnosti

6 T mm 6

2m(2m — 1) <2m+ 1)2 (2m+ 1)2 2m(2m + 2)
< + ...+ < —

Déle upravime nerovnosti do pozadovaného tvaru. Vyndsobime je vyrazem

2
(ZJT)Q a dostaneme

2 2m 2m —1 <1+1+ n 1 <7T2 2m 2m + 2
6 \2m+1 2m + 1 227 T m2 6 \2m+1 2m+1)°
V limité m jdouci k nekoneénu posloupnosti na pravé i levé strané nerovnosti
konverguji k %2. Podle véty o tfech limitach plati, ze

il—l' NIV B
s A T TR A

16



3 Fermatova véta

Neni témér mozné psat o dukazech z teorie Cisel a nenarazit na alespon
jednu hypotézu, pod niz by nebyl podepsén Pierre de Fermat’l Podrobny
diikkaz jednoho z Fermatovych tvrzeni, ktery si ukazeme, pochazi od Leon-
harda Eulera. V nésledujicim textu budeme nejvétsi spolecny délitel ¢isel a
a b znacit takto (a,b).

Véta 1 (Fermatova) [7| Cislo ve tvaru p = 4k + 1 je proocislem, prdavé kdyz
jej lze jednoznacéné vyjddrit jako soucet dvou nesoudélnijch kvadrdti.

Uved'me nejprve nasledujici pomocnd tvrzeni, kterd pozdéji v dikaze pouzijeme:
Véta 2 (Eukleidova) Je-li p prvocislo a p | ab, pak p | a nebo p | b.

D 1a k a z. Predpoklddejme, ze p { a, coz znamend, ze (a,p) = 1. Pak ale
existuji celd ¢isla u, v takova, ze au+ pv = 1. Vynasobime-li posledni rovnost
¢islem b, dostaneme abu + pbv = b. Nyni je vidét, ze pokud p | ab, pakip | b.

O

Véta 3 (mald Fermatova véta) Jestlize a € 7 a p je prvocislo, pak
pl(a”—a).

Poznamenejme, ze dukazu malé Fermatovy véty existuje celd fada. My
si ukdzeme dukaz kombinatoricky, ve kterém budeme pocitat, kolik lze z p
koralku o a barvach vytvorit naramku.

D @ k a z. Vezméme si p koralku a sklddejme je za sebe do tady. V kazdém
kroku mame moznost volit z a barevnych variant. Takovych fad nam tedy
vznikne aP. Uvédomme si, ze v tomto poctu jsou zahrnuty i fady obsahujici
pouze jednobarevné koralky, kterych je a. Z toho vyplyva, ze pocet tad, které
nejsou jednobarevné, je a? — a.

Nyni tyto fady spojme do a” — a ruznobarevnych naramku. Vsimnéme
si, ze po spojeni dostavame ke kazdému naramku p — 1 ndaramku, které se
lis{ pouze tim, ze jsou pootocené. Kazdy ruznobarevny naramek odpovidéa p
ruznym radam.

SPierre de Fermat (1601 - 1665). Francouzsky pravnik a matematik, spoluzakladatel
teorie Cisel a teorie pravdépodobnosti, zabyval se matematickou analyzou a analytickou
geometrii, je autorem jednoho z nejznaméjsich tvrzeni z teorie ¢isel - tzv. Velké Fermatovy
véty, kterou roku 1995 dokdzal Andrew Wiles.

"Nékdy byvéa oznatovana jako ,vdnoéni“ véta viz [8],[13].

17



Obrazek 6: Ukazka pro ptipad a =2 ap=3
V tom pripadé dostavame pouze

(a” —a)

p

od sebe odligitelnych naramku. Toto ¢islo je prirozené, a proto p déli (a? —a).
OJ

Posledni diulezitou soucasti dukazu Véty 1 jsou tzv. Vietovy identity

(a® +b*)(c* + d*) = (ac + bd)* + (ad — bc)* = (ac — bd)* + (ad — be)?,

které pouzijeme hned nékolikrat. Tyto identity pouzil ve svém prvnim dukaze
i Fermat, ktery byl Vietovou praci ovlivnén. Nyni provedeme dukaz Véty 1:

D 14 k a z. Rozdélime jej na dveé ¢asti. Nejdiive dokdzeme jednoznacnost
a poté existenci uvedeného rozkladu.

Predpokladejme, ze prvocislo p = 4k + 1 se da zapsat jako soucet ne-
soudélnych ¢tvercu dvéma zpusoby:

p=a’+b*=c+d. (4)

18



Pak

a?d* — v*c? = a*(a® + b — &) — (P + d* —a®) = a*(a®> + b*) — (P + dP) =
= a’p — Pp =p(a® = ).
Odkud plyne, ze p | (ad — bc)(ad 4 be). Pokud by byly obé zavorky délitelné
p, pak by musel byt p délitelny i jejich soucet, a tedy p | 2ad, z ¢ehoz plyne,
ze p | a nebo p | d. Pak ale z (4) plyne, ze také p | b nebo p | ¢, coz by byl
spor s predpokladem (a,b) = (¢,d) = 1.
Vezméme déle soucin dvou vyjadieni ¢isla p dle (4):

p* = (a® + ) (A + d?).

Tuto rovnost muzeme pomoci Vietovych identit prepsat na

p* = (ac £ bd)* + (ad £ be)?. (5)

Vime, Ze nastane jedind z moznosti: bud p | (ad — bc) nebo p | (ad + be).
Podivejme se na prvni z nich. Je-li p | (ad — be), pak p? | (ad — bc)?. Z
vyjadreni (5) plyne, Ze p? | (ac + bd)%. Rovnost (5) muZzeme vydélit p*:

(ac+bd)*  (ad — be)?
2 - 2
p p
Pak ad — bc = 0, a tedy ad = be. Jelikoz (a,b) = (¢,d) =1, pakia|c, c|a
a odtud jiz a = ¢, b =d.
Uvazujme druhou moznost: p | (ad + bc). Pak p? | (ad + be)?. Stejné jako

v predchozim piipadé vydélime rovnost (5) p?:

1=

(ac —bd)*  (ad + be)?

R

Pak ac — bd = 0, a tedy ac = bd. Vidime, ze a | d, d | a a odtud a = d,
b = c. Mame tedy dokézanou jednoznac¢nost a nyni zbyva dokazat, ze takovy
rozklad existuje.

7 Fermatovy véty plyne, ze kazdé cislo ve tvaru 4k + 1, které je souctem
¢tverct, ma pouze prvociselné délitele davajici zbytek 1 po déleni 4. Vezméme
si dvé takova prvoéisla p; = a®> +b* apy =2 +d?, kdea > b>0,c > d > 0.
Vynasobenim a prepsanim opét dle Vietovych identit mame

pip2 = (ac £ bd)* + (ad + be)®.

19



Nyni staci dokazat, ze

(ac+ bd)* > (ac — bd)?, (ac + bd)?* > (ad + be)?.
Prvni nerovnost vyplyva pfimo z pozadavku na nenulovost ¢isel a,b,c,d.

Dokazeme, ze

ac + bd > ad + bec > ad — be.

Nerovnost ad + bc > ad — be plyne piimo z podminek a > b > 0, ¢ > d > 0.
Zbyva dokazat platnost ac+ bd > ad + be. Postupnymi dpravami dostaneme
nerovnost

ac + bd — ad — bc > 0,
—a(d —c)+b(d—c) >0,

(d—c)(b—a)>0.

Posledni rovnost opét plyne z pozadavki na vlastnosti ¢isel a, b, ¢, d. Pro dalsi
prvocisla, ktera davaji zbytek 1 po déleni 4, bychom opét dostali rozklady
alespon dvéma zpusoby.

O
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4 Cayleyho véta o poctu stromu

Véta, jejiz dukaz si v této kapitole uvedeme, patii ke klasickym tvrzenim
teorie grafi. Jejim autorem je Arthur Cayleyff] Existuje mnoho riznych a
ruzné slozitych dikazu, z nichz vétsina je zalozena na indukci nebo na nale-
zeni jisté bijekce. Nasledujici diukaz je zajimavy tim, ze je zde pouzita metoda
dvojiho pocitani. PriSel na néj Jim Pitman, profesor z Kalifornské univerzity
v Berkeley. Je také ukazkou toho, ze i k ddvno dokdzanym tvrzenim se déa
zkonstruovat jednoduchy dukaz pouzitim novych mys$lenek. Nez za¢neme s
dikazem, definujme nékteré nezbytné pojmy.

Definice 1 Prosty orientovany graf G je dvojice (V, E), kde V je
mmnoZina vrcholi grafu G a E, kterd obsahuje usporddané dvojce prvki z

V (E C (‘2/) ), se nazyvd mnoZina orientovanych hran grafu G.

Zmaceni hrany orientovaného grafu je znazornéno na obrazku 7.
r—po
Obrazek 7: Orientovana hrana

Definice 2 Cestou v grafu G = (V, E) oznacujeme posloupnost
P = (U07 €1,V1,... )e'ruvn)u
pro kterou plati e; = (v;_1,v;) a navic v; # vj pro i # j.

Definice 3 Souvislym grafem nazveme graf v nemz plati, Ze pro kazdé
dva vrcholy x,y € V' existuje alespon jedna cesta z x do .

Definice 4 Graf H = (V, Ey) je podgrafem grafu G = (Vg, Eg), jestlize
Vo C Vg a Eg C Eg. Mazimdlni souvisly podgraf grafu nazjvdme jeho
komponentou.

8Arthur Cayley (1821-1895). Britsky matematik, vénoval se teorii matic a jako prvnf
podal moderni definici grupy.
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Definice 5 Prosty orientovany graf T = (V, E) nazveme stromem, jestlize
je sowvisly a plati |V| = |E| + 1.

Definice 6 Dwvojici (T,r), kde T = (V,E) je strom a r € V, nazjvime
korenovy strom. Vrchol r nazijvime koren.

Definice 7 Les, ve kterém je kazdy strom korenovy, nazveme kotenovym
lesem.

Véta 4 (Cayleyho véta) Pro kazdé n < 2 je pocet stromi na n vrcholech
roven n" 2.

D 4 k a z. Mgme kofenovy les na mnoziné vrcholu {1,...,n}. Kazdy
strom z tohoto lesa mé kofen. Oznac¢me F,; mnozinu vSech kofenovych
lest, které se skladdaji z k£ kofenovych stromu. Tedy F,, 1 je mnozina vSech
kotenovych strom.

Vsimnéme si, ze |F, 1| = nT,, kde T,, je strom s n vrcholy, tj. mame n
moznosti pro vybér kofene. Vezméme nyni F,, ,, € F, ) orientovany strom se
véemi hranami sméfujicimi od kofene. Rekneme, ze les F' obsahuje jiny les
F’, jestlize ho obsahuje jako orientovany podgraf. Je ziejmé, ze obsahuje-li
F graf F’, pak F' ma méné komponent nez F’.

Posloupnost Fi, . .., F} lesi nazveme zjemnujici posloupnosti, jestlize F; €
Fni a F; obsahuje Fjy; pro vSechna i. Nyni necht F} je pevné zvoleny les v
Fok a oznacme

N(Fy) - pocet korenovych stromu obsahujicich Fy,
N*(F}) - pocet zjemnujicich posloupnosti, které v Fj, konéi.

A E !
B D 4 H
C G y .

Obrazek 8: Kotenovy les F'
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Obrazek 9: Korenovy les F’

Déle vyuzijeme zminéné metody dvojtho pocitdni. Vypocitame N*(Fj)
dvéma zpusoby. Nejprve zacneme se stromem. Predpokladejme, ze I} € F, 1
obsahuje Fy. Jelikoz muzeme odstranit k — 1 hran z F; \ Fy v libovolném
poiadi tak, abychom dostali zjemiiujici posloupnost z Fy na Fj, zjistujeme,
ze plati

N*(Fy) = N(F)(k - D)L (6)

Pocitejme hodnotu N*(F}) jinak. Abychom dostali Fj_; z Fj, musime
pridat orientovanou hranu z néjakého vrcholu a do néjakého z k — 1 kotenu
stromu, které neobsahuji a. Mame tedy n(k — 1) moznosti. Podobné bychom
pokracovali v pripadé Fj_; a Fj_5, kde mame n(k — 2) moznosti. Dostavame
tedy

N*(Fy) =n* 1k — 1)\, (7)

Porovnanim rovnost{ (6) a (7) dostavame N(F}) = n*~! pro viechna Fy 7z

Fok-
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5 Eulerova charakteristika planarnich grafa

Eulerova (nékdy také Euler-Poincarého) charakteristika je cislo, které
popisuje topologicky tvar nebo strukturu prostoru bez ohledu na to, jak je
ohnuty. Euler puvodné odvodil tuto charakteristiku pro mnohostény, kde
diky ni dokazal mnoha tvrzeni a charakterizoval Platénska télesa.

Dokazeme tvrzeni pro rovinné (planarni) grafy - tedy pro pfipad, kdy je
charakteristika rovna 2. Véta sama i jeji dukaz pouzivaji pouze elementarni
pojmy z teorie grafu.

Definice 8 Rovinné nakresleni grafu G = (V, E) je zobrazeni h, které
kazdému vrcholu v; € V' priradi bod roviny h(v;) a kazdé hrané (vj,vy,) priradi
oblouk s koncovymi vrcholy h(v;), h(vy).

Definice 9 Rovinnyg graf je graf, pro ktery existuje takové rovinné nakres-
lent, Ze se Zadné dvé hrany nekriZi.

Definice 10 Sténou rovinného grafu nazveme cdst roviny, ve které lze dva
libovolné body spojit souvislou carou neprotinajici Zidnou hranu grafu.

Definice 11 Kostrou souvislého grafu G nazveme takovy podgraf na mnoziné
vsech jeho wvrcholu, ktery je stromem.

Definice 12 Dudlnim grafem ke grafu G nazveme graf G*, jehoZ stény
odpovidaji vrcholim grafu G a hrany vedou mezi kaZdou dvojici stén, které
maji spole¢nou hranu v G.

Véta 5 (Eulerova véta) Necht G = (V, E) je souvisly rovinng graf a
n = |V| oznacuje pocet vrcholi, e = |E| pocet hran a f pocet stén tohoto
grafu. Pak plati:

n—e+f=2

D 1 k a z. Uvazujme plandrni graf G. Necht T' C E je kostra grafu
G. Oznatme G* = (V*, E*) dudlni graf ke G. Pro néj uvazujme mnozinu
T* C E* tak, ze hrany v T™* protinaji hrany v E \ T (viz obrazek 11). Je
ziejmé, ze T™ tvori kostru grafu G*.
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Obrazek 10: Graf G

Vime, ze pro kazdy strom je pocet vrcholu o jedna vétsi nez pocet hran.
To se da dokézat napiiklad tak, Ze vybereme jeden z vrcholu jako koten, a po-
vedeme vSechny hrany (ur¢ime orientaci) smérem od tohoto korenu. Takova
orientace ndm da bijekci mezi ostatnimi (nekofenovymi) vrcholy a hranami.
Pritazujeme kazdé hrané vrchol, na ktery tato hrana mifi.

B C

A B’ C’

D/

Obrazek 11: Graf G s grafem dudlnim G* se zvyraznénymi kostrami
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Pouzijeme-li toto tvrzeni na strom 7', dostavame n = er + 1 a pro strom
T™ dostavame rovnost f = ep + 1. Soucet téchto rovnosti nam dava

ntf=(er+1)+(er +1) =e+2,
neboli

n—e+f=2

U

Uvedme pro zajimavost, Ze dalsich 20 zajimavych dikazi tohoto tvrzeni lze
nalézt na webové strance [4].
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6 Rozdéleni obdélnika

Néasledujici véta je ukdzkovym piikladem toho, kdy relativné elementarni
tvrzeni muze byt pomérné tézké dokazat. Uvedeny dukaz je od Nicolaase de
Bruijnﬂ a vyuzijeme v ném trik z matematické analyzy.

Véta 6 Necht T je obdélnik. Rozdélime-li T na mensi navzdjem disjunktni
obdélniky T;, které pokryvaji T', a maji alespon jednu stranu délky t; € N, pak
T mad alespon jednu stranu délky a € N.

D 1 k a z. Piiklad vySe zminéného déleni muzeme vidét na obrazku 12.

Obréazek 12: Piiklad déleni obdélnika

Necht T je obdélnik umistény do kartézské soustavy souiadnic dle obrazku
12. Uvazujme dvojny integral nad 7' = [a, b] X [c, d]

d b
I = //eQm(Hy)dxdy. (8)

9Nicolaas Govert de Bruijn (1918-2012). Nizozemsky matematik, zabyval se matema-
tickou analyzou, teorii ¢isel, kombinatorikou a logikou.
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Ztejmé I muzeme napsat ve tvaru

d b ) b ) d )
I = / / 627rz(3:—0—y)(ir dy _ / 627rmdl’ . / 627szdy.

Nés zajima ptipad, kdy I = 0. To nastane pravé tehdy, je-li alespon jedna z
hodnot ff e?™%dx  nebo fcd e?™dy rovna nule. DokédZzeme, 7e

b
/emdm ~ 0 & (h—a)eN ()

Pokud se nam to podaii, budeme s dukazem tvrzeni hotovi. Dle predpokladu
je T rozdéleno na obdélniky T;. Muzeme integrovat ptes jednotlivé obdélniky
a diky aditivité integralu plati

=y Lif(x,y)dxdy = [ sz (10)

Pokud kazdd z hodnot [[. f(z,y) = 0, pak z (10) plyne [[, f(z,y) = 0.

Vratme se k ovéreni (9). Mdme

b 2miz b 2mia
/ 2Ty — € . _ L (627rib—2m'a) _ ¢ . (627ri(b—a) _ 1) .
a 27 |, 2m 2mi
Vidime, ze
b . .
/ eQﬂlxd:L, _ 0 o eQﬂ'z(bfa) _ 1.

2mix

Z Eulerovy identity e*® = cosx +isin x dostdvame e = cos 2mx +1isin 27z,

Tudiz rovnost e2™(*=%) =1 je ekvivalentni s

cos2n(b—a)=1 , sin27x(b—a)=0.

Je tedy vidét, ze b — a € Z.
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7 Cantorova diagonalni metoda

Uvedeme diikaz nespocCetnosti mnoziny realnych ¢isel, ktery prezentoval
v roce 1890 Georg Cantof’} Je vhodné zminit, ze Cantor se dokazovanim
tohoto tvrzeni zabyval jiz diive, a tento dukaz byl az tfetim v poradi. Nicméné
nize uvedeny dukaz je znameé;jsi nez jeho dva predchudci a to z toho duvodu, ze
pouzita metoda, tzv. Cantorova diagonédlni metoda, byla pouzita v dukazech
mnoha dalsich vét. Jednd se napiiklad o Cantorovu vétu z teorie mnozin, kde
se pouzije jeji lehka modifikace. Dale pak byla pouzita v problému zastaveni
stroje v teorii vycislitelnosti.

Ptripomenme, ze mnozinu M nazveme spocetnou, jestlize existuje bijek-
tivni zobrazeni, které M zobrazi na nékterou podmnozinu N. Pokud takova
bijekce neexistuje, mnozina M se nazyva nespocetna.

Véta 7 MnozZina redlnyjch cisel je nespocetnd.

D u k a z. Budeme sporem dokazovat, ze interval [0,1] na R neni
spocetny. Predpokldadejme sporem, ze [0, 1] je spocetny interval. Z definice
spocetnosti plyne, ze muzeme vsechna ¢isla tohoto intervalu libovolné uspotradat
do posloupnosti py, po, ps, . . .. Jak vime, kazdé redlné ¢islo se da zapsat jeho
desetinnym rozvojem. Necht tedy

p1 = 0,a11a12a13014 . . .
p2 = 0, as1a22a923a24 . . .

p3 = 0, az1aszaszasz, . . .

Z, posloupnosti pi,...,pn,... vybereme prvky rq,...,7y,,..., pro néz a;; €
{1,2} pro i, € N, a vzniklou mnozinu ozna¢me Aj,. Pro ilustraci si uvedme
cast takového usporadani:

ry = 0,12122212 . ..
ro = 0,11221212. ..
rs = 0,21221112. ..
ry =0,12211121 ...
rs = 0,21212121 . ..

0Georg Cantor (1845-1918). Nemécky matematik, zakladatel teorie mnozin.
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Nyni sestrojme ¢islo g € [0, 1], které v posloupnosti ry, 9, 73, . . . neni. Diky
predpokladu a;; € {1,2} jsme predesli situaci tzv. synonymnich rozvoju, tedy
pripadu, kdy jednomu realnému ¢islu odpovidaji dva desetinné rozvoje: naprt.

0,4299999... = 0,4300000. ...

Pro k-tou ¢islici v desetinném rozvoji ¢isla ¢ uvazujeme k-tou éislici v
rozvoji ¢isla ri. Uvazované ¢islice jsou v dalsi ukézce zvyraznény tucné.

ry =0,12122212. ..
ro =0,11221212. ..
r3 = 0,21 221112...
ry =0,12211121...
rs =0,21212121 ...

7 téchto cislic vygenerujeme c¢islo ¢ = 0, ¢1¢2q3q4 - - . takto:

)1, Jestlize a; = 2
¢ jestliie Qi = 1.

V nasem prikladé by tedy g = 0,22121.... Zrejmé ¢ € Ayo. Na zacatku
jsme predpokladali, ze v posloupnosti 1, ra, 73, . . . jsou vSechna ¢isla z mnoziny
Ajs. Pak tedy musi existovat n € N takové, ze r,, = ¢. Diky naSemu zpusobu
sestrojeni ¢isla ¢ to ale neni mozné, protoze ¢ se lisi od kazdého 7, na n-té
desetinné pozici, a nelezi tedy v posloupnosti rq, 79,73, .... Mnozina Ay je
tedy nespocetna a tudiz i interval [0, 1] a celd& mnozina R jsou nespocetné.

U
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Zaveéer

Cilem prace bylo prostudovat a zpracovat zajimavé nestandardni dukazy
vybranych klasickych tvrzeni. Muze byt také zdrojem inspirace pii hledani
novych a elegantnéjsich dikazu k jiz davno dokazanym tvrzenim. Pro snazsi
porozumeéni je text doplnén o komentaf a grafickd znézornéni. Ve vétsiné
pripadu jsou vypocty doplnény o nékteré ,mezikroky*.

V prvnich trech kapitolach jsme se vénovali dikazim tvrzeni z teorie ¢isel.
Prvni kapitola obsahovala dva dukazy nekonecnosti mnoziny prvocisel. Prvni
dukaz ndm navic umoznil odhadnout, kolik prvoéisel je mensich nez dané
n € N a dukaz kombinatoricky rovnéz dokazuje, ze fada ZpelP’% diverguje.
V druhé kapitole jsme se zabyvali Eulerovou fadou. Findlni vypocet prvniho
ditkazu jsme provedli jinym zpusobem nez autoti knihy Proofs from the Book.
Ovsem i tento vypocet nés dovedl k cili. Déle je zde uveden dukaz ¢isté al-
gebraicky. Ctenaf mize opét porovnat, ktery z dikazi je elegantnéjsi. Tiet{
kapitola je vénovana Pierru de Fermat a dukazu jeho ,vanoéni“ véty. Nalez-
nete zde také zajimavy dikaz malé Fermatovy véty. V kapitole ¢islo ¢tyti jsme
jiz opustili teorii ¢isel a vénovali jsme se Caleyho vété z teorie grafu. Byl zde
rozebran relativné novy dikaz kombinatorickou metodou dvojiho pocitani.
Kapitola pét pokracovala v teorii grafu, a sice Eulerovou charakteristikou
planarnich grafu. Kombinatorické tvrzeni kapitoly Sest nam predvedlo, ze i
intuitivné snadno pochopitelné tvrzeni muze mit obtizny dukaz vyzadujici
pokrocilé myslenky. V posledni kapitole jsme si na nespocetnosti mnoziny
realnych ¢isel predvedli jednu z moznosti pouziti Cantorovy diagonalni me-
tody.

Za nejvétsi prinos této prace povazuji inspiraci a prohloubeni znalosti,
tykajicich se metod dokazovani. Obzvlasté pouziti metod matematické analyzy
pii dukazech tvrzeni z oblasti algebry a kombinatoriky. Text byl vysdzen v
typografickém prostiedi WTEX. VSechny obrazky uvedené v textu byly vy-
tvofeny pomoci programu GeoGebra.
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