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Abstrakt

Téato bakalarska praca sa zaobera digitalnymi filtrami a odstranovanim Sumu z teplotnych
merani. Zakladnym aparatom k spravnemu pochopeniu vlastnosti filtrov je diskrétna Fou-
rierova transformdcia, ktora je v praci objasnend na ilustracnom priklade. Dalej sa praca
venuje popisu linearnych filtrov a navrhu zékladnych typov vhodnych k redukcii sSumu.
Analyzou dat z experimentu je navrhnuty adaptivny filter. Tento filter sa podrobi dal-
sej analyze pomocou simulovaného procesu chladenia s umelym Sumom a porovna sa
s ostatnymi konven¢énymi filtrami. Jednym zrovnavacim kritériom je porovnanie tvaru
krivky zaznamu teploty so simulovanou. Druhym kritériom je rekonstruovana okrajova
podmienka, ktora je vystupom inverznej tlohy vedenia tepla.

Summary

This bachelor’s thesis deals with digital filters and noise removal from temperature mea-
surements. The basic concept for the proper understanding of properties of filters is the
discrete Fourier transform, which is illustrated on a given example. Next, the thesis con-
siders linear filters and the design of basic types for noise reduction. An adaptive filter is
designed by analyzing experimental data. This filter is subjected to further analysis using
a simulated cooling process disrupted with artificially added noise and will be compared
to other conventional filters. One criterion is to compare the curve of the filtered tempera-
ture to the simulated one. The second criterion is the reconstructed boundary condition,
which is the output of the inverse heat conduction task.

Klicové slova
digitalne filtre, linearne filtre, Gaussovo jadro, Gaussovo okno, adaptivny filter, inverzna
uloha vedenia tepla, teplotné meranie, odstranovanie Sumu

Keywords
digital filters, linear filters, Gaussian kernel, Gaussian window, adaptive filter, inverse heat
conduction problem, temperature measurement, noise reduction
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L d
Uvod

Mnohé deje, ktoré okolo nas prebiehaju sa daji verne matematicky popisat parcial-
nymi diferencialnymi rovnicami. Jednou takou je rovnica vedenia tepla. Aby sme boli
schopni urcif riesenie tejto rovnice a nasledne tak popisat priebeh teploty, musime do-
plnit informacie o stave objektu na zaciatku pozorovania a stav urc¢itych parametrov na
povrchu telesa, ktoré oznacujeme ako okrajové podmienky. Nimi moze byt opéaf teplota,
tepelny tok alebo sucinitel prestupu tepla.

Konkrétnu aplikdciu nachadzame pri sprchovom chladeni ocelovej dosky, pri ktorom
musime urcif okrajové podmienky, primarne sucinitel prestupu tepla. Jednou z moznosti
je pouzit inverznu tlohou vedenia tepla na znamy vyvoj teploty. Zaznamy teplot pod
povrchom st skreslené Sumom, ktory degraduje rekonstruovani okrajovi podmienku zis-
kantd inverznou ulohou. Preto kladieme déraz na ,,¢istotu” nameranych idajov, o ¢o sa
snazime filtraciou ziskanych dat. O tejto problematike pojednavame v tejto praci.

Teéria filtrov, ktora je znacne rozsiahla, vyzaduje pevny matematicky zaklad. V prvej
kapitole uvadzame prave tieto oblasti. Od Laplaceovej a Z-transformacie prechadzame
k Fourierovej transforméacii, pomocou ktorej neskor naznacujeme, ako filter pozmenuje
vstupny signal.

V druhej kapitole sa venujeme signdlom vo vsSeobecnosti. Predovsetkym odvodime
znamy vzorkovaci teorém, ktory demonstrujeme na konkrétnom priklade. Na tento teorém
pri analyze signalov nesmieme zabudnit.

V dalsej kapitole sa v praci venujeme linearnym digitdlnym filtrom. Ukazujeme, ¢im sa
da jednoznacne popisat jeho vystup. Navrhujeme zédkladné typy filtrov s dolnou prepustou,
ktoré neskor uplatnujeme pri odstranovani sumu. Takisto uvadzame, ako ich efektivne
implementovat vo vypoctovych softwaroch.

V zaverecnej kapitole sa venujeme hlavnému problému. Na vzorovych datach ziskanych
z experimentu vykonanom v Laboratori prestupu tepla a proudéni navrhujeme vlastny
adaptivny filter, ktory vyhovuje charakteru pozorovaného deja. Po jeho tispesnom navrhu
a vyhodnoteni na zéklade vysledného Sumu (rozdielu filtrovanej teploty od zaznamenanej
termoclankom) ho testujeme spolu s dal$imi filtrami na simulovanom chladeni. Vysledné
teploty pouzivame do inverznej ilohy a obdrzané okrajové podmienky porovnavame.
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Zakladné pojmy zo Statistiky [2]

Jednorozmerngm Statistickym siborom rozumieme mnozinu 2 = {y1,7%,..., %}
obsahujicu tdaje (data), ktoré nesi kvantitativnu informéaciu. V tejto praci sa budu
vztahovat primarne k teplote a sucinitelu prestupu tepla.

Pod pojmom strednd hodnota i chapeme vazeny priemer hodnot statistického stboru.
Spocitame ju zo vztahu

k=1

Rozptylom statistického siboru 2" mame na mysli vyraz

!
1
g = 72(%-#)2,

k=1

ktory udava mieru rozlozenia hodnot statistického suboru 2 okolo strednej hodnoty pu.

Oznacenia casto pouzivanych mnozin

SYMBOL | VYZNAM

N mnozina prirodzenych ¢isel

Y/ mnozina celych ¢isel

R mnozina realnych cisel

C mnozina komplexnych ¢isel

C(Z) mnozina (diskrétnych) funkcii definovanych na Z
C(R) mnozina funkcii definovanych na R

C(C) mnozina funkcii definovanych na C

13



1 Matematicky aparat

V tejto kapitole si uvedieme partie matematiky, ktoré si potrebné k popisu a analyze
linedarnych filtrov [4], [20], [22]. Nezaobideme sa bez komplexnych ¢isel, preto si ich na
uvod riadne zadefinujeme [9]. S ich pomocou si priblizime Laplaceovu transforméciu (dalej
LT) [9], [10], ktora je uzitotnym nastrojom v analyze spojitych systémov. Pre diskrétne
systémy, ktorych specialnym pripadom je prave linearny filter, zavedieme Z-transformaciu
(dalej ZT) [20]. Na zaver sa budeme venovat tomu najdodlezitejsiemu Specidlnemu pripadu
tychto transformécii - spojitej a diskrétnej Fourierovej transformacii (dalej FT). Neskor
budeme v praci hovorit o tzv. frekvencnej odozve filtru. Najdolezitejsie vety uvedieme aj
s dokazom. To, ako spravne interpretovat FT, si vysvetlime v dalSej kapitole.

1.1 Komplexné cisla

Definicia 1.1. Komplexné ¢isla [9]
Mnozinu
C= {:1:+z'-y: z,y €ER, 2'2:—1}
nazveme mnozinou komplexnych cisel. Symbol ¢ oznac¢ujeme ako imagindrna jednotka.

Poznamka. Pri tvahe o komplexnych ¢islach ako o rozsireni redlnych imaginarnymi,
mozeme komplexné ¢islo z zapisat

z =Re(z) +i-Im(z),
kde podla predchadzajticej definicie
Re(z) =z, Im(z)=y.

Re(z), resp. Im(z) nazyvame redlna, resp. imagindrna cast cisla z.
Definicia 1.2. Algebraické operacie [9]

Pre zy = x1 4+ 1 - y1, 20 = x5 + 1 - Yo definujeme scitanie

+:CxC—=C, z=zn+zn=(@1+z)+i (y1+1p)
a nasobenie
CxC—C, z=z1-2o=(x1-22—y1-Y2)+1i-(x1-y2+T2-Y1)
Z nasledujucej vety vyplyva, ze C spliuje axiémy komutativneho telesa.

Veta 1.3. [9]
Pre lubovolné cisla zq, z9, 23 € C plati:

(21 + 22) + 23 = 21 + (22 + 23),
0+ 21 = 2,
Zl—|—(—2’1):0,
21+ 22 = 29 + 21,
(21 22) 23 =21 (22 - 23),
Zl'(22+23)221'22+21'23,
1'2’122’1,

14



kde
—z=—x—i-y VzeC

predstavuje inverzné cislo vzhladom k scitaniu a

-1 T . Y
z :x2+y2_z.x2+y2 Vz € C\{0}

predstavuje inverzné c¢islo k ndsobeniu.

Definicia 1.4. Komplexne zdruzené cislo
Pre z € C definujeme komplexne zdruzené cislo

Zr=x—1i-y.

Veta 1.5.
Pre zy,z9 € C plati
(Zik)* = Z1
(21 +22)" = 21 + 23, (1.1)
(21 - 29)" = 27 - 2.
Naviac plati
(21 =21) &z €R.

Poznamka. Rovnako ako si m6zeme predstavif redlne cisla pomocou priamky, tak mo-
zeme reprezentovat komplexné ¢isla v tzv. Gaussovej rovine (dalej len rovina) s dvomi
osami: redlnou a imaginarnou.

Definicia 1.6. Absoltitna hodnota

Analogicky k redlnym c¢islam definujeme absolitnu hodnotu komplexného ¢isla ako

vzdialenost od pociatku roviny.
|z] = V2?2 + y%

Hovorime tiez o amplitide alebo aj magnitide.

Veta 1.7.
Pre z € C plati
z-25= |z,

Poznamka. Komplexné ¢isla mozeme ekvivalentne definovat pomocou amplitidy a uhlu,
ktory zviera spojnica pociatku roviny a pozicie ¢isla s kladnou castou reélnej osi. Vycha-
dzame z nasledujiceho obrazku.

Im(z)

Y [ememamamas w2

Obr. 1.1: Polarna reprezentacia komplexného ¢isla.
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Definicia 1.8. Polarny tvar
Komplexné ¢islo z mézeme vyjadrit v poldrnom (tiez kanonickom) tvare

z=1-(cos(#) +i-sin(h)).

Poznamka. Mame dve ekvivalentné reprezentacie komplexného ¢isla. Medzi (z,y) a (r, 6)
existuju na zaklade pravouhlého trojuholnika na Obr. 1.1 prevodné vztahy

x=r-cos(f), y=r-sin(d),

r=+vaz*+y?  0=arctg (%) : (1.2)

Vzhladom k faktu, Ze obor hodnét funkcie arkustangens je uzavreny interval (-7, 7),
dodefinujeme druhy vztah z (1.2), aby sme pokryli aj lava polrovinu.

/ arctg(%) pre x>0
B 7T—l—arctg(%) pre <0

Pre potreby tejto prace zavedieme oznacenie s vyuzitim vyssie dodefinovaného vyrazu
Arg(z) = 6.

Poznamenajme este, ze vdaka periodicite goniometrickych funkcii sinus a kosinus moze 0
nadobudat akukolvek realnu hodnotu.

Veta 1.9. [6]
Z analyzy Taylorovych rad dostdvame

i

e = cos(z) +i-sin(x) VzreR. (1.3)

V tejto praci budeme casto pre skratenie zapisu rovnic pouzivat prave uvedeny vztah.
Komplexné ¢islo z zapiseme v tvare

1.2 Laplaceova transformacia

Definicia 1.10. Laplaceova transformacia [9]
Pre funkciu z(t) € C(R) definujeme zobrazenie

£ C(R) — C(C)

vyrazom
[e.e]

Z(x)(s) = /x(t)e‘“dt, (1.4)

—00

kde s € C, ktoré nazyvame Laplaceova transformdcia funkcie z(t). Skratene znac¢ime

16



Poznamka. Vyssie uvedent definiciu nazyvame tiez bilaterdlna LT ako rozsirend verzia
znamejsej unilaterdlnej LT

ZL(z) = fx(t)e_Stdt.

Veta 1.11. [9]
Oznacme
P,={2€ C:Re(z) > h, h € R}.

Specidlne kladieme P_o, = C a Py = . Potom pre kaZdi funkciu z(t) € C(R) ezistuje
také h € R, Ze integrdl (1.4) konverguje absolitne na mnozine Py, a nekonverguje absolitne
v Ziadnom bode mnoziny C\ P,

Definicia 1.12. Obor konvergencie Laplaceovej transformaécie
Nech z(t) € C(R), potom mnozinu P, z predchadzajicej vety nazveme obor konver-
gencie LT funkcie z(t).

Poznamka. Dalej uvazujeme iba také funkcie z(t) € C(R), ktorych obor konvergencie je
neprazdna mnozina.

Veta 1.13. [9]
Nech z1(t),z2(t) € C(R) také, Ze

/ 22 (8) = 2o(8)] dit = 0.

Potom plati
g(l’l) = g(l’g)

Veta 1.14. [9]
Pre a,5 € R a x(t),y(t) € C(R) plati

Lzt f-y)=a-L@)+6-2L(y).
Hovorime, Ze LT je linedrny operdtor.
Definicia 1.15. Konvolicia [10]
Konwvoliciou dvoch funkcii z(t),y(t) € C(R) rozumieme zobrazenie
x: C(R) x C(R) — C(R)

definované predpisom
[e.e]

x(t) xy(t) = / x(T)y(t — 7)dr.
Veta 1.16. [10]
Pre z(t),y(t) € C(R) plati

Hovorime, Ze LT prevadza konvoliciu na algebraicky sucin.

17



Dokaz.

L(rxy) = 7(:5 xy)e *tdt = 70 7 o(T)y(t — 7)dr | e dt
— 7 7w(7)y(t —7)e dr | dt.

Zamenime poradie integracie a vyjmeme x(T) z vnutorného integrdalu.

7 x(T) 7y(t —7)e *dt | dr.

Pre vnitorny integral zavedieme substiticiu g =t — 7, z ktorej dostavame t = g+ 7 a
dt = dg.

/{L’(T) /y(g)e_s(g”)dg dr = /{E(T)G_ST /y(g)e_sgdg dr.

Vyuzijeme definiciu Laplaceovej transformdcie a dostaneme

e e}

/ 2P Ly)dr = L(z) - L ().

—00

Definicia 1.17. Inverzni Laplaceova transformaécia [9]
Pre funkciu X(s) € C(C) definujeme zobrazenie

271 O(C) - O(R)

vyrazom
ey

Z7HX)(t) = lim /X(s)e“ds,

P—00
y—pi
kde v = Re(s) také, ze s € P,. Zobrazenie nazveme inverznd Laplaceova transformdcia a
skratene oznacime £~ (X).

1.3 Z-transformacia

Definicia 1.18. Z-transformacia [4]
Pre diskrétnu funkciu z[n] € C(Z) definujeme zobrazenie

% . C(Z) — O(C)

vyrazom
@)z = Y alnla, (16)
kde z € C. Skratene oznacime Z(x).
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Poznamka. K tvaham o konvergencii (1.6) vyuzijeme teériu konvergencie mocninovych
rad. Z definicie nekonecnej rady rozpiseme sucet

0o —1

Z x[nlz™" = Z x[n]z™" + Zx[n]z_"

n=—oo n=—oo

a rozhodneme o konvergencii tychto ¢iastkovych rad. Poznamenajme, zZe prvy ¢len mdzeme
nasledovne transformovat

-1

Z zn)z™" = Zx[—n]z”

n=-—o0o n=1

Veta 1.19. [20]
Nech zn| € C(Z), ak existuje z € C také, Ze (1.6) konverguje, potom existuji
Ry, Ry € R také, Ze (1.6) konverguje len pre vsetky body mnoZiny

P,={z€C: Ry <|z| <Ry}.

Definicia 1.20. Obor konvergencie Z-transformacie
Nech z[n] € C(Z), potom mnozinu P, z predchadzajicej vety nazveme obor konver-
gencie ZT funkcie z[n).

Veta 1.21. [14]
Pre z[n] € C(Z) a k € Z plati

Z(z[n — k) = 272 (x[n)). (1.7)
Dodkaz. .
Z(xn—k)= > aln—kz"

Zavedieme substituciu m = n — k.

Z A P Z xmlz™™ = z7F % (x[n)).

O

Definicia 1.22. Diskrétna konvoltcia [20]

Diskrétnou konvoliciou dvoch funkcil z[n|, y[n] € C(Z) rozumieme zobrazenie
x:C(Z) x C(Z) — C(Z)
definované predpisom

el eyl = S wlk] - yln — K. (18)

k=—o00

Rovnako ako v pripade LT analogicky platia nasledujice vety [20].
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Veta 1.23.
Pre a, f € R a z[n|,y[n| € C(Z) plati

Zw-x+p-y)=a-Z(@)+5-Z(y)

Veta 1.24.
Pre x[n|,y[n] € C(Z) plati

Z(rvxy)=Z(x) Z(y)

Definicia 1.25. Inverzni Z-transformaécia [14]
Pre funkciu X (z) € C(C) definujeme zobrazenie

1. o) - Cz)
vyrazom

Z-1(X)[n] = §%gj£}((z)zn_ldz,

kde integracna cesta ¢ musi lezat v obore konvergencie X(z). Zobrazenie nazyvame in-
verznd Z-transformdcia a skratene znac¢ime 2°~1(X).

1.4 Fourierova transformacia

1.4.1 Spojita Fourierova transformacia

Aby sme sa dostali k rydzo harmonickej analyze, stac¢i v definicnom vztahu (1.4) polozit
s = 1w, w € R a dostavame spojity pripad FT

e e}

ﬁ@moz/x@aMw (1.9)
Podobne obdrzime aj inverzni spojitu FT
17 |
FZHX)(t) = g /X(w)e“"tdw. (1.10)

1.4.2 Diskrétna Fourierova transformacia

Analogicky predchadzajicej podkapitole v definicii 1.18 pokladdme 2z = e, w € R, &m
prechadzame k diskrétnej verzii FT (dalej DFT)

A rovnako k inverznej DFT

1

FH(X)[n] = 7

/ X(w)e™™dw.
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Poznamka. Kedze FT je Specidlnym pripadom LT, respektive ZT, plati pre nu, zZe je
linedrny operator a konvoliciu transformuje na algebraicky stucin. Naviac [14]
1
F(x-y) zfﬁ(x)*ﬁ(y) (1.11)
i
Veta 1.26. [22]
Pre z(t) € C(R), resp. z[n| € C(Z) spliujicu
x(t) = x*(t), resp. x[n] = x*[n]
plat?
F(2)(w) = F"(z)(-w),
Re (#(z)(w)) = Re (F (z)(-w)) ,
Im (F (z)(w)) = —Im (F (2)(—w)) -
Dékaz. Dokdzeme prvi vlastnost pre spojity pripad (podobne by sa ukdzal diskrétny),
zuysné dve st jej priamym dosledkom. VyuzZijeme vlastnost komplexnych cisel (1.1).

0 0 0 *

ZF(z)(w) = / z(t)e”“tdt = / ((z@)e ™)) dt = / 2 (t)e™tdt
= 7:B(t)ei“’tdt *:ﬁ*(x)(—w).

0J

Poznamka. Predchadzajica veta nam vlastne hovori, ze FT funkcie nadobiidajticej re-
alne hodnoty je parna v redlnej zlozke a neparna v imaginarnej. Vsetky potrebné infor-
macie nesu kladné hodnoty w.

Poznamka. Fourierov obraz (alebo aj frekvencéné spektrum) % (x)(w) budeme casto skra-
tene oznacovat X (w).

V skutocnosti viak pracujeme s ddtami konecnej dizky, preto si uvedieme vztahy pre
prakticky vypocet DFT. Predpokladajme, Ze sme zozbierali data z experimentu, ktory
sme uskutocnili v ¢asovom intervale (0;t). Udaje sme zozbierali s periédou T'. Pri poéte
vzoriek N plati ¢t = (N — 1)T. Dostdvame postupnost tdajov

x[n] = (l’(],il?l, ey Ty e 7'IN—1)7

kde x,, predstavuje idaj zaznamenany v case t,, = nI. Transformované data do frekvenc-
nej oblasti oznac¢ime
X[kl = (Xo, X1, ..o, Xpy oo, Xvoa).

Potom DFT a inverzni DFT vyjadrime v tvaroch

MH:_xMW$ (1.12)
o] = % S XMW, (1.13)
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Veta 1.27.
Pre funkciu x[n] € C(Z) spliujicu

z[n] = =*[n]

a pre k > 0 plati
X[N — k| = X™[k].

Dokaz.

=z

N-1
2mikn

X[N —k] = Zx[n]e_w = z[n]e > . "N

n=0
VyuZijeme (1.1) a fakt, Ze e ?™" = 1Vn € Z.

(e - (B - (B -

n=0

3
Il
o

N-1

n=0

Vo vypoctovych softwaroch je DFT implementovana nasledovne pomocou maticového
nasobenia.

X wo oWy we W 2o
X, Wy wh oo Wi Wit Ty
=1 L : : I ST
Xn_s wo w2 wlV R
Xy wo Wit VW= (V=2 TNt
2o we WYL W W X
7 1 we o oWyt Wy WY X,
L . . : .
TN s wo Wy w W O
Ty wo WM e (e Xno1

Algoritmus DFT vyzaduje 2N? — N operécii, ktory je v praxi ¢asovo velmi naro¢ny.
V pripade, 7e dizka tidajov je mocninou 2, teda N = 27 pre g € N, pouziva sa Specidlny al-
goritmus nazyvany rychla Fourierova transformacia (dalej FFT) [7]. Za kazdych okolnosti
je mozné doplnit data vhodnym poctom nul. V nasledujicej podkapitole si vysvetlime
jeho princip.
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1.4.3 Rychla Fourierova transformacia

Pomocou rovnosti

mozeme prepisat (1.12) na tvar

N-1 N/2-1 N/2-1
Xk =" apwir = 3 a2nwi + Z 2n + 1JWeEn D
n=0 n=0
N/2-1 N/2—1 (1.15)
_ k
= Z [Qn]WN/2 + Wy Z x[2n + 1]T/VN/2
n=0 n=0
Pre k = %—l—s, s:O,l,...,%—lodvodime
2mwi(N /2+s) . _ 2mis
WN/Q—I—SZG_MW :G_m'G_%_Nis _ ]f[

Pouzitim tychto vztahov rozdelime (1.15) na dve nezéavislé sumy

N/2—1 N/2—1
X[k = Z z[2n] W, + W Z z[2n + 1WE,,
n=0 n=0
N/2—1 N/2—1
XIN/2+k = > al2n]Wh, —Wh > a[2n + W,
n=0 n=0

kde k=0,1,..., % — 1,
Ozna¢me maticu z (1.14) Wy a prislusnt maticovi rovnicu X = Wyx. Pévodni

ulohu sme rozdelili na nasledujtice podulohy

u = Wy,p, v =Wy)q,
ut+dov
X_(u—dov)’

kde P = (l’o,l’g,...,l’N_Q)T, q = (xlaxf’))" y UN— 1) d = (WN7WN>" WN/2 1) )
dov = (divy,dava, ..., dn/vN/2). Takto upraveny problem vyzaduje N? + 3 operacii.
Celkovo sme ndro¢nost zniZili o N2 — 3N , ¢im sa vypocet pri velkom pocte iidajov vyrazne
skrati. Tento postup vsak mozeme aphkovat dalej na u a v. Pokracujeme az dokym sa
v poslednom kroku dostaneme k vektorom dizky 2. Kazdy krok pritom vyzaduje radovo
N operécii. Krokov je ¢ = log, N, teda celkovo FF'T vyzaduje rddovo Nlog, N operacii.

Rovnakym sposobom sa da upravif algoritmus inverznej FFT.
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2 Reprezentacia signalu

Mnohé javy mozeme povazovat za spojite premenné v ¢ase. Napriklad priebeh elektric-
kého prudu v elektrickom obvode alebo vyvin teploty pri chladeni materialu. K ich popisu
pristupujeme rovnako ako v matematickej analyze pri popise funkeii. Funkciu z(t) € C(R)
budeme povazovat za analogovy signal zavisly na spojite premennej veliCine.

Vdaka jednoznacnosti priamej a inverznej LT vieme signél ekvivalentne reprezentovat
funkciou Z(z) € C(C) [22]. Najvacsi informacny prinos mé préave jej Specidlna verzia,
ktorou je FT. Mame teda dve rovnocenné vyjadrenia procesu, ktoré si navzajom urcené
vztahmi (1.9), (1.10). Hovorime tiez o reprezentacii signalu v Casovej a frekvencnej oblasti.

Pri pozorovani dejov vSak ziskavame informéacie v konecnom c¢asovom intervale. Na-
merané udaje obvykle potrebujeme analyzovat, pripadne pouzit vo vypoctoch. K tomu
pouzivame pocitacovi techniku, ktora pracuje s konecnou paméatou. Preto ma v praxi
vyznam uvazovat diskrétne signaly kone¢nych rozmerov.

Poznamka. Vo zvysku prace budeme uvazovat iba také signdly, ktoré nadobidaju redl-
nych hodnot, teda
x(t) =x*(t), x[n]=x"[n].

Tento fakt budeme zdoraznovat znacenim

z(t) € C*(R), z[n] € C*(Z).

2.1 Interpretacia Fourierovej transformacie

Blizsie si vysvetlime, ¢o presne znamena transformovat signal z ¢asovej do frekvencnej
oblasti a ako tento vysledok interpretovat. PredovSetkym sa zameriame na DFT (dvahy
je mozné rozsirit aj pre spojiti FT) konecnej postupnosti redalnych tdajov

z[n] = (xo,1,.. ., Tny. .., TN-1), Tp € R.

Rovnako ako v podkapitole 1.4.2 predstavuje x, udaj zaznamenany v case t, = nT.
Chceme vyjadrit x[n] ako sicet diskrétnych harmonickych vin. Clen X}, postupnosti

X[k'] = (XO>X1>--->Xk>~-->XN—1)> Xk EC

reprezentuje sinusovi vinu s frekvenciou fr = % Vseobecne komplexna hodnota Xy
v sebe nesie informdciu o jej amplitide a faze (posunuti). Harmonickd vinu vieme zapisat
v tvare

Asin(wt + ¢),

kde A, w, ¢ st postupne jej amplitida, uhlova frekvencia a pociatocna faza. X nam teda
popisuje vinu
Ak sin(wkt + ¢k)
27k

s uhlovou frekvenciou wy = Z7. Pre jej parametre plati
Ap = |Xil,  or = Arg(Xy).

Vdaka (1.27) nesie vSetky informécie prvych \_%j + 1 prvkov postupnosti X[k], kde |a]
predstavuje dolnu celt ¢ast ¢isla a. Preto frekvenéné spektrum spravidla vykreslujeme len
pre prvych \_%J + 1 frekvencii.
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Priklad 2.1. Sledujme signal so vzorkovacou frekvenciou f = 500Hz po dobu %s, ktory

je zlozeny z piatich sinusovych vin

10sin(27 - 10t),

8sin(27 - 20¢),
5sin(27 - 35t),
3sin(27 - 50¢),
13sin(27 - 90t).

Predpokladajme, Ze tuto informéciu k dispozicii nemame. Z Obr. 2.1 usudime, zZe po-
zostava z Ciastkovych signalov roznych frekvencii, no bez dalsej analyzy ich nedokazeme
presnejsie urcit. Preto nan aplikujeme DFT a pozrieme sa na jeho frekvencéné spektrum.

30 . .

20

10}

0,

4
o
T

-30 | I | I
0 0.1 0.2 0.3 0.4

ts]
Obr. 2.1: Casové oblast.

0.5

2000 . .
1500

1000 -
| Xk|

500

WL

0 50 100 150 200
f[Hz]

Obr. 2.2: Frekven¢né spektrum - magnitida.
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Zaujimajui nas hlavne magnitudy jednotlivych frekvencii, pretoze na ich zaklade doka-
zeme urcit, ktora frekvencia je vyrazne zastipena v nami skiimanom signale. Na Obr. 2.2
vidime pat vyraznych vrcholov pri frekvenciach priblizne 10,20, 35,50 a 90Hz. Naviac si
vsimneme, ze pomer ich amplitid zhruba odpoveda tym zo zadania. V tomto priklade
nie je pre nas ciel fazové spektrum (Obr. 2.3) dolezité, no opat baddme nepravidelnosti v
okoli vyssie uvedenych frekvencii.

200 . .

100

Arg(Xy) 0

-100 |-

-200 ! L ! L
0 50 100 150 200 250

f[Hz]

Obr. 2.3: Frekvenc¢né spektrum - faza.

2.2 Diracov impulz

Uzitoénym prikladom analégového signalu je nekonecny alebo tiez Diracov impulz [14],
ktory vyuzijeme vo zvysku kapitoly. Obsiahlejsi popis a vlastnosti je mozné néjst v [16].

Definicia 2.2. Diracov impulz [14]
Funkciu 6(t) € C*(R) spliujicu

/ dt)dt=1, 6(t)=0pre t#0 (2.1)

nazveme Diracov impulz.

Poznamka. Diracov impulz chapeme ako limitu postupnosti funkeii

5.(t) = n pre te (0;-)
! 0 pre t¢(0;=)

Preto mo6zeme pisat 6(¢) = lim 9§, (t). Lahko sa presvedc¢ime, ze pre kazdy prvok postup-
n—oo

Sl 3=

nosti plati prva vlastnost z (2.1)

/5n(t)dt: /ndt ~ 1.

0
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Taktiez je mozné uvazovat Diracov impulz uskutoc¢neny v ¢ase t = 1

/5(t—7)dt:1, d(t—T7)=0pret#rT.

Veta 2.3. [16]
Pre spojiti funkciu z(t) € C*(R) plati
/ x(t)o(t — 7)dt = (7). (2.2)

Diracov impulz je vynimocny svojim frekvenénym spektrom, ktoré je konstantné. Ur-
¢ime ho vSeobecne pre posunuty impulz pomocou vztahu (1.9). Vyuzijeme pritom vlast-
nost (2.2).

Alw) = / S(t —T)e “idt = e ™7,

Specidlne pre 7 = 0 mame A(w) = 1.

2.3 Zakladné dvojice Fourierovej transformacie

Uvedieme si FT zakladnych typov signalu, ktoré budu uzitocné v tedrii vzorkovania a
filtracie.

Definicia 2.4. ObdiZnikové okno
Funkciu rect (%) € C*(R), ty € R spliujicu

(t) 1 pre te(—
rect | — | =

- , (2.3)

nazveme obdlznikové okno.
Poznamka. Pre zvysok prace zavedieme skratené oznacenie

sinc(t) = sint(t) :

O platnosti nasledujicej tabulky sa da presvedcit vyuzitim (1.9) a (1.10).

x(t) X(w)
1 210 (w)
it 276 (w — wo)
e“lz(t) | X(w— wo)
rect(%) tosine(4e)
0 ginc(“et) rect ()

Tabulka 2.1: Dvojice Fourierovej transformacie
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Ukazeme si aspoti vipocet FT obdlznikového okna, ktory vyzaduje péar trikov.

to
o0 2
t t : , 1 ot
F |rect | — ) | (w) = /rect — e ™t = / et = — [—e7™'] 2,
to to w 2
— 00 _Hl

Vyuzili sme faktu, ze funkciu sin(t) mézeme zapisat v tvare
pit _ it

sin(t) = ————
=5

ktorého platnost sa da dokézat pomocou (1.3).

Poznamka. Z tedrie Fourierovych rad plynie, ze kazdu periodicka funkciu z(t) € C*(R)

s periédou T' moézeme vyjadrit v tvare nekonecnej rady [14]
x(t) = Z cpeteot,
k=—o0

kde wy = 2% Pre koeficienty ¢, plati

1 .
k= f/Tx(t)e_kaotdt.

Uréime FT periodickej funkcie, pricom vyuzijeme linearitu FT a tabulku 2.1.

X(w) = Fla)w) = F ( > ) (@)

k=—o00
00

— Z cx T (™) (w) = Z 2merd(w — kwo),

k=—00 k=—0o0

kde koeficienty ¢ st dané vyrazom (2.4).

2.4 Vzorkovanie

Prechod od analdégového signalu k diskrétnemu mozeme vnimat nasledovne. Dej spojite
prebieha v ¢ase a my zaznamenavame udaje v konkrétnych casovych okamihoch posunu-
tych o periodu T'. Dospejeme tak k vyjadreniu diskrétneho signalu z[n] € C*(Z) pomocou

analégového z(t) € C*(R) vo forme

z[n] = x(nT).

(2.5)

V tejto podkapitole si odvodime doélezity poznatok z tedrie vzorkovania a rekonstrukcie

signalu [14].
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Definicia 2.5. Vzorkovaci signal [14]
Funkciu v(t) € C*(R) spliujicu

v(t)= Y 8t —nTy), (2.6)

n=—oo
nazveme vzorkovaci signdl so vzorkovacou periodou Ty.

Urcime frekvencné spektrum V(w). Vdaka faktu, ze v(t) je periodickd, mézeme pisat

U(t) = Z CkGikwvt,

k=—o00

kde w, = 2T—7r je uhlova vzorkovacia frekvencia. Pomocou (2.4), kde za integracny interval

zvolime (—%; %> symetricky okolo pociatku, vypocitame koeficienty

Ts

2
1 1
== | s(t)dt = —.
* Ts/ (tdt =7

T

Vyuzitim (2.3) dostdvame

e e}

Viw) = 2T—7T S 6w — k).

k=—o0

Definicia 2.6. Vzorkovany signal [14]
Funkciu z,(t) € C*(R) vyjadritelni z z(t) € C*(R) v tvare

() = z(t)v(t) = Y x(nT)é(t —nTy)

n=—o0o
nazveme vzorkovany signdl.

Poznamka. Na prvy pohlad sme jednoduchy problém ziskat diskrétne hodnoty z ana-
l6gového signalu matematicky vyjadrili pomerne komplikovane. Bez toho by sme sa vSak
v tedrii nemohli posunit dalej. Poznamenajme este, Ze aj ked (2.6) vyjadruje nekonecne
velké impulzy, vnimame ich ako vazené s vahou z(nTy), ktord udava hodnotu vzorku v
diskrétnom Casovom okamihu [14].

Spektrum vzorkovaného signalu vyjadrime pomocou povodného spektra. Vyuzijeme
pritom vlastnost (1.11) a (2.2).

X,() = Z (o)) = o X (w) V() = %

5 7X(w —u)V(u)du

1 2T
= 5= X(w—u)ik; d(u — kwy)du
—iifm )= b = = 3D X )
_Tsk:_oo w u u Wy U—TSk:OO w Wy ) -
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Dostali sme dolezity vysledok, ze spektrum vzorkovaného signalu je tvorené képiami po-
vodného spektra, ktorych stredy st navzajom posunuté o uhlovi vzorkovaciu frekvenciu w,.
Oznac¢me maximéalnu frekvenciu pévodného spektra wy,q., teda

X(Wmar) # 0,

X(CU) =0 pre w ¢ <_wmam; Wmam> .
Ak plati

Wy
Wmaz > ?7

potom sa jednotlivé kopie pévodného spektra prekryvaji. Tento jav sa nazyva aliasing.
Pokial by sme v takom pripade chceli rekonstruovat povodny signédl x(t), nastalo by vy-
razné skreslenie informacii. Tieto vysledky zhrnieme do vety, ktora sa casto oznacuje ako
Nyquistov-Shannonov vzorkovaci teorém [14].

Veta 2.7.
Funkcia x(t) € C*(R) je rekonstruovatelnd bez straty informdcie, pokial pre uhlovi
vzorkovaciu frekvenciu w, prislusného vzorkovacieho signdlu v(t) plati

Wy > 2wmam> (27)

kde wpae spliuje
X (Wmaz) # 0,

X(CU) = 0 pre w ¢ <_wmam;wmam> .

o X(w) A o
skutoéna Fourierova skreslena Fourierova
transformécia transformaécia

/p An
/N [N
< “~ -~ ~
_____ P e I A
Wy Wy w
2 2

Obr. 2.4: Skreslenie Fourierovej transformacie pri nedodrzani vzorkovacieho teorému [19].

Poznamka. V praxi je spravidla nutné splnit podmienku (2.7) s vyraznou rezervou.

Zdoraznime, ze tvahy uvedené v tejto podkapitole sa netykaji priamo diskrétneho
signalu z[n], ale kvazispojitého impulzného signalu x,(t). Oba vsak nesi rovnocenné in-
formadcie a st vzdajomne konvertovatelné pomocou (2.5). Preto vyzaduji rovnakd hustotu
vzoriek [14]. Na nasledujicom priklade si ndzorne ukazeme nedodrzanie vzorkovacieho
teorému.
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Obr. 2.5: Splnené kritérium - vzorkovanie.

Priklad 2.8. Majme sinusovy signal s frekvenciou 13Hz a bezrozmernou amplitidou 1,
ktory sledujeme 2 sekundy. Pouzime dve rézne vzorkovacie frekvencie

fi =30Hz, f, = 15Hz.

V prvom pripade je kritérium (2.7) splnené, v druhom nie je. Na oba vzorkované sig-
naly aplikujeme DFT pomocou (1.12). VSimneme si, ze pri dodrzani kritéria sme schopni
z frekvenéného spektra (Obr. 2.6) identifikovat, Ze sa jednd o harmonicky signal s frek-
venciou 13Hz. Avsak pri nedodrzani by sme z Obr. 2.8 chybne predpokladali frekvenciu

2Hz.
1

| X%| 0.5

0

| X% 0.5

3 5 7 9 11 13
f[Hz]
Obr. 2.6: Splnené kritérium - frekvenéné spektrum.
= T ‘ T ‘ I -
- | | ' 1 1 -
0.5 1 1.5 2
t[s]
Obr. 2.7: Nesplnené kritérium - vzorkovanie.
0 1 2 3 4 5 6 7

f[Hz|

Obr. 2.8: Nesplnené kritérium - frekvenéné spektrum.
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3 Filtre

Podobne ako sme rozdelili signdly na analégové a digitdlne, delime rovnako aj filtre.
Pod pojmom filter si mozeme predstavit aparat, ktory na svojom vstupe vezme tdaje a
zmeni ich na iné. Konkrétne nas bude zaujimat taka zmena, ktord z idajov potlaci nami
nezelané zlozky, Sum. Pre potreby tejto prace su dolezité prave diskrétne (digitalne) filtre,
o ktorych pojedname v tejto kapitole.

Za sum povazujeme nechceny signal, ktory interferuje s nami analyzovanym signalom.
Sam o sebe nesie informaciu o priebehu iného procesu. Typickym prikladom je okolity
zvuk pri zaznamenavani reci, ktory spada do kategérie akustického Sumu, alebo elek-
tromagneticky Sum, ktory vytvaraju vsetky elektrické zariadenia ako radio ¢i televizny
vysiela¢. Velki skupinu procesov tvoria nahodné procesy, ktoré sa oznacuju ako farebny
sum. Ten sa dalej rozdeluje na zdklade tvaru frekvencného spektra [23]. Uvedieme si ten
najznamejsi - biely.

Biely sum je povazovany za nadhodny proces, ktorého spektrum mé rovnocenne za-
stipené vsetky frekvencie. V diskrétnej verzii hovorime o ndhodnej premennej s nulovou
strednou hodnotou a koneénym rozptylom [23].

3.1 Linearne filtre

Definicia 3.1. Jednotkovy impulz [4]
Signal d[n] € C*(Z) splnujici

1 pre n=0
d[n] = (3.1)
0 pre n#0

nazveme jednotkovy impulz.

Poznamka. S pouzitim prave uvedenej definicie je mozné lahko overit, ze pre z[n| € C*(Z)
plati

e e}

> @[kl — k] = x[n]. (3.2)

k=—0o0

Definicia 3.2. Systém
Objekt, ktory transformuje z[n] € C*(Z) zo svojho vstupu na y[n| € C*(Z) na vystupe,
nazveme systém. Budeme ho znacit ., teda

Definicia 3.3. Impulzna odozva [4]
Signdl hin] € C*(Z), pre ktory plati

kde d[n] je jednotkovy impulz, nazveme impulznd odozva systému .7 .

32



Definicia 3.4. Linearny filter [4]
Systém ., pre ktory plati

Va,B €R, Vain],z2n] € C*(Z) : L (x1[n]) = nn], L (x2[n]) = ya[n] :

(o1 [n] + Praln]) = ayi[n] + Bya[n, (3.3)

L (x1[n — k]) = yi[n — K], (3.4)
nazveme linedarny filter, ktory oznacime ..

Veta 3.5. [4]
Nech . je filter ¢ a h[n] jeho impulznd odozva. Potom pre x[n] € C*(Z) plati

Sr(x[n]) = xn] * hin]. (3.5)

Dékaz. Vyjdeme z definicie impulznej odozvy a postupne vyuZijeme (3.4) a (3.3).

Zr(6[n]) = hln],
Zr(6[n — k]) = hln — k],
Fr (w[k]d[n — k]) = z[k]h[n — K],
S ( > zlkloln—k] ) = Y alklhln - k]

Na lavej strane vyuzijeme vlastnost (3.2) a na pravej si vsimneme definiciu diskrétnej
konwvolicie. Preto dostavame

0

Definicia 3.6. Kauzalita [4]
Filter %%, ktorého vystup y[n] € C*(Z) zavisi iba na aktualnych a predchédzajicich
hodnotéch vstupu z[n] € C*(Z) a vystupu y[n|, nazveme kauzdlny.

y[n] = f(x[ni],y[na]),  ni,ne < n.

Veta 3.7. [4]
Filter S5 je kauzdlny prdve vtedy, ked pre jeho impulznii odozvu hln] plati

hin] =0 pre n <0.

Definicia 3.8. Stabilita [4]
Povieme, Ze filter . je stabilny, ked pre kazdy obmedzeny vstup z[n| € C*(Z) do-
staneme obmedzeny vystup y[n] € C*(Z).

da,B€R:Vn € Z: |zn]| < a— |yn]| < p.
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Veta 3.9. [4]
Filter SF je stabilny prdve vtedy, ked pre jeho impulzni odozvu hin| plati

> |hln]| < oc.

n=—oo

Definicia 3.10. Prenos [14]
Funkciu H(z) € C(C) definovant predpisom

kde h[n] je impulznd odozva filtru ., nazveme prenos filtru ..
Definicia 3.11. Pdly a nuly [14]
Body p;, my, € C, postupne splilujice

H(pj) o0,
H(my) =0,

nazveme postupne poly a nuly filtru 5.

Poznamka. Kauzélny filter .#» mozno popisat diferenénou rovnicou [4]
yln] +ayn — 1) + ...+ apyln — P] = boz[n] + biz[n — 1]+ ... + boz[n — Q], (3.6)

aj,bkER, P Qe N.

Predpokladajme, ze 2 (z) a 2 (y) existuju. Na obe strany rovnice (3.6) aplikujeme ZT s
vyuzitim (1.7)

Y (2) (1 +az 4+ apz_P) = X(2) (bo +bz7 L+ sz_Q) )
Potom s vyuzitim vety o konvolicii dostavame prenos filtru

CY(2)  (botbizTt 4 boz@)
)= X(z) (4az"t+...+apzF)’ (3.7)

Citatela a menovatela vyrazu (3.7) moZzeme rozlozit na stcin koretiovych éinitelov, kde
prislusné korene st podla definicie 3.11 pély v menovateli a nuly v citateli.

Q

[T(1—mez™")
H(z)=K-*= ,

jl;[l(l —pjz7t)

kde K € R je nasobné konstanta.

Definicia 3.12. FIR filter
Filter . s impulznou odozvou h[n| s koneéne mnoho nenulovymi hodnotami nazveme
FIR filter (z anglického Finite Impulse Response).
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Definicia 3.13. IIR filter
Filter .#F s impulznou odozvou h[n| s nekoneéne mnoho nenulovymi hodnotami na-
zveme [IR filter (z anglického Infinite Impulse Response).

Poznamka. Na prvy pohlad pride nezmyselné uvazovat IIR filter, pretoze konvoliciu
vstupného signalu s nekonec¢ne dlhou impulznou odozvou nie je mozné v softwaroch im-
plementovat. AvSak pri popise tohto filtru prislusnou diferenénou rovnicou nam staci k
urceniu vystupného signalu poznaf iba koeficienty tejto rovnice a pomocou nich vystup
urcit.
Veta 3.14. [14]

Kauzdlny filter /7 je stabilny prave vtedy, ked plati

AZ)=14az '+ . +apz P #0 VzeC:|z|>1,

kde A(z) je menovatel prenosu filtru Sr.

Poznamka. Pri navrhu filtru sa automaticky pozaduje jeho stabilita, preto budeme na-
vrhovat kauzalne filtre, aby sme mohli vyuzit elegantné kritérium predchadzajicej vety,
ktora nam hovori, ze poly stabilného filtru lezia vo vnutri jednotkovej kruznice.

Definicia 3.15. Frekven¢na odozva [14]
Funkciu H(w) € C(R) definovant predpisom

H(w) = Z(h[n]),
kde h[n] je impulzna odozva filtru ., nazveme frekvencénd odozva filtru .

Poznamka. Ovela prirodzenejsie je hovorit o frekvencii f nez o uhlovej frekvencii w.
Preto pri popise filtrov prejde frekvencna odozva formalne na vztah

H(f) = Z hln)e~2mi/m,

n=—oo

Poznamka. Spomeiime si, ako sme pri zavadzani DFT polozili v definicii ZT z = e,
respektive z = €™/ pri prechode k frekvencii. Z celej komplexnej z-roviny sme sa obmedzili
iba na jednotkovu kruznicu.

f=1%(mod1)

» = e2mif

f =12 (mod1) |

f =0 (mod 1)

f=—1(mod1)

Obr. 3.1: Jednotkova kruznica [4].
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Vdaka periodicite pohybu po kruznici nam staci poznat hodnoty frekvencénej odozvy pre

f€(0;1),

11
f€<—§;§>-

Hovorime o normalizovanej frekvencii f vzhladom k vzorkovacej f;. K urceniu skutocnej
frekvencie F' stac¢i pouzif jednoduchy vztah

F:ffs

respektive

Frekvencnd odozva H(f) je periodickd s periédou T' = 1. Preto pre inverznt DFT plati [4]

/ H(f)e*™mdf. (3.8)

L\)l»—t

Poznamka. Frekvencna odozva nadobuda vseobecne komplexné hodnoty, preto ju mo-
Zeme vyjadrit v tvare

H(f)=G(f)e),

kde G(f) = |H(f)| je amplitidovy prenos filtru SF a @(f) = Arg(H(f)) je fazovy prenos
filtru .#%. Vdaka vete o konvolicii mozeme napisat

Y(f) = H(H)X(f) = Gf) | X (f)] /@D +AeXD))

Vidime, ze magnitudy vystupného frekvenéného spektra dostaneme vynasobenim mag-
nitid povodného spektra s amplitidovym prenosom filtru. Teda amplitidovy prenos nam
udéva, ako filter pozmeni amplitidy vstupnych frekvencii. Naviac dochadza k fazovému
posunu tychto frekvencii o @(f). Tento jav je neziaduci, o ¢om sa presved¢ime z nasledu-
juceho obrazku, kde na vygenerovany a nasledne zasumeny EKG signal sme pouzili IIR
filter.

2 - | —za‘éumené EK‘G I
—filtrované EKG
15 "*EKG
J’“"w F mll ': L ‘ml i “u w M né"‘ﬂm r"'w ‘.u Ul p. { ll‘ll

1 1 “ I' |m | M"\ ‘ ]u’l‘ ﬂ ' m l“ l”” X ‘! h
0.5

0 C | | ' | | | | | i

0 100 200 300 400 500 600 700 800

vzorkal-]
Obr. 3.2: Vplyv fazového prenosu.
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Aby sme sa tomuto posunu signdlu vyhli, musime pouzit filter s nulovym fazovym
prenosom. To nie je prakticky mozné, preto pristupujeme k filtracnej metdde forward-
-backward. Na vstupny signal x[n] aplikujeme filter, jeho vystup obréatime, nan pouzijeme
filter druhykrat a vystup znova obratime. Tak dostaneme signal y[n] s nulovym fazovym
posunom. Tento proces moézeme matematicky zapisat. Najprv si postupne vyjadrime kroky
tejto metddy

yi[n] = h[n] x z[n],
y2[n] = y1[—n,
ys[n] = hln] x yo[n],
y[n] = ys[—n].

Teraz mozeme prehladne vyjadrit vystupny signal
y[n] = h[—n] * yo[—n] = h[—n] * y1[n] = h[—n] * (h[n] * z[n]) . (3.9)

Uréime prenos filtru s obratenou impulznou odozvou

Z(h[-n])(z) = Y hl-n]z™" = > h[m]z

= > Aml(=7) "= H(T),
kde sme zaviedli substiticiu m = —n. Vratime sa k vysledku (3.9) a vyjadrime vysledni

frekvencnu odozvu tejto filtracnej metdédy. S vetou o konvolicii a komplexne zdruzenej
symetrii F'T realnej funkcie dostavame prenos metody forward-backward

Hpp (f) = H(f)H(—f) = G()e?VG(~ e =) = G*(f).

Skutocne, fazovy prenos je nulovy a naviac sme zlepsili amplitidovy prenos.

3.2 Navrh zakladnych filtrov

V tejto casti si uvedieme filtre, ktoré v praci vyuzijeme. IIR filtre spomenieme iba okrajovo,
pretoze algoritmus na vypocet vystupu FIR filtru je omnoho rychlejsi. Prave rychlost tohto
algoritmu, ktory zmienime v zavere kapitoly, ocenime pri adaptivnej filtracii.

3.2.1 Frekvencne priepustné filtre

Casto je nasim cielom odstranit zo signalu ur¢ité rozmedzie frekvencii, obzvlast ked do-
predu vieme, Ze nami pozorovany jav z nich nepozostava [4], [20].

Navrh FIR

Ukazeme si navrh FIR filtru s dolnou prepustou. Budeme opéf pouzivat normalizovanti
frekvenciu f vzhladom k vzorkovacej f, pre ktorii moézeme bez ujmy na vSeobecnosti polo-
zit f, = 1. Pozadujeme, aby filter potlacil vsetky frekvencie vyssie ako medzna frekvencia
fe, pre ktortt musi s vyuzitim vzorkovacieho teorému platit

1
fCE <0,§>
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Idedlna frekvencna odozva je potom s pouzitim zapisu (2.3) tvaru

Hi(f) = rect ( / ) . (3.10)

2fe

Impulzni odozvu vyjadrime zo vztahu (3.8) vyuzitim Tabulky 2.1

=

/HL eI df = 2f. - sinc (27nf.) .

L\)I»—A

Po rozpisani vyrazu na pravej strane dostaneme findlny tvar

sin(27n f.)

hL [n] - ™

Musime si vSak dat pozor na hodnotu v n = 0, pre ktoru plati

hi[0] = lim (2f, - sinc (2nnf.)) = 2 f-.
n—0
Aby sme mohli tento filter implementovat v softwaroch, vynasobime prave najdent neko-
necne dlhi impulzni odozvu funkciou

1 pre ne€ (—N;N)

Wkn] =
0 pre n¢ (—N;N)
Dostéavame prakticky pouzitelni odozvu A [n] s 2N + 1 nenulovymi prvkami. V dalSom
kroku filter normalizujeme tak, aby amplitidova odozva splnala

GL(0) =1,

pretoZe vynechanim zvysnych hodnét sme sa od ideédlnej odozvy (3.10) znacéne oddialili.
K tomu si staci pripomentt DFT pre f = 0, kedy sa jednd o sumu vsetkych prvkov
postupnosti a jednoducho polozit

hnin] = Wy [n <Zh’ >_.

Aby bol filter kauzalny, posunieme odozvu o N vzoriek do kladnych hodnét. To, ako velmi
sa tymto navrhom lisime od nasho cielu, mozeme vidiet na Obr. 3.3.

Jednou z moznosti ako filter vylepsif, je pouzit velké N alebo namiesto nasobiacej
funkcie Wg[n] pouzit iné, ktorych priklady je mozné néjst v [20].

Prirodzene mézeme naopak pozadovat potlacenie frekvencii nizsich ako medznéa f..
Toho docielime tzv. spektrdlnou inverziou tak, ze pre impulzni odozvu filtru s hornou
prepustou polozime

hy[n| = é[n| — hr[n]. (3.11)
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T T
—skratena odozva
1l e R R LT - - idealizovana odozva

0 1 |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Pre frekven¢éni odozvu plati
Hu(f) = & (8[n] — he[n]) = F (8[n]) — F (hiln])

= Y On)e™ — Hu(f) =1 — Hi(f).
Opét je potrebné z hgy[n| spravit kone¢ni postupnost, normalizovat ju a posunit do
kladnych hodnét.
Kombinaciou spektralnej inverzie a paralelného pouzitia dolnej a hornej prepusti je
mozné dosiahnut filtrov s pasmovou prepustou [22].

Navrh IIR

Podstatou navrhu IIR filtru je ziskat koeficienty diferencnej rovnice (3.6). Tato tloha
je ekvivalentna so znalostou pélov a nul. Pre frekvencéne priepustné filtre existuji roézne
kritéria a poziadavky na amplitidovi odozvu, podla ktorych sa navrhuju prave poly a
nuly filtru. Detaily je mozné najst v [17].

3.2.2 Filter s Gaussovym jadrom

Dalsou z moznosti navrhu je navrh v ¢asovej oblasti. Konkrétne navrhneme impulzni
odozvu tak, aby kazda hodnota vystupného signalu bola vazenym priemerom hodnot zo
vstupného signalu. V navaznosti na predchadzajicu kapitolu budeme navrhovat kauzalny
filter s impulznou odozvou diéky L. Teda pozadujeme

Z_:h[n] — 1. (3.12)

Jednoduchym prikladom je tzv. moving average filter, ktorého impulzna odozva ma
tvar obdlzniku a definuje sa

pre 0<n<L-—1,
hMA[TL]:

[

inak.
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Tento filter mé vlastnosti filtru s dolnou prepustou [22]. Z neho moézeme vytvarat dalsie
stupne tak, Ze za novt impulzni odozvu vezmeme vyraz hasa[n] * haa[n]. Tato impulznd
odozva ma tvar trojuholniku a rychlejsi prechod z prepustenych frekvencii k neprepuste-
nym [22]. Ak budeme tento postup opakovat, budeme vytvarat filtre s lepsimi vlastnos-
tami vo frekvencnej oblasti. Tvar impulznej odozvy sa bude postupne blizit ku Gaussovej
funkeii [22]. Preto rovno navrhneme filter s impulznou odozvou v tvare

-3 (255)"
haln) = ‘/Z_m -
inak,

pre 0<n<2L,

kde o je parameter - rozptyl, ktory spolu s dizkou L volime. Ttto impulznt odozvu na
zéver normalizujeme pomocou vztahu

mmm=%m<§:%m>,

aby sme splnili poziadavku (3.12).

3.3 Implementacia filtrov

FIR filter

V prvej ¢asti kapitoly sme odvodili vztah (3.5), ktory hovori, ze k ziskaniu vystupu z filtru
nam staci poznat jeho impulzni odozvu, preto

Problém je v tom, ze zo vstupného signalu z[n] dizky N a z impulznej odozvy h[n| dizky
L obdrzime konvoliciou signal y[n] dlzky M = N + L — 1. Naviac fdzovy prenos FIR
filtru nie je obecne nulovy. Pomdzeme si vSak tym, Ze pre symetrické impulzné odozvy
okolo Tubovolného bodu (préave také odozvy budeme pouzivat) plati, Ze ich fazovy prenos
je linedrny [22]. K jeho vynulovaniu staci za predpokladu parneho poc¢tu prvkov impulznej
odozvy posunuf vystup filtru o % vzoriek dolava do zapornych hodnét n. V kombinacii
s tlohou skratit vystup na pozadovani dizku dostaneme jednoduchy névod - vykonat
konvoliciu a vystup skratif zlava a sprava o % hodnét. V pripade neparnej dizky impulzne;
odozvy sa staci rozhodnuf, ¢i uberieme o jednu hodnotu viac vpravo alebo vlavo.

Celime vsak este jednému problému. Prvych a poslednych % prvkov nie je zavislych na
L prvkoch impulznej odozvy, v tom zmysle, Ze impulzna odozva je dodefinovana v zapor-
nych n nulami. Tym sa od pévodného signdlu na okrajoch vyrazne odchylime. Tento fakt
plynie z defini¢ného vztahu konvolicie (1.8). Existuje vSak jednoduché riesenie. Vstupny
signal na oboch koncoch este pred konvolticiou predizime o L prvkov za predpokladu
N > L, v opacnom pripade o N — 1 prvkov. Toto predizenie vykondme bud symetricky,
teda signal na oboch koncoch preklopime, alebo antisymetricky. Pri antisymetrickom pre-
diZen{ naviac docielime toho, Ze vystupny signal sa bude v krajnych bodoch zhodovat so
vstupnym signalom.

Algoritmus konvoltcie mozeme efektivne zrychlit s vyuzitim vety o konvolicii. Mu-
sfme si vSak dat pozor na to, ze pracujeme s ddtami konecnej dizky. Keby sme zobrali
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DFT vstupného signalu a impulznej odozvy, vynasobili ich a nésledne vykonali inverzni
DFT, obdrzali by sme tzv. cirkuldrnu konvoliciu [20]. Tomu sa vyhneme tak, ze budeme
reSpektovat fakt, Ze konvolticia ndm vstupny signal predlzi. Preto ho aj my najprv spolu
s impulznou odozvou rozsirime nulami na dizku M a aZ potom vykondme postup popisany
vyssie. Pri pouziti algoritmu FFT vyrazne znizime vypoctovi narocnost.

IIR filter

Pri IIR filtri pristupujeme k diferencnej rovnici (3.6), ktord je nutné doplnit prislusnymi
pociatoénymi podmienkami. Jednou z moznosti je polozit vSetky nezndme hodnoty rovno
nule, ale vtedy by sme museli znovu riesit problém, ze ivodné hodnoty vystupného signalu
sa vyrazne liSia od vstupného. Viac o probléme je mozné najst v [12], [20].

Na zaver poznamenajme, ze IIR filter sa rozkladd na tzv. biquady alebo tiez sekcie,
ktoré sa skladaju z maximéalne dvoch nil a dvoch pélov, spravidla komplexne zdruzenych.
Vystupny signal ziskame tak, ze najprv pouzijeme prva sekciu (filter), na jej vystup
aplikujeme druhi sekciu a takto pokracujeme az do poslednej sekcie.
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4 Vyuzitie filtrov pre potreby
inverznej tlohy vedenia tepla

4.1 Priama a inverzna tuloha vedenia tepla

Problematika vedenia a prestupu tepla, ktorou sa v Laboratori prestupu tepla a proudéni
zaoberaji, je popisand vSeobecne parcialnymi diferencidlnymi rovnicami [10], [13]. Pre
vedenie tepla v homogénnom telese plati zakladna rovnica vedenia tepla

0 K(‘?Te n 0 oT., n 0 T, iy T, (4.1)
— — |k — |~ = pc,— .
Ox Ox dy dy 0z 0z 4= P or
pre teplotu T.(x,y, z,7) zavisli na mieste v telese a Case T, ¢ s tepelné vnutorné zdroje
a K,p ac, st vlastnosti charakterizujice dany materidl, ktoré si vseobecne zavislé na
teplote. Aby boli tieto rovnice jednoznacne riesitelné, je nutné doplnit okrajové a pri

neustalenom deji poc¢iatocné podmienky. Pociatoénymi podmienkami udavame rozlozenie
teploty v celom telese na pociatku pozorovaného deja.

Te(l',y,Z,O) = Te(l',y,Z).

Okrajovymi podmienkami naopak popisujeme stav povrchu uvazovaného telesa v case.
Podmienka prvého druhu, tiez nazyvanad Dirichletova podmienka reprezentuje situaciu,
ked je na povrchu znama teplota.

Te(x& ys> ZS? 7_) = TeS(T)'

Okrajova podmienka druhého druhu (Neumannova podmienka) odpovedéa pripadu, ked
pozname hustotu tepelného toku na povrchu.

8Te ) ) )
Ty, 27)

= = qs(7).
877/ [m,y,z]:[ms,ys,zs] q ( )

Vyrazom % rozumieme derivaciu v smere jednotkového vektoru normaly plochy [10].
Okrajova podmienka tretieho druhu (Newtonova podmienka) vystihuje pritomnost kon-

vekéného chladenia alebo ohrievania na povrchu.

Ty, 2,7) = HTC (Too(r) — Tes(7)) ,

on [2,y,2]=[2s,Ys 2]

kde T.o(7) je teplota okolitého média a HT'C' je sicinitel prestupu tepla (z anglického
Heat Transfer Coefficient).

Priamou tulohou vedenia tepla rozumieme urcit vyvoj teploty v telese pri znamych
materidlovych vlastnostiach, pociatoc¢nych a okrajovych podmienkach. V takom pripade
sa jednd o numerické rieSenie diferencialnej rovnice (4.1) vhodnou numerickou metédou
[18], [25]. Povrch vsak nie je vhodné miesto na umiestnenie termoclanku, pretoze jeho
vplyvom dochédza k deformécii teplotného pola [19]. Preto ich umiestiiujeme pod povrch
materialu [24].
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Pripad, kedy chceme naopak urc¢it pociatocné a okrajové podmienky, pripadne ma-
teridlové vlastnosti, nazyvame inverznd tloha vedenia tepla. Typickou aplikdciou je sta-
novenie okrajovych podmienok zo znamych materialovych vlastnosti, pociatocnej teploty
a Casového priebehu teploty v niekolkych vnutornych bodoch telesa. Tato tloha je ovela
narocnejsia na rieSenie nez priama. Existuje mnoho metdd riesenia, z ktorych mnohé st
navrhnuté pre specidlne typy okrajovych podmienok [11], [15]. Zmienime hlavne sekvenéni
metddu, ktord postupne pocita hustoty tepelnych tokov v ¢ase 7, [3]. Namerané teploty
T :Jm sa porovndvajt s teplotami 7% ziskanymi z priamej tlohy vyuZivajticej n; doprednych
casovych krokov. Minimalizuje sa pritom vyraz [19]

m4ny nr

sse=Y % (T;f—Te’z)z

k=m+11=j,j=1

Inverzna tloha je naviac zle podmienena. To znamena, Ze jej rieSenie je velmi citlivé
na zmeny vstupnych hodnot (teplot) [8]. Preto ma zmysel zaujimat sa o to, aby namerané
teploty neobsahovali zlozky Sumu. Je vSak nutné davat pozor na to, aby sme filtraciou
tychto dat neodstranili okrem sumu aj podstatné informéacie o priebehu chladenia. Tym
by sme dostali vysledky, ktoré sa znacne odlisuji od skuto¢nych okrajovych podmienok.
Najvhodnejsim pristupom k problému je navrhnut adaptivny filter, ktory odlisné oblasti
zo zaznamu teploty odfiltruje odlisSnym sposobom.

4.2 Navrh adaptivneho filtru

4.2.1 Teplotné meranie

Jednou z oblasti, ktorej sa Laborator prestupu tepla a proudéni venuje, je kontinualne

liatie, ktoré patri k najefektivnejsim metédam spracovania oceli, hliniku a inych kovov.

Experimenty a inverzné vypocty slizia k uréeniu vplyvu parametrov sprchového chladenia
k‘l\ izolacia

termoélanky

/’ testovacia
defleltor doska

tryska

-250mm < > +250mm

|

voda

Obr. 4.1: Schéma experimentu [21].
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na sucinitel prestupu tepla. Experimentalne zariadenie (,,stand“) je navrhnuté tak, aby
simulovalo chladenie pri vysokych pociatocnych teplotach. Hlavnou sicastou zariadenia
je ocelova testovacia doska, ktorda ma pod povrchom zabudované termoclanky (Obr. 4.1).

Doska je pevne uchytend a pod nou sa pohybuje vodna tryska, pripadne sada trysiek,
ktoré su zakryté deflektorom. Po nahriati dosky na pozadovani pociatocnu teplotu sa
deflektor otvara a tryska sa postupne posiiva pod doskou a chladi jej povrch. Naspéft ide
s uzavrenym deflektorom. Tryska pod doskou prechadza tam a spéat tak dlho, dokym sa
doska neschladi pod pozadovant teplotu [21].

1500 T T T T T T T T

1000
T.PC]
500

0 | | | | | | | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800

7[s]
Obr. 4.2: Typicky priebeh teplot pre rozne umiestnenie termoclankov.

4.2.2 Algoritmus adaptivnej filtracie

Na vzorovych datach z experimentu, pocas ktorého sa teploty zaznamenavali sadou osem-
nastich termoclankov vzorkovacou frekvenciou 60Hz navrhneme a otestujeme adaptivny
filter. V dalSom texte pri popise algoritmu navrhovaného filtru castokrat pouzijeme pre
mnohé hodnoty vyrazy typu velky, maly, urcity, nejaky. Jedna sa o naznacenie myslienky,
konkrétne hodnoty nastavujeme ako parametre funkcie. Pred samotnym zaciatkom vsak
zanalyzujeme samotny zaznam teploty.

Na Obr. 4.2 st vybrané zaznamy troch termoclankov. Na prvy pohlad mo6zeme iden-
tifikovat dva rezimy teplotnych priebehov. RozlisSujeme oblast prechodu trysky priamo
pod miestom s termoclankom, kedy nastava najvacsi pokles teploty a oblast zatvoreného
deflektoru, vtedy doska stabilizuje svoju teplotu. Oblasti stabilizacie st nizkofrekvencné v
porovnani s prudkym poklesom teploty. Pre ne je vhodné pouzit filter s dolnou prepustou.
Pri prudkej zmene teploty staci volit dolnti prepust s vyssou prechodovou frekvenciou, ¢o
je vidiet v Tavej casti Obr. 4.4, kde Sum je oproti zvysnej casti ovela mensi. Cielom je
naucit adaptivny filter rozpoznat tieto oblasti a pouzit na ne filter s rozdielnou dolnou
prepustou. Musime sa vsak este rozhodnuft, aky typ filtru budeme uvazovat. Z tych, ktoré
sme spomenuli v podkapitole 3.2, zvolime Gaussovo jadro, pretoze pri zviazani rozptylu
o a dizky impulznej odozvy L stadf menit iba jeden parameter. Budeme volit prave L a

pre rozptyl polozime

2L +1
o= .

6
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Obr. 4.3: Detail medzi dvoma prechodmi trysky.
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Obr. 4.4: Pritomnost sSumu.

Tato hodnota je urcena empiricky podla tvaru impulznej odozvy. Stanovime si mi-
nimalnu a maximalnu sirku Gaussovho jadra G, a Gpee, medzi ktorymi vyberieme
idedlnu sirku pre danti oblast. Za kritérium rozdelovania oblasti zvolime normalizovant
diferenciu N DT,[n], ktort uréime vztahom

DT, o]
max (DT[]}

NDT.[n] =

kde DT,[n] je doprednd diferencia teploty v zdzname n dand vyrazom
DT.[n] = T.[n+ 1] — T[n].

Normalizovantu diferenciu ociachujeme tak, ze zvolime spodnu hranicu € a krok ¢, z otvo-
reného intervalu (0, 1). Vytvorime mnozinu hodnéot

f:{fo,fl,---,fl} 2{0,€,€+€c,8+2€c,...,1}.

Pomocou tejto mnoziny ur¢ime mnozinu indexov 7, = {ng,n1,...,nn,}, v ktorych prej-
deme do nového intervalu normalizovanej diferencie. Vykoname to nasledovne. Prepokla-
dajme, ze pre aktualnu vzorku n plati

NDT.[n| € # = (&,641), red0,....,1—1}
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Prehladavame dalsie vzorky a ked narazime na n taku, ze

NDT.[n] & (&, &rv1)

priddme ju do mnoziny J7,. Za novy kontrolny interval vezmeme

(641, &42) ak NDT.[n] > &4
(&-1,&) ak NDT.[n] <&,

%:

a pokracujeme hladanim indexu, v ktorom normalizovana diferencia nepatri do nového
kontrolného intervalu. Medzi najdené body pridame este vyrazné lokalne extrémy, v kto-
rych je normalizovana diferencia nizsia ako predom urcend hodnota a v zvolenom okoli
bodu prekroc¢i priemerna normalizovana diferencia hrani¢nii hodnotu. V tychto bodoch
by sa teplota vplyvom pouzitia vacsieho Gaussovho okna vychylila od skutocnej. Jedna
sa hlavne o pripady podobné Obr. 4.5. Kedze tento spésob hladania bodov nam nezaruci,
ze najdeme presne tie najkritickejsie, pridame k tymto bodom aj urcity pocet ich blizkych
susedov v urcitej vzdialenosti. Mnozinu 7, upravime tak, aby platilo

mkin {nk —npk_1: ngyng_1 € o k=1,...,m} > 2G, + 1.

155.5

T.[°C] 155

154.5

| | | A |

753 753.5 754 754.5
7[s]

Obr. 4.5: Vyrazny lokdlny extrém.

Teraz stanovime sSirku Gaussovho okna % pre jednotlivé oblasti uréené indexmi z
mnoziny 57, doplnenej nulou a celkovym pocétom vzoriek zo zaznamu teploty. Uréime ju
zo vztahu

gk:Gmam“’(Gmin_Gmam)NDTek kzl,...,m—l—2,

kde NDT,, je priemerna hodnota normalizovanej diferencie v k-tej oblasti. Je zrejmé, ze
tam, kde je priemerna diferencia velka, sa pouzije mensie Gaussove jadro. Naopak pri
malych zmenach teploty sa pouzije vicsie.

Z uvedeného postupu je na prvy pohlad zrejmé, Ze jeho efektivita zavisi na tom, ako
sa diferencie zhodujui s tymi skutoénymi nezndmymi. Na Obr. 4.6 vidime, ze vdaka vyraz-
nému sSumu nie sme poriadne schopni rozlisit oblasti s vysokym teplotnym gradientom.

46



1 T T T
NDT,[°C]
0.5

0 100 200 300 400 500 600 700 800
7[s]
Obr. 4.6: Normalizovana diferencia poévodného zaznamu teploty.
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Obr. 4.7: Normalizovana diferencia po filtracii povodnej teploty malym Gaussovym
oknom (L = 10).
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Pontika sa viacero moznosti ako tento problém obist. Mohli by sme z povodnych hod-
not zobrat napriklad iba kazdu dvadsiatu a z toho spravit diferenciu. Aj keby sme si
tym pomohli, nedosiahneme takej presnosti. Ovela elegantnejsim riesenim je najprv po-
uzit malé Gaussovo jadro, z toho spravit diferencie (Obr. 4.7) a tie pouzit ako odhad.
Po aplikovani algoritmu zostani ostré prechody v bodoch J7,, pretoze sa tam streté-
vaju dve rozne filtracie. Ako mozna ndprava sa javi interpolacia v tizkom okoli tychto
bodov napriklad Hermitovym interpolacnym polynémom tretieho stupna, ¢im by sme
zaistili ,, spojitost derivacie*. T4 vsak nie je zrovna najvhodnejSia. Nemame zarucené, ze
v kritickych miestach ned6jde k napojeniu castou kubickej paraboly s pritomnym sedlo-
vym bodom. Naviac pri vypocte koeficientov polynému vznikaji zle podmienené matice.
Z tychto dévodov od tejto myslienky opustime a namiesto toho pouzijeme znova cely
postup. Aplikujeme ho na teploty, ktoré sme dostali po prvom kroku filtracie, priCom za
normalizované diferencie pouzijeme odhad po filtracii pévodnej teploty Gaussovym ok-
nom. Je malo pravdepodobné, ze by sme v kludnych oblastiach nasli kritické body 7,
blizke tym z predchadzajiceho kroku. Preto dojde k zahladeniu tychto miest a odstra-
neniu skokového prechodu medzi filtraciami z prvého kroku. Tymto vSak nasa cesta za
perfektnym adaptivnym filtrom nekonc¢i. Musime opravit miesta, v ktorych sa vyrazne
odlisujeme od skutoc¢nej teploty (Obr. 4.8).

Opravu vykondme v niekolkych krokoch. Vyjdeme z myslienky priblizenia sa k name-
ranym teplotdm. Aktudlne hodnoty odé¢itame od pévodnych, tym dostaneme tdaje d7[n].
Po dokonalej filtracii by sme na Obr. 4.9 videli ¢isty Sum rovnomerne rozdeleny okolo nu-
lovej hodnoty. Myslienka spoc¢iva v tom, ze od aktualneho signalu spatne odcéitame nami
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Obr. 4.8: Odchylenie od pdvodnej teploty.
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Obr. 4.9: Rozdiel aktualnych teplot od povodnych.
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Obr. 4.10: Rozdiel aktualnych teplot od povodnych - detail.

modifikovany Sum d7, [n]. Aktualny Sum d7T.[n] najprv vyfiltrujeme malym Gaussovym
jadrom a dostaneme prvi modifikaciu dfel [n]. Zistime indexy, v ktorych je hodnota vicsia
nez rozptyl a tie uchovame. Tieto indexy zachytavaju prave tie oblasti, kde musime vyko-
nat velkt opravu. Dalej velkym Gaussovym oknom upravime d7,[n] a hodnoty v indexoch
najdenych z prvého modifikovaného sumu nahradime hodnotami dfel [n]. Dostdvame tak
druhy modifikovany sum dff [n], na ktory pouzijeme opat malé Gaussovo jadro, aby sme
rozdelené oblasti medzi sebou plynule naviazali. Tym obdrzime findlny modifikovany Sum
dT.[n] (Obr. 4.11). Na Obr. 4.12 je vidno, ¢oho sme dosiahli. V miestach, kde sme sa
vyrazne liSili od skutocnosti, nastalo velké zlepsenie. Naopak oblasti, kde by oprava bola
zbytocna, ostali takmer rovnaké. Tento postup je vhodné, ba priam ziadané, aplikovat
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Obr. 4.12: Teplota po odétani upraveného Sumu d7,[n).
niekolkokrat, pretoze na rozlicnych miestach je velkost chyby rozdielna a nie je mozné
opravit vsetky miesta naraz v jednom modifikacnom kroku.
4.2.2.1 Zrhnutie navrhnutého algoritmu

Algoritmus pouziva dva hlavné kroky.

o Na zaklade normalizovanej diferencie urcit oblasti s rozdielnym gradientom teploty.
Pre kazdu z nich spocitat sirku Gaussovho okna a vykonat filtraciu.

o Odcitat novy signal od pévodného a vyhladit ho malym Gaussovym jadrom. Zazna-
menat body, ktoré si vyrazne vzdialené od strednej hodnoty a pouzit velké okno.
Zachytené body vlozit naspat do vyhladeného signalu, zahladit skokové zmeny a
odcitat od nového signalu.

Kroky st zavislé na vstupnych parametroch:
e miniméalna a maximéalna Sirka Gaussovho okna,
e odhad diferencie,
o (iselné kritéria na posidenie vyraznych lokalnych extrémov,
o velkosti okien pouzitych pri iprave Sumu,
o parameter na posidenie velkych odchyliek Sumu.

Kroky sa viackrat opakuju s réznymi parametrami, pretoze iba jednou tpravou sa vsetky
kritické miesta neopravia.
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4.2.3 Analyza vysledkov adaptivnej filtracie na vzorovych datach

Navrhnuty adaptivny filter otestujeme na experimentalnych datach pozostavajtcich
z osemnastich zaznamov teplot. K postdeniu kvality vyuzijeme toho, Ze po idealnej filtra-
cii by sme mali obdrzat dokonaly Sum. Teda ndhodni premenni, ktora ma normélne roz-
delenie s nulovou strednou hodnotou. Na overenie ndm poslizia Statistické testy. Najprv
graficky overime, ¢i sa jedna o normdlne rozdelenie tzv. Q-Q grafom, ktory porovnava
kvantily teoretického normélneho rozdelenia s kvantilmi skimaného siboru [2]. Pokial
nase data odpovedaju normalnemu rozdeleniu, potom lezia body v Q-Q grafe na ose pr-
vého kvadrantu. Ak tomuto nase data vyhovuji, mozeme vykonat t-test, ktory testuje
hypotézu, ze stibor mé nulovi strednit hodnotu [1]. Predpoklada, ze data pochadzaji z
normalneho rozdelenia, preto sa musime najprv pozriet na Q-Q graf. Vystupom t-testu
je tzv. p-hodnota, ktord udava pravdepodobnost, ze zamietneme platni hypotézu. Pokial
neprekro¢i tzv. hladinu vgznamnosti (radovo v desatinich), hypotézu zamietneme.
Druhou alternativou je chi-kvadrdt test dobrej zhody [5], ktorym otestujeme, ¢i ma
dany sibor normalne rozdelenie so zadanymi parametrami. Tymi je v nasom pripade nu-
lova stredna hodnota a rozptyl, ktory uré¢ime z nasho suboru. Vysledky oboch hypotéz
st uvedené v Tabulke 4.1. Vidime, Zze sedemnésty termoclanok nepresiel chi-kvadrat tes-
tom, preto si ho blizsie zanalyzujeme. Najprv sa pozrieme na Q-Q graf jeho Sumu (Obr.
4.13). Je ocividné, ze nespliuje predpoklady normality vdaka znacnej odchylke od osi
kvadrantu v krajnych oblastiach. Preto nemo6zeme predpokladat normalitu a vysledok t-
-testu nesmieme pouzit. U ostatnych termoclankov chi-kvadrat test nezamietol hypotézu
o idedlnom Sume (p-hodnoty nie si radovo mensie ako desatina). Priklad , dspesného*
Q-Q grafu vidime na Obr. 4.14. K zisteniu pri¢iny zamietnutia sedemnéasteho termo-
¢lanku sa pozrieme na jeho Sum (Obr. 4.15). Baddme vyrazné nepravidelnosti, ktoré st
sposobené pritomnosfou rusivého signalu z elektrickej siete. O tomto faktu svedci jeho
DFT (Obr. 4.16, zvisla osa je v decibelovych suradniciach), kde vidime velké amplitady
pri frekvencii 10Hz. Hodnota odpoveda skutoénym 50Hz (vzorkovaci teorém 2.7 nie je

termoclanok 1 2 3 4 5 6 7 8 9

p-hodnota
0,358 | 0,931 | 0,506 | 0,037 | 0,171 | 0,0916 | 0,044 | 0,049 | 0,227

chi-kvadrat

p-hodnota
0,972 | 0,937 | 0,758 | 0,588 | 0,612 | 0,784 | 0,719 | 0,862 | 0,691

t-test
termoclanok 10 11 12 13 14 15 16 17 18

p-hodnota

0,026 | 0,102 | 0,372 | 0,087 | 0,150 | 0,228 | 0,583 | 4-107°' | 0,175
chi-kvadrat

p-hodnota
0,792 | 0,255 | 0,358 | 0,884 | 0,756 | 0,611 | 0,595 | 0,751 | 0,525

t-test

Tabulka 4.1: P-hodnoty pre dve rézne Statistické hypotézy.
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Obr. 4.13: Q-Q graf vysledného Sumu 17. termoclanku.
04r

h

o
N
T

empirické kvantily
o

-0.2+
-0.4 ‘ |
-5 0 5
teoretické kvantily
Obr. 4.14: Q-Q graf vysledného Sumu 3. termoclanku.
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Obr. 4.15: Vysledny sum 17. termoclanku - detail.

splneny). Vdaka pritomnosti tohto ruchu nepresla Statistickd hypotéza, no ni¢ nam to
nepovie o kvalite filtracie, ktora je uspokojiva (Obr. 4.17).

Neméme teda ziadne jednoznac¢né kritérium, ktoré by nam napriklad pomocou neja-
kého c¢isla rozhodlo o kvalite adaptivneho filtru. Vidime, ze akakolvek pritomnost dalsieho
rusivého signalu sposobi, ze zamietneme Statistické hypotézy ohladom dokonalosti vysled-
ného Sumu.
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Obr. 4.16: Diskrétna Fourierova transformacia vysledného sumu 17. termoclanku.
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Obr. 4.17: Filtracia teploty 17. termoclanku - detail.
4.3 Porovnanie filtrov pomocou inverznej lohy

V predchadzajucej kapitole sme navrhli adaptivny filter, ktory dokazal z experimental-
nych dat oddelit Sum od teploty. Tieto data mdzu byt pouzité do inverznej tlohy na
urcenie okrajovych podmienok v priebehu experimentu. Problém je vsak v tom, Ze ich
nemame s ¢im porovnat, pretoze tie skutocné podmienky nepozname. Pomozeme si vsak
softwarom ANSY'S, v ktorom nasimulujeme chladenie s nami zadanymi okrajovymi pod-
mienkami. Priebeh chladenia nasledne zasumime a nan aplikujeme nas adaptivny filter.
Vysledok pouzijeme do inverznej tlohy a jej vystup porovname so zadanymi okrajovymi
podmienkami.

4.3.1 Simulacia chladenia

Zo zadanych okrajovych a pociatocnych podmienok, vlastnosti a geometrie chladeného
materidlu program spocita priebeh teploty v celom telese. Stcinitel prestupu tepla HT'C
je zadany v tvare dvoch obdlznikovych pulzov (Obr. 4.18).

Vyberieme styri body pod povrchom a to konkrétne vo vzdialenosti 0,5, 1, 2 a 3 mili-
metre. Udaje o tychto teplotdch (Obr. 4.19) zasumime tak, ze v kazdom bode pripo¢itame
ndhodne vygenerované ¢islo z intervalu (—0, 5; 0, 5). Tento Sum je dvakrat silnejsi nez ten,
ktory sme analyzovali v podkapitole 4.2.3. Nahodné ¢isla generujeme vstavanou matla-
bovskou funkciou rand, ktoré vsak nepochadzaji z normalneho rozdelenia. Volime ich tak
zamerne preto, aby jedinou moznostou na analyzu vysledku bola prave zhoda, pripadne
nezhoda so skutoénymi okrajovymi podmienkami. Okrajovd podmienka je zadand tak,
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Obr. 4.18: Simul4cia - sucinitel prestupu tepla.
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Obr. 4.19: Simuldcia - zdznamy teplot.

aby pri kazdom prechode nastala extrémne prudkd zmena teploty (Obr. 4.20) a tak isto
prudky nérast po odlahéeni (Obr. 4.21). Toho docielime prave obdlZnikovymi pulzmi.
Medzi nimi je teplotne zavisla radiacia do okolia.
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Obr. 4.20: Simulacia - prudka zmena teploty.
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Obr. 4.21: Simulécia - zaciatok stabilizacie teploty.

4.3.2 Porovnanie vybranych filtrov

V tejto casti na zasument simulaciu aplikujeme nami navrhnuty adaptivny filter. K nemu
pridame aj dva filtre s rozne velkymi Gaussovymi jadrami, jeden s dolnou prepustou
navrhnuty podla kapitoly 3.2.1 a adaptivny filter, ktory nepouziva opravu modifikaciou
sumu. Rozlisime ich znacenim podla Tabulky 4.2.

znacenie filter parametre
G30 Gaussovo jadro (malé) L =230
G500 Gaussovo jadro (velké) L =500
LOW dolné prepust N =40, F, = 1Hz
AF adaptivny filter
AFb adaptivny filter bez opravy Sumom

Tabulka 4.2: Zoznam vybranych filtrov.

4.3.2.1 Porovnanie teplotnych kriviek

Nez sa pustime do porovnéavania ziskanych okrajovych podmienok, pozrieme sa na to, ako
si jednotlivé filtre poradili s ostrymi zmenami teplot. Prave v tychto miestach chceme, aby
sme Co najvernejsie kopirovali pévodnu teplotu. Akékolvek vychylenie vyhodnoti inverzna
uloha ako zaciatok pulzu. Zamerne sme zvolili velké jadro pre G500, aby sme ukazali, ako
odstrani podstatné informacie o deji (Obr. 4.22). Tymi st prave nastup a koniec pdso-
benia obdiZznikového chladiaceho pulzu. Zmeny teploty su na zaciatku pdsobenia natolko
prudké, ze ani LOW, & G30 ich nedokéaze verne kopirovat (Obr. 4.23, Obr. 4.24). Rovnaku
situdciu badame na koncoch posobenia pulzu (Obr. 4.25, 4.26). Zaroven vidime, ako sa
AF zhoduje s originalnym zéaznamom teploty. Vyraznejsie odchylky mézeme vidief tesne
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Obr. 4.22: Posobenie obdiznikového pulzu - I1mm pod povrchom.
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Obr. 4.23: Zaciatok Tavého pulzu 1mm pod povrchom - detail.

pred nastupom pulzu. Je to spésobené tym, ze algoritmus hladania velkych zmien norma-
lizovanej diferencie nezachyti tento prudky skok tplne presne. Vznikne tam zlom, ktory
sa naslednou sumovou modifikdciou postupne potlac¢i nahor. Vo vysledku tak dostaneme
mierny narast teploty pred jej prudkym poklesom.

V pripade AFb pozorujeme v miestach poklesu vac¢siu chybu nez u AF. Zaroven do-
chadza aj k odkloneniu teploty od jej lokalnej strednej hodnoty pred nastupom pulzu
(lava ¢ast Obr. 4.23). Tomu sa pri AF vyhneme prave vdaka tomu, ze pozname rozdiel
od zasumenej teploty a dokdzeme sa k nej priblizit. Rovnakd situdcia u AFb nastava aj
na konci pésobenia pulzu.

Nedostatok AF pozorujeme na zvlneni teplotnej krivky (Obr. 4.27 - tsek nad teplotou
66,5 °C'). Je spdsobeny charakterom generovaného Sumu, ktory nepochédza z normélneho
rozdelenia. Skupina udajov je zdruzena nad lokalnou strednou hodnotou pévodnej teploty
a AF pri uprave modifikdciou Sumu nespravne predpoklada, Ze tymto smerom méa posuntt
teploty nahor.

95



976 N
Te[OC] —zasumeneé
. —original |
974 —LOW
—G30
—G500
—AFb
972~ __ AF a
86.5 87

7[s]

Obr. 4.24: Zadciatok pravého pulzu lmm pod povrchom - detail.
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Obr. 4.25: Koniec Tavého pulzu 1mm pod povrchom - detail.

Hoci sa ndm moze zdat, ze LOW a G30 neodviedli az tak zlu pracu, ich nedostatky
pozorujeme v oblastiach, kde dochddza iba k radidcii do okolia (Obr. 4.28). Z hladiska
frekvencie je Sum v tejto oblasti mnohokrat vyraznejsi nez samotny priebeh chladenia
(simulovand teplota), preto ho LOW a G30 neodstrania. Prejavuje sa to oscilovanim teplot
v tejto oblasti.
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Obr. 4.27: Chyba AF sposobend charakterom generovaného sumu.
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Obr. 4.28: Oblast bez posobenia obdZnikového pulzu.
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4.3.2.2 Porovnanie vyslednych okrajovych podmienok

Vystupy z nami zvolenych filtrov vlozime do inverznej ilohy na vypocet okrajovych pod-
mienok. BlizSie sa pozrieme na zaznamy lmm pod povrchom, ktoré sme vizualne analy-
zovali v minulej podkapitole. Ostatné hibky uvedieme v prilohe A. Z vystupov inverznej
tlohy vyberieme HT'C, ktoré porovname s hodnotami ziskanymi z pévodnej nezasume-
nej teploty (v obrazkoch znac¢ime origindl). Vidime, ze aj ked vezmeme simulované data,
obdrzime iba pribliznu rekonstrukciu okrajovej podmienky (Obr. 4.29, Obr. 4.30). Rozo-
berieme nas adaptivny filter. K nastupu pulzu dochadza skor, nez tomu je v skutocnosti.
Sposobil to fakt, ze teplota zacala klesat o zlomok sekundy skor (Obr. 4.23).

HTC[Wm 2K
10000 e

—AFb .

—LOW '
G30
G500

—AF

"A —original :
== okrajova podmienka
O L I I | | I I “"ﬂ

27 28 29 30 31 32 33
7[s]

Obr. 4.29: Sucinitel prestupu tepla urceny z teplot Imm pod povrchom.
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—AFb

—LOwW
G30
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—okrajova podmienka

27 27.1 27.2
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Obr. 4.30: Sucinitel prestupu tepla urceny z teplot Imm pod povrchom - detail.

Solidne vysledky mame aj z AFb, naproti tomu LOW, ¢i G30 zlyhavaji vdaka tomu, Ze
nekopiruji prudky pokles teploty. G500 nadmerne odstranil informéciu o nastupe pulzu,
je nevhodné pouzivat ho na velké teplotné gradienty.

Pri AF nas mézu zarazat jemné lokalne oscildcie v priebehu pdsobenia pulzu. Za néasle-
dok to ma napojenie dvoch filtrovanych oblasti v zmysle algoritmu popisanom
v kapitole 4.2.2. Aj ked sa pri modifikacii Sumom tieto oblasti vyhladzovali, pri tak vyso-
kom teplotnom gradiente sa prejavi aj mala nedokonalost. Rozdiely od ,, skuto¢nej* pod-
mienky kvantifikujeme. Spoc¢itame strednt hodnotu a rozptyl rozdielu HT'C' jednotlivych
filtrov od HTC originalu. Vypocet vykoname globalne pre celi simulaciu a aj lokalne
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pocas nastupu pulzu. Z Tabulky 4.3 vidime presne to, ¢o sme posudzovali vizualne. Naj-
lepsie vysledky déavaja oba adaptivne filtre. Skutoc¢ne, AF ma priemernt odchylku pocas
nastupu pulzu radovo v jednotkach. Naviac, ¢o je podstatné, ma odchylka v tejto ob-
lasti vyrazne mensi rozptyl. To je pre nas vyborny vysledok, pretoze sme dokazali verne
zrekonstruovat prudki zmenu okrajovej podmienky.

filter AF | AFb | G500 | G30 | LOW
celkova stredna hodnota -0,46 | -1,48 | -122 | -2,74 | -2,36
celkovy rozptyl 61,61 | 52,57 | 967 | 156,67 | 142,17

strednd hodnota - nastup lavého pulzu || 8,61 | -39,2 | -2397 | -284 -224

rozptyl - nastup lavého pulzu 249 | 499 | 4264 | 1713 1560

Tabulka 4.3: Ciselna analyza vysledkov - 1mm pod povrchom.
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Zaver

Hlavnym cielom tejto prace bolo porovnanie zédkladnych filtra¢nych metod na odstra-
novanie Sumu z teplotnych merani a vytvorenie vlastnej kniznice funkcii na spracovanie
nameranych dat. Za tymto tcelom sme vytvorili adaptivny filter, ktory spaja vyhody
tychto metod.

V tvodnej kapitole sme zosumarizovali matematickd teériu potrebnu k popisu vlast-
nosti filtrov. Predovsetkym Fourierovu transformaciu, jej diskrétnu verziu a vetu o kon-
volucii, ktora tento popis zjednodusila.

Prakticky vyznam diskrétnej Fourierovej transforméacie sme vysvetlili na zaciatku dru-
hej kapitoly, ktorti sme venovali reprezentacii a vzorkovani signalu. Podrobne sme uviedli
odvodenie Nyquistov—Shannonovho vzorkovacieho teorému, ktorého nesplnenie sme ilus-
trovali.

Napliou tretej kapitoly bol popis linearneho digitalneho filtru. Ten sme dokladne
definovali a dokazali, Ze je jednoznacne popisany hodnotami impulznej odozvy. Vyuzili
sme diskrétnu Fourierovu transformaciu k pochopeniu sposobu, akym spracovava vstupny
signal. V navéaznosti na hlavné ciele prace sme uviedli postup navrhu filtrov, ktoré boli
v praci vyuzité. Vysvetlili sme princip ich implementacie do softwaru. Pre filtre, ktorych
impulzna odozva pozostava z koneéne mnoho hodndét, sme s vyuzitim vety o konvolticii
urychlili vypoctovy algoritmus.

Stvrtt kapitolu sme zacali kratkym prehladom priamej a inverznej tlohy vedenia tepla.
Pokracovali sme schémou experimentu, ktorého vystupné data sme pouzili pri navrhu
vlastného adaptivneho filtru. Navrhli sme ho na zaklade Gaussovho filtru. Data sme analy-
zovali a filter naucili rozpoznavat rozdielne oblasti, ktoré sme rozdelili v kritickych bodoch
podla hodnot normalizovanej diferencie teplotného zaznamu. Pomocou tychto hodnot sme
pre rozdelené tiseky pocitali rozdielny parameter Gaussovho filtru. Odcitanim vyslednych
teplot od pévodnych sme dostali aktualny Sum. Vykonali sme jeho modifikaciu, ktora
sme od novych teplot odéitali. Tymto sme sa priblizili k skutocnej krivke teploty. Sta-
tistickym testom vysledného Sumu sme posudili kvalitu filtracie. Iba v jednom pripade
sme zamietli hypotézu, ze Sum nepochadza z normélneho rozdelenia s nulovou strednou
hodnotou. Bolo to spésobené nadmernou pritomnostou ruchu z elektrickej siete. V dalsej
casti kapitoly sme porovnali pat roznych filtrov na simulovanom chladeni. Vystup simulé-
cie sme zasumili a ten sme filtrami odstranovali. Vysledky boli pouzité do inverznej tilohy
vedenia tepla, ktord rekonstruovala okrajovi podmienku simulacie. Porovnanim sucini-
telu prestupu tepla s okrajovou podmienkou ziskanou zo simulovanej teploty sme posudili
ucinnost filtrov. Najlepsie vysledky dosiahol nami navrhnuty adaptivny filter.

Pracu a myslienkovy postup navrhu filtru sme doplnili ilustra¢nymi obrazkami vy-
tvorenymi v MATLABE. Rovnako sme v nom naprogramovali vSetky funkcie potrebné
k spracovaniu a filtracii dat. Tie su sucastou prilozeného CD.
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A Vyhodnotenie filtrov na zaklade
zhody okrajovej podmienky
A.1 Data z bodu 0,5mm pod povrchom

I
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Obr. A.1: Koniec lavého pulzu 0,5mm pod povrchom - detail.

HTC[Wm 2K
10000

—AFb
—LOW
G30
G500
—AF
—original
—okrajova podmienka

0 L | !
33 33.15 33.3
7[s]

Obr. A.2: Sucinitel prestupu tepla urceny z teplot 0,5mm pod povrchom - detail.

filter AF | AFb | G500 | G30 | LOW
celkova stredna hodnota -0,47 | -2,42 | -121 | -2,70 | -2,32
celkovy rozptyl 21,47 | 94,67 | 961 | 149,6 | 134,9

stredna hodnota - koniec Tavého pulzu || -13,36 | -184 | -1630 | -359 | -305

rozptyl - koniec lavého pulzu 246 1005 | 4224 | 1815 | 1645

Tabulka A.1: Ciselna analjza vysledkov - 0,5mm pod povrchom.
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A.2 Data z bodu 2mm pod povrchom
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Obr. A.3: Nastup pravého pulzu 2mm pod povrchom - detail.
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Obr. A.4: Sucinitel prestupu tepla urceny z teplét 2mm pod povrchom - detail.

87.35
7[s]

87.4

87.45

filter AF | AFb | G500 | G30 | LOW

celkova stredna hodnota 0,44 | -0,99 | -122 | -2,10 | -1,70
celkovy rozptyl 225 | 142 | 968 150 140

stredna hodnota - nastup pravého pulzu || -77,0 | -50,9 | -2819 | -408 | -337
rozptyl - nastup pravého pulzu 265 | 439 | 4314 | 1573 | 1402

Tabulka A.2: Ciselna analyza vysledkov - 2mm pod povrchom.
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A.3 Data z bodu 3mm pod povrchom
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Obr. A.5: Nastup pravého pulzu 3mm pod povrchom - detail.
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Obr. A.6: Sucinitel prestupu tepla urceny z teplét 3mm pod povrchom - detail.
filter AF | AFb | G500 | G30 | LOW
celkova stredna hodnota -0,32 | -1,09 | -121 | -1,87 | -1,55
celkovy rozptyl 80,6 | 954 | 928 | 83,2 | 80,1
stredna hodnota - nastup pravého pulzu || 16,2 | 57,7 | -1663 | -132 | -109
rozptyl - nastup pravého pulzu 31,6 | 105,3 | 2914 | 493 | 408

Tabulka A.3: Ciselna analyza vysledkov - 3mm pod povrchom.
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B Subory na CD

Na prilozenom CD su uloZené nasledujice typy siiborov.

o Textovy subor AAinfo.txt s délezitymi poznamkami.

o Data z experimentu A1A.tzt, A1B.txt a dita z inverznej ulohy s predponou SIM3__.txt
pre teplotu Imm pod povrchom.

o Skripty s predponou AOBR__.m obsahuji zdrojové kody k obrazkom uvedenych
V praci.

o Funkcie s predponou FIR__.m zahrnuju navrh frekvencéne priepustnych filtrov s ko-
ne¢nou impulznou odozvou.

o Funkcie s predponou IIR_ .m implementuju filtre s nekoneénou impulznou odozvou.
Specialne IIRsketch.m umoznuje uzivatelovi navrhnit vlastny filter umiestnovanim
polov a nil do komplexnej roviny.

o Funkcie s predponou gauss .m vyuzivaju Gaussov filter.

o Funkcie s predponou CONTI .m obsahuji adaptivnu filtraciu. Specidlne
CONTlIadapt _.m je adaptivny filter ako hlavny vystup prace.

o Funkcie na nacitanie a zapis dat obsahujice klucové slovo Data.
o Pomocné funkcie a funkcie sltziace k vizualizacii vlastnosti filtrov.

o Stbor Awvzor.m so vzorovymi volaniami vybranych funkcii.
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