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1 Uvod

Pfi studiu v prvnim semestru matematické analyzy se studenti setkaji se zdkladnim
pojmem limita funkce. Tato bakaldiska prace ma za hlavni cil vysvétleni problematiky li-
mity funkce jedné proménné. Zahrnuje popis jejich vlastnosti uvadi definice a véty, které
nasledné aplikuje ve vypoctech vlastnich prikladii. Problematika limity funkce dvou a
vice proménnych je uvedena pouze zkracené s ohledem na rozsah préace.

Préace nejprve sezndmi Ctendre se zdkladnim matematickym ndzvoslovim. Nasledné
prace prezentuje obecné vlastnosti limit a vysvétluje jejich princip s uvedenymi odkazy
na prislusné dikazy. Déle jsou uvadény nejdilezitéjsi véty pro vypocet limit, jejich apli-
kace a vizualizace ve formé vlastnich obrazki. Pod kazdou vétou je uvedeny minimalné
jeden ukazkovy priklad s feSenim a podrobnym popisem, tato i ndslednd ¢ast s ukdzkami
reSenych prikladl je urCena pravé pro studenty, ktefi Ctou tuto bakaldiskou praci za tce-
lem lepstho pochopeni problematiky vypocti limit funkci. Dilezitou podkapitolou, ktera
uzce souvisi s problematikou limit, je spojitost funkce. Tato ¢4st obsahuje je vysvétleni
pojmu spojitosti funkce a ilustrujici pfiklady.

Dalsi dilezitou kapitolou je limita funkce dvou a vice proménnych, kde jsou popsany
dilezité pojmy a zdkladni principy vypoctu limity véetné jejich aplikace na prikladech.
Zavérem prace je seznam vzorcu limit a prikladd s uvedenymi vysledky.

Préce byla napsana v IATEX kédu a v rdmci vypracovavani byly pouZity tyto programy:

TeXworks 0.6.2, GeoGebra Klasic, Wolfram Alpha web.



Oznaceni

400 - nekonecno

Dy - definiCni obor

R - mnoZina redlnych cisel

R* - mnozina redlnych ¢isel véetné nevlastnich bodi —oo, 0o
V - obecny kvantifikdtor

3 - existencni kvantifikator



2 Limita funkce jedné proménné

Tato kapitola se zaméfuje na zdkladni vymezeni pojmu limita funkce, tento pojem
je dilezity v diferencidlnim poctu. V praci jsou uvedené dva typy definic limity funkce
(Cauchy, Heine). Prvni definice je pojmenovand podle A. L. Cauchyho, ktera je defino-
vand pomoci okoli bodu (¢ — ¢ okoli). Na této definici se podileli autofi B. Bolzano, N.
H. Abel a A. L. Cauchy a definici zmodernizoval do soucasné symboliky K. T. Weistrass.
Druhd definice je pojmenovana podle H. Heineho, vychdzi z ptivodni myslenky popsané
J. P. G. L. Dirichletem v roce 1854. H. Heine vyslovil definici limity funkce pomoci po-

sloupnosti v roce 1872. Obé zminéné definice si jsou ekvivalentni [19].

2.1 Definice limity funkce jedné proménné

Hromadny bod mnoZiny M je vyznamny pojem pro definovani limit funkce, protozZe

limita funkce je definovand v hromadnych bodech defini¢éniho oboru dané funkce.

Definice 2.1. Necht’ L. € R se nazyvd hromadnym bodem mnoZiny M, jestliZe v kaZdéem

Jjeho okoli |x — L| < e leZi nekonecné mnoho bodii mnoZiny M.
Priklad 2.1. Urcete hromadné body otevieného intervalu M = (—1,5).

Regent:

Podle definice 2.1 je hromadnym bodem mnoZzina M = (—1,5).

Limity se rozliSuji zdkladé toho, v jakém bodé¢ se limita pocit4, jestli ve vlastnim bodé
¢i v nevlastnim bodé, a jaky pak vysledek vychazi.

Vlastni limita ve vlastnim bodé

Definice 2.2. Necht’ ¢ € R je hromadnym bodem definicniho oboru funkce f a necht’
L € R. Rikdme, Ze funkce f md v bodé c vlastni limitu L, jestliZe ke kaZdému klad-
nému € existuje kladné 0 takové, Ze pro vsechna x z definicniho oboru funkce f spliiujici
0< |z — c| <dplatiZe |f(z) — L| < e

Zapisuje se:

lim f(z) = L.

Tr—cC



MnozZina M je podmnoZinou R (M C R). Uvedenou definici Ize vypsat pomoci kvan-

tifikatoru takto:

limf(z) =Le&Ve>0 36>0 VeeDy O0<|z—c|<d:|f(x)—L|<e (1)

Tr—cC

f . .

c—0 x c c+0

Obrazek 1. Vlastni limita ve vlastnim bodé.

Vlastni limita ve nevlastnim bodé

MnozZina redlnych ¢isel s nevlastnimi body je oznaovana R*, tj.(—oo, +00)UR = R*.

Definice 2.3. Necht' +oo, resp. — 0o, je hromadny bod defini¢niho oboru funkce f. Ri-
kdme, Ze funkce f md v nevlastnim bodé +oo, resp. — oo viastni limitu L € R, jestliZe ke
kazdému kladnému e existuje A € R tak, Ze pro vSechna x z definicniho oboru funkce f
takovd, Ze x > A, resp. x < A, plati | f(z) — L| < e.

Zapisuje se:

lim f(z)= L, resp. lim f(z)=L.
T——00

T—>+00



Uvedenou definici Ize vypsat pomoci kvantifikatort takto:

lim f(x)=LeVe>0 JA€R VeeDy z>A:|f(r)—Ll<e (2

T——+00

lim f(x)=LeVe>0 JA€R VeeDy z<A:|f(zr)—Ll<e (3

T——00

A T

Obrazek 2. Vlastni limita ve nevlastnim bodé.

Nevlastni limita ve vlastnim bodé

Definice 2.4. Necht' ¢ € R je hromadny bod defini¢niho oboru funkce f. Rikdme, Ze
funkce f md v bodé c nevlastni limitu +o0, resp. —oo, jestlize ke kaZdému B € R existuje
kladné § takové, Ze pro vSechna x z defini¢niho oboru funkce f spliujici 0 < |z — ¢| <
d plati, Zef(x) > B, resp.f(z) < B.

Zapisuje se:

lim f(z) = 400, resp. lim f(z) = —o0.
T—eC T—cC

Uvedenou definici Ize vypsat pomoci kvantifikatort takto:

lim f(z) =400 VBeR 3F0>0 VeeDy 0<|z—c/<é:f(x)>B @)

Tr—C

limf(z) =—c0 < VBeR 36>0 VeeDy 0<|zr—c[<d:f(z)<B (5

Tr—C



c—90 g rz c+6

Obrazek 3. Nevlastni limita ve vlastnim bodé

Pro vétsi prehlednost je uvedena definice, kterd je jen pro nevlastni limitu (4-c0) v ne-

vlastnim bod€ (+00).

Nevlastni limita (+00) v nevlastnim bodé (+o00)

Definice 2.5. Necht’ +oc je hromadny bod defini¢niho oboru funkce f. Rikdme, Ze funkce
f md v nevlastnim bodé +oo nevlastni limitu +oo, jestlie ke kaZzdému B € R existuje
A € R tak, Ze pro vSechna x z definicniho oboru funkce f takovd, Ze x > A a plati
f(z) > B.

Zapisuje se:

lim f(x) = +o0.

T—>+00

Uvedenou definici Ize vypsat pomoci kvantifikatort takto:

lim f(z)=+oco<VBER JAER VzeD; z>A:f(x)>B (6)

T—>—+00



Nevlastni limita (+00) v nevlastnim bodé (—o0)

lim f(x)=+o0

Tr—r—00

VBER JAE€R VeeD; z<A:f(x)>B 7

Nevlastni limita (—oo) v nevlastnim bodé (400)

VBER FAE€R VeeD; z>A:f(x)<B (8)

Nevlastni limita (—oo) v nevlastnim bodé (—oo)

VBER FAE€R VeeD; z<A:f(x)<B ©9)

Limita funkce definovana pomoci posloupnosti
Odlisny pristup k definici o limité funkce definoval némecky matematik Heinrich

Heine na zdkladé posloupnosti {x,, }2 ;.

Definice 2.6. Necht’ ¢ € R je hromadnym bodem definicniho oboru Dy funkce a necht’
a € R. Rekneme, Ze funkce f md v bodé c limitu a, pokud pro kaZdou posloupnost {x,},
Jjejiz ¢leny x,, jsou z mnoZiny D¢\{c}, plati:

lim 2, =c= lim f(z,) =1L (10)

T—00 T—00

Zapisuje se:

lim f(z) = L.



Strucny matematicky zapis obou definic

Necht M C R, necht f : M — R a necht’ ¢ je hromadnym bodem mnoZiny M.

(Cauchy) Ve>0 36>0 VoelM: [0< o —c| <6 |f(x) - L| <e]
(Heine) V{x,}oo) C M : [mgrfoo Ty = C=> nl_l)r_{loof(x) = L]

2.2 Neurdcité vyrazy

Pti pocitdni limity funkce nejprve se zkusi dosadit = ¢ a spocitat funk¢éni hodnotu
f(c). Neni-li dana funkce v bodé ¢ definovand, mohou nastat dvé situace, které vedou
bud’ na nevlastni limitu a nebo na neurcity vyraz. Napriklad }Eg) “;2—:39 = ,,g “.

Nékdy nastava situace, kdy vychdzi tvar napiiklad oo — co. Tento vysledek neni jasny,
nelze urcit, které nekonecno je vétsi. To privadi k otdzce: ,,Jak je velké nekonecno?*
Odpovéd’ neni snadnd, na tuto otazku se snazilo odpovédét mnoho matematikii. Jedna
z praci, kterd se zabyva nekone¢nymi mnoZinami, velikosti nekone€na a neurcitymi vy-
razy je bakalafskd prace! Gabriely Slavickové z Pfirodovédecké fakulty Univerzity Palac-
kého. Ve své bakalarské praci uvadi priklady, které obsahuji nekonecna a neurcité vyrazy
které vysvétluje.

Existuje sedm neurcitych vyrazi:
oy .

:—300-0(0-00);00 — 00; 0% 00% 1%
00

oo

Pokud vychazi vyrazy typu oo + oo nebo oo - oo, problém nenastavé a vysledkem
je oo. Podrobnéjsi vysvétleni je uvedeno v citované bakalaiské préaci. Pokud pfi feSeni
limit funkci vychazi jeden z uvedenych neurcitych vyrazi, je vyraz potieba vhodné upra-
vit. Neur¢ité vyrazy typu oo - 0 (0 - 00); 00 — 00; 0%; 00 1% se daji upravit na neurcité
vyrazy typu g; 22, pro které je vyslovené I’Hospitalovo pravidlo. Piikladem miiZe byt

lin(l) zeotg(x) =,,0 - 0o* (viz podkapitola 2.6).
z—

ILiteratura je uvedend v pouZité literatufe na konci price.



2.3  Obecné vlastnosti limit

K vypoctu limity funkce je uZitecné znat jednotlivé pribéhy elementarnich funkci.
Pro prehled funkei véetng jejich popist a grafi 1ze doporugit Herba funkei od Cepicky a
spol. ze Zapado&eské univerzity v Plzni’.

Pokud je funkce v hromadném bodé defini¢niho oboru spojitd, vychdzi po dosazeni
limity funkéni hodnota funkce. Jak uvadi Jarnik [1] na strané 169:,,Funkce f je spojita
v bod¢ ¢ tehdy a jen tehdy, existuje-li limita funkce f v bod¢ c a je-li tato limita rovna

hodnoté, které funkce f praveé v bodé c nabyva.*

Véta 2.1. Funkce f je spojitd v bodé c tehdy a jen tehdy, je-li

lim f(z) = f(c) (11)

Tr—cC

Diikaz dohledatelny v Jarnikovi [1].

Priklad 2.2. Vypocitejte limitu

Iim =2z -1
xr—2

Reseni:
Linedrni funkce je spojitd na celém svém definicnim oboru, kde Dy = R. Za z se
dosadi 2.
lim=2-2-1=3

r—2

Limita funkce je definovana z tzv. redukovaného okoli, které miize byt levé (c — 9, ¢)

nebo pravé (c, ¢ + 9).

Definice 2.7. Necht' L € R, Fikdme, Ze funkce f md v bodé c limitu zleva (zprava) rovnou
L, jestlize ke kaZdému kladnému e existuje kladné § tak, Ze pro vSechna x z levého redu-
kovaného okoli bodu c ( z pravého redukovaného okoli bodu c) plati |f(x) — L < €|
Zapisuje se:

lim f(z) [lim f(a:)]. (12)

r—a~ z—a™t
Véta 2.2. Funkce md v bodé nejvyse jednu limitu, a rovnéz nejvyse jednu limitu zprava a

nejvyse jednu limitu zleva.

2Literatura je uvedend v pouZité literatuie na konci prace.

9



Diikaz je dohledatelny v Jarnikovi [1].
Konstantni funkce ve tvaru f(k) = k md v bodé ¢ € R* limitu k. Dikaz plyne

z definice limity.

Véta 2.3. Necht’ v neviplném okoli bodu c je f(x) > 0a
a) necht’ lim,_,. f(x) = 0, pak plati:

}E)I'l:ﬁ = +00 (13)

b) necht’ lim,_,. f(x) = 400, pak plati:

1

Véta 2.4. Necht’ v neviplném okoli bodu c je f(x) < 0a
a) necht’ lim,_,. f(x) = 0, pak plati:

_ 1

b) necht’ lim,_.. f(x) = —oo, pak plati:

_ 1

Diikaz je dohledatelny v Brabcovi a spol [2].
Nésledujici vlastnost nahrazuje funkce funkci v bodé¢, kde neni definovand, za funkci,
kterd je s ni totoZnd a jeji limita se vypocita. Limita nové funkce se rovnd i puivodni funkci

v bodé.

Véta 2.5. Necht’ existuje neiiplné okoli bodu c takové, Ze pro kazdé x € (c— 6, c+9) plati

f(z) = g(x). Md-li funkce g v bodé c limitu a, pak md i funkce f v bodé c stejnou limit a.
Diikaz je dohledatelny v Brabcovi a spol [2].

Véta 2.6. Necht’ existuji limity lim g(z) = d, liné f(y) = e. Necht’ existuje islo o > 0
T—c y—
tak, Ze nerovnost g(x) # d plati pro vSechna x, pro néz je 0 < |x — ¢| < a. Potom je

lim £ (g(x)) = .

10



Diikaz je dohledatelny v Jarnikovi [1].

Priklad 2.3. Vypocitejte limitu

32+ x
m
x—0 X

Reseni :

Dosadit za = = 0 nelze. Funkce f(x) neni definovand pro z = 0. Vyraz se upravi.

f(o) = 3:1:21:— T x(3xx— 1) 31 = g(a)

Vznikne nova funkce g(z), kterd je definovand na celém R.
i%g(x):glc%Bx—lz&O—l:—l

Véta 2.7. Necht’ funkce f md v bodé c konecnou limitu. Pak f je v okoli bodu c omezend.

Diikaz je dohledatelny v Brabcovi a spol [2].

2.4 Vybrané véty o limitach

Nasledujici véty pomdhaji nalézt limitu funkce, pokud po dosazeni ¢ do vyrazu vy-
chézi neurcity vyraz. Je vyhodné znat pribehy elementarnich funkci a umét zdkladni ma-

tematické Upravy vyrazu.

Véta o limité spojité funkce v bodé

Pokud je funkce v néjaké bode spojitd, pak limita funkce v tomto bod¢ je funkcni

hodnota funkce v tomto bodé.
Priklad 2.4. Vypocitejte limitu

lim 3°
r—r—00

11



Obrazek 4. Graf funkce f(x) = 3*.

Je nutné si uvédomit pribéh exponencidlni funkce f(x) = a® pro a > 1, z grafu lze

vycist, Ze limita funkce je nula.

lim 3* =0
T—>—00
Pozndmka: Obdobné u piikladu lim In(z) = —c0.
z—0

Jednostranné limity

Véta 2.8. Necht’ c je hromadny bod definicniho oboru funkce f. Funkce f md v bodé c

limitu L, pravé kdyZ md v bodé c limitu zprava i limitu zleva a plati:

lim f(z) = lim f(z) = L. (17)

r—ct T—c

Diikaz je dohledatelny v Laitochové [8].

Priklad 2.5. Vypoctéte limitu

Regeni:
Do vyrazu nelze dosadit nula, proto se uZzije véta 2.8. Je tieba zjistit, jak se chova

funkce v bodg€, pokud se za = dosazuji hodnoty z levého redukovaného okoli (¢ — 4, ¢).

12



V nésledujici tabulce 1ze vidét, jak se pfi zmenSovani hodnot « k nule méni funkéni hod-

noty funkce, které smétfuji k minus nekonecnu.

Tabulka 1. Zobrazeni funkénich hodnot f(x) v zdvislosti na = z levého redukovaného
okoli.

x | -1]-0,11-0,001]-0,00001 | -0,0000001

f(x) || -1 | -10 | -1000 | -100000 | -10000000

Ve vypoctu se jiZz nepocCitd s novym dosazovanym bodem, ale uvazuje se Cislo, které
je ,.skoro“ nula z levého nedplného okoli. Vysledkem bude minus nekone¢no® dle véty

24.

Obdobné je potieba zjistit, jak se chova funkce v bodé, pokud se za = dosazuji hod-

noty z pravého redukovaného okoli (¢, ¢ + §).

Tabulka 2. Zobrazeni funkénich hodnot f(z) v zavislosti na  z pravého redukovaného
okoli.

x | 1]0,1]0,001 | 0,00001 | 0,0000001

f(x) | 1 | 10 | 1000 | 100000 | 10000000

li L L +
im — = — =
z—0t X 0t o0

Jelikoz limita zleva se nerovna limité zprava, vysledek neexistuje.

1 1
lim — # lim —
z—0~ T z—0t X

1 .
lim — = neexistuje
z—0

3Pro tento jednoduchy piiklad nenf nutno této véty, protoZe se jednd o elementérni funkci v zdkladnim
tvaru (linedrné lomena funkce).

13



25

—0,1 |0,1

-3 -25 -2 -1.5 -1 -05 0 05 1 15 2 25 3

-05

Obrazek 5. Graf funkce f(z) = .

Priklad 2.6. Vypocitejte limitu

Regent:

Za x se nesmi dosadit 5. Pocitaji se jednostranné limity. Dosazuje se pomyslené Cislo
blizké péti z levého redukovaného okoli. Rozdil v zavorce bude zaporny, ale sudd mocnina
zaporné Cislo zméni na kladné. Vznikne zlomek, ktery md ve jmenovateli velmi malé

kladné ¢islo a podle véty 2.3 vysledek bude +oo.

) 1 1 1
lim = = — =+

o5 (5 —5)2  (0-)2 0+

Nésledné provérovani druhé jednostranné limity.

. 1 1 1
lim = = — =40

sost (5r —B5)2  (07)2 0+

14



Vzhledem k tomu, Ze se obé jednostranné limity rovnaji, existuje vysledek.

1
- (@52 et (m—52 ssb@—pp

Algebraické véty o limitach funkci
Uvedené vlastnosti umoznuji Iépe pracovat s poCitanym vyrazem.
Véta 2.9. Necht’ f a g jsou definované na Dy, c je hromadny bodem Dy,

k, L1, Ly € R (1j. viastni limity) a necht’ existuji obé limity

lim f(l’) = Llu hmg(‘r) = L27
T—cC

T—C

pak plati:
lim (/(2) & g(a) = Ly & L, (19)

Je-li Ly # 0, pak

flx)  limg,. f(z) Ly

li = = —. 20
o g(x) limg,.g(xz) Lo 20)

Je-li k # 0, pak
limk- f(x) =k -lim f(z) =k - L. (21)

Tr—cC Tr—cC

Diikaz je dohledatelny v Doslé [3].
Priklad 2.7. Vypo itejte limitu

lim (3% —2°)

T——00
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Reseni:

K vyfeSeni limity se miZe rozepsat vyraz:

lim (3*=2°)= lim 3" — lim 2*=0—-0=0

T—r—00 T—r—00 T—r—00

T
bavl In(z)

Ve vyrazu Ize vytknout e” a poté Ize priklad dle algebraickych vét dopocitat.

Priklad 2.8. Vypocitejte limitu

Reseni:

: AN T Ly _
i ( *m) = et fim <1+1n<x>>—°° 1=

Véty o limitach goniometrickych funkci

K vypoctu ptikladl s goniometrickymi funkcemi se pouzivaji vzorce:

cos’(x) +sin’(z) = 1 (22)
cos(2z) = cos(x) — sin(x) 23)

sin(2z) = 2sin(z) — cos(x) 24)

tg(22) 12_%—;2()@ (25)

Véta 2.10. Za podminky lim,_,o g(z) = 0, existuje ndsledujici typovd limita:

li =1 26
o0 g(a) 2o
Diikaz je dohledatelny v Hrubym [6].
Obecné se pouzivaji nasledujici vzorce:
lim sin(x) 1 tim arcsin(z) 1, 27
r—0 € z—0 x

16



t t
lim B gy, Ctel®) (28)
z—0 I z—0 X
Priklad 2.9. Vypoctéte limitu
. sin(5x)
lim
x—0 x

Reseni:

Po tpravé lze pouZit vzorec 27. Vyraz se upravi rozsifenim.

lim sin(5z) ~ m sin(hx) ' § ~ m sin(hx) ' § s lim sin(5z) _5.1-5
z—0 T z—0 T 5 z—0 T 1 z—0 T
Priklad 2.10. Vypocteéte limitu
sin(3)
im
=0 tg(3z)
Reseni:
sin(x)

Po tdpravé lze pouzit vzorec 28. Je potieba nahradit tg(z) za a upravit vyraz

cos(z)

pomoci rozsifeni.

sin(5) . sin(5) . sin(3)-cos(3z) cos(3z) 5 3w
i = lim —% = - £ =lim S — =
x—=0 tg(3x) @0 %?;f)) =0  sin(3x) g a-0sin(3r) 1 3z
— tim cos(3z) 3 1 — im cos(3x) 1
=0 1 1 3z =220 6 6

Véta 2.11. Necht’ ¢ je hromadnym bodem Dy a D,, necht’ lim,_,. f(z) = 0 a necht’g je
funkce omezend, pak plati

lim f(z) - g(x) = 0. (29)

Tr—cC

Diikaz je dohledatelny v Doslé [3].

Priklad 2.11. Vypoctéte limitu
cos(x)

T—00 ln(:EZ)
Reseni:

Tento piiklad nelze vyfesit dosazenim, protoZze lim cos(x) = neexistuje a
T—r00

lim In(z?) = oo. Je nutné vyraz upravit tak, aby se dosdhlo podminek uvedenych ve vété
T—00

2.11.
cos(x) 1
T—00 ]n(a:Q) o ;rh—>r20 COS(JZ‘) ‘ ln(x2)

17



Funkce cos(x) je omezend na celém svém Dy a limita ,,druhé funkce* je nulova

(limgHOO ﬁ = 0), vysledek je roven nule.

cos(z)

lim

z—o0 In(x2)

=0.

Véty o limitach logaritmickych a exponencialnich funkci

Veéty limit logaritmickych funkci vychdzeji z obecnych vztahi pro logaritmické funkce
a mocninné funkce. Uvedené véty jsou dokdzané v publikacich od Jarnika [1] a Brabce a

spol. [2] a vychazi z obecnych definic téchto funkci.

Véta 2.12. Necht' x € Dy, pak

= 1. (30)

Priklad 2.12. Vypocitejte limitu

lim In(9 + 9x) — 21n(3)
z—0 3x

Resent:
V tomto prikladé vede uprava na prepis uvedeny ve vété 2.12. Vyraz se upravi pomoci

zakladnich logaritmickych vét.

In(9 + 97) — 21In(3 In (222 In(1 1
lim n(9 + 92) n():limn< 2 ):lim—n< +91:):_
0 3z =0 3x z—0 3z 3
Véta 2.13. Necht’ x € Dy, k € R, pak
B\ 1\* 1
lim(1+ ) =e lim (1 + —> = ¢", lim (1 - —) == 31)
z—0 T—00 T T—>00 € e
Priklad 2.13. Vypocitejte limitu
lm(1 — 4z) =

r—0

18



ReSeni:
Nejprve se musi upravit zdklad a poté pomoci vhodnych tprav upravit vyraz v moc-

niné, protoZe cilem je ziskat stejny vyraz jak v mocniné, tak v zékladu.

1—z

lim(1 —42) & = lim (1 + (—41‘)) o=
z—0 z—0

Uprava mocniny

1—=x 1

T X

Po tpravé mocniny vznikne tvar, na ktery lze uzit vétu 2.13.

= lim ((1 " (_456)) —@) (=4 | <1 N (_41;))(_1) _

(&

D\ (9 1 1
— i _ —de . i _— = —4 . = —
= i ((1 ) ) Mo ¢ T

K tpravé byl vyuZit nasledujici vzorec x%0+¢ = 29 . 1¢ = (z%)° - 2.

Véta 2.14. Necht’ x € Dy aa > 0, pak

et =1 a® —1
lim =

lim — =1, },5% - = In(a). (32)

Priklad 2.14. Vypocitejte limitu

S A |
lim
x—0 2{L‘
Reseni:
57 — 1 -1 1 |
lim = lim - = ()
x—0 x z—0 x 2 2
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Véta 2.15. Necht’ je funkce f definovand na svém defini¢nim oboru, pak

lim f(®) = elime—e f(@) (33)

r—c

Véta 2.16. Necht’ je funkce f definovand na svém definicnim oboru a je-li f(x) > 0, pak

limln f(x) = Inlim f(z). (34)
Tr—cC Tr—cC
Véta 2.17. Necht’ jsou funkce f a g definované na svém definicnim oboru a je-li f(x) > 0,
pak
lim f(z)9® = lim @ iy 9@ f (@) (35)

r—cC Tr—C r—C

Priklad 2.15. Vypocitejte limitu
lim 2V

z—0
Regeni:
Po dosazeni x = 0 vychézi neurCity vyraz ,,0°“. Pifklad se rozepise podle véty 2.17.

Po tomto kroku se aplikuje véta 2.15. Nasledné se za x dosadi 0.

lim l’ﬁ — lim eﬁ-ln(z) _ elimm_m Vain(z) _ €O~1 -1
z—0 z—0
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2.5 ReSené piiklady

V této kapitole jsou vybrany piiklady, které vyZzaduji rozsdhlejsi dpravy vyrazu a vyse

uvedené véty.

Priklad 2.16. Vypocitejte limitu

) x2 —10x 4+ 25
lim
x—>5l’3—3£€2—93§'—5

Reseni:
Po dosazeni # = 5 vychazi neurdity vyraz ,,2“. Je potfeba upravit vyraz. Vyraz v &i-
tateli 1ze rozepsat na Ctverec.

. 2? — 10z + 25 . (x —5)2
lim = —
=573 =322 -9 —5 =523 — 322 —9x — 5

V Citateli vnik4 jeden z Ciniteld (x — 5), timto Cinitelem se mazZe zkusit vydélit jmeno-
vatel. Pokud po déleni zlistane zbytek nulovy, 1ze provadét kraceni a vznikne nova funkce

g(x), kterd mtize mit po dosazeni feSeni.

(23— 32?— 92-5): (x—5) =2 +2z+1

—(z3+  ba?)
222— 9x—5
—(22%—10z)
)
—(z—5)
0

Po déleni vznikne rozklad jmenovatele, do kterého 1ze pro kraceni dosadit x = 5.

, (x —5)2 . (x —5) (5—5) 0
= lim = lim = = — =0
=5 (x —5) (a2 +2x+1) 25 (x24+2x+1) (254+104+1) 36
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Priklad 2.17. Vypocitejte limitu

vVer—1-—2

z—5 12 —4x — 5

Resent:

Po dosazeni z = 5 vychdzi neurdity vyraz ,,2“. Aplikuje se vzorec rozsifeni na &tve-
rec, a tim se odmocnina zrusi. Rozsifeni vychézi ze vzorce (a — b)(a + b) = a? — b?
v tomto prikladé je a = v/ — 1 a b = 2. Ve jmenovateli je mezi ¢lenem a a b znaménko

minus, je potfeba rozsifit vyraz o druhou zavorku se znaménkem plus tak, aby se nezmé-

nila hodnota vyrazu.

a—b=vr—1-2
a+b=+vVr—-1+2

az—b2:\/x—12—22:x—1—4:m—5

o Vr—1-2
lim —— =

z—5 2 —4x — 5

(Ve —1-2)(Va—1+2) | T—5

= lim = lim =
=5 (22 —dx — 5) (Vo — 1+ 2) v=5 (22 —4x — 5)(vVr — 1+ 2)
) 1 1 1

= lim = lim = =

25 (z — 5)(z + 1) (V2 — 1 +2) 55 (z+ 1)(Vz—14+2) 6-4 24

Priklad 2.18. Vypocitejte limitu
: /1 \/T \/T
lim e VeV
z—0+ x x x

Po dosazeni limity vychdzi neurcity vyraz ,,00 — oo, Vyraz se rozsiii jako v pred-

Reseni:

22



chozim piikladé.

[1y /1 VE
) /1 1 1 ) / T T p
lim —-I—\/j—\/j = lim ——\/7 —
z—0t T xT xT z—0t \/T

Ly
T

.’ﬂ
= lim

F NG

Po upravé nezle urcit vysledek. Zavede se substituce % =y,r—>0"=y—> 40a

pocita se limita v nevlastnim bodé +oc.

f

1
lim = lim \/—

r—0+ Il \/* r—+00 /y —|- —|- \/_ x—>0+oo \/_ 14+ L + 1

1 1

T /It0+1 2

Priklad 2.19. Vypocitejte priklad

lim sin(z) — tg(z)

20 sin®(x)

Reseni:

Vysledkem je neur¢ity vyraz ,,2. Vyraz se upravi.

lim

sin(z) — :i:(é)) o sin(z) 11— @ o C?:Z(:)x _ o cos() -1
=0 sin(z) @0

sin(r) sin’(z) |  #-0sin ( ) a0 cos(x)sin®(z)

Je nutné vytknout zlomek%.

— lim (-1) 1 — cos(x) — im 1 — cos(x) _
2=0 (=1)  (=1) - (cos(z)sin*(z))  =-0 (=1) - (cos(x) sin’(x))
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Upravi se sin?(z) podle rovnice 24.

— lim 1 — cos(x) — lim 1 — cos(x) _
2—0 (—1) - cos(z)(1 — cos?(x)) 2—0 (—1) - cos(z)(1 + cos(x))(1 — cos(z))
2—=0 (—1) - cos(z)(1 + cos(x)) (=1)-1-(1+1) 2

Priklad 2.20. Vypocitejte limitu

. 2sin’x +sin(r) — 1
lim —— -
=2 2s8in” x — 3sin(z) + 1

Reseni:

Aplikuje se substituce pro ¢ = sin(z)

2+t -1 (2t—1D(t+1) (t+1)

22 -3t +1 (2t -1t —-1) (t—1
Zpétné se dosadi substituce

. sin(x) +1
lim — =
e—= sin(z) — 1

Priklad 2.21. Vypocitejte limitu

A5 + 422 — 224 + 328 + &
im
z—oo0 3z4 + 4o — Had + 225 4 322

Regeni:
Nejdiiv se sefadi vSechna x od nejvétSiho stupné po nejmensi ve jmenovateli a v Cita-
teli. Pak se vytkne z jmenovatele a Citatele = s nejvétSim stupném.
d® — 22 +32° +da® + o _ . s . 4-24+ 54+ 54+ 5

im =
z—o0 205 + 314 — Had + 322 +4dx  z—oco b x—>m2+%—z%+f—3+f4

Prvni limita po vytknuti je rovna jedné. Ve druhé limité vzniknou jak v Citateli, tak

ve jmenovateli malé zlomky, které jsou po dosazeni x = oo (podle véty 2.3) nulové.

24



Vysledkem jsou konstanty = nejvys$siho stupné.

. 4—-04+404+0+40
= lim =
z—=002+0—-0+0+0

U ptikladi typu lirin %, kde A a B jsou polynomy, jsou nasledujici vysledky:
T—>100

a) pro polynomy A a B stejného stupné, je vysledkem podil koeficientd = s nejveétsim

stupném,
b) pro polynomy A s vét§im stupném nez B, je vysledkem +oo,

c¢) pro polynomy B s vét§im stupném nez A, je vysledek 0.

Priklad 2.22. Vypocitejte limitu

322 —In(1+ )
im
2—0 10z + In(1 + )

Reseni:
Nékteré priklady nezbytné potrebuji rozsifovani, tento piiklad vyZaduje déleni tvarem

x. Po dpravé se pouZije véta 2.12.

322 —In(1 + ) — lim —3:”2712(1“)

) 10x +In(1+2z)  2—0 0zth(+s) -

lim *———*— = lim y7—— = lim -
2—0 10z In{l+s) 550 047 250 11 11

Priklad 2.23. Vypocitejte priklad

i 22

T——00 3z—1
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Reseni:

Vyraz se upravi.

. 442 . 27427 41)
Iim ——= lim ————F =
T——00 5 T——00 5

3-2%(4-2"+1 27(12 - 2%
= lim ( +1) = lim ( +3) =
T——00 3z T——00 3z

Ptiklad se rozepiSe na dvé limity.

2 €T
= lim (§> - lim (12-2"43) =

T—>—00 Tr——00
Prvni limita je 400, podle pribéhu funkce pro zdklad 0 < a < 1.
=400-(12-0+3) =400

Priklad 2.24. Vypocitejte limitu

i 34+2\"
im
z—oo \ 4 —

ReSeni:
Po dosazeni limity vychazi neurcity vyraz (%) “, ktery je umocnén na nekonecno.
oo

Ptiklad se mus{ upravit.

) 3+z\" ) 3+x v
lim = lim =
z—oo \ 4 — oo \3+1—ax+2x—12

1 \® 1 \*
S (1+1—2x) S (1 2:1:—1>

Zavede se substituce tak, aby se dosdhlo shodného tvaru v mocniné a ve jmenovateli

zlomku, kde * — 400 ay — 4o00.

20 —1 =y
2 = y+1
T = yri
2



Dosadi se do vyrazu substituce.

] ytl
= lim (1 — —) =
Y—00 y

Poslednim krokem je upraveni mocniny tak, aby se docililo odpovidajiciho vyrazu.

1 %'(y-i-l) 1\Y 1 17 2
= lim (1——) = lim <1—_) .<1__) _
Yy—0 Y Yy—00 Y Y
1 1
— ] (1=0)=4/>
Vom0t

Priklad 2.25. Vypocitejte limitu
. et —e™”
im ————
a0 tg(z)
Reseni:
Uprava vyrazu by mohla byt ndsledujici.
T — T et — 1 e?—1 e2r

lim ——— = lim ——¢ = lim —%— = lim —— =
eo0 tg(x)  ao0 tg(r) | o0 tg(x) a0 ertg(w)

Vyraz se roz$iti zlomkem g—i

230_1 2 1 293_1 t (=1
—lim | = 2 i | = € . (@) —1.1.2.1=2
=0 | e*tg(z) 2x| 2-0|e® 2 x

e?:c

Pozndmka: Pro Cinitel T_l byla zavedena substituce. Podobny pfiklad je uvedeny v

Jarnikovi [1] na strané 175, priklad 4.

Priklad 2.26. Vypocitejte limitu

lim tg(x)'8()

=%

Reseni:

Vyraz se upravi nasledovné.

lim tg(z)®®) = lim (1 + tg(z) — 1)) &@=1 =

s jus
1'*)4 ZB*}4



(tg(z)—1)tg(2x)
= (lim (1+tg(x) — 1)tg<z1>1> =

s
1‘*)4

Dile se upravi exponent.

. ; 2(tg(z)—Dtg(x) : —2tg(x)
ehmzé%(tg(m)fl)tg@:p) . Ghmx_’% <*2717tg ) ) _ ellmz%%(prtg(z)) _

—2.1 1
—el+l = —
e

Vyraz se upravil podle véty 2.15 a rovnice 25.
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2.6 Uziti ’Hospitalova pravidla

I’Hospitalovo pravidlo # je metoda zaloZen4 na uZiti derivace pfi vypo&tu limity funkce

jedné proménné. Tato metoda je pohodInd a pouZiva se u limity podild dvou funkci.

Véta 2.18. Necht funkce f, g maji derivaci v neiiplném okoli bodu ¢ € R* a necht’

lim f(z) = limg(z) =0

Tr—C Tr—cC

nebo

lim f(z) = lim g(z) = 400,

Tr—cC r—C

Existuje-li limita (vlastni ¢i nevlastni) lim fz) potom existuje i limita lim I@) g plati
z—c 9'(%) roe 9(T)

rovnost

lim @ lim f(z)

= : (36)
T—c g(m) T—c g’(x)

Diikaz dohledatelny v Brabec a spol.[2].

Priklad 2.27. Vypocitejte limitu

203 + 22 —3
z—oo  3x3 4+

Reseni:

Po dosazeni vychazi neurcity vyraz,,2 “. MiiZe se pouZit I’Hospitalovo pravidlo.

o234+ 22—3yvw .. 62242z ym .. 12042 vw .. 12 2
lim ———— = lim ——— = lim = lim = ==
z—=oo 33 4T z—oo 972 + 1 z—oo 18z z—00 18 3

I’Hospitalovo pravidlo bylo pouZito opakované, protoZe byly splnény podminky k

uziti.

4Cti ,Lopitalovo pravidlo“, ndzev podle francouzského matematika G. F. de 1'Hospitala. Skute¢nym
autem pravidla je Svycarsky matematik Johann Bernoulli.
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Priklad 2.28. Vypocitejte limitu

3 —2x+1
im ———
a—1 22 4+ 2r — 3
Resent:
Po dosazeni vychazi neurdity vyraz ,,9 . Lze uZit I"'Hospitalovo pravidlo.
3 =2 +1 .. 3x2—-2 B 1

a1 g2 4+ 22 —3 a1 20+ 2 4

Priklad 2.29. Vypocitejte limitu

lim z- cotg(x)
z—0

Reseni:

Po dosazeni vychdzi neurcity vyraz ,,0 - co*“. Aby se mohlo vyuZit I’Hospitalovo pra-

vidlo, je potfeba upravit vyraz. Plati vztah f - g = { = 4.
g !
cot
lim z - cotg(z) = lim gl(x) =,

x—0 z—0
T

Jsou splnény podminky pro uZziti I’Hospitalova pravidla.

1 2
t ! T sinZ(z .
lim S8 18 ) TR (L) = (1) =1
z—0 \ sin(z)

z—0 = z—=0 —=
T T

30



2.7 Spojitost funkce

Jednou z mozZnosti, jak lze urcit spojitost funkce v bodé je vycteni této vlastnosti
z grafu funkce. Jednd se o lokdlni vlastnost funkce f. To znamen4, Ze zavisi jenom na

Vv

prubéhu funkce f v nejblizsim okoli bodu c.

Definice 2.8. Necht’ ¢ € Djy. Funkce f se nazyvd spojitda v bodé c, jestliZe ke kaZdému

kladnému e existuje kladné ¢ takové, Ze pro vSechna v € Dy spliujici |x — ¢| < 0 plati

|f(x) — fc)] < ety jestliZe
Ve>0 30>0 VeeDy |[vr—cl<d: |f(x)— flc)] <e

Funkce f je spojitd v bodé c, prdavé kdyZ je v bodé c definovand a existuje viastni limita
lim, . f(z) a plati

lim f(x) = f(c). (37)

Tr—C

Definice 2.9. Necht' c € Dy. Funkce f je spojitd v bodé c zleva (zprava), jestliZe plati

lim f(x) = f(c), resp lim f(z) = f(c). (38)

T—c r—ct

Véta 2.19. Soucet, rozdil, soucin a podil dvou spojitych funkci f a g jsou spojité funkce.

Diikaz je dohledatelny v Jarnikovi [1].

Priklad 2.30. Zjistéte, zda dand funkce f je spojitda v bodé x = 7

sin(z) — x?

flx) =

20—

Regeni:
Dle definice 2.8 se zkusi limita zadané funkce pro x jdouci k 7.
sin(x) —2®  sin(m) — 7°

lim = = —7
T 20— T 2m — 71

Za z se dosadilo 7 a vySla funk¢ni hodnota. Funkce v bodé © = 7 dle zminéné definice
spojita.
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Obrazek 6. Graf funkce f(x) = sin(o)—o?

2r—m

Véta 2.20. Necht’ lim,_,. f(x) = « a funkce f je spojiti v bodé «, pak

lim g (f(z)) = f(e). (39)

Tr—cC

Diikaz je dohledatelny v Doslé [3]
Pozndmka: Opétovnym pouzivanim véty 2.20 vznikd véta pro funkce vicendsobné sloZzené
a jeji znéni a diikaz lze najit v Jarnikovi [1].

Nékdy je potfeba zjistit, zda je funkce spojitd na néjakém intervalu nebo je spojita
na celém svém definicnim oboru. Pokud se vySetiuje chovani funkce na néjaké mnoziné

(interval, definicni obor), jedna se o globdlni vlastnost.

Definice 2.10. Necht’ f je funkce, M C Dy je interval. Rekneme, Ze f je spojitd na
intervalu M, jestliZe je spojitd v kaZdém vnitinim bodé intervalu M. Zapisuje se: f €

C(M) aje-li M = [a,b), také f € Cla,b.
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Priklad 2.31. Urcete parametr a tak, aby byla funkce f spojitd ve vSech bodech x € R.

r+1 prox <1,

fla) = 2

3—ax® prox > 1.

Reseni:
Funkce je spojitd na intervalu (—oo, 1) U (1, 00). Jedinym problémovym bodem, ve

kterém funkce nemusi byt spojitd, je bod x = 1. Je potfeba, aby platil vztah

lim f(z) = lim f(z) = f(1)

z—1t rz—1—

Ze zadani plati:

f()=1+1=24. lim 3—az®) =3 —-a=2

r—1t

Z rovnice plyne:

a=1
Na priklad by se dalo odpovédét, Ze funkce f s parametrem a = 1 je spojitd v kazdém

bodé = € R.

Véty o spojitosti funkci na uzavireném intervalu

1. Weiestrassova véta

Véta 2.21. Necht’ f € Cla,b]. Pak je f na tomto intervalu ohranic¢end a nabyvd v ném

své nejvétsi a nejmensi hodnoty.

Diikaz je dohledatelny v Doslé [3]

2. Weiestrassova véta

<

~\

Véta 2.22. Necht' f € C|a,b|. Pak f nabyvd vSech hodnot mezi svou nejvétsi a nejmen

hodnotou

Diikaz je dohledatelny v Doslé [3]
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Véta 2.23. Necht' f € Cla,b] a jeji soucin krajich bodii je zdporny, pak existuje bod 0 z
otevieného intervalu (a,b), ktery leZi na ose x tj. f(a) - f(b) <0, pak 36 € (a,b) tak, Ze

£(6) =0.

Napiiklad funkce f(z) = 2% — 2z + 0,3 md na intervalu < —2,2 > hned tfi body,

které leZi na ose .

Obrazek 7. Graf funkce f(z) = 23 — 22 + 0, 3.
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3 Limita funkce dvou proménnych

Funkce dvou proménnych je definovana jako zobrazeni f z mnoZiny (defini¢niho
oboru) do mnoziny reédlnych Cisel (Dy — R). Pro defini¢ni obor plati, Ze je podmno-
zinou R* (D; C R?). Symboly z,y se nazyvaji nezdvislé proménné (z,y € Dy) a &islo
f(z,y) se nazyva hodnota funkce f v bod¢ (z,y) € Dy (f(z,y) € R). Grafem funkce
dvou proménnych nazyvd mnozina {[z, y, f(z,y)], kde(x,y) € Dy, f(z,y) € R}.

Priklad 3.1. Najdéte definicni obor funkce

. 3r+ty
224+ y2 - 16
Regeni:
Vychdzi se z predpokladu, Ze do definiéniho oboru patfi celd mnoZzina R?. Do této
mnoziny, na zdkladé podminek vyplyvajicich z vyrazu, se miize stanovit defini¢ni obor.

V tomto prikladé z predpisu funkce plati podminka:

2 +y? =16 # 0

2y £ 16

Jedna se o rovnici kruZnice se stiedem S = [0, 0] a polomérem r = 4. Defini¢ni obor

funkce je mnozina M = {(z,y) € R?; 2% + 3 # 16}.
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3.1 Definice limity funkce dvou proménnych

Vyslovi se definice funkce dvou proménnych, analogicky se d4 definovat pojem limita
funkce vice proménnych. Pro pojem limita funkce dvou proménnych je dilezity pojem
hromadny bod defini¢niho oboru funkce. MnoZinou hromadnych bodi defini¢niho oboru
funkce pifkladu 3.1 je celd mnoZina R2. Jeden z problémi vypoctu limity funkce dvou
proménnych je, Ze se k bodu, ve kterém se limita pocita, lze pfiblizit z mnoha sméri
(zptsobt). O limité funkce jedné proménné plati véta 2.8, ktera fika, Ze pokud existuji
oboustranné limity a rovnaji se L, pak ma limita funkce vysledek L. Vypocet limity
Nez se pfistoupi k vypoctu limity bodé€ [z, yo|, zkoumd se, jestli limita existuje. Dokazat
neexistenci limit je leh¢i nez dokazat existenci limit.

Nasledujici definice pro limitu funkce dvou proménnych, analogicky lze vysvétlit de-

finici pro funkce vice proménnych.

Definice 3.1. Necht’ ¢ € R*(c = [z, yo|) je hromadnym bodem defini¢niho oboru funkce
dvou proménnych z = f(x,%y) a necht’ L € R. Rikdme, Ze funkce f md v bodé c limitu L,

JjestliZe:
Ve>0 30>0 VXeDy 0<|X —¢|<d:|f(X)—L|<e (40)
Zapisuje se:

lim f(x,y) =L, resp. lim  f(x,y) =L, resp. lim f(X)=1L
5358 [x’y}ﬁ[fEO:yo] X—c
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Obrazek 8. Limita funkce dvou proménnych.

Priklad 3.2. Nakreslete definicni obor a mnoZinu hromadnych bodii definicniho oboru
M={(z,y) eR%4 <2’ +y* <%z >0,y >0}

Reseni:

3

Obrazek 9. Grafické znazornéni defini¢niho oboru a grafické znazornéni mnoZziny hro-
madnych bodt defini¢niho oboru.
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3.2 Vypocty limit funkci dvou proménnych

vvvvvv

jedné proménné. Nékdy je vypocet limit snadny, nékdy neni a proto se nékdy zamétuje na
dokazovéni neexistence limity funkce dvou proménnych. Pokud je funkce v bodé€ [z, yo]
spojitd, vychdzi po dosazeni © = xg,y = yo funkéni hodnota v bodé€ [z, yo].

V této podkapitole jsou vybrany jen nékteré zplisoby vypoctd limity funkce v bodé a
jen nekteré vybrané metody dokazovani neexistence limit. Jedna se jen o kratky nahled

do problematiky vypoctu limit funkci dvou proménnych.
UZziti limitnich vét
Pro limity funkci vice proménnych plati obdobné véty jako u funkci jedné proménné.

Jejich diikazy jsou v principu stejné. I’Hospitalovo pravidlo pro limitu funkce dvou pro-

ménnych nebylo vysloveno, protoZe neexistuje dikaz tvrzeni.
Priklad 3.3. Vypocitejte limitu:

[zy]—[2,1] 22—y
ReSeni:
Dosadi se body z =2 ay = 1.

i z? + 2y? 444 8
im = —
ey 2r —y+1 4-1+1 4

Priklad 3.4. Vypocitejte limitu:

. 2 _
lim sin(z® — zy)
[xvy}ﬁ[‘?‘vg} xr — y

Reseni:
Vyraz se rozS§ifi a uprava povede na vétu 2.10.

2 x . sin(z? — zy)
== lim — .=
T [pyl—[B33 1?2 —xYy

2 ' _
lim sin(z® — zy) — lim sin(x® — zy)

[x7y]*>[3’3} r — Z/ [$7y]*>[373] T — y
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Nejprve je potieba zjistit, zda limita vyrazu v goniometrické funkci je rovna nule.

lim 2> —2y=9-9=0
[o,y]—[3,3]

Podminky pro uZiti véty jsou splnény.

. 2
I . ) NP
[z9—[33] 12—y

Postupné limity

Princip postupnych limit je zaloZen na jednoparametrickém systému lomenych kiivek.

Oznadi se lim (lim f(x,y)) = L; a lim (lim f(x,y)) = L. Pokud se Ly # Lo,
T—xo \ Y—Yo Y—=Yo \T—T0
limita funkce dvou proménnych v bodé [z, yo] neexistuje. Pokud L; = L, limita funkce

v bodé [z, yo| miZe ale nemusi existovat.
Priklad 3.5. Vypocitejte limitu

x2y? — 4
im —F—
[zy]—[21] 4 + y* — 19
Reseni:

Aplikace postupnych limit.

o 1Im 1mm ———————— | = lim = lim = lim = —
Pasa\ysiat 4yt —17) o2t — 16 w2 (22 — ) (22 +4)  as222+4 8
botim (i EY A WA A4
Q.H% 11%4 T —IH% T 711% 5 5 fHI%Q =
y—1 \z—2 x4 +y* — 17 =1yt =1 y=1 (2 —1D)(y2+1) yv=1y2+1

Postupné limity se nerovnaji (L; # L), limita funkce v bodé [2, 1] neexistuje.
Priklad 3.6. Vypocitejte limitu

32y
1m _—
[2,9]-+[0,0] 4 + y?

39



Reseni:

Aplikuji se postupné limity.

322 0
Ly lim (lim ——2 ) = lim — =0
z—0 \y—0 x4 + y2 z—0 4
322 0
Lo : lim lim4—y =lim—=0
y—0 \z—0 % + y2 y—0 y2
ProtoZe L = Lo, limita funkce f miiZe i nemusi existovat. Musi se zvolit jiny zptisob

vypoctu.

Limita po krivce (primce)

Do bodu X = [xg, o] se miZe pfistoupit po riznych kiivkach (pfimka, parabola,
hyperbola atd.). Pokud se pfi vypoctu ukdze, Ze limita zavisi na parametru k kiivek, kde

parametr k urcuje, kterd kfivka se zvoli, limita funkce v bodé€ [z, yo| neexistuje.
Priklad 3.7. Vypocitejte limitu:

3x2y
1m e
[z,y]—[0,0] 24 + y?

Regeni:
Zvoli se piistup k bodu [xg, o] napfiklad po kvadratickych kfivkach, které maji tvar

y = ka?.
. 3r2kax? 3k
lim =
[z,y]—[0,0] x* + k22* 1+ k2

y—rka?

Pokud se dosadi & = 1, vychazi vysledek %, pokud se dosadi k£ = 2, vychézi vysledek
g. Vychazi rizné vysledky v zavislosti na vybéru kfivky, a proto limita v bodé uvedené

funkce neexistuje.
322y

im ——— = neexistuje
[ey]—[0,0] T4 + 32
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Prevod do polarni souradnicové soustavy.

Nékdy je vhodnéjsi prejit z kartézské soustavy souradnic do jiné soustavy soufadnic,
protoZze v té se muze snadnéji najit feSeni. Zde je uveden pievod do polarni soustavy

souradnic.

A =[x,y

Y

0
0 . A = [0 cos(p), b sin(p)]

Obrazek 10. Kartézsky a polarni soufadnicovy systém

0 - souradnice polarniho souradnicové systému, udavajici vzdalenost bodu A od pocatku
souradnic.
@ - soufadnice polarniho soufadnicové systému, uddvajici thel spojnice od bodu A od

zvolené osy v roving.

Priklad 3.8. Vypocitejte limitu:

x5y5
im @ —
[,y —[00] 2% + Y
Reseni:
Piiklad se pfevede do polarni soustavy soufadnic. Za x se dosadi 0 cos(p) a za y se

dosadi 0 sin(¢p).

lim 0° cos(p)°0° sin(p)® lim 0" cos(p)®sin(p)®
00+ 02 cos(p)2 + 02sin(p)2  9-0+ 62 (cos(p)? +sin(p)?)
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Ve jmenovateli je vyraz cos(p)? + sin(p)?, ktery je podle rovnice 22 roven 1.

5

. 01%cos(p)’sin(p) . 3 5 . 5
- 92%& 021 B 92%1+ (9 cos(ip)” sin() ) -

UZije se véta 2.11 (,,nulova krat omezend*), kde elirn+ 0% = 0% a funkce
—0

5 sin(yp)® je omezend na —1 < cos(p)®sin(p)® < 1.

g(x) = cos(p)

= lim (6% cos()’sin(¢)’) =0

6—0t+
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4 Zaver

Tato bakalafskd prace se zabyva pojmem limita funkce a zaméfuje se na vypocty li-
mit. Autor se snaZzil na prikladech ukdzat rizné zptsoby vypoctu limit. Pfi zpracovani
tématu si autor byl védom rozsahlosti problematiky, kviili omezenému rozsahu prace je
problematika zpracovdna stru¢né a byl proveden omezeny vybér piikladi feSeni. Autor
se nejvice zamétuje na limitu funkce jedné proménné, kde voli zajimavé piiklady s vy-
branymi zpisoby vypoctu. Je zde uvedena podkapitola spojitost funkce jedné proménné,
kterou autor vysvétluje ve spojeni s limitou funkce jedné proménné a dal$imi vlastnostmi
tykajicich se podkapitoly. Zavérem prace jsou vypsané vybrané vzorce limit funkce jedné
proménné a priklady s vysledkem. Autor doporucuje k vétsimu pochopeni problematiky
prostudovat citované zdroje a doufd, Ze tato prace bude pfinosem pro studenty Katedry
matematiky na Pedagogické fakulté Univerzity Palackého v Olomouci.

Pii psani této prace si autor prohloubil znalosti o limité funkci, a to v€etné histo-
rie probirané problematiky. Prace autorovi dala zkuSenosti s vypocetni technikou, kde si
autor prohloubil znalosti s LaTexovym editorem. Zjistil, Ze na psani bakalafské prace je
zcela vhodny, a bude v tomto editoru i naddle pokracovat pfi vhodnych pftilezitostech.
Tento editor autor doporucuje a jeho nejvétsi vyhodou je silnd komunita, riznorodost
feSeni editace textu a presné nastavovani parametri pro tvorbu psaného textu vcetné od-
stavcll a mezer. Autor nedoporucuje pro bakalafské/diplomové prace pouZivat citaéni kni-
hovnu bibtex (naptiklad s editacni aplikaci JabRef) s vefejné dostupnym ceskym stylem
czechiso, kter4 sice je velmi podobna normé CSN ISO 690, ale neni dostadujici. Dale si
autor oblibil matematicky freeware pro geometrii a algebru GeoGebra, se kterym vytvo-
fil veskeré obrazky uvedené v praci. Pfi vypoctu limit funkci autor ze zacatku vyuZzival
Maple 17, ale ten byl nahrazen webovou aplikaci Wolfram Alpha, ktery byl pro autora

1épe pochopitelny a také podaval vic informaci o pocitaném prikladu.
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Priklady s vysledkem

222 —62—8
2342

a) lim
r——1
822 —6x3 —3x+2x4 464725
22241425 —4x+34

¢) lim
T—r00

e) lim (\/x2 —4r+ 3 — IL‘)

T—r00

g) lim V22Fi-1 \/2$+ -1

z—0
sin(2x)

1) hm m 5

k) lim

x—0

m)lim - n(@) oy
sin(x)
z—0

1- cos(:c)

1-2%
sin(4x)

0) lim
x—0

tg(2z—zy)
2—y

q) lim
[z,y]—(3,2]

2

3

. A3
s) lim ey Jé//
[=,y]—[0,0]

Vysledky

b) hm f = 4+2

2 5 3
+3x° —4x° 42z
d) h sz—z3+2x4+7x
0

D) lim (Vo +1— /)

T—00
: Vz2—-16
h) hnz Ve ti—(212)
sin(z)—tg(3x)

‘]) lim tg( 4x)+sm(§:r:)
z—0

1) lim o+sin(z)

z+1
T—00

n) lim (ln (;—;}))

Tr—r00
p) lim (1 — 62)
T—r 00

y—ax?

nlm e
et TV

: z+y+vz—1
t) lim 2z—4xr—4y—2
[x7y72]ﬁ[07071}

a) —%, b) 4, ¢) %, d) oo,e) —2,1) 0, g) i, h) neexistuje, 1) 0, j) —%, k) neexistuje, 1) 1,

m) neexistuje, n) 0, 0) —#, p) 0, q) 3.
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Vybrané dulezité limity

limk=keR
Tr—cC

Je-lia € (0,1)
lima® = 400
T——00

limlog, z = +o00
z—07T

Je-lia € (1,+00)
lima® =0

T—r—00

limlog, x = —o0
z—0t

limlnz = —oc0

z—0Tt

lim% = —00

x—0"

lim% =0

T—r—00

lim+t =0,neN
xT

T—+00

lim ¢/a =1

Tr—r0o0

lim 22— g

x—0 v

. Z_

lim % =1

x—0

lim sin(x) = neexistuje

x—+00

lim 222 — 4

x—0

lim (14 %)% = e
T—00

lim (1 + f)mx =emk
T—r00
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limz =c
r—c

lima®* =0

r——+00

limlog, x = —o0
r— 400

lim a® = 400
Tr——+00

limlog, x = 400
T—+00

limlnz = 400

T—r+400

limi = +o00
1’—>0$

lim% =0
r—+00

lim 1 = neexistuje
z—0

. 1

hm 7& =1

T—r00

lim 2 —
z—1

lim
z—0

“=1 = 1In(a)

lim cos(x) = neexistuje
T—Fo00

lim &) — 1

z—0 *

lim (1 + k::v)% = e”
T—00

i (1 )7 2
T—00
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