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Uvod

Teorie grafti je matematicka disciplina. Jako pocatek teorie grafii se uvadi rok 1736,
za ktery se zaslouzil jeden z nejvyznamnéjsich matematikd vibec, Leonhard Paul Euler
[17].

Casto se vriznych situacich v matematice, informatice, ale mnohdy i ve zcela
odlisnych oborech a tlohdch setkavame s tim, ze lze cely problém vystihnout pomoci
grafu. Grafem myslime jisté schéma, sestavajici predevs§im z kone¢né mnoziny bodu
a spojnic mezi nékterymi dvojicemi bodu. Napiiklad body mohou piedstavovat pozvané
hosty na vecirek a spojnice ty dvojice hostd, ktefi se jiz navzajem znaji.
Dalsim ptikladem muze byt silni¢ni sit’, kde body piredstavuji kiizovatky a uvedené
spojnice vyznacuji silni¢ni propojeni. Také elektrotechnicka schémata a zapojeni mivaji
obdobny charakter. Body pak oznacujeme jako vrcholy grafu a spojnice jako jeho
hrany. Matematickou abstrakci podobnych i vyse uvedenych schémat je pojem graf [5].
Mné osobn¢ teorie grafii natolik zaujala, Ze jsem se rozhodl o ni napsat bakalaiskou
praci. Prace je rozdélena do ¢tyi hlavnich kapitol (viz nasledujici ¢ast), kazda z nich
obsahuje nejprve uvedeni do problematiky a motivaci. Pak nasleduje souhrn potiebné
teorie a typové tlohy na procvi¢eni. Ulohy jsou koncipovany tak, aby souvisely s praxi,
coz podporuje rozvoj asociaci béznych situaci s teorii grafu.

Tato prace nema za cil ucit teorii grafi. Jejim hlavnim piinosem ma byt ukéazat
souvislosti realnych problémt v praxi a vyuziti teorie grafii k jejich feSeni. V praci jiz
nejsou vysvétlovany uplné zaklady teorie grafli, protoze predpokladam, ze ctenat ma jiz

néjaké zakladni védomosti v této matematické discipling.
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Teoreticka cast

V bakalaiské praci se zaméfujeme na eulerovské a rovinné grafy, barveni grafii
a hamiltonovské grafy. Jak je jiz uvedeno v Uvodu, kazdému tématu odpovida jedna
kapitola. Ta nejprve obsahuje motivacni ¢ast, neboli seznameni s problematikou
a kratké ptfipomenuti historie. Dale stru¢né vysvétleni teorie potfebné k pochopeni
afeSeni uloh, ktera je pfevzata z publikace Teorie grafii a grafové algoritmy [6].
Pak nasleduje demonstrace teorie na vzorovych Glohach. Ulohy jsou ¢asto inspirovany
nebo poupraveny z rtznych zdroji. SnaZil jsem se prohledat velké mnozsti knih,
internetovych stranek, casopisi, ale také jsem vymyslel své pokud mozno originalni
znéni, abych pouze neopakoval jiz znamé piiklady. V celém textu pracujeme

S obyCejnym konecnym grafem (prosty, neorientovany graf bez smycek).
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Eulerovské grafy — Motivace

1 Eulerovské grafy

1.1 Motivace

Vznik této teorie se vaze k roku 1736, kdy se Svycarsky matematik Leonhard Euler
snazil vyfeSit na prvni pohled jednoduchou ulohu. V tehdejsim mésté Kralovec
(dnes Kaliningrad) tece feka Pregola a na ni je nékolik ostrovi, které jsou spojeny

mosty se zbytkem mésta (Obrézek 1).
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Obréazek 1 Sedm mostu mésta Kralovce
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Euler m¢l za kol vymyslet, zda je mozné vyjit z néjakého biehu nebo ostrova a udélat
si prochazku skrze mésto tak, aby se pies kazdy most proslo pravé jednou.

Euler zjistil a dokazal, ze takovou prochazku neni mozné uskutecnit. Jeho pojeti
a vyteSeni problému zahrnovalo dva hlavni kroky. Euler si nejprve nahradil mapu mésta

jednoduchym digramem, viz (Obrazek 2), ktery vystihoval to podstatné [1].

Obrazek 2: Eulerovo schéma mésta

Dale formuloval cely problém, uz bez potieby diagramu, tak Ze, si oznacil ¢tyfi izemi
pismeny A, B, C, D a sedm mostt spojujicich je pomoci malych pismen a, b, c, d, e, f, g,
kde most a spojuje ostrov A s biehem B, most e spojuje ostrov A s bichem D, a tak déle.
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Eulerovské grafy — Motivace

Tento piistup je piikladem toho, co dnes oznacujeme jako graf a eulerGiv problém
nalezeni sekvence osmi pismen (vrcholi grafu) s urcitou vlastnosti, souvisi s existenci
specialniho typu tahu v grafu. Nazyvame ho eulerovsky tah [1].

Pro jednoduchou pfedstavu - graf obsahujici eulerovsky tah, ¢ili eulerovsky graf,
Ize nakreslit jednim tahem, aniz bychom zvedli tuzku z papiru. V pifipadé sudého stupné
vSech vrcholt muzeme zalit kreslit z libovolného vrcholu avtom samém opét
skoné¢ime. V ptipad¢ dvou vrchold lichého stupné musime v jednom z nich zacit a vzdy
v tom druhém skonc¢ime [17].

Viz populérni uloha kresleni dome¢ku jednim tahem - je to eulerovsky graf, protoze
obsahuje otevieny eulerovsky tah. Kresleni musime zaéit bud’ v prvnim, nebo v druhém

lichém vrcholu (Obréazek 3).

D E

Obrazek 3: Uloha kresleni domec¢ku jednim tahem
Eulerovské grafy maji Siroké vyuziti v praxi. Mnoho realnych problému se da na né

prevést a diky tomu najit jejich feSeni.
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Eulerovské grafy — Teorie

1.2 Teorie

Pro spravné pochopeni dale uvedeného textu si nejprve definujeme potiebné zakladni

pojmy, piicemz piedpokladame, Ze ¢tenaf zna elementarni pojmy z teorie grafii.

Definice 1.1
Sled je libovolna posloupnost hran a vrchold, které na sebe navazuji.

Tah je sled urcité délky s navzajem rtiznymi hranami.

Pomoci téchto pojmii jiz mizeme definovat eulerovsky graf.

Definice 1.2
Eulerovsky tah v grafu G je uzavieny nebo otevieny tah, ktery obsahuje v§echny hrany
grafu G.

Eulerovsky graf je souvisly graf G, ve kterém existuje eulerovsky tah.

Dilezitou vétou, ktera podava obecnou charakteristiku eulerovskych grafi,

je nasledujici véta 1.1.

Véta 1.1
Pro kazdy graf G = (V, E) plati:
Graf G je eulerovsky pravé tehdy, kdyz graf G je souvisly a mda bud’ vsechny vrcholy

sudeého stupne, nebo prave dva vrcholy lichého stupné.

Pfi hledani eulerovskych tahti miizeme vyuzit nasledujiciho algoritmu, ktery je uveden

v préci [6].

Algoritmus 1.1 (nalezeni eulerovského tahu)

Necht' je dan eulerovsky graf G = (V, E) s nvrcholy a m hranami. Necht vrchol v
je vrchol mnoziny V, pficemz jsou-li v§echny vrcholy grafu G sudého stupné, pak v je
libovolny vrchol, méa-li graf G pravé dva vrcholy stupné lichého, je v jeden z nich.

Ukolem je nalézt eulerovsky tah grafu G.
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Eulerovské grafy — Teorie

zaclatek
na pocatku necht je kazda hrana grafu G neobarvend. Necht zasobnik Z a zasobnik ET
Jje prazdny. Vioz vrchol v do zasobniku Z;
dokud je zasobnik Z neprazdny opakuj
zacatek
X := vrchol lezici na poslednim misté v zasobniku Z;
JjestliZe x je koncovy vrchol neobarvené hrany {x, y} pak
zacatek
zpracuj hranu {x, y} a obarvi ji zelene;
vloz vrchol y do zdasobniku Z;
konec
jinak (t. v pripade, Ze x neni koncovym vircholem zdadné neobarvené hrany)
zacatek
odeber vrchol x ze zasobniku Z;
vioz vrchol x do zasobniku ET;
konec;
konec;

konec.

Z&sobnik ET obsahuje nalezeny eulerovsky tah.

V ptipadé, ze dany graf nemusi byt eulerovsky, mize nas zajimat nalezeni minimalniho
poctu tahit obsahujicich vsechny hrany daného grafu, tzv. minimalni pokryti hran grafu
tahy. Tento problém feSime jednoduse pomoci modifikovaného algoritmu na hledani

eulerovského tahu, ptevzaty z prace [6].

Algoritmus 1.2 (nalezeni minimalniho pokryti v§ech hran grafu tahy)

1. V daném grafu G zjistime pocet vrcholt lichého stupné. V ptipadé 0 nebo 2 vrchola
lichého stupné je tato uloha ptimo ulohou vyhleddni eulerovského tahu.

2. V ptipadé p vrchold lichého stupné, p > 4, provedeme doplnéni grafu G na graf G’
tak, aby graf G’ byl eulerovsky, tj. do grafu G doplnime p/2 novych vrcholi wi, Wz,
..., Wp2 @ kazdy vrchol wi, i = 1, ..., p/2, spojime s pravé dvéma vrcholy grafu G,
které maji lichy stupeii (tim se z nich stanou vrcholy stupné sudého).

3. V grafu G’ vyhledame uzavieny eulerovsky tah.
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Eulerovské grafy — Teorie

4. Z nalezeného eulerovskeho tahu odebereme vrcholy w1, wo, ..., Wpp2, ¢imz ziskame
p/2 tahii, coz je minimalni mozny pocet tahti obsahujicich vSechny hrany daného

grafu.

Dodejme jak je uvedeno v [6], ze vysledny tvar jednotlivych tahti zalezi na tom, jakym
zpusobem byly nové vrcholy W1, Wa, ..., Wp/2, a hrany do grafu pfidany. Pocet ziskanych
tahli pokryvajicich ptivodni dany graf (vSechny jeho hrany) je vSak samoziejmé vzdy

roven p/2.

Nésledujici algoritmus, je komplikovanéj$i. Vyuzivad opét algoritmu na hledani
eulerovského tahu, ale navic i znalosti z oblasti parovani. Problematika péarovani zde
neni vysvétlena, protoze je to jiz nad rdmec této prace. Cely algoritmus je pievzat

z knihy Jitiho Demela [2], kde je mozno se také dozveédét vice o zminiovaném parovani.

Algoritmus 1.3 (nalezeni minimalniho sledu obsahujiciho v§echny hrany)

1. Pro kazdou dvojici vrchold lichého stupné X, y vypocCteme délku nejkratsi
(neorientované) cesty z vrcholu x do vrcholu y. Ozna¢me tuto délku u(x, y).

2. Na mnoziné L vrcholu lichého stupné definujeme Gplny graf K, jehoz hrany jsou
ohodnoceny délkami u(x, y) pro X, y € L. V tomto grafu nalezneme nejlevnéjsi
perfektni parovani P.

3. Pro kazdou dvojici vrcholi X, y, ktera je spojena hranou z parovani P, piidame ke
grafu G kopie hran, které tvofi nejkratsi cestu mezi vrcholy X, y. V grafu G’, ktery
ziskame ptidanim vSech téchto hran, budou mit v§echny vrcholy sudy stupei.

4. V ziskaném grafu G” nalezneme eulerovsky tah. Tento tah samoziejmé prochazi
vSemi pfidanymi hranami, coz odpovida opakovanym prichodim nékterymi
hranami ptvodniho grafu G. Nahradime-li tedy v eulerovském tahu vSechny piidané
hrany pivodnimi (o stejné délce), ziskame hledany nejkratsi sled, ktery pokryva
vSechny hrany grafu G.
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Eulerovské grafy — Ulohy

1.3 Ulohy

Obecné typy uloh:
1. Rozhodnéte, zda v daném grafu existuje eulerovsky tah. Uloha 1

2.V daném grafu sestrojte eulerovsky tah. Uloha 2

Navazujici typy uloh:
3. V daném grafu urcete nejmensi pocet tahti (nikoli eulerovskych), které pokryvaji

v§echny hrany grafu a tahy vypiste. Uloha 3
4. V daném souvislém grafu, jehoz hrany jsou ohodnoceny kladnymi Cisly, najdéte

nejkrats$i uzavieny sled, ktery obsahuje (alesponi jednou) kazdou hranu grafu.

Uloha 4

1.3.1 Uloha1l

Zadani:

Rozeberme si piedchozi ulohu se sedmi mosty z ¢asti motivace. Mosty budou
reprezentovat hrany grafu a jednotlivd Uzemi budou reprezentovat vrcholy grafu.
Cely planek mésta si miizeme pro nazornost vyjadiit pomoci grafu. Existuje v daném

grafu (Obrazek 4) eulerovsky tah?

Obrazek 4: Interpretace pomoci grafu

Reseni:
Vsimnéme si ohodnoceni jednotlivych vrcholii. VSechny vrcholy jsou lichého stupné (3,
3, 3, 5), proto dle véty 1.1 neni mozné aby v zadaném grafu existoval eulerovsky tah,

a to ani uzavieny, ani otevieny.
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Eulerovské grafy — Ulohy

1.3.2 Uloha?2

Zadani:
Studenti pfi hodiné matematiky dostali Glohu nakreslit jednim tahem dany utvar

(Obréazek 5). Pokud je to mozné, zapiSte pomoci posloupnosti vrcholi postup feSeni.

Obrazek 5: Zadani tlohy

Reseni:

Mmime si, ze zadany graf ma vSechny vrcholy sudého stupné, tudiz v ném podle
véty 1.1 existuje uzavieny eulerovsky tah. Pro feSeni pouzijeme algoritmus 1.1
na hledani uzavieného eulerovského tahu.

Muizeme zacit v libovolném vrcholu, naptiklad tedy ve vrcholu c. Podle uvedeného
algoritmu vrchol ¢ vlozime do zasobniku Z. Jelikoz zasobnik Z jiz neni prazdny,
vybereme z n€ho posledni vrchol (nami vlozeny vrchol ¢). Zpracujeme libovolnou
hranu, ktera ma jako jeden koncovy vrchol pravé nas vrchol c. V grafu (Obrazek 5)
vidime, Ze mame dvé moznosti jak pokracovat. Vybereme naptiklad hranu {c, d}, podle
algoritmu hranu zpracujeme tak, Ze ji obarvime a druhy koncovy vrchol d vlozime

do zasobniku Z. Zobrazeno na grafu nize (Obrazek 6, znaceno zeleng).
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Eulerovské grafy — Ulohy

Obrazek 6: Zpracovani hrany {c, d}

Cely proces opakujeme zvrcholu d snapiiklad hranou {d,g}. Zvrcholu g nam
nezbyva jina moznost, nez dle algoritmu zpracovat hranu {g, c}. Kazdou zpracovanou
hranu pribézné obarvujeme. Soucasny stav zasobniku je Z (c, d, g, ¢). Jsme tedy opét ve
vrcholu c, ale jak vidime na grafu (Obrazek 7), vrchol c jiz neni koncovym vrcholem

neobarvené hrany.

Obréazek 7: Zpracovani hran {c, d}, {d, g}, {9, c}
Dle algoritmu musime vrchol ¢ odebrat z konce zasobniku a vlozit ho do zasobniku ET.
To si mizeme také predstavit tak, ze kdyz se vracime zpét z n&jakého vrcholu, tak ho
vzdy odebereme ze zasobniku Z a ptidame do zasobniku ET, neboli do vysledného
eulerovského tahu. Timto zptisobem pokrac¢ujeme dokud zasobnik Z neni prazdny.

Kontrolou by ndm také mélo byt, Ze jsme zpracovali vSechny hrany, cili je oznacili
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Eulerovské grafy — Ulohy

zeleng, viz graf (Obrazek 8). Vysledny eulerovsky tah je pak uveden v zasobniku ET,

vyjadieny posloupnosti vrcholi (c, g, d, e, b, a, d, c).

OO,

©O—©
©

©

Obrazek 8: vysledny eulerovsky tah
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Eulerovské grafy — Ulohy

1.3.3 Uloha3

Zadani:
Uréete minimalni pocet taht, které pokryji vSechny hrany grafu (Obrézek 9).

Jednotlivé tahy zapiste pomoci vrchold.

Obrazek 9: Zadany Utvar

Reseni:

Je to obdobny piipad jako Uuloha 2, ale zadany graf jiz neni eulerovsky
(nesplnuje vétu 1.1). Proto v ném neexistuje eulerovsky tah, neboli jeden tah ktery by
pokryl vS§echny hrany grafu.

Graf (Obrazek 10, znaceno zelené¢) obsahuje ¢tyfi vrcholy lichého stupné (p = 4), proto
budeme potiebovat dva tahy. Podle algoritmu 1.2 provedeme doplnéni grafu o dva (p/2)
nové vrcholy, ozna¢ime je wi, wo (Obrazek 10, znaCeno Cervené). Kazdy z obou
pfidanych vrcholi spojime s pravé dvéma vrcholy grafu, které maji lichy stupen.
Vznikly graf obsahuje vrcholy jiz pouze sudého stupné, proto v ném mizeme vyhledat

uzavieny eulerovsky tah.

Obrazek 10: Doplnéni grafu o nové vrcholy w1, w»
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Postupujeme jako v piedchozi uloze, aplikaci algoritmu 1.1. Nalezeny uzavieny
eulerovsky tah vypiseme pomoci posloupnosti vrchola (a, wy, c, €, Wo, d, g, €, d, b, f, a,
c, b, a).

Podle posledniho kroku algoritmu odebereme ptidané vrcholy wi, we a tim ziskdme dva

(p/2) vysledné oteviené tahy (nikoli eulerovské), které pokryvaji vSechny hrany grafu.

Obrézek 11: Vysledné pokryti grafu dvéma tahy

Prvni tah (Obrazek 11, znaceno Cervené).
(d,g0,e,d, b, facb,a)
Druhy tah (Obrézek 11, znaceno modfe).

(c.e)

Jak jiz bylo zminéno v teorii, vysledné tahy se budou lisit podle toho, jakym zpisobem
byly nové vrcholy wi, w a hrany do grafu ptidany. Ukazeme si, Ze tomu tak opravdu je
a nalezneme jiné spravné feseni. Vyjdeme znovu ze zadani tlohy (Obrazek 7).

Provedeme doplnéni grafu o dva nové vrcholy w1, wa. Opét je spojime s pravé dvéma
vrcholy grafu, které maji lichy stupefi, avSak tentokrat jinym zptusobem (Obrazek 12,

znaceno ¢erveng).
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Obrazek 12: Jiné doplnéni grafu o nové vrcholy Wi, Wa
Postup feseni jiz nebudeme rozebirat. Znovu aplikujeme algoritmus 1.2, na nalezeni
minimélniho pokryti vSech hran grafu tahy. Zajimaji nas pfedev§im vysledné tahy,

ukazme si je na grafu nize.

Obrézek 13: Jiné vysledné pokryti grafu dvéma tahy

Prvni tah (Obrazek 13, znaceno Cerveng).
(c,e,d,b,f,ac b, a)

Druhy tah (Obrézek 13, zna¢eno modfe).
(d. g,e)
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1.3.4 Uloha 4

Zadéani:
Meésto planuje opravu silnic v dané méstské ¢asti. Po zimé jsou silnice popraskané

a z davodu velkého provozu i zna¢né rozbité. Mésto planuje celou oblast uzavtit a naraz
celé silnice upravit, s pozadavkem na co nejmensi naklady. Provoz silni¢ni techniky je
v§ak nékladny. Pro tusporu finanénich prostfedki mésta je idealni silni¢ni prace
naplanovat tak, aby se srkze kazdou silnici projelo pouze jednou. Pokud to mozné neni,
je tieba vymyslet takovou alternativu, aby pii opakovaném projeti nékterymi ulicemi
byla celkova trasa co nejkratsi.

Planek dané ¢asti mésta je zadan schématickou mapou (Obréazek 14), s vyznacenymi
ktizovatkami a ulicemi, které je spojuji, vCetné délky kazdé ulice. Vyslednou trasu

vypiste.

Obréazek 14: Schématickd mapa

Reseni:

V zadani se jedna o uUlohu nalézt v souvislém grafu (Obrazek 14) nejkrats$i uzavieny
sled, ktery obsahuje kazdou hranu grafu. Ohodnocené hrany grafu reprezentuji silnice,
véetné délky, a vrcholy znazoriuji kiizovatky.

Zadany graf obsahuje vrcholy lichého stupné, proto v ném neexistuje uzavieny
eulerovsky tah. To znamend, Ze nami hledany uzavieny sled, ktery pokryva vsechny
hrany, musi nutné¢ nckterymi hranami prochazet vicekrat. Abychom nasli nejkratsi
uzavieny sled, musime pospojovat vrcholy lichého stupné co nejkratsi soustavou cest
[2].

Pro nésledujici postup aplikujeme algoritmus 1.3.
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Podle prvniho kroku vypocteme délku nejkratsi cesty z jednoho vrcholu do druhého,
pro kazdou dvojici vrchold lichého stupné. V této uloze mame vrcholy lichého stupné
Ctyfti.

Déle sestavime Uplny graf (Obrazek 15) z vrchola lichého stupné, jehoz hrany jsou
ohodnoceny nejkrat§imi vzdalenostmi mezi vrcholy lichého stupné. V tomto grafu

nalezneme nejlevngjsi perfektni parovani.

Obrazek 15: Pomocny graf

Znamena to, ze vrcholy lichého stupné musime sparovat do dvojic
s celkovym nejmensim ohodnocenim tak, aby jednotlivé pary byly navzajem disjunktni
(nemély spole¢nou hranu).

Jak je uvedeno na grafu (Obrazek 15), je zfejmé, ze V nasem pfiipadé je optimalnim
feSenim spojeni vrcholu e, f a knim zbyva b, c. Hodnota perfektniho parovani
s nejmen$im ohodnocenim je v tomto pripadé sedm.

Z toho plyne, ze hrany {b, c}, {e, f} bude v pivodnim grafu potieba projet dvakrat.

Dle algoritmu tyto hrany rozsifime na multihrany, viz (Obrazek 16).

Obrézek 16: Graf rozsifeny o multihrany

Stranka 21



Eulerovské grafy — Ulohy

Graf rozsiteny o multihrany bude mit jiz v§echny vrcholy sudého stupné, a proto v ném
bude existovat uzavieny eulerovsky tah. Pro nalezeni eulerovského tahu, pouzijeme
opét algoritmus 1.1. Vysledek vypiSeme jako posloupnost vrchola (a, f, e, f, d, e, ¢, b, d,
c, b, a).

Vsechny pfidané hrany v eulerovském tahu nahradime ptivodnimi (o stejné délce) a tim

ziskame hledany nejkratsi sled, ktery pokryva vSechny hrany zadaného grafu.
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2 Rovinné grafy

2.1 Motivace

Nekdy se rovinne grafy oznacuji také jako planérni. Urceni, zda je n&jaky graf rovinny,
si mizeme predstavit jako tzv. ,rozpleteni grafu. Z&dné dvé& hrany (spoje mezi
vrcholy) se nekiizi, respektive hrany se mohou protinat pouze ve vrcholech. Pokud to je
mozné, viz definice uvedené nize, pak graf je rovinny.

Citujme [16]: ,,V teorii grafl se studuji nakresleni grafii na riznych plochach (naptiklad
na sféfe, na anuloidu apod.). Pres dulezitost téchto nakresleni se v dalSim budeme
zabyvat pouze nakreslenim grafii v roving.” Pfesnéji feCeno, uvazujeme pojem rovinny
graf.

Pro leps$i predstavu si uvedme jednu popularni tlohu zrekreacni matematiky,
jak je uvedeno v knize [3]. Znamy problém pojednava o tfech domech a tiech studnach.
V daleké zemi staly tii pékné domy a tii blizké studny jim davaly ¢istou vodu. VSichni
zili spokojené, az do toho dne, kdy se tam nasté¢hovali 1idé, kteti se navzajem nem¢éli
radi. Vypukly neshody a nikdo je nedokazal vyfesit. Kazdy chtél mit svou vlastni cestu
ke kazdé studni a zaroven si neptal, aby se kfizila s jinou cestou. Je mozno najit takové
cesty?

Zkuste si danou situaci predstavit, nejlépe 1 nakreslit a vyzkouSejte rizné moznosti.
Tato Uloha nema feseni. Otazkou zistava, za jakych podminek by feSeni existovalo,

nebo vibec na zakladé ¢eho mizeme s jistotou urcit fesitelnost n€jaké podobné lohy.
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2.2 Teorie

Nejprve definujme, co je rovinny graf.

Definice 2.1
Rovinny graf je graf, ke kterému existuje tzv. rovinna reprezentace
(rovinné nakresleni), tj. miZzeme jej nakreslit do roviny tak, aby se zadné dvé hrany

nekiizily (neprotinaly ve vnitinim bodé, hrany se mohou protinat jen ve vrcholech).

Véta 2.1
Pro kazdy graf G = (V, E) s alespon tremi vrcholy plati:
Jestlize G je rovinny graf, pak |E| < 3-|V| - 6.

Véta 2.2

Pro kazdy graf G = (V, E), ktery md alespon tri vrcholy, a ktery neobsahuje K3 jako
podgraf, plati:

Jestlize G je rovinny graf, pak |[E| < 2-|V| - 4.

Pro nasledujici dalezitou vétu 2.3 musime definovat pojem déleni grafu. Definice je

pievzata z [5].

Definice 2.2

Necht' G = (V, E) je graf.

G%e = (VU {z}, EN{{x, ¥}}) U {{x 7}, {2 )}}), je d¢leni hrany {X, y} € E grafu G,
az ¢V je novy vrchol grafu.

Pak fekneme, Ze graf G™ je déleni grafu G, pokud G~ je isomorfni grafu vytvorenému

z grafu G postupnym opakovanim operace déleni hrany.
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Véta 2.3 (Kuratowského véta)

Pro kazdy graf G = (V, E) plati:

Graf G je rovinny prave tehdy, kdyz zZadny podgraf grafu G neni ani graf Ks3, ani graf
Ks, ani libovolné déleni techto grafi.

Pro uplnost pfipomenme co jsou graty Ksz a Ks.

Obrézek 18: Graf Ks
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2.3 Ulohy

Obecne typy dloh:
1. Zjistéte, zda je dany graf rovinny. Uloha 5

2. Je-li graf rovinny, najdéte jeho rovinné nakresleni. Uloha 6

2.3.1 Ulohas

Zadani:
Vratme se Kk problému z ¢asti motivace o tfech domech a tfech studnach.

Situaci si vyjadiime pomoci grafu, viz (Obrazek 19).

Obrazek 19: Uloha reprezentovana grafem
Reseni:
Zelené vrcholy znazorfuji domy a Zluté vrcholy studny. Uloha je velmi snadno

teSitelnd, protoze dle véty 2.3 je hned zfejmé, Ze graf nemize byt rovinny.

K nasemu feseni této ulohy muzeme také dojit podle véty 2.2. Zadany graf ma Sest
vrcholii a neobsahuje kruznici délky tfi (nejkratsi, v grafu obsazena kruznice, je délky
Ctyfi), proto spliiuje pocateéni podminky véty. Dale pouzijeme obménu véty 2.2.

Jestlize [E | > 2- V| — 4, pak G neni rovinny graf.
Ob¢ feseni jasné ukazuji, ze popularni Gloha o tfech domech a tfech studnach ma

jednoznacné feSeni, a to, ze nemizeme nikdy najit takové cesty, které by spliovaly

zadani.
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2.3.2 Uloha6

Zadani:

Pracovnik jedné elektrotechnické firmy fesi navrhy a néslednou vyrobu integrovanych
tisténych spoji. Dostane vymysleny elektricky obvod a jeho zapojeni (Obrazek 20).
Jeho Ukolem je vyiesit, zda je mozné rozloZeni soucastek a jejich vodivych spoju bez

naruseni funk¢nosti zapojeni, neboli bez kiizeni vodicu a jejich nasledného zkratu.

Obrazek 20: Zapojeni soucastek

ResSeni:

m ovétime, zda zadany graf muze byt vibec rovinny. PouZijeme obménu véty
2.1.

Jestlize [E | > 3- V| — 6, pak G neni rovinny graf.

Zadany graf nespliiuje tuto nerovnici (14 » 18), ¢ili mize byt rovinny. Zdiraznéme,
7Ze Z obménéné véty 2.1 vime pouze, ze graf muize byt rovinny, ale také nemusi.
Pro dofeseni této tilohy, bud’ nalezneme rovinné nakresleni grafu a tim dokazeme jeho
rovinnost a nebo ukazeme, ze graf obsahuje jako svij podgraf, grafy Ksnebo Kszs
anebo libovolné déleni téchto grafi a ztoho pak dle véty 2.3 plyne, Zze graf neni
rovinny.

Na grafu nize (Obrézek 21, znaceno Cervené) vidime nalezeni déleni podgrafu Ksz
(ptes vrchol g, znaceno zeleng), Cili graf neni rovinny. Neexistuje rovinné nakresleni

grafu.

>
N

Obrazek 21: Nalezeni déleni podgrafu Ks3
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3 Barevnost

3.1 Motivace

Tato Cast textu se zabyva v praxi Casto vyskytujici se ulohou, kterou je obarveni grafu.
Bezesporu nejznaméjsi Glohou z této kapitoly grafovych algoritmt je problém Ctyf
barev. Otazka znéla, zda-li je mozné kazdou mapu obarvit pomoci ¢tyt barev tak, aby
sousedni staty mély vzdy kazdy jinou barvu? Prvni zminky o tomto problému byly jiz
v roce 1840. Po mnoha pokusech o dikaz se vSak vice jak stoleti nepovedlo problém
zcela dokazat. Dukaz hypotézy Ctyf barev nakonec zvefejnili vroce 1976
Kenneth Appel a Wolfgang Haken z univerzity v Illinois, feSeni bylo za pomoci
pocitace. Jen pro zajimavost, vypocty si vyzadaly 1200 hodin strojového ¢asu a plny
dukaz ma 56 stran textu a 114 stran obrazkd, vice se miizeme docist v [13].

V te¢i grafovych algoritmt se cela problematika interpretuje jako uloha, kde mame
obarvit vrcholy grafu tak, aby zadné dva sousedni vrcholy nemély stejnou barvu.
SnaZzime se nalézt minimalni pocCet barev ke splnéni tohoto ukolu. Barveni grafu
minimalnim poétem barev patéi do tzv. NP - Uplnych Gloh. Neni znam jiny postup
feseni, nez postupné prochazet jednotlivé moznosti, informace jsou inspirovany [15].

V praxi si mizeme piedstavit napiiklad tvorbu univerzitniho rozvrhu, kde se Skola snazi
sestavit takovy rozvrh, aby mohly probihat vSechny potfebné vyucovaci hodiny a byly
pro n¢ také volné vyhovujici ucebny. DalSim piikladem muze byt planovani programu
brusleni zimniho stadionu tak, aby bylo sportovisté za nédkladného provozu co nejvice
vyuzivano, a tim dosahovalo co nejvétsich zisku [6].

v mobilnich sitich. Oblast je rozdélena na mnoho malych buniek, ve kterych telefony
komunikuji se zdkladnovymi stanicemi na urcité frekvenci. Snahou operatort je vyuZit
co nejmen$i pocet frekvenci (odpovidajici co nejmenSimu poctu barev) a pfitom
respektovat nutnou podminku, Ze sousedni buiikky nemohou byt nastaveny na stejnou

frekvenci (coz by odpovidalo obarveni sousednich statl stejnou barvou).*
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3.2 Teorie

| vtéto kapitole si nejprve definujeme potiebnou teorii pro nasledujici feSeni uloh

na obarveni grafii.

Definice 3.1

Obarveni grafu (obarveni vrcholii grafu) je ohodnoceni vrcholi grafu hodnotami
z mnoziny B (takzvanymi barvami), a to takové, ze zadné dva sousedni vrcholy nejsou
ohodnoceny (obarveny) stejnou barvou.

Graf nazyvame r — barevnym, jestlize existuje jeho obarveni r barvami.

Castou tlohou v této oblasti grafovych algoritmii je nalezeni nejmensiho poétu barev,

potiebnych k obarveni celého grafu.

Definice 3.2
Barevnost grafu (neboli vrcholova barevnost, téz chromatické cislo) je nejmensi pocet
barev, ktery je potiebny k obarveni grafu.

Barevnost grafu G znacime y(G).

Problém barveni map Ize pfevést na barevnost rovinnych grafi a plati nasledujici véta.

Piipomenme¢ si, ze graf je rovinny, kdyZ splituje definici 2.3.

Véta 3.1 (problém ¢ty barev)
Pro kazdy graf G = (V, E) plati:

Jestlize graf G je rovinny, pak barevnost grafu G je mensi nebo rovna 4.

Nasledujici Algorimus je pievzat z bakalaiské prace Filipa Poppera [9].

Algoritmus 3.1 (sekvenéni barveni grafu)
Proménné B, oznacuje Cislo nejvyse pouzité barvy a soucasné i pocet pouzitych barev.

Na zacatku algoritmu nastavime B = 0.
Pribézny krok:
1. V grafu vyhleddme dosud neobarveny vrchol, je-li dohledatelnych vrcholt vice,

pokrac¢ujeme nasledujicim krokem 2.
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2. Mezi neobarvenymi vrcholy vyhledame vrchol, jehoz obarveni sousedé jsou
obarveni nejvétSim poctem raznych barev (nikoliv vrchol s nejvysSim stupném).
Zifejm¢ na obarveni takového vrcholu zlstava nejmensi pocet barev. Je-li takovych
vrcholt vice, pokracujeme nasledujicim krokem 3.

3. Mezi vybranymi vrcholy v pifedchozim kroku 2 najdeme vrchol, ktery méa nejvice
neobarvenych sousedu. Je-li i zde vice vrchold, pak obarvime libovolny z nich.

4. Vrchol, ktery byl vybran kobarveni dle ptedchoziho postupu, oznaéme Vo.
obarvenych sousedt vrcholu vo. Vrchol vo touto barvou obarvime. Je-li C > B tj. C

je nova, nepouzitd barva, nastavime proménnou B na ¢islo této barvy C.

Ptedchozi prithezny krok opakujeme tak dlouho, dokud nejsou obarveny vsSechny

vrcholy grafu. Po obarveni grafu je v proménné B pocet barev, kterymi je graf obarven.
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3.3 Ulohy

Obecne typy dloh:
1. Lze dany graf obarvit K barvami? Uloha 7

2. Ur&ete barevnost daného grafu, neboli chromatické &islo. Uloha 8

3.3.1 Uloha7

Zadani:

Uvazujme komunikacni sit o N vysilacich/pfijimacich stanicich zadanou grafem
(Obrézek 22). Pokud je mezi stanicemi moznd komunikace, jsou spolu propojeny
komunika¢nim kandlem. V celé siti existuji rizné druhy kodovani informaci
pro bezpecny pienos skrze komunikacni kanaly. Komunikaéni sit’ pouziva celkem ctyti
druhy koédovani. Pro spravnou funkénost a obtizné naruSeni systému nesméji mit dveé
propojené (sousedni) stanice stejné kdédovani. Bude dostupny pocet kodovani
dostacujici? Pokud ano, naleznéte feSeni. Jednotlivym stanicim pfidelte konkrétni typy

kédovani pro spravny chod celé sité.

Obréazek 22: Komunikaé¢ni sit’

Reseni:

Mdostupné ¢tyfi druhy kdédovani, coz odpovida ¢tyfem barvam k obarveni vrchold
grafu a mame urcit, zda to je dostacujici k obarveni celého grafu. Pro feseni bychom
mohli pouzit algoritmus 3.1 sekvencniho barveni grafu viz teorie a pokud by jeho feSeni
bylo mensi jak &tyfi, méli bychom vysledek. Avsak pii mensich velikostech® grafu je
nékdy rychlejsi postupovat logicky. Pfi posunuti vrcholi d, € je hned patrné, Ze graf je
rovinny, €ili z véty 3.1 plyne, Ze pro obarveni grafu Ctyfi barvy postaci. Zbyva nalézt
konkrétni obraveni, cozVtomto piipadé¢ nebude az tak tézké. Dokonce po chvilce

premysleni zjistime, ze nam postaci pouze tii barvy k obarveni celého grafu, jak je vidét

1V odborné literatufe ¢asto oznacovano jako instance grafu.
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na grafu nize (Obrézek 23). Tedy pro bezpecny chod celé komunikaéni sité€ vystaci tii

typy kddovani.

<

Obrézek 23: Vysledné obarveni grafu tfemi barvami
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3.3.2 Uloha 8

Zadani:

Pani wucitelka na zakladni Skole vyucuje déti vytvarnou vychovu. DéEti maji
po skupinkach pracovat na spolecné vytvarné praci. Avsak jak uz to s détmi byva,
nekteré za pritomnosti jinych rady zlobi. Vztahy jsou vyznaCeny na obrazku
(Obrazek 24), vrcholy predstavuji zaky a spojnice mezi nimi to, Ze nemohou byt
ve stejné skupiné. Pani ucitelka mé nelehky ukol, rozdélit déti do skupin tak,
aby zustaly co nejvétsi skupinky déti. Zaroven aby ty déti, co spolu nemohou byt, byly

Vv jinych skupinach. Kolik takovych skupin postaci?

Obrézek 24: Neptipustné vztahy mezi zaky
Reseni:
Nasim ukolem je zjistit nejmensi pocet barev k obarveni grafu, neboli jeho chromatické
Cislo. Jak jiz bylo uvedeno v motivaci, barveni grafu patii mezi tzv. NP — Uplné
problémy, neexistuje zadny postup, ktery by vedl ke zcela presnému feSeni. Pfesto pro

barveni grafu existuji rizné heuristické? postupy.

2 Jak uvadi [18], pojem heuristicky algoritmus se obvykle pouZivé pro algoritmy, které neposkytuji
(matematické) zaruky kvality feSeni, piipadné kdy nevime, zda heuristika usp&je. ReSeni neni presné
a nemusi byt nalezeno v kratkém case.
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Pro nasledujici feSeni pouzijeme algoritmus 3.1, tzv. sekven¢ni barveni grafu.

U kazdého vrcholu zaznamenavame:

e Pocet riznobarevnych sousedil (prvni ¢islo u vrcholu)

e Pocet neobarvenych sousedt (druhé ¢islo u vrcholu)

e Barvu (¢islo uprostted vrcholu)

e B=0

Na grafu (Obrazek 25) je znazornéna vychozi situace pro algoritmus 3.1.

0/3

0/4

0/2

Obrézek 25: Vychozi situace

Obarveni prvniho vrcholu rozepiSeme piesné dle algoritmu. V grafu je vice

neobarvenych vrcholl, proto dle kroku 1 pokra¢ujeme nasledujicim krokem 2.

Sousedni vrcholy vsech vrcholl nejsou obarveny, proto musime pokracovat ke kroku 3.

V tomto kroku mame na vybér mezi dvéma vrcholy d nebo f, které maji Ctyfi

neobarvené sousedni vrcholy (znaceno 0/4), vybereme libovolny z nich, naptiklad

v

kterou neni obarven zadny ze sousednich vrcholli, coz je C = 1. Jelikoz B = 0, tak C je

nova nepouzita barva, proto nastavime B na hodnotu C.
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0/3

1/1

Obrazek 26: Obarveni prvniho vrcholu d

Nasledné cely algoritmus budeme opakovat, dokud neobarvime vSechny vrcholu grafu.

Pti opakovaném pouziti algoritmu musime vybrat vrchol f. Jeho sousedni vrchol d je jiz
obarven barvou C = 1, proto vybrany vrchol f musime obarvit novou barvou C = 2.

Jelikoz C > B, tak nastavime B = 2. Zobrazeno na grafu (Obrazek 27).

1/1
Obrézek 27: Obarveni druhého vrcholu f

Pfi dal$im pouziti postupu miizeme vybrat vrchol e, nebo vrchol g, zvolime naptiklad

cv v

vrchol e musime obarvit novou barvou C = 3. Opét plati, ze C > B, takze nastavime

B = 3. Znazornéno na grafu (Obrazek 28).
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1/1
Obrézek 28: Obarveni tfetiho vrcholu e

Cv v

= 3, proto vybrany vrchol g touto barvou obarvime. C = 3 je jiz pouzita barva a proto se

B = 3 neméni. Znazornéno na grafu (Obrazek 29).

2/1

1/1
Obrézek 29: Obarveni ¢tvrtého vrcholu g

Timto zptsobem budeme postupovat az do konce, do obarveni vsSech vrcholi.
Pro urychleni postupu si ukdzeme vysledné obarveni dle algoritmu. Pro cely graf budou
dostacujici tii barvy, jako je uvedeno na grafu (Obréazek 30). Odpovéd’ na Glohu tedy
bude, ze pani ucitelka mize déti rozdélit do tii skupin tak, aby nedochazelo k zadnym
konfliktim.
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Obrézek 30: Vysledné obarveni grafu
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4 Hamiltonovské grafy

4.1 Motivace

Pojem byl pojmenovan podle irského matematika W. R. Hamiltona. Citujme Jifiho
Demela [3] ., ... V poloviné 19. stoleti zvefejnil v zemé&pisném ¢asopise hadanku, v niz
Slo o nalezeni uzaviené trasy vedouci pies dvacet mést, kterd byla rozmisténa ve
vrcholech pravidelného dvandctisténu, pricemz se pres zadné mésto nesmélo cestovat
dvakrat.*

Ukazme si graf pouzity v Hamiltonové hadance (Obrazek 31). Pro pfedstavu uved'me

také jedno z moznych feseni hadanky, nalezeni kruznice vedouci skrze vSechna mésta

(Obrézek 32).

Obrazek 31: Hamiltonova hadanka

Obrazek 32: Reseni Hamiltonovy hadanky

Podle Jitiho Demela [3] ulohy spojené s problematikou hamiltonovskych graft délime
pfedev§im dle toho, zda se jednd o existenéni a nebo o optimalizacni. V piipade
existenénich uloh jde o zjisténi existence nebo o nalezeni konkrétni hamiltonovské cesty

nebo kruznice (viz teorie 4.2). V optimaliza¢nich tlohach je situace jind. Hrany grafu
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jsou ohodnoceny délkami a pozaduje se nalezeni hamiltonovské cesty, ¢i kruznice
0 urcité délce nepievysujici hodnotu K, pro kterou plati, ze K > 0, K € N. Je zajimavé
si uvédomit, ze kdybychom misto sledu, ktery obsahuje kazdy vrchol daného grafu
pravé jednou, chtéli sled, ktery by obsahoval kazdou hranu daného grafu pravé jednou
tj. eulerovsky tah, dostali bychom mnohem snadnéji feSitelné ulohy, kterymi jsme se
zabyvali v kapitole 1.

Podobné jako v kapitole 3, hledani hamiltonovské kruznice nebo cesty patii do tzv. NP -
uplnych tloh. Pro feSeni opét pouzivame heuristické algoritmy.

,Hamiltonovskou cestu ¢i kruznici, ... o pozadované délce mizeme objevit ndhodné
nebo po dlouhé ndmaze. V obou piipadech Ize snadno dokazat, Ze jsme skute¢né nasli
pozadované feSeni. Jestlize v8ak feSeni s pozadovanymi vlastnostmi neexistuje, pak to
lze (v obecném piipad€) dokazat jen velmi obtizné.“ jak uvadi ve své knize Jifi Demel

[2].
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4.2 Teorie

Definujme nejprve zékladni pojmy, potiebné pro nize uvedenou definici

hamiltonovského grafu.

Definice 4.1

Kruznice v grafu G je posloupnost (stfidavé) vrcholu a hran, Které na sebe navazuji,
zadinajici a kon&ici stejnym vrcholem. Zadny vrchol (kromé pocateéniho) se nesmi
opakovat.

Cesta je sled urcité délky s navzajem riznymi vrcholy.

Hlavni definice této kapitoly.

Definice 4.2
Hamiltonovska kruznice v grafu G, je kruznice obsahujici vS§echny vrcholy grafu G.

Hamiltonovsky graf je graf, ve kterém existuje hamiltonovska kruznice.

Definice hamiltonovské cesty neni piili§ ¢astou, piesto pii feSeni tloh se stimto

pojmem miuzeme setkat, tak ji pro srozumitelnost definujme.

Definice 4.3
Hamiltonovska cesta v grafu G je cesta, ktera obsahuje vSechny vrcholy grafu G.

Cesty a kruZznice mizeme chépat nejen jako posloupnosti, ale téZ jako grafy.
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4.3 Ulohy

Existenéni typy Uloh:
1. Rozhodnéte, zda v daném grafu existuje hamiltonovska kruznice, v kladném

piipads ji zapiste pomoci vrcholi. Uloha 9
2. Rozhodnéte, zda v daném grafu existuje hamiltonovska cesta, v kladném ptipadé

ji zapiste pomoci vrcholii. Uloha 10

Optimalizaéni typy uloh:
3. Vzadaném ohodnoceném hamiltonovském grafu naleznéte €O nejkratsi

hamiltonovskou kruznici. Uloha 11
4. V zadaném ohodnoceném hamiltonovském grafu naleznéte co nejkratsi

hamiltonovskou cestu. Uloha 12

4.3.1 Uloha9

Zadani:

Turistické skupina planuje vylet z horského stiediska po okolnich vrcholcich Vysokych
Tater. Radi by prosli po vSech na mapé vyznacenych (Obréazek 33) zajimavych mistech.
Je mozné vypravu naplanovat tak, aby ucastnici vyletu nemuseli chodit pfes né&jaké
misto dvakrat a na konci cesty se vratili zpét do horského stiediska? Horské stiedisko je

Vv bodé e.

Obrazek 33: Schématicka mapa

Reseni:
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Nejprve si ujasnéme 0 jaky typ ulohy se jednd. V zadaném grafu (Obrazek 33)
rozhodnéte, zda existuje hamiltonovska kruznice. Pokud ano, vyslednou kruznici
zapiste jako posloupnost vrchola. Jelikoz feSenim ma byt kruznice prochéazejici vsemi
body zadaného grafu, tak neni rozhodujici pocateéni vrchol (v zadani zminéné
,,horské stiedisko®).

Postupujme a uvazujme tak, ze abychom prosli libovolnym vrcholem, vzdy musime po
jedné hrané incidentni s vrcholem pfijit a po jiné hran¢ odejit. Je ziejmé, ze tedy kazdy
vrchol ve vysledné kruznici, spolu s pouzitymi hranami, musi byt stupné dva.
Vyhybame se vytvoreni kruznice, ktera by neobsahovala vSechny vrcholy daného grafu.
Respektujeme pravidlo Ze, ostatni incidentni hrany s vrcholem (ty nepouzité), kterym
jsme praveé prosli, uz nesmime pouzit. Aplikujme tuto zasadu viz feseni (Obrazek 34,
znaceno zeleng). Nasli jsme tedy hamiltonovskou kruznici, z toho plyne dle definice

4.2, 7e dany graf je hamiltonovsky.

Obrazek 34: Hamiltonovska kruznice

Mozné feseni: (e, f, 1, j,d, b, a, c,e)
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4.3.2 Uloha 10

Zadani:

Na radnici mésta planuji novy prohlidkovy okruh po mistnich pamatkach. K dispozici je
planek mésta s vyzna¢enymi objekty a cestami, které je spojuji (Obrazek 35). Hlavnim
pozadavkem na prohlidkovy okruh je, aby turisté navstivili kazdou pamatku pravé
jednou, neboli nesli pfes né&jakou pamatku vicekrat. Zacatek a konec prohlidky je
libovolny, ale nesmi byt na stejném misté. Rozhodnéte, zda je takova prohlidka mozna,

pokud ano, uved'te ptiklad.

Obrézek 35: Planek pamatek ve mésté

ResSeni:

Mpfeformulujme do toerie grafii. V zadaném grafu (Obrazek 35) rozhodnéte,
zda existuje hamiltonovska cesta. Pocate¢ni a koncovy vrchol je libovolny. V kladném
ptipadé vyslednou posloupnost zapiste pomoci vrcholt.

Pii feSeni je rozhodujici, ve kterém vrcholu za¢neme. Z nékterych vrcholt neni mozné
najit hamiltonovskou cestu, piesto si ukazme, jak by situace dopadla, kdybychom zacali
tvorit cestu v jednom z nich, naptiklad ve vrcholu a. Dostali bychom se do situace
uvedené na grafu nize (Obrazek 36), kdy musime vybrat jeden z vrchola b, e a tim si

vzdy znemoznime ptistup k tomu druhému.
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s

-

Obrézek 36: Netesitelna situace s po¢ate¢nim vrcholem a

Pro vyfeSeni ulohy, neboli uréeni existence hamiltonovske cesty, musime v grafu
alesponn jednu cestu najit. Uved'me Si jedno z moznych feSeni, ke kterému se da
zkouSenim lehce dojit. Na grafu (Obrézek 37) je znazornéno spravné feseni ulohy,
s po¢ate¢nim vrcholem b, ¢ili v zadaném grafu existuje hamiltonovska cesta.
Po vyzkouSeni vSech vrcholt dojdeme k zavéru, ze pro nalezeni hamiltonovské cesty

musime zacit v jednom z vrcholu: b, d, e, i.

Obrézek 37: Reseni s po&ateénim vrcholem b

Mozné feseni: (b, a,d, ¢, h, g, 1i,f, €)
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4.3.3 Uloha 11

Zadéani:
Velmi casto uvadénd uloha tohoto typu je tzv. Problém obchodniho cestujiciho.

Obchodni cestujici ma na sluzebni cesté¢ navstivit pfedem dand mésta, kazdé praveé
jednou, napiiklad aby se zGcastnil prezentace nového firemniho vyrobku - viz mapka
(Obréazek 38).

Obrézek 38: Plan sluzebni cesty
V jakém potadi a kam pojede, neni rozhodujici. Pro kazdou dvojici mést je znama
vzdalenost, tyto informace jsou udany grafem (Obrazek 39). Cilem je, aby obchodni
cestujici splnil Ukol a zaroven to stihl co nejrychleji, respektive ujel co nejmensi

moznou vzdalenost mezi navs§tivenymi mésty [2].

Obrézek 39: Grafické znazornéni ulohy
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ResSeni:

ﬁmé, 7e zadany uplny graf je hamiltonovsky, ¢ili v ném existuje hamiltonovska
kruznice. Ukolem je ale nalézt tu nejkratsi kruznici. Postup pievzat z [3],
zacnéme s n&jakou trivialni kruznici®, naptiklad kruznice b, ¢, d s ohodnocenim hran 10
(Obrazek 40).

Obrazek 40: Trivialni kruZnice

Nasledné pokracujeme rozsitenim kruznice o dalsi vrchol. Vybereme ten vrchol, jehoz
nejmensi vzdalenost od vrcholi kruZnice je nejvetsi. Vybereme tedy vrchol e
a ke kruznici b, ¢, d ho ptipojime. Pouze tii hrany jsou incidentni jak s kruznici b, c, d,
tak s vrcholem e. Vrchol e musime ke kruznici pfipojit pomoci dvou z nich, to ndm
nabizi tfi rizné ohodnocené dvojice hran, {{b, e}, {d, e}}, {{b, e} {c,e}},
{{c, e}, {d, e}}. Vyberemu tu dvojici hran, kterd ma nejmensi celkové ohodnoceni hran,
¢ili dvojici {{b, e}, {d, e}}, s celkovym ohodnocenim hran 7. Nezapomeneme odebrat
hranu {b, d}, viz rozsifeni kruznice s ohodnocenim hran 12 (Obrézek 41). Pro lepsi
pochopeni, citujme Jitiho Demela [3]: ,, Vrchol ... pak zaradime do kruznice mezi takové

dva sousedni vrcholy, aby se tim kruznice prodlouzila co nejméné .

3 Kruznice délky tfi, neboli nejkratsi mozna kruznice.
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Obréazek 41: Rozsifeni kruZnice

Jako posledni nam zbyva vrchol a. Postupujeme analogicky, vrchol a opét ptipojime
mezi n&jaké dva vrcholy grafu, moznosti mame tedy Sest. AvSsak musime si uvédomit,
ze vrchol @ miZzeme piipojit pouze mezi takové dva vrcholy, kde je hrana mezi nimi jiz
soucasti kruznice b, ¢, d, e, ¢ili vybirame pouze ze ¢tyi dvojic hran, {{a, b}, {a, c}},
{{a, b}, {a, e}}, {{a c}, {a d}}, {{a d}, {a, e}}. Vyberemu tu dvojici hran, kterd ma
nejmensi celkové ohodnoceni hran, ¢ili dvojici {{a, b}, {a, e}}, s celkovym
ohodnocenim hran 5 akruznici rozsifime. Nezapomeneme odebrat hranu {b, e},
atimjsme dostali kone¢né feSeni ulohy (Obrazek 42). Nalezena co nejkratsi

hamiltonovska kruznice ma soucet ohodnoceni vsech svych hran 13.

Stranka 47



Hamiltonovské grafy — Ulohy

Obrézek 42: Vysledné feseni
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4.3.4 Uloha 12

Zadani:

Brnénska cestovni kancelatr pfi nabidce novych letnich zajedi do zahranici, vypsala
mozna nastupni mista k odjezdu. Cilem ftidi¢e zajezdového autobusu je projet vSemi
nastupnimi misty a nabrat cestujici. Zaroven cestovni kancelar chce naplanovat celou
trasu tak, aby byla co nejrychlejsi a pies zadné mésto se nejelo vicekrat. Na mapce
(Obrazek 43) jsou vyznacena (Cervenymi kolecky) nastupni mista, ktera je nutno projet.
Mezi kazdymi dvéma mésty je znam pramérny Cas, potiebny k dojeti z jednoho mésta
do druhého. Pro lepsi srozumitelnost tlohy dodejme, ze cCas je uveden misto
vzdalenosti, protoze nékdy trasa vede po dalnici, v jiném piipadé pouze po obycejné
silni¢ni komunikaci, takze rychlost jizdy neni konstantni. Cestovni kancelat ma sidlo
ptimo v Brng, proto je tieba zde cestu zacit. Trasa musi konéit v Praze, odkud bude
zajezdovy autobus pokracovat po dalnici dale za hranice. Naplanujme pozadovanou

trasu a vypiSme, V jakém poradi je idedlni projet nastupni mista.
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Obrazek 43: Mapa nastupnich mist

Reseni:
Situaci si znadzornime grafem (Obrazek 44), vrcholy budou reprezentovat mésta
a ohodnocené hrany grafu mozné cesty mezi nimi, S primérnym ¢asem V minutach,

potiebnych K cesté z jednoho mésta do druhého. Zelen¢ je oznacen bod pocatecni a

a bod koncovy f.
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Obrézek 44: Znazornéni Glohy grafem

Jak jiz bylo feceno na zacatku této kapitoly, neexistuje spolehlivy algoritmus, ktery by
vedl koptimalnimu feSeni, proto budeme postupovat odhadovanim a zkouSenim
riznych moznosti. Po chvilce zamysleni nad grafem dojdeme Kk zavéru, ze nékteré
dlouhé hrany zcela jisté nepouzijeme a naopak nékteré velmi kratké hrany budou
obsazeny v ndmi hledaném optimalnim feSeni. Spojeni vrcholti ¢, d, e se zd4 idealni za
pouziti hran {c, d}, {d, e} s ohodnocenim 32 a 56. Vyzna¢me si tyto tivahy v zadaném
grafu (Obréazek 45), pticemz Cervéné oznacime ty hrany, které nepouzijeme, protoze se

nezdaji byt optimalni.
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Obrazek 45: Podateéni uvaha

Cervené oznagené hrany budeme jiz ignorovat a zelené oznacené hrany vzdy pouzijeme.
Zbyva tedy urcit zbylou ¢ast trasy, neboli dokonceni celé cesty dle zadani. Pro lepsi
prehlednost si zjednodusme piedchozi graf vymazanim vSech Cervené oznacenych hran

(Obréazek 46).

(a, b, c, d, e, f) s celkovou délkou hran 325 a druha cesta — (a, c, d, €, b, f) s celkovou

délkou hran 324, ktera vychazi jako kone¢né feseni.
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Pii obdobném postupu, ktery je zaloZzen na Uvahach a odhadech, je zapotiebi dat velky
pozor, abychom ,nevyradili“ hranu, kterd je soucéasti spravného feSeni. V piipadé
vétsich instanci grafu by pouhy odhad nemusel byt jiz dostacujici. V takovych
ptipadech nam nezbyva nic jiného, nez danou problematiku studovat hloubé&ji
a aplikovat néktery z heuristickych algoritmi, ¢i prevést ulohu na jiny, 1épe feSitelny
problém, avsak to je jiz nad ramec této prace. Podrobné&jsi pouzivané postupy uvadi ve
své knize Jifi Demel [3].

Pro uplnost vyznaéme nalezenou nejkratS$i cestu v grafu s pocate¢nim vrcholem a

a koncovym vrcholem f (Obrézek 47).

Obrézek 47: Vysledné feseni
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Zaver

Cilem bakalaiské prace bylo vytvofit obecny souhrn, ktery ma pomoci Ctenafi
se zajmem o grafoveé algoritmy uvédomit si praktické vyuziti této teorie. Byl bych rad,
aby si Ctenaf po prostudovani této prace vytvoril lepsi vztah k teorii grafi a umél si
pfedstavit mozné vyuziti a aplikovani latky na fesSeni situaci v ,,bézném* zivoté.

Zaméfil jsem se na problematiku spadajici pod nékolik oblasti v teorii grafi,
a to konkrétné: eulerovské, rovinné a hamiltonovské grafy a dale také barevnost.

V kazdé kapitole se zpocatku snazim ¢tenafe néjak zaujmout, stru¢né seznamit s historii
a motivovat k dalsimu poznavani. Nasleduje stru¢ny vypis teorie, nezbytny pro feSeni
uloh. Je nutno dodat, Zze v této praci se nezaméfuji jen na vyklad teorie. Dle mého
nazoru definic, riznych vét a jejich dikazi je jiz v mnoha publikacich, na internetu
a v ostatnich zdrojich dostatek. Hlavnim pfinosem této prace ma byt pifedevsim — naucit
se rozpoznat mozné pouziti teorie grafii a spravné ji aplikovat. Kazda teorie by méla byt
podlozena praxi, v tomto ptfipad¢ feSenim uloh, na kterych si Ctenaf mize rozsifit
a predevsim upévnit své védomosti.

Zavérem bych rad doplnil dals§i mozné uzitecné pouzité zdroje grafovych algoritmii.
Z nich jsem se jen néco naucil, nebo mé inspirovaly k ur¢itym myslenkam, proto jejich
odkazy neuvadim prubézné v textu, ale sourhné az na konci. Je to také vhodné pro

Ctenafe, ktery se chce dozvédét vice a rozvijet své védomosti v grafovych algoritmech

[41, [7], 8], [10], [11], [12].
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