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Abstrakt

Tato prace se zabyva vyuzitim kvaternioni pro detekci hran obrazu. Zaméifuje se pre-
dev§im na praci s obrazem reprezentovanym v riznych barevnych prostorech. Nejprve
jsou uvedeny zékladni pojmy a vlastnosti algebry kvaternioni. Déle jsou popsany nékteré
vyuzivané barevné prostory a poté jsou uvedeny zakladni filtry slouzici pro detekci hran
obrazu v odstinech Sedi. Nasledné jsou predstaveny barevné filtry vyuzivajici kvaterniony
pro detekci hran obrazu v barevném prostoru RGB. Na zavér se prace zabyva pouzitim
téchto filtri pro detekci hran obrazu v prostoru HSV.

Abstract

This thesis deals with quaternions for edge detection, particularly on image processing
represented in various color spaces. First, the key concepts and the quaternion algebra
properties are mentioned, then some of the commonly used color spaces are described and
afterwards the thesis dedicates to the basic filters for edge detection in grayscale image.
After that there are presented the color filters that use quaternions for color edge detection
in RGB color space. Towards the end, these filters are used for color edge detection in
HSV color space.

klicova slova
algebra kvaternionii, barevny prostor, zpracovani obrazu, detekce hran, barevny filtr

key words
quaternion algebra, color space, image processing, edge detection, color filter

TICHY, R. Reprezentace a transformace barevnijch prostori pomoci algebry kvaternionai.
Brno: Vysoké uceni technické v Brné, Fakulta strojniho inZenyrstvi, 2016. 45 s. Vedouci
bakalarské prace doc. Mgr. Jaroslav Hrdina, Ph.D..






Prohlasuji, Ze jsem bakalaiskou préaci Reprezentace a transformace barevngch prostori po-
moct algebry kvaternioni vypracoval samostatné pod vedenim doc. Mgr. Jaroslava Hrdiny,
Ph.D. s pouzitim materiéli uvedenych v seznamu literatury.

Radek Tichy






Chtél bych podékovat vedoucimu prace doc. Mgr. Jaroslavu Hrdinovi, Ph.D. za pozitivni
a vstiicny pristup a ¢etné rady pri vedeni mé bakalarské préce.

Radek Tichy






Obsah

Uvod
1 Algebra kvaterniona
1.1 Definice a pojmy . . . . . . . ..
1.2 Dalsi zplisoby reprezentace . . . . . . . . . ...
1.2.1 Polarnitvar . . . . . . . . . ..
1.2.2  Maticova reprezentace . . . . . . .. ...
1.3 Rotace ve 3D . . . . . . .
1.4 Kvaternionovy bali¢cek pro Matlab . . . . . . .. ... ... ...
2 Zpracovani obrazu
2.1 Barevné prostory . . . . . . ...
2.1.1 Prostory RGBaRGBa . ... .. ... ... ... ..
2.1.2  Prostory CMY a CMYK . . . ... .. ... ...
2.1.3 Prostory HSVaHLS . . . . ... ... ... ... ... ... ....
2.2 Detekce hran . . . . . . . . ...
2.2.1 Filtry pro detekci hran . . . . . .. . ...
3 Vyuziti kvaterniont pro detekci hran
3.1 Obrazvprostoru RGB . . .. ... ... ... .. ... ... ...,
3.1.1 Barevnéfiltry vRGB . . . . . ...
3.2 Obraz v prostoru HSV . . . . . . . ...
Zavér
Literatura

11

12

13
13
18
18
20
21
24

27
27
27
28
28
29
30

32
32
33
36

43

44



Uvod

Kvaterniony jsou ¢iselny obor, ktery je zobecnénim komplexnich ¢isel se ¢tyimi zaklad-
nimi jednotkami 1,4, 7, k. Objevitelem kvaterniont je irsky matematik William Rowan
Hamilton, ktery v roce 1843 popsal vztahy pro nésobeni mezi zakladnimi jednotkami
i’ = 52 = k* = ijk = —1. Motivaci pro tento objev byla geometricka interpretace kom-
plexnich ¢isel jako bodi roviny a snaha vytvorit obecnéjsi obor vyjadiujici body v pro-
storu. Hlavni prednosti kvaternionu je snadné realizace rotaci v prostoru, diky tomu se
¢asto vyuzivaji napiiklad v robotice nebo pocitacové grafice (viz [16]).

Tato prace se zabyva vyuzitim kvaterniont pro detekci hran obrazu s ohledem na rizné
barevné reprezentace obrazu. Préce je rozc¢lenéna do tii hlavnich kapitol.

V prvni kapitole této prace se budeme zabyvat pravé kvaterniony. Zavedeme dilezité
operace na mnoziné kvaternioni a budeme zkoumat algebraickou strukturu této mno-
ziny. Dale si ukazeme riizné reprezentace kvaternionti a predevsim skutec¢nost, ze pomoci
kvaterniont lze realizovat rotaci v prostoru. Pro praci s kvaterniony lze vyuzit program
Matlab v kombinaci s volné stazitelnym balickem Quaternion Toolbox for Matlab |20].

Druha kapitola bude vénovana praci s obrazem. Matematickou reprezentaci obrazu je
obrazova matice, ktera svymi prvky jednoznac¢né urcuje barvu jednotlivych pixeli a tim
i cely obraz. Tyto matice se vSak lisi podle barevného prostoru, ve kterém jsou jednotlivé
barvy obrazu urceny. Uvedeme nékolik pouzivanych barevnych prostori a zavér kapitoly
vénujeme detekci hran obrazu v odstinech Sedi. Detekei hran rozumime postup vedouci
k nalezeni oblasti pixeli, kde se vyrazné méni jas. Pro detekci hran lze pouzit jednoduché
detekéni filtry, které jsou jednoznacéné definovany svymi operatory. Tyto operatory jsou
reprezentovany maticemi s riznymi hodnotami pro kazdy filtr (viz [23]).

V posledni kapitole prace se zaméfime na vyuziti kvaterniont pro detekci hran barev-
ného obrazu. Pro vyuziti detekénich filtra je potfeba dany obraz reprezentovat pomoci
kvaternionu. Tato reprezentace je pro rizné barevné prostory rozdilna. Nasim cilem bude
ukézat praveé takové reprezentace obrazu pomoci kvaternionti pro rizné barevné prostory.
Pro doplnéni informaci lze doporu¢it napiiklad [11, 13, 4].
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1 Algebra kvaternioni

1.1 Definice a pojmy

Necht 1, 7, k jsou komplexni jednotky, pro které plati nasledujici vztahy:
i’ =52 =k*=ijk = —1,

ij = —ji=k,
ki = —ik =3,
Jjk = —-kj =1.
Potom kvaternion ¢ mé tvar
qg=a+bi+cj+dk, (1.1)

kde a, b, ¢, d € R. Mnozinu v8ech kvaternionti znac¢ime pismenem H. Pro zapis kvaternionu
q € H mtuzeme pouzit tvar

q=5S(q) + V(q), (1.2)

kde S(q) = a je skalarni ¢ast kvaternionu a V(q) = g — S(q) = bi + ¢j + dk je vektorova
¢ast kvaternionu. Tento zjednodusSeny zépis vyuzijeme pozdé&ji v této kapitole.
Poznamka 1.1. Ziejmé S(q) € R, misto skalarni ¢ast pouZivame oznaceni realna ¢ast
kvaternionu, muzeme znacit R(q) = a. Cisla b, ¢,d se podobné jako u komplexnich ¢isel
bézné oznacuji jako imaginarni ¢isla. Pro rozliSeni riznych imaginarnich ¢isel se pouziva
znaceni 3;(q) = b,35(q) = ¢, Si(q) =d [5)].

Definice 1.1. Rekneme, Ze kvaternion ¢ € H je ryzi, jestlize jeho redlna ¢ast S(q) = 0.
Mnozinu v8ech ryzich kvaternioni oznacime V (H).

Jestlize ma kvaternion ¢ € H nulovou vektorovou ¢ast V(q) = 0, potom muZeme tento
kvaternion reprezentovat jako prvek z mnoziny realnych ¢isel. Mnozinu vSech kvaterniont
s nulovou vektorovou ¢asti zna¢ime S(H) a plati S(H) = R.

V uvodu této kapitoly jsme uvedli zakladni, tzv. kartézsky tvar kvaternionu (viz vztah
(1.1)). Takto zadefinovany kvaternion miuzeme chéapat jako prvek vektorového prostoru
dimenze 4 s bézi {1, 1, j, k}, kvaterniony lze vSak reprezentovat i jinymi zptusoby. Nékteré
z nich si v této kapitole uvedeme. Nejdiive se vSak budeme vénovat zakladnim operacim
mezi kvaterniony a uvedeme nékteré dulezité vlastnosti algebry kvaternionii.

Necht ¢ = a+bt+cj+dk ap= e+ fi+ gy + hk jsou libovolné kvaterniony, ¢, p € H.
Potom jejich soucet zavedeme se¢tenim odpovidajicich si slozek, tedy:
g+p=a+e+ b+ fli+ (c+g)j+ (d+ h)k. (1.3)
Uzitim vztahu (1.2) 1ze soudet kvaterniont zapsat jako: ¢+p = S(q)+S(p)+V(q)+V(p).
Pro souc¢in dvou kvaternionti ¢, p € H méme
qp = (a+bi+cj +dk)(e+ fi+ gj + hk)
= ae + afi+ agj + ahk + bei + bfi* + bgij + bhik
+cej + cfji + cgj® + chjk + dek + dfki + dgkj + dhk? (1.4)
= (ae = bf —cg — dh) + (af + be + ch — dg)i
+(ag — bh + ce + df)j + (ah + bg — cf + de)k.

13



Véta 1.1. Méjme libovolné kvaterniony q,p € H, ¢ = S(q) + V(q), p = S(p) + V(p).
Potom pro jejich soucin plati vztah

qp = S(q)S(p) — (V(q), V(p)) +S(¢)V(p) +S(p)V(g) + V(q) x V(p), (1.5)

kde (V(q),V(p)) je skaldrni soucin vektori, tedy (V(q),V(p)) = bf + cg + dh,
V(q) x V(p) je klasicky vektorovy soucin dvou vektori dimenze 3, tedy
V(g) X V(p) = (ch —dg)i + (df —bh)j + (bg — cf)k.

Dikaz: Provedeme pifimym vypoctem

ap = S(q)S(p) — (V(a), V(p)) +S(¢)V(p) +S(p)V(g) + V(g) x V(p)
=ae— (bf +cg+dh) + afi+ agj + ahk + ebi + ecj + edk
+(ch — dg)i + (df —bh)j + (bg — cf)k
= (ae = bf —cg —dh) + (af + be+ch —dg)i
+(ag — bh + ce + df)j + (ah + bg — cf + de)k.

O

Poznamka 1.2. Ve vypoctech zamérné nepiSeme tecku mezi kvaterniony pii jejich néso-
beni, aby nedoslo k zaméné se skalarnim soucinem.

Tvrzeni 1.2. Ndsobeni kvaterniond neni komutativni

ap # pq,
pro q,p € H.

Dikaz: Diikaz plyne z véty 1.1, protoze vektorovy soucin vektorii neni komutativni. Na-
priklad 25 = k, ji = —k, takze 15 # jt. OJ

Poznamka 1.3.

1. Nasobeni kvaternioni je asociativni, pro kazdé tii kvaterniony ¢, p,r € H plati
q(pr) = (qp)r-

2. Pro kazdé kvaterniony ¢, p, r € H plati leva i prava distributivita vzhledem ke s¢itani,
tj.
q(p+7)=qp+qr,
(¢+p)r=qr+pr

3. Dle tvrzeni 1.2 neni nasobeni komutativni, neni vSak ani antikomutativni, t;.
qap # —pq;

protoze napiiklad 12 =t # —t = —¢1

14



Definice 1.2. Necht ¢ € H je libovolny kvaternion. Norma kvaternionu je zobrazeni
H — R* definované vztahem

gl = Va? + b2 + ¢ + d2. (1.6)

Jestlize plati ||¢|| = 1, potom fikdme Ze q je jednotkovy kvaternion. Mnozinu vsech jed-
notkovych kvaternioni znac¢ime Hi .

Poznamka 1.4. Normu kvaternionu chapeme jako jeho velikost v Euklidovském 4D pro-
storu (viz [8]). Pro ¥p,q € H, Yo € R lze snadno ovérit platnost nasledujicich vlastnosti.

L |lag|| = | [ql],
2. lapll = llqll Iz,
3. |lgp|| = Ilpqll,

4. |lq|l =0« q=0.
Definice 1.3. Bud ¢ = S(¢q) + V(q) libovolny kvaternion g € H. Potom kvaternion tvaru
d=5S(q) — V(g =a—bt —cj —dk (1.7)
nazveme konjugovaniym kvaternionem ke q a znacime! g.

Poznamka 1.5. Vedle pojmu konjugovany kvaternion existuje pojem opacny kvaternion
—q = —a — bt — c¢j — dk. Tyto dva pojmy splyvaji v pripadé ryzich kvaternionti. Pro kon-
jugaci kvaternionu plati nésledujici vlastnosti:

1. g=gq,
2. qp = pq,
pro Vq,p € HL.

Vztah pro vypocet normy kvaternionu lze zapsat pomoci konjugovaného kvaternionu.
Tento vztah udava nasledujici véta.

Véta 1.3. Necht q € H je libovolny kvaternion a q € H je k nému konjugovany kvaternion.
Pak normu ||q|| lze vyjadrit vztahem

lall = Va2 = Vaq. (1.8)

Diikaz: Podle véty 1.1 dostaneme

lqll = vaq = <a2 + b+ + d* — (abi + acj + adk) + (abi + acj + adk)

+ (—cd + de)i + (—db + bd)j + (—be + cb)k) ’
=Va2+ b2+ 2+

Analogicky se ukaze rovnost ¢ = 1/qq. Tim je véta dokazana. 0

V dalsi vété uvedeme vztah pro inverzi kvaternionu i s dikazem. Tuto vétu budeme
potfebovat dale v této kapitole pro urceni struktury, kterou tvori mnozina kvaternionti
s operacemi s¢itani a nasobeni.

1V nékteré literatufe se pouziva jiné znadeni, napf. ¢, ¢*, ¢*.
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Véta 1.4. Pro kaZdy nenulovy kvaternion q € H existuje inverzni kvaternion, ktery je
dan vztahem

L (1.9)

Tento kvaternion je zdroven jedinym inverznim prvkem ke q.

Dtikaz: Nejprve dokdZeme, Ze ¢~! je inverznim kvaternionem ke ¢, tj. ¢ ¢ = q¢~* = 1.
S vyuzitim véty 1.3 dostaneme

_ 2
gz all

[ 7
_ 2
o aq ldl”
- 4 _ Wl
lqll” gl

Tim jsme dokézali, Ze ¢~ ! je inverznim kvaternionem ke g.
Zbyva dokazat, ze je také jediny, to provedeme sporem s vyuzitim asociativity nasobeni.
Necht pq, po jsou dva rizné inverzni kvaterniony ke kvaternionu ¢, potom méame

p1=pil = pi(gp2) = (p1@)p2 = 1p2 = ps.

Dojdeme tedy ke sporu a tim je véta dokazana. 0

Poznamka 1.6. Pro jednotkovy kvaternion ¢ € H; zfejmé plati:

-1

¢ =1 (1.10)

Pro dva libovolné kvaterniony ¢,p € H, ¢ = a + b2 + cj + dk
a p=ce+ fi+ gj + hk, definujeme jejich skalarni souc¢in? vztahem

q-p=ae+bf+cg+dh, (1.11)
tedy jako skalarni soucin v R%.
Definice 1.4. Jestlize pro dva libovolné kvaterniony ¢, p € H plati
q-p=0,
fekneme ze kvaterniony ¢ a p jsou ortogonéalni.

Nyni jiz mizeme vzhledem k predchozim vlastnostem v néasledujici vété popsat al-
gebraickou strukturu, kterou tvoii mnozina kvaterniont s operacemi séitani a nasobeni.
Nejprve uvedeme dvé lemmata, ktera ve vété poté pouzijeme.

Lemma 1. Mnozina (H,+) tvoii komutativnd grupu, tj. pro kazdé q,p,r € H plati ndsle-
dugict vlastnosti.

1. (g+p)+r=q+({p+7),

2Znaceni operace skaldrni soucin teckou vychazi z anglického nazvu ,,dot-product®.
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2. qtp=ptgq
3. Existuje neutrdlni prvek O € H, takovy Ze g+ O = O + ¢ = g,
4. Ke kazZdému q € H existuje opacny prvek —q € H.

Diikaz: 1. a 2. lze ihned vidét ze vztahu (1.3), protoze vime, ze s¢itéani redlnych ¢isel je
komutativni i asociativni. Neutralnim prvkem je nulovy kvaternion 0 4 0z + 07+ 0k = 0.
Ze vztahu (1.3) lze snadno vidét, ze ¢+ 0 = 0+ ¢ = ¢ pro kazdé ¢ € H. Opa¢nym prvkem
ke ¢ je opa¢ny kvaternion —qg = —S(q) — V(q). O

Lemma 2. Mnozina kvaternioni s operaci ndsobeni (H, -) tvoii nekomutationi pologrupu,
to znamend, Ze ndsobeni kvaternioni neni komutationi a plati asociationi zdkon.

Dikaz: Nasobeni kvaterniont je asociativni, viz poznamka 1.3 ¢. 1. U

Véta 1.5. MnozZina vsech kvaternioni s operacemi scitdni a ndasobeni (H, +,-) tvoii ne-
komutativng téleso. To znamend, Ze (H,+,-) spliuje ndsledugici vlastnosti.

1. (H,+) je komutativni grupa.
2. (H,-) je pologrupa (asociativni grupoid).

3. Pro kazZdé q,p,r € H plati levy a pravy distributivni zikon vzhledem ke scitdnd,

q(p+r) =qp+qr,
(¢ +p)r=qr+pr.
4. Existuje prdavé jedna jednicka (neutrdlni prvek vzhledem k ndsobent) 1 € H.

5. Pro kaZdy nenulovy kvaternion q € H existuje prdvé jeden inverzni kvaternion
—1
g €M

Dikaz:
1. Viz lemma 1.
2. Viz lemma 2.
3. Vime, Ze leva a prava distributivita plati, viz poznamka 1.3 ¢. 2.

4. Jednicka je kvaternion 1+ 0i+ 0j+ 0k = 1. Ze vztahu (1.5) lze vidét, ze pro kazdé
q € H plati g1 = 1q = ¢, takZe 1 je neutrdlnim prvkem vzhledem k nasobeni. Jed-
noznacnost dokdzeme sporem. Necht pi, ps jsou dva ruzné neutralni prvky. Protoze
p1 je neutralni prvek, plati pi1ps = paop1 = po. Déle, protoze py je také neutralni
prvek, plati pipo = pop1 = p;. To ale znamena, ze p; = po a tim jsme dokézali
jednoznacnost.

5. Viz véta 1.4.
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Poznamka 1.7. Kromé zakladni béaze {1,1, 7, k} pouzité v zapisu (1.1), lze pouzit pro H
i jiné baze. Mé&jme dva ryzi jednotkové kvaterniony p a v, které jsou navzajem ortogonalni.
Pro kazdy ryzi jednotkovy kvaternion ¢ = bi+cj+dk, ||q|| = 1 dostaneme vyuzitim vztahu
(1.5):
¢ =qq=—(*+c+d*) + (cd — dc)i + (db — bd)j + (bc — cb)k
= —1(b* + 2 +d*)
2
= —1]lq]|
=—1.

Pro p, v tedy plati: u? = v? = —1. Dale pro sou¢in dvou ryzich, ortogonalnich kvaterniont

¢, p dostaneme:
qp = (bi +cj +dk)(fi + g5 + hk) = —(V(q), V(p)) + V() x V(p).
Protoze skalarni souc¢in dvou ortogonalnich kvaternionti je nulovy, mizeme psat:

qp = V(q) x V(p).

Pro soucin kvaternioni p a v tedy plati: pv = p X v, a proto puv je ryzi kvaternion
ortogonalni k p a v. Z vlastnosti normy v poznamce 1.4 ¢. 2 plyne, Ze je také jednot-
kovy. Zrejmé jsou vSechny tyto kvaterniony taky ortogonalni k 1, dostaviame tedy bazi
{1, u, v, uv} a kazdy kvaternion lze v této béazi zapsat ve tvaru ¢ = al + bp + cv + dpv,
kde a, b, c,d € R. Klasickou bazi {1,1, 5, k} dostaneme volbou pu = i,v = j.

V predchozim textu jsme uvedli nékteré dulezité vlastnosti algebry kvaternioni a za-
vedli jsme zékladni operace na mnoziné kvaternioni. Tento vycet neni samoziejmé uplny,
vice nalezneme napf. v |9, 5.

1.2 Dalsi zpisoby reprezentace

V této kapitole uvedeme nékteré dalsi zptisoby, jak mtzeme reprezentovat kvaterniony.

1.2.1 Polarni tvar

Jednou z moznosti jak reprezentovat kvaterniony je, podobné jako u komplexnich ¢isel,
v jejich polarnim tvaru. Nejprve ukdzeme, Ze exponencialni funkce, kde proménnou je ryzi
kvaternion, lze zapsat pomoci funkci cos a sin stejné jako v piipadé komplexnich ¢isel.

Definice 1.5. Necht ¢ € V(H) je nenulovy ryzi kvaternion. Exponencialni funkei
e : V(H) — H definujeme pomoci rozvoje do mocninné fady:

+00 1p 400 n &n

g_zg_zmm

<~ n! nl (1.12)
n=0 n=0

kde £ je ryzi jednotkovy kvaternion (€2 = —1) a ||¢|| € R*.

Poznamka 1.8. Ve vztahu (1.12) je pouzita vlastnost, ze kazdy kvaternion ¢ € H lze
zapsat ve tvaru g = ||q|| g, kde g je jednotkovy kvaternion.
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Véta 1.6. Necht & je ryzi kvaternion, pak pro exponencialni funkci promenné & plati:

¢* = cos||¢]| + Esinl€]), (1.13)
kde & je jednotkovy ryzi kvaternion.

Diikaz: Vyuzijeme vztahu (1.12). Vime, Ze kazdy kvaternion komutuje s redlnym ¢islem,
takze ||¢]| a € komutuji. Déle pro jednotkovy ryzi kvaternion plati:

w_ [ (=1)F pro n=2k .
¢ _{ (—1)*¢ pro n=2k+1 k.neZt.

Vztah (1.12) tedy muZzeme rozepsat do tvaru

ngE:( kMWk+£§§ kHﬂ%“

— 2k +1)0
kde fady na pravé strané predstavuji mocninny rozvoj funkei cos a sin, dostavame tedy

vztah (1.13). O

Véta 1.7 (Eulerova formule). Méjme libovolny kvaternion ¢ = a + bt + cj + dk, q € H.
Tento kvaternion miZeme zapsat ve tvaru

q = llgll €% = |lqll (cos ¢g + py sin ¢y). (1.14)

lq|| je norma kvaternionu q, p, € V(H) je ryzi jednotkovy kvaternion oznacovany pojmem
osa a ¢q je fdze (ihel) kvaternionu q, tedy

lqll = Va® + b+ 2 + &,

_ bit+cy+dk
M et et e
V2 L 212
¢4 = arctan (L .
a

Diikaz: Druha rovnost ve vztahu (1.14) plati, viz véta 1.6. DokaZeme rovnost ¢ =
gl (cos ¢ + p,sin ¢,) a tim i cely vztah. Vime, Ze skaldrni kvaternion a ryzi kvaternion
jsou navzajem ortogonalni, jejich souctem je ptuvodni kvaternion. Roznasobenim zavorky
a vyjadrenim goniometrickych funkei cos ¢, sin ¢,, dostaneme pro jednotlivé ¢leny:

a
cos ¢, = \/a2+b2—|—02—|—d2) =a,
bi+cj+dk b+ 2+ d? . .
sin ¢, = \/a2+b2+02—|—d2> =bt + cj + dk.
Jallpysin 0, = T p g =t
Sectenim téchto ¢lent tedy dostavame rovnost g = ||q|| (cos ¢q + p,sing,). Ve vztahu
(1.12) tedy musi platit i prvni rovnost a tim je véta dokazéana. O
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Poznamka 1.9. Faze kvaternionu predstavuje tithel mezi pivodnim kvaternionem a jeho
skalarni ¢asti (skalarnim kvaternionem). Podle véty 1.7, pokud mame ryzi kvaternion, pak
jeho faze je rovna /2. Osa kvaternionu predstavuje smér jeho vektorové ¢asti (vektoru)
ve 3D prostoru.

Kromé zminéné Eulerovy formule existuji dalsi zptisoby zapisu kvaternionu. Naptiklad
Cayleova-Dicksonova forma, ktera umoznuje zapsat kvaternion pomoci dvou komplexnich
¢isel ve tvaru ¢ = 21 + 203, kde 21 = a+ bt € C, 25 = c+de € C, nebo tvar s Eulerovymi
thly atd. Vice k tomuto tématu najdeme v [5, 18|.

1.2.2 Maticova reprezentace

Kvaterniony miizeme vyjadrit také pomoci matic. Existuji dva zplisoby takové repre-
zentace, ve tvaru komplexnich matic C**2 nebo ve tvaru realnych matic R**4.

Nejprve uvedeme reprezentaci pomoci komplexni matice.

Véta 1.8. Libovolny kvaternion q € H miiZeme zapsat pomoci komplexni matice Mc(q) €
C?*2 ve tvaru:

Mel(q) = (g _5) (1.15)

(0%

(PO (1 O) (0 Y 0
%0 1 0o —i) N1 o —i 0)

kde o = a+bi, B = c+ di jsou komplexni cisla. Zdpisem o* chdpeme komplexné sdruZené
cislo.

Dikaz: Porovnanim této reprezentace s kartézskym tvarem ziskdme identifikaci zaklad-

nich jednotek:
1 0\ . v 0 . 0 -1 0 —2
GRS O ER G R C

Maticovym nasobenim ovérime platnost vztahi pro nasobeni mezi komplexnimi jednot-

6

(e -0
)0y

ae=(o 3G ) )= )= )

Nyni reprezentace pomoci realné matice.
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Véta 1.9. Libovolny kvaternion q € H lze zapsat pomoct redlné matice Mg(q) € R4
ve tvary:

a b ¢
—b a —d c
Mel@=|_. 4 4 _p (1.16)
—d —c b
1000 010 0
_Joroo) f-r0o0 o
“ %Mo o1 o0 000 —1
0001 001 0
0 010 00 01
. 0 00 1|, [ o0 -10
‘11 00 0 01 00
0 =1 0 0 10 00

Diikaz: Ovéfenim vztahit mezi zakladnimi jednotkami stejnym zptsobem jako pro repre-
zentaci komplexni matici. O

Prostory takto zadefinovanych kvaternionti (pomoci redlnych nebo komplexnich matic)
jsou izomorfni s prostorem kartézské reprezentace kvaternionii. Napriklad nasobeni kva-
ternioni je zde reprezentovano nasobenim matic. UkazZeme si, ¢emu je roven determinant
matice. Pro reprezentaci komplexnimi maticemi mame:

det (ﬁoi ;*ﬁ) = det <Zi_§z ;C:b?z)
= (a+ bi)(a — bi) — (—c — di)(c — di)
=a® — (bi)* + & — (di)?
=a*+b ++d%
coz je druha mocnina normy kvaternionu. Stejny vysledek dostaneme i pro realné matice.
Vice o kvaternionovych maticich najdeme v [22].

1.3 Rotace ve 3D

V této kapitole si ukdzeme jak lze pomoci kvaternionu realizovat rotace v prostoru
a uvedeme si zékladni vlastnosti téchto rotaci. Cerpat budeme piedevsim z [5, 9, 7, 10].

Poznamenejme nejprve, ze vektory a body v prostoru muzeme reprezentovat pomoci
ryzich kvaternioni. Naptiklad vektor v = (z,y, z), v € R? napiSeme pomoci kvaternionu
q € H jako ¢ = x2 + yj + zk. Dale z véty 1.7 vyplyva, ze kazdy jednotkovy kvaternion
(tzn. ¢ € H, ||¢|| = 1) mizeme napsat ve tvaru

q = coS ¢ + psin . (1.17)

Takovéto kvaterniony oznacujeme pojmem rotory. Pfipomenme, Ze pro jednotkové kva-
terniony ¢, p € H; plati:

-1

llapll = 1, q=q
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Tvrzeni 1.10. Mnozina jednotkovyjch kvaternioni (rotori) s operaci ndasobeni tvoii grupu.

Dikaz: Staci ukazat, Ze rotory jsou uzaviené na nasobeni véetné neutralniho prvku a in-
verze. Uzavienost na nasobeni ihned plyne z vlastnosti ||gp|| = 1 pro Vg, p € H;. Dale plati
|14 0% + 05 + Ok|| = ||1|| = 1, tim jsme ukazali, ze neutralni prvek 1 € H;. Pro kazdé
q € H, plati: ¢~! = g (viz poznamka 1.6). UkaZeme, Ze 7 je také jednotkovy kvaternion.
Necht g = a + bi + ¢j + dk, ||q|| = 1, a,b, ¢, d € R. Norma inverzniho prvku je:

la[| = la = bi — cj — dk|
= /a2 + (=b)2 + (—c)2 + (—d)?
=Va+b+c+d?
= llall =1,

plati tedy, Ze ¢~ € H; a tim je tvrzeni dokizano. O

Nyni mtzeme v nésledujici vété popsat rotaci vektoru v prostoru pomoci jednotkovych
kvaternion.

Véta 1.11. Mé&jme trirozmérny vektor (z,y, z) € R® reprezentovany ryzim kvaternionem
p=2xt+yj + zk a libovolny rotor ¢ = cos ¢ + pwsin ¢, p € H;. Potom

Rq(p) = apd (1.18)

reprezentuje rotaci vektoru p kolem osy p o thel 2¢. R,(-) nazyvdme operdtor rotace
prislusny kvaternionu q.

Diikaz: Dukaz nalezneme v [9]. O

Demonstrujeme platnost predchozi véty na prikladu s konkrétné zvolenymi parametry.

Piiklad 1.1. Chceme napiiklad realizovat rotaci kolem osy z o thel a. Osu rotace tedy
bude predstavovat kvaternion

p=0t+05+ 1k
a prislusny rotor je tedy

cos a + p si a CoSs a + ksi a
= — n— = — in—.
g g RS 2 2

PouZijeme-li operator rotace na obecny vektor v R?® p = x4 + yj + zk, dostavame:

R,(p) = (COS% + ksin g)(xz +yj + zk)(cos% — ksin g)

2 2
= x4 cos® % + yj cos? % + zk cos® %
a .« a .« a .«

—|—xjcos§sin§ —y’i,COSESiH§ —|—zcos§sin§

. a .« . a .« a .«
+ xj cos —sin — — Y2 cos — sin — — 2 cos — sin —

2 2 2 2 2 2
— x4 sin® % — yj sin® % + 2k sin® %
=1 [x(cos2 L gin? g) — 2y cos % sin Q]
2 2 2 2
+37 [y(cos2 % — sin? %) + 2x cos % sin %]
+k [z(sin2 % + cos? %)] :
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Pro tpravu posledni rovnice vyuzijeme goniometrickych identit:

sin (2a) = 2 cos avsin «,

cos (2a) = cos? a — sin a.

Dostavame tedy vysledny tvar
Ry(p) =i(zcosa—ysina) + j(ycosa+ rsina) + kz,

ktery pii identifikaci s R? piedstavuje transformaci, kterou lze zapsat maticové jako

cose —sina 0
sine cosa O
0 0 1

Dostali jsme tedy zndmou matici rotace, ktera rotuje vektor p podle osy z o thel « (viz
[17]). Ukézali jsme, ze operator R,(p) rotuje libovolny vektor p € R? o dhel a € (0, 27)
kolem predem zvolené osy z.

Poznamka 1.10. ProtozZe ¢ je jednotkovy kvaternion, miizeme pro operéator rotace pouzit
Zapis:
Ry(p) = apa™",
ktery je ekvivalentni se vztahem (1.18).
Inverzni operéator rotace R '(-) je dan vztahem:
R, (p) = apq

a predstavuje rotaci kolem stejné osy jako operator R,(p) ve vztahu (1.18), ovSem v opac-
ném sméru, tedy o thel —2¢.

Véta 1.12. Skldadani rotact lze reprezentovat ndsobenim prislusnych kvaternioni. To zna-
mend, Ze vysledek rotace ziskané pouZitim operdtoru R, (-) ndsledovaného operdtorem
Ry (+) je stejny jako v pripadé pouZiti operdtoru R, q,(-)-

Dikaz: Vime, Ze mnozina jednotkovych kvaterniont tvori grupu, nasobenim jednotko-
vych kvaternionu ¢i, g tedy ziskdme opét jednotkovy kvaternion. Slozenim prislusnych
rotaci ziskavame:

O

Rotace vyuzivajici kvaterniony maji nékolik vyhod oproti maticim rotaci. Rotace po-
moci matic vyuzivaji tzv. Eulerovy thly, kde pro rotaci kolem obecné osy je potieba
skladat postupné rotace kolem tii zakladnich os (viz [21]). V tomto pfipadé je tedy di-
lezité potadi téchto jednotlivych rotaci, dale matice rotace obsahuje oproti kvaternionu
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nadbyteéné mnozstvi informaci (9 hodnot oproti 4 hodnotam v pripadé kvaternionu). Ma-
tici rotace kolem obecné osy ziskdme nésobenim tii matic pfedstavujicich rotace kolem
jednotlivych zékladnich os:

cosa  sina 0 cosf 0 —sing 1 0 0
R(a,B,7) = | —sina cosa 0 0 1 0 0 cosvy siny
0 0 1 sing 0 cosf 0 —sinvy cosvy

Dalsi nevyhodou matic je, ze rotace kolem jedné osy ovliviiuje i ostatni osy. Tim miize
dojit k prekryti dvou os a ztraté jednoho stupné volnosti. Tomuto efektu se rika ,,gimbal
lock® (viz obréazek 1), vice o tomto problému nalezneme v |9, 6].

Obrazek 1: ,Gimbal lock® efekt?

V pripadé kvaternionu tento nezadouci efekt nemuze nastat. Podrobnéjsi srovnani rotaci
pomoci matic a jednotkovych kvaternioni nalezneme v [9, 12].

V praxi lze vyuzit kvaterniony témér ve vSech simulacich, kde se vyuzivaji rotace,
a pro které nejsou vhodné maticové reprezentace, napiiklad letové simulace nebo popis
obéht druzic. Uplatnéni kvaterniontii najdeme i v lékarstvi, kde se vyuzivaji pro grafic-
kou vizualizaci nebo ovladani lékafskych sond [15]. Dalsim odvétvim, kde kvaterniony
nachazi uplatnéni je robotika. Pro ovladani polohy robotického ramena je vyhodnéjsi vy-
uzit kvaterniony nez matice. V dalsi ¢asti textu se budeme zabyvat vyuzitim kvaterniont
v pocitacové grafice, konkrétné v discipliné nazvané zpracovani obrazu.

1.4 Kvaternionovy balicek pro Matlab

V dalsi kapitole budeme pro zpracovani obrazu vyuzivat software Matlab R2015a. Sa-
motny Matlab v sobé vSak nema implementovany kvaterniony, tudiz s nimi neumi zddnym
zpusobem pracovat. K tomuto tcelu byl vSak vyvinut balicek s nazvem Quaternion and
octonion toolbox for Matlab, zkracené QTFM, ktery tuto funkci v Matlabu umoznuje. Bali-
¢ek QTFM je volné ke stazeni a jeho autory jsou Stephen J. Sangwine a Nicolas Le Bihan.
Prvni verze vysla v srpnu 2005, od té doby bylo vydano nékolik upravenych verzi s pii-
danymi novymi funkcemi. Verze, kterou budeme pouzivat, je QTFM 2.3 vydana v lednu
2016, ktera umoznuje dokonce i praci s oktoniony, coz je dalsi zobecnéni komplexnich ¢isel
dimenze 8 (viz [2]). My se v8ak omezime pouze na kvaterniony. V dalsim se zaméfime na

3MathsPoetry : Commons.wikimedia.org: File:Gimbal lock.png [online]. 14 February 2009 [cit. 2016-
04-15]. Dostupny pod licenci Creative Commons na www: <https://commons.wikimedia.org/wiki/File:
Gimbal lock.png>
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popis nékterych funkci, které QTFM umoziuje a budeme k nim prikladat ukizky zapisu
v Matlabu (viz [20]).

Jak jiz bylo feceno, balicek QTFM umoziuje v Matlabu pracovat s kvaterniony a ma-
ticemi kvaternioni. Je navrzen tak, ze je mozné vyuzivat pro praci s kvaterniony i nékteré
funkce implementované v zakladni verzi Matlabu.

Zapis kvaternionu v kartézském tvaru muzeme provést dvéma zptisoby. Prvni je pomoci
nadefinovanych operatori ¢, 7, k, které se v QTFM zapisuji jako qi, qj, gk. Chceme-li
tedy zapsat konkrétni kvaternion 2 + ¢ — 37 + k, zadame do ptikazového fadku Matlabu
nasledujici.

>> 2+qi—3*qj+qk
ans =
2+1xI-3%xJ+1xK

Tento zptisob je vhodny pro zépis jednoho kvaternionu. Jinou moznosti je zapis pomoci
funkce quaternion. Tato funkce ma ¢tyti volitelné parametry quaternion(w,x,y,z). Po-
kud nezadame zadny parametr, Matlab ulozi pole (matici) 0 x 0 kvaternionu, tedy prazd-
nou mnozinu, jejiz ,,prvky* jsou pro Matlab typu kvaternion. Jeden kvaternion ziskame
pokud zadame tii ¢iselné parametry (ryzi kvaternion zi + yj + zk, kde x,y, z jsou za-
dana ¢isla) nebo ¢tyri ¢iselné parametry (kvaternion w + zi + yj + zk, kde w, z,y, z jsou
zadané ¢isla). Chceme-li zapsat pomoci této funkce stejny kvaternion jako u predchoziho
prikladu, zadame toto.

>> quaternion(2,1,-3,1)
ans =
2+1*%xI-3xJ+1x*xK

Funkce quaternion je uzitetné predevsim chceme-li vytvorit matici kvaternioni, potom
jako parametry w, z,y, 2 zadavame matice stejnych rozméri, a jejichz prvky jsou stejnych
datovych typu. Jednotlivé koeficienty u zakladnich jednotek kvaternionu miuzeme ziskat
pomoci funkce part(q,n), kde parametr ¢ je kvaternion (respektive matice kvaternioni)
a n je index vyjadiujici pozici koeficientu (respektive koeficienti). P¥i pouziti notace z po-
znamky 1.1 plati: n = 1 pro S(¢), n = 2 pro 3;(g), n = 3 pro J,(¢) a n = 4 pro Sy (q).
Vystupem je ¢islo (respektive matice ¢isel). Stejné vysledky ziskdme i pouZitim elegant-
néjsich prikaza s(q) pro S(q), x(q) pro ;(q), y(q) pro 3;(¢q) a z(q) pro Sy(g). Balicek
QTFM obsahuje také funkce pro praci s kvaternionem v polarnim tvaru. Pfipomenme, ze
kazdy kvaternion lze zapsat v polarnim tvaru, tedy ¢ = ||¢|| exp(pe), kde p je osa a ¢
je thel (viz vztah (1.14)). Balicek QTFM podporuje zéapis kvaternionu v polarnim tvaru
pomoci Matlabovské funkce exp (), kde zadavame sou¢in jednotkového kvaternionu (osy)
a skalaru (thel v radidnech). Pro libovolny kvaternion muzeme také urcit ihel ¢ a osu p
jeho polarniho tvaru. Pro thel kvaternionu obsahuje balicek QTEFM funkci angle(q), za
parametr ¢ zadavame kvaternion a vystupem je pravé thel ¢ kvaternionu ¢ v radianech.
Vystupem funkce axis(q) je osa p kvaternionu ¢q. Obé tyto funkce lze opét pouzit i pro
celou matici kvaterniont a vystupem bude matice thli nebo os.

V tomto odstavci si uvedeme nékteré operace na algebie kvaternionu, které jsou sou-
¢asti balicku QTFM. Funkce abs (q) vraci normu kvaternionu (viz vztah (1.6)), respektive
kazdého prvku matice, pokud zaddme jako vstup matici kvaternioni. Dilezitou funkci
predevsim pri rotaci pomoci kvaternioni je konjugovani. Pro konjugovani kvaterniont
obsahuje balicek QTFM funkci conj(q). UkadZeme si jak bude vypadat zapis v Matlabu
a vystup s konkrétnim kvaternionem ¢ =2 +1¢ — 33 + k.
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>> conj(2+qi-3*qj+qk)
ans =
2 -1*xI+3*xJ-1=%K

Zobrazeny vysledek je v souladu se vztahem (1.7) pro konjugaci kvaternionu. Tato funkce
muze mit jesté druhy parametr conj(q,s), ktery urcuje ,,zpiisob konjugace”. Tento pa-
rametr muze mit hodnotu conj(q,’complex’), potom jsou vSechny ¢tyfi koeficienty
kvaternionu, tj. a,b,c,d pro kvaternion ¢ = a + bt + ¢j + dk, nahrazeny komplexné
sdruzenymi ¢isly. Tento parametr ma tedy vliv pouze pokud zadame za koeficienty kva-
ternionu v Matlabu datovy typ complex, tedy komplexni ¢isla. Takové kvaterniony jsou
v dokumentaci balicku oznacovany pojmem bikvaterniony. Pokud jsou koeficienty realna
¢isla, vystupem bude kvaternion ¢. Dale muze mit druhy parametr funkce conj hodnotu
conj(q,’total’), potom se provede nahrazeni koeficienti komplexné sdruzenymi ¢isly
a zaroven dojde ke klasické kvaternionové konjugaci. Pti rotaci vyuzivame jednotkové kva-
terniony. Velky vyznam tedy pro nas bude mit i funkce unit(q), kterd vraci jednotkovy
kvaternion.

>> unit (2+qi-3*qj+qgk)
ans =
0.5164 + 0.2582 * I - 0.7746 * J + 0.2582 * K

Jak je vidét, pokud na vstup zaddme kvaternion ¢, vystupem bude kvaternion jehoz
koeficienty jsou koeficienty ptivodniho kvaternionu vydélené jeho normou. Za zminku stoji
také funkce scalar_product(q,p), kterd vraci skalarni souc¢in zadanych kvaterniont.

Z dalsich funkci zminime jesté convert(q,t), diky které mizeme ménit datovy typ
koeficientu prislusného kvaternionu. Prvnim parametrem je kvaternion a druhy parametr
je datovy typ, ve kterém chceme, aby Matlab s danym kvaternionem pracoval, naptiklad
double pro realné koeficienty nebo pro zpracovani obrazu Casto vyuzivany typ uint8, coz
jsou cela ¢isla nabyvajici hodnot 0 — 255. Konkrétni prikaz pro prevedeni kvaternionu g do
tohoto datového typu je potom convert(q,’unit8’) (¢ muZe byt i matice kvaterniont).
Posledni funkci, kterou uvedeme je conv2(A,B). Tato funkce pocita kvaternionovou kon-
voluci, parametry A a B jsou matice kvaternionu. Definici konvoluce si uvedeme pozdéji.
V dalgich kapitolach z urcitych duvodi, které si také ukazeme, budeme vyuzivat tzv. bi-
konvoluci conv2 ({L,R},B). Parametry L, R, B jsou opét matice kvaternioni (viz kapitola
3).
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2 Zpracovani obrazu

2.1 Barevné prostory

P1i praci s barevnym obrazem je potieba reprezentovat néjakym zptisobem kazdy pixel
daného obrazku. K tomuto tcelu se pouzivaji tzv. obrazové matice, ve kterych je ulozena
informace o pozici a barvé daného pixelu. K reprezentaci urcité barvy je v8ak potieba
zvolit konkrétni barevny prostor, ktery urci zpiisob, jakym bude dana barva reprezento-
Vana.

Barevny prostor je presné definovana mnozina barev, kterou je schopno dané zarizeni
zobrazit. Barevnych prostorii dnes existuje jiz celd fada, v tomto textu uvedeme nékolik
zékladnich prostorii.

2.1.1 Prostory RGB a RGB«a

Konkrétni barvy ziskdme kombinaci tii zakladnich slozek (zékladni barvy) - cervend
(R, ,red”), zelend (G, ,green), modrd (B, ,blue*). Zakladni slozky byvaji uvadény bud
v celo¢iselném rozsahu 0 — 255, nebo nabyvaji redlnych hodnot (0, 1). Tento prostor mii-
zeme potom zobrazit pomoci jednotkové krychle (viz obrazek 2) a kazda barva je urcena
barevnym vektorem v = (R, G, B) € (0,1) x (0,1) x (0, 1).

Obrézek 2: RGB krychle?

Hodnota 0 znamena, Ze se dané slozka ve slozené barvé viibec nevyskytuje, naopak hod-
nota 1 1ika, ze dané slozka nabyva své maximalni intenzity.

Priklad 2.1.

1. Vektor, ktery nabyva maximalnich hodnot ve vSech tfech slozkiach v; = (1,1,1),
tedy kazda slozka ma maximalni intenzitu, predstavuje bilou barvu.

2. Vektor vo = (0,0,0), tedy poc¢atek souradného systému, predstavuje ernou barvu.

4SharkD : Commons.wikimedia.org: File:RGB color solid cube.png [online]. 12 January 2008 [cit. 2016-
04-26]. Dostupny pod licenci Creative Commons na www: <https://commons.wikimedia.org/wiki/File:
RGB _color solid cube.png>
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3. Sed4 barva se nachazf ve stredu krychle. Riizné odstiny Sedi ziskame slozenim slozek
o stejnych intenzitach, tedy vs = (k, k, k), k € (0, 1).

P1i praci s obrazem byva casto potifeba prevést barevny obraz na obraz v odstinech
Sedi, tedy nahradit barvy rtiznymi odstiny Sedi. Z divodu toho, Ze lidské oko vnima rtzné
intenzity jednotlivych slozek, neni mozné pouzit tzv. objektivni jas pro urceni odstinu
sedi, ktery je dan vztahem J, = %5*3. Misto toho se tedy pouziva subjektivni jas, ktery
je dan empirickym vztahem:

J =0.299R + 0.587G + 0.114B.

Poznamka 2.1. Matematickou reprezentaci barevného obrazu jsou obrazové matice.
V piipadé prostoru RGB mame trojici obrazovych matic (R, G,B), kde kazdy prvek
matice pfedstavuje hodnotu intenzity ptislusné slozky na konkrétni pozici obrazu. Barva
pixelu na pozici (7, j) je tedy dana vektorem v;; = (R;;, Gy, Bi;). V piipadé transformace
barevného obrazu na obraz v odstinech Sedi dojde k nahrazeni trojice (R, G, B) jedinou
matici J, jejiz prvky predstavuji hodnoty jasu.

Barevny obraz zapsany v prostoru RGB miizeme doplnit o dalsi informaci. Touto
informaci muze byt napiiklad prihlednost, takovy barevny prostor poté zna¢ime RGBa.
V tomto prostoru pak kazdy bod obsahuje navic skalarni udaj nabyvajici hodnot (0, 1).
Hodnota 0 poté predstavuje zcela neprihledny barevny bod a hodnota 1 prithledny. Tato
doplitkova informace se vyuziva pii kombinovani vice obrazi do jednoho celku.

2.1.2 Prostory CMY a CMYK

Prostor RGB vyuziva aditivni skladani barev, to znamena, ze ¢im vice barev slozime,
tim svétlejsi je vysledek. Prostor CMY funguje opacné, tedy vyuziva subtraktivni skladani
barev, tj. ¢im vice barev slozime, tim tmavsi vysledek. Zakladni barvy tohoto prostoru
jsow: azurovd (C, ,cyan®), purpurovd (M, ,magenta®) a Zlutd (Y, ,yellow*). Tento prostor
muzeme opét stejné jako prostor RGB znazornit jednotkovou krychli. Bilou barvu zde
predstavuje vektor (0,0,0), tedy pocatek souradného systému a ¢ernou (1,1,1). Snadno
lze pfevadét barvy mezi prostory RGB a CMY. Mé&jme barevny vektor (r, g, b) v prostoru
RGB, potom stejnou barvu v prostoru CMY vyjadiime vektorem (¢, m,y), ktery je dan
vztahem

c 1 r
m|l=1|1]1—-1g
Y 1 b

Prostor CMY se vyuziva napiiklad pti tisku. V tomto piipadé je vS8ak neekonomické
ziskdvat Cernou barvu sklddanim tii barev, proto se ke tfem zakladnim barvam pridava

jesté cernd jako samostatna barva. Tim dostavame prostor CMYK (K, ,blacK®), ktery
mé oproti RGB a CMY (dimenze 3) dimenzi 4.

2.1.3 Prostory HSV a HLS

Prostory HSV a HLS opét definuji barvy tfemi slozkami, oproti predchozim prostorim
vsak uz tyto slozky neptredstavuji zakladni barvy.
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V pripadé prostoru HSV jde o barevny ton (H, ,hue®), sytost (S, ,saturation®) a jas
(V, ,value*). Pro zobrazeni tohoto prostoru se pouziva Sestiboky jehlan. Vrchol jehlanu
lezi v pocatku soufadnic HSV. Sytost S nabyvéa hodnot z intervalu (0,1) a predstavuje
vodorovnou osu (kolmou na osu jehlanu), barevny ton H je dan thlem (0°,360°). Jas tvoii
svislou osu totoznou s osou jehlanu a nabyva opét hodnot (0, 1). Vrchol jehlanu, predsta-
vuje Cernou barvu, bild barva je ve stfedu podstavy, tedy v bodé s maximalni hodnotou
jasu a nulovou sytosti. Barevny ton a sytost spolu tvoii obdobu polarniho souradného
systému s tim rozdilem, Ze pii zméné H se nepohybujeme po kruznici, ale po obvodu
pravidelného Sestithelnika. Dale je prostor HSV nesymetricky vzhledem k jasu. Tyto dvé
skutecnosti mohou ztézovat praci s barvami. Tyto nedostatky odstranuje prostor HLS.

V prostoru HLS je oproti HSV jehlan nahrazen dvojici kuzelu (viz obrazek 3). Zakladni
slozky jsou: barevny ton (H, ,hue®), svétlost (L, ,lightness“) a sytost (S, ,saturation®).

ssau;q a]

Obrézek 3: Dvojice kuZeli HSL?

Sytost a barevny ton zde maji stejny vyznam jako v prostoru HSV, avsak nyni uz tvoii
klasickou polarni soustavu soutradnic. Sytost ma hodnotu 1 na povrchu kuzeli a klesa
smérem k ose na hodnotu 0. Svétlost nabyva také hodnot (0,1), hodnota 0 je v dolnim
obvodu podstav, maji tedy souradnice: H € (0°,360°), S = 1, L = 0.5. Prostor HSL
nejlépe odpovida lidskému vniméni barev, nejvice barev vniméme pii prumérné svétlosti,
pri zesvétlovani nebo ztmavovani klesa schopnost rozlisit barvy. Prevod barev z prostori
HSV, HSL do RGB nebo naopak lze provadét pomoci algoritmu (viz [14]), vice o barevnych
prostorech nalezneme v [23].

2.2 Detekce hran

Detekei hran ve zpracovani digitdlniho obrazu rozumime zvyraznéni hran uvnitt ob-
razu. Hrana v diskrétnim obrazu je oblast, ve které dochazi k vyrazné zméné sousednich
pixeli. V tomto textu uvedeme tii zékladni filtry pro detekci hran: Prewittové, Sobeliv
a Kirschuv. Vsechny tii zminéné filtry jsou zalozeny na konvoluci, uvedeme si tedy nejprve

®SharkD : Commons.wikimedia.org: File:HSL color solid dblcone.png [online]. [cit. 2016-05-03]. Do-
stupny pod licenci Creative Commons na www: <https://commons.wikimedia.org/wiki/File:HSL color
solid _dblcone.png>
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definici této operace. Jelikoz dale budeme pracovat pouze s diskrétnim obrazem, omezime
se pouze na diskrétni konvoluci funkei dvou proménnych. Definici spojité 2D konvoluce
najdeme v |5, 23].

Definice 2.1. Diskrétni 2D konvoluce pouzivana pii zpracovani obrazu je definované
vztahem:

k k
(Fem)(mm) = 32 37 fn—i,m— j)hi.j). (2.1)

i=—k j=—Fk

kde f(n,m) je vstupni obraz dimenze N x M v odstinech Sedi, tedy matice s hodnotami
intenzit Sedi, (f *h)(n,m) je vystupni obraz opét dimenze N x M. Funkci h(7, j) dimenze
(2k + 1) x (2k + 1) nazveme konvoluéni jadro.

Konvolu¢ni jadro byva mnohem mensi nez vstupni obraz a muzeme ho popsat jako ta-
bulku o rozmérech (—k, k) x (—k, k). Hodnoty konvolu¢niho jadra ur¢uji jakym zptsobem
vypocitame novy pixel v obraze.

Nyni muzeme prejit k jednotlivym vyse zminénym filtram pro detekci hran. Tyto filtry
se vzajemné lisi pravé konvolu¢nim jadrem, konkrétni jadra budeme dale nazyvat operd-
tory, nebo masky a pro jejich popis pouzijeme matice. Efekty filtri budeme demonstrovat
na referenénim obrazu (Obrazek 4).

(a) Original (b) Sedotonovy

Obrazek 4: Referencni obraz

2.2.1 Filtry pro detekci hran

Nejjednodussim ze ti1 zminénych filtrta je Prewittové. Tento filtr je definovan operato-
rem o rozmérech 3 X 3 s realnymi hodnotami ve tvaru:

1 1 1
h,={ 0 0 0. (2.2)
-1 -1 -1

Tento operator detekuje pouze hrany v horizontélnim sméru (obrazek 5a), transponovanim
matice ziskdme masku detekujici hrany ve vertikdlnim sméru (obrazek 5b):

(10 1
hy=110 —1]. (2.3)
10 —1
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Dalsim typem, velice podobnym s filtrem Prewittové, je Sobeliv filtr. Jedna se opét
o smérové orientovany filtr. Maska detekujici horizontalni hrany ma tvar

1 2 1
sl 0 0 o], (2.4)
1 -2 -1

transponovanim ziskame opét masku detekujici vertikalni hrany.

(a) Horizontalni (b) Vertikalni

Obrazek 5: Prewittové operator

Poslednim typem, ktery uvedeme, je Kirschuv filtr. Maska tohoto filtru méa tvar

-3 5 5
he=|-3 0 5 (2.5)
—3 -3 -3

a pouzitim této masky na vstupni obraz dochézi ke zvyraznéni hran pod thlem 45° (ob-
razek 6).

Obrazek 6: Kirschiiv operétor

Operatory detekujici hrany musi mit obecné nulovy soucet svych prvki, to zarudi,
ze v mistech s konstantni intenzitou je odezva konvoluce nulovi. Pfipomenme také, ze
uvedené operatory lze pouzit pouze na obréazek ve stupnich Sedi. Obréazky 5 a 6 znézornuji
efekt prislusné masky pouzité na referencni obrézek. Ve vystupni obrazové matici po
pouziti masky se vyskytuji zaporné hodnoty, ty jsme z matice ofizli a vykreslili jsme
pouze kladné hodnoty. Druhou moznosti jak lze tento problém vyfesit je pouziti absolutni
hodnoty. Pro vytvoreni kvalitniho filtru pro detekci hran je vSak potieba provést urcité
modifikace a dalsi operace s obrazem, to v8ak neni obsahem této prace, vice v |23, 19].
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3 Vyuziti kvaternionii pro detekci hran

V predeslé kapitole jsme si ukazali jakym zpisobem lze detekovat hrany v piipadé
obrazu v odstinech Sedi. Nyni se budeme zabyvat tim, jak lze predeslé filtry modifikovat
pro barevny vstupni obraz. K tomuto tcelu vyuzijeme pravé kvaterniony. Cerpat budeme
predevsim z [5, 19|

Nejprve je potieba zavést modifikovanou obdobu konvoluce (2.1) pro kvaterniony. Exis-
tuji ti rizné definice kvaternionové konvoluce: leva, pravé a bi-konvoluce. Leva konvoluce
je definovana vztahem®

+k

(hpo f)(n,m) = Z ZhLZ] f(n—1i,m—j), (3.1)

i=—k j=—k

prava ma tvar

(f ohgr)(n,m) Zan—zm—])hR(zj) (3.2)

i=—k j=—k

a bi-konvoluce

+k
(h < f = hg)(n,m) = > Zhwj (n—i,m —j)hr(i,J), (3.3)
i=—k j=—k

kde podobné jako ve vztahu (2.1) f predstavuje vstupni obraz, hy a hg jsou leva a prava
konvolu¢ni maska. Rozdil oproti klasické konvoluci je v tom, ze vstupni obraz je repre-
zentovan pomoci kvaternionii a konvolu¢ni masky budou také obsahovat misto realnych
hodnot kvaterniony, jak si ukazeme dale.

Jak jiz bylo zminéno, v klasickych barevnych prostorech dimenze tfi, 1ze kazdy pi-
xel znazornit barevnym vektorem o tiech slozkach. Obraz tedy potom lze reprezentovat
pomoci tiislozkovych ryzich kvaternioni. Pi navrhu barevnych konvolu¢nich masek je
potieba, abychom po aplikaci konvoluce na vstupni obraz ziskali opét ryzi kvaterniony.
Filtry, které si uvedeme, jsou zalozené na rotaci barevnych vektort v prostoru. Proto bu-
deme pro filtrovani obrazu vyuzivat operaci bi-konvoluce (viz vztah (3.3)), ¢imz ziskdme
kvaternionové operatory rotace, které nam zaruci, ze vysledkem budou opét ryzi kvater-
niony. Tuto myslenku si vysvétlime dale na konkrétnich filtrech v pfislusném konkrétnim
barevném prostoru.

3.1 Obraz v prostoru RGB

Pripomenme, Ze obraz v prostoru RGB miiZeme reprezentovat matici, jejiz prvky jsou
barevné vektory pfedstavujici jednotlivé pixely v obraze. Kazdy pixel obrazu lze tedy
zapsat pomoci vektoru v, = (Tnm, Gnms bnm)s Kde Tumy Gnm, Onm jsou intenzity jednotli-
vych zakladnich slozek pixelu na pozici (n, m). Vektor v, mizeme reprezentovat pomoci

60znadeni kvaternionové konvoluce (o) jsme pouZili pouze za ti¢elem rozliSeni od klasické konvoluce
(viz vztah (2.1)).
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ryziho kvaternionu tvaru ¢ = r,mt + gnmg + bumk. Libovolny pixel vstupniho obrazu f
(viz vztah (3.3)) v prostoru RGB lze tedy reprezentovat pomoci kvaterniont jako:

f(n,m) =r(n,m)i+ g(n,m)j + b(n,m)k, (3.4)

kde r(n,m) je jeho Cervena slozka, g(n,m) zelend a b(n,m) modré slozka. Vstupni ob-
raz bude v nagem p¥ipadé tedy matice, jejiz prvky budou ryzf kvaterniony” (pole ryzich
kvaternioni).

RGB prostor miize byt reprezentovan pomoci jednotkové krychle. V piipadé filtri,
které si uvedeme, dochazi k rotaci barevnych vektorti vstupniho obrazu. Muze se tedy
stat, ze novy vektor vystupniho obrazu piresahuje hranici krychle, tudiz novy pixel lezi
mimo RGB krychli. Takovy pixel je potieba prevést zpét do prostoru RGB, kde jsou
definovany barvy. Pokud bychom se snazili tyto pixely posunout na povrch krychle se
zachovanim sméru vektoru (tedy na misto, kde vektor protinad povrch krychle), mohlo
by dojit k vizudlnimu zkresleni vystupniho obrazu. Zmirnéni tohoto zkresleni miuzeme
doséhnout tim, ze pocatek (O = (0,0,0), vrchol krychle ptedstavujici ¢ernou barvu)
posuneme na stied Sedé osy (tj. stied tusecky spojujici ¢erny a bily vrchol). Nyni pixel
drive reprezentovany kvaternionem ve vztahu (3.4) bude tvaru:

f(n,m) = (r(n,m)—1/2)i+ (g(n,m) — 1/2)3 + (b(n,m) — 1/2)k. (3.5)

Nyni tedy vSechny barevné vektory sméruji ze stfedu krychle a vzajemné doplikové barvy
(napt. ¢erné/bila, ervend/zelené, oranzova/modra, ...) tvori dvojice vektorii symetric-
kych podle stfedu. Pokud vektor ve vystupnim obraze v takto centrovaném prostoru
presahuje povrch krychle, mtizeme pii zachovani sméru zmensit jeho velikost tak, ze vy-
sledny pixel bude predstavovat prisec¢ik vektoru s povrchem krychle. V tomto ptipadé
uz nedochazi k barevnému zkresleni vystupniho obrazu. Tento postup byl jiz publikovin
v [5, 1, 19].

3.1.1 Barevné filtry v RGB

Barevné filtry uvedené v této kapitole budeme aplikovat opét na vstupni obréazek 4a.
Uvedeme si tfi barevné filtry vyuzivajici kvaterniony, které jsou modifikacemi klasickych
filtra Prewittové, Sobela a Krische. Budeme je pro jednoduchost oznacovat opét témito
nazvy, ackoli se ve skutecnosti jedna o nové filtry. Tyto filtry byly jiz publikovany v |5, 19].

Prewittové filtr je definovan pomoci dvou bi-konvolu¢nich masek ve tvaru:

1 1 1 11 1
a0 0 0f(f)[o 0 0], (3.6)
q 9 q 7 q q
kde f predstavuje vstupni obraz, a = 1/6 je koeficient, ktery kompenzuje hodnotu pi-
xelu vzniklého se¢tenim Sesti nenulovych hodnot pixeli a ¢ = exp(un/2) je jednotkovy
kvaternion (rotor). Vztah (3.6) je zjednoduseny zapis pro bi-konvoluci (viz vztah (3.3))
s konkrétnimi maskami a nejedna se tedy o nasobeni matic. P¥i pouziti bi-konvoluce
nasobime pro zisk nového pixelu vzdy prekryvajici se prvky bi-konvolu¢nich masek, pohy-
bujicich se po obraze, a vstupniho obrazu. Ve spodnim fadku bi-konvolu¢nich masek tedy

"Obraz muize byt reprezentovan i tiplnymi kvaterniony. Zavedeni skalarni slozky pro reprezentaci ob-
razu se vénuje napiiklad ¢lanek [1].
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zfejmé ziskame operator rotace R,({f}) = ¢{f}q, ktery rotuje pfislusny pixel (barevny
vektor) o tthel 7 kolem osy p. Za osu rotace se nejéastéji voli ,,Seda osa“, pro kterou plati
r=g=>batedy u= (i+3j+k)/V3, mozné jsou viak samoziejmé i jiné varianty. Masky
definované vztahem (3.6) detekuji horizontalni hrany, stejné jako v piipadé klasického
filtru Prewittové jejich transponovanim ziskdime masky detekujici vertikalni hrany. Vysle-
dek, ktery ziskame aplikovanim filtru podle vztahu (3.6) na barevny obraz, je znazornén
na obrazku 7.

(a) Filtrovany obraz (b) Barevné hrany

Obrazek 7: Kvaternionovy Prewittové filtr

Z obrazku Ta je patrné, ze kvaternionovy Prewittové filtr potlacuje ,barevnost® vstup-
niho obrazu. Pokud pii bi-konvoluci piisobi masky ze vztahu (3.6) na oblast vstupniho
obrazu, kde se vyrazné neméni barva, nevyskytuje se zde tedy hrana a hodnoty barev-
nych vektorit vstupniho obrazu prekryvajici se s hornim fadkem masek a hodnoty vektori
prekryvajici se se spodnim fadkem masek jsou podobné nebo stejné. Potom jsou vektory
v hornim tfadku nasobeny hodnotou 1, zlistanou tedy nezménény. Vektory ve spodnim
radku jsou rotovany o thel 7w kolem Sedé osy a vznikaji tak vektory symetrické podle této
osy. Vysledny pixel po secteni vSech téchto vektori a vynasobeni koeficientem « bude
tedy lezet na Sedé ose (nebo v jeji blizkosti). Naopak v misté, kde se vyskytuje ve vstup-
nim obraze horizontalni hrana, vysledny pixel vznikly se¢tenim orotovanych vektori na
prislusnych mistech a vynasobenim koeficientem « nebude lezet (aZ na vyjimecéné situace)
pobliz Sedé osy a mé tedy néjakou barvu. Skutecné, kdyz se podivame na vysledny obraz
(obrazek 7a), vidime, Zze ptivodni barevny obrazek je po aplikovani filtru v odstinech sedi
vSude, kde se nevyskytuji horizontalni hrany. Tam, kde se v ptuvodnim obrazu vyskyto-
valy horizontalni hrany, tam se nyni objevily barevné slozky. Na obrazku 7b vidime tyto
barevné hrany. Na vystupni obraz muzeme jesté pro vizuélni znédzornéni hran aplikovat
jednoduchou prahovou funkci ve tvaru:

_r+g+b

Cy 3

— min(r, g, b), (3.7)

kde r, g,b jsou intenzity jednotlivych barevnych slozek vystupniho obrazu. Tato funkce
izoluje barevné hrany od ,nebarevnych® pixeli. Vykreslenim této funkce (viz obréazek
8) ziskavame vysledek, ktery je velice podobny vysledku ziskanému pouzitim klasického
Prewittové filtru na obraz v odstinech Sedi bez dalsich tprav.
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Obréazek 8: Vysledek prahové funkce

Dalsi filtry pracuji na stejném principu jako filtr Prewittové, lisi se akorat tvarem
bi-konvolu¢nich masek a koeficientem «. Uvedeme si tedy pouze tvary piislusnych masek
a vysledky ziskané jejich aplikovanim.

Sobeluv filtr pro detekei horizontalnich hran je definovan dvojici masek tvaru:

11\/51 1 V2 1
—{o o o)(f)lo o of. (3.8)
qa V2q q a V24 q

Vysledek aplikovani Sobelova filtru je témér stejny jako v piipadé filtru Prewittové.

Obrazek 9: Prahova funkce Sobelova filtru

Na obrazku 9 je vysledek prahové funkce aplikované na vystupni obraz filtrovany Sobelo-
vym filtrem. Hodnoty této funkce nejsou stejné jako v pripadé Prewittové filtru, intenzita
hran Sobelova filtru je sice u nékterych pixelt vyssi nez u Prewittové, ovSsem rozdily jsou
v Tadech jednotek v celociselném vyjadreni 0 — 255, muzeme tedy vysledky téchto filtri
povazZovat témér za totozné.

Poslednim typem je Kirschiv filtr. Masky tohoto filtru maji tvar:

L (V34 V55 V3g V5 V5
0 V3¢ 0 V5| (f)Iv3a o V5. (3.9)
V3¢ V3q V3q V37 V3 V33q

Stejné jak tomu bylo u klasického Kirschova filtru, tyto masky detekuji hrany pod thlem
45° (viz obrazek 10).
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( ) Barevné hrany (b) Prahova funkce

Obréazek 10: Kvaternionovy Kirschuv filtr

3.2 Obraz v prostoru HSV

V této kapitole se budeme zabyvat detekci hran obrazu zadaného v barevném pro-
storu HSV. Budeme opét aplikovat jiz zminéné barevné filtry pro detekci hran, kon-
krétné Prewittové, Sobeliv a Kirschuv, definované v tomto potadi vztahy (3.6), (3.8)
a (3.9). Referen¢ni obraz v tomto piipadé bude reprezentovan matici, jejiz prvky bu-
dou barevné vektory o slozkach H,S,V. Pixel na pozici (n,m) tedy reprezentuje vektor
Vom = (Hum, Snm, Vam), kde H,,, je thel vyjadiujici barevny ton, S, je sytost nebo
saturace a Vj,,, je jas (viz kapitola 2.1.3). Referen¢nim obrazem v této kapitole bude opét
obrazek 4a ovsem prevedeny do reprezentace HSV, v Matlabu pomoci funkce rgb2hsv ().
Matematicky popis algoritmu pro pfevod obrazu z RGB reprezentace do HSV lze najit
v [14]. Abychom mohli detekovat v takovém obrazu hrany pomoci vyse uvedenych filtra,
je potieba opét reprezentovat kazdy barevny vektor pomoci kvaternionti. V nasledujicich
odstavcich si ukdzeme nékolik raznych pristupt. Inspiraci pro nésledujici tivahy byl pre-
devsim ¢lanek [3].

Zvolme nejprve stejny pristup jako v pripadé RGB referen¢niho obrazu. Necht tedy
referen¢ni obraz je reprezentovan pomoci kvaternionu ve tvaru:

f(n,m) = H(n,m)t + S(n,m)j + V(n,m)k, (3.10)

kde f(n,m) je kvaternion na pozici (n,m),n=1,..., Nam=1,..., M (N xM je rozmér
obrazové matice), H(n,m),S(n,m),V(n,m) jsou hodnoty jednotlivych slozek na pozici
(n,m). Tuto matici kvaternioni dosadime do vztahu pro filtr Prewittové (3.6) a uzitim
bi-konvoluce ziskame vysledny obraz (viz obrazek 11). Kvaternion ¢ v bi-konvolu¢ni masce
volime stejny jako v piipadé detekce RGB, tedy ¢ = exp(un/2) a u = (i + j + k)/v/3.
Ve vystupnim obraze (obrazek 11a) jsou viditelné barevné hrany. V mistech, kde se hrany

(a) Filtrovany obraz (b) Prahova funkce

Obrézek 11: RGB pfistup reprezentace obrazu
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v referen¢nim obraze nevyskytuji, nabyva vystupni obraz odstinu Sedi, tedy podobné jako
pri filtrovani RGB obrazu. K detekci hran tedy ziejmé dochézi, oviem jak lze vidét na
obrazku 11b, filtr detekoval jako hrany i zna¢né mnozstvi Sumu. Tento obrazek zobrazuje
barevné pixely vystupniho obrazu pomoci prahové funkce (3.7). Vystupni obraz uz je
v prostoru RGB, to ndm umoziuje pouzit funkci pfesné v tomto tvaru. Sum je zpusoben
tim, Ze tento pristup nezohlediuje jiny tvar HSV modelu, ale k barevnému prostoru, ve
kterém je definovan referen¢ni obraz, pristupujeme opét jako ke krychli. Tento pFistup
tedy neni nejvhodnéjsi.

Déle si uvedeme dalsi dva pristupy, které se zdaji byt pro detekci hran obrazu repre-
zentovaného slozkami H, S,V vhodnéjsi a budeme k nim prikladat pro lepsi pochopeni
principi tseky ze zdrojového kédu napsaného v Matlabu.

V kapitole 2.1.3 jsme uvedli, Ze zakladni geometricka reprezentace HSV prostoru je
jehlan. Dale budeme za geometrickou reprezentaci HSV prostoru povazovat kuzel, coz je
v dnesnich grafickych programech ¢astéjsi pripad. Budeme vychéazet z obrazku 12, ktery
zobrazuje polohu HSV kuzelu vzhledem k pravotihlym soufadnicim danych kvaterniony
t, 7, k. Je zfejmé, Ze Cernéd barva se nachazi ve vrcholu kuzelu, coz je v souladu s definici

q " ded4 osa
k 7

A

\

Qo @

Obrézek 12: Reprezentace kvaternionu q

HSV prostoru. Osa kuzelu (Seda osa) je totozné s Sedou osou prostoru RGB, tedy je
reprezentovana kvaternionem p = (i + j + k)/+/3 a bude opét pii filtrovani osou rotace.
Jelikoz pri pouziti filtra dojde, jak je zfejmé z obrazku, k potlaceni saturace S v mistech,
kde se nevyskytuji hrany, to znamena, Ze na téchto pozicich bude hodnota barevného ténu
H nulova, nebudeme se barevnym toénem nyni viilbec zabyvat. Budeme tedy pracovat
pouze se slozkami V' a S. Libovolny vektor v = (0,S5,V) budeme tedy reprezentovat
pomoci kvaternionu

r=Sv+Vpu, (3.11)
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kde p je jednotkovy kvaternion predstavujici osu kuzelu a v jednotkovy kvaternion pred-
stavujici osu saturace S a je tedy ortogonalni k p. Kvaternion p ziskame v Matlabu
snadno.

mu=unit (quaternion(1,1,1));

Vsimnéme si na obrazku 12, ze p je rotaci kvaternionu k podle néjaké konkrétni osy
o thel ®. Kvaternion v tedy ziskdme stejnou rotaci kvaternionu 2. Osa rotace i tthel ® lze
ziskat snadno pomoci goniometrickych funkci. Pro tthel & pouzijeme v Matlabu znaceni
fi a kvaternion v je nu.

fi=acos(1/sqrt(3));
nu=(exp(unit(qj-qi)*(£i/2))*qi*exp(-unit(qj-qi)*(£fi/2)));

Nyni uz miZzeme pievést referencni obraz do kvaternionové reprezentace podle vztahu
(3.11) a aplikovat piislusny filtr.

[n,m,1l]=size(f);

f_g=nuxf(:,:,2)+muxf(:,:,3);

q=mu;

g_conj=conj(q);

hx1=[1 1 1;0 0 0;9 q ql; %leva bi-konvolucni maska

hxr=[1 1 1;0 0 0;9_conj g_conj gq_conjl; %prava bi-konvolucni maska
bw_gx=conv2({1/6*hx1,hxr},f_q); %bi-konvoluce

bw_qgx=bw_qx(2:n+1,2:m+1,:);  Jodmazani krajnich pixelu (zpusobuje conv2)
bwx(:,:,1)=zeros(n,m);

bwx(:,:,2)=scalar(bw_qgx(:,:)/nu); %koeficienty u kvaternionu nu (S)
bwx(:,:,3)=scalar(bw_qgx(:,:)/mu); %koeficientz u kvaternionu mu (V)

bwx=hsv2rgb(bwx);  Y%prevedeni do RGB pro vykresleni
imshow(bwx) ; %vysledny obrazek

Ve zdrojovém koédu predstavuje f referencni obrazek v HSV reprezentaci, tedy matici,
jejiz prvky jsou barevné vektory o slozkich H,S,V. V&imnéme si, ze ve vysledném ob-
razu (obrazek 13) nabyvaji hrany dvou barev. Jedné se o barvy se stejnymi hodnotami
saturace S a hodnotami barevného tonu H; = 0, Hy, = 7 v radidnech. U tohoto pfistupu

(a) Filtrovany obraz (b) Prahova funkce

Obrazek 13: ,,SV“ pfistup reprezentace obrazu

uz se ve vysledném obrazu nevyskytuje zadny Sum. Z divodu vynechani jedné slozky
referen¢niho obrazu vsak stale nemame kvaternionovou reprezentaci referenéniho obrazu,
ale pracujeme s obrazem, ktery nabyva jinych barev. Uvedeme si tedy posledni piistup,
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ve kterém uz budeme pouzivat vSechny slozky referen¢niho obrazu.

Na obrazku 12 je ¢ervenou barvou znazornén ryzi kvaternion g (barevny vektor), ktery
reprezentuje néjaky pixel referenéniho obrazu. Tento kvaternion vyjadiime v kartézském
tvaru podobné jako ve vztahu (3.11) s tim rozdilem, Ze do vztahu zakomponujeme i hod-
notu barevného tonu H. Stejnym zptusobem jako v predchozim pristupu tedy sestrojime
osy jasu a saturace reprezentované kvaterniony p a v a na né budeme nanaset hodnoty
V,S podle vztahu (3.11). Abychom ziskali ryzi kvaternion odpovidajici vektoru se sloz-
kami (H, S, V'), budeme jesté kvaternion Sv rotovat kolem Sedé osy p o thel H. Oznacme
tuto rotaci pomoci kvaternionového operatoru rotace R, (-) (viz véta 1.11). Zapis

p =Ry, (Sv)

tedy vyjadiuje skutecnost, ze kvaternion p je vysledkem rotace kvaternionu Sv kolem osy
p o thel H. Nyni tedy libovolny barevny vektor v = (H, S, V) budeme reprezentovat
kvaternionem ve tvaru

r=Vp+Ry, (Sv). (3.12)

Pri zadavani do Matlabu je vsak jesté potfeba brat ohled na to, jakym zptisobem zadavame
tthel rotace H. Jak bylo uvedeno v tvodu kapitoly, HSV reprezentaci obrazu ziskame
v Matlabu nésledujicim zptisobem.

f=rgb2hsv(A);

A je obraz v prostoru RGB a f je referen¢ni obraz v prostoru HSV. V Matlabu jsou
vSechny slozky tohoto obrazu H, S,V normalizovany, to znamena, ze jsou to realné Cisla
(datovy typ double) lezici v intervalu (0,1), tedy H x S x V € (0,1) x (0,1) x (0,1).
V pripadé slozek S,V nas to nijak neomezuje. Pro rotaci v Matlabu vyuzijeme zapisu
kvaternionu v polarnim tvaru, kde musime thel rotace zadavat v radidnech, musime tedy
tthel H prevést na radiany. Hodnota H = 1 odpovida thlu 27 rad, ozna¢me nyni zadané
hodnoty thla H a nové hodnoty v radianech ozna¢me H. Pro ptrevod tedy dostavame:

H = 2rH.

H=2*pi*xf(:,:,1);

L T

chozi metodé, reprezentované vztahem (3.11), jsme ve zdrojovém kodu pracovali s kvater-
niony p a v jako s novymi zédkladnimi jednotkami. To znamena, ze vysledny obrazek jsme
ziskali pomoci koeficientt pfislusnych témto jednotkam a tim jsme ziskali HSV obraz, ktery
jsme museli pro vykresleni jesté prevést do RGB reprezentace. Nyni vSak budeme pra-
covat se zékladnimi jednotkami 2, 3, k a piislusné koeficienty budou predstavovat slozky
R,G, B (viz vztah (3.4)). RozepiSeme-li tedy vztah (3.12) tak, aby obsahoval zakladni
jednotky <, j, k, dostaneme vyslednou reprezentaci libovolného vektoru v = (H,S,V)
pomoci kvaternionu:

r=V (%) +e(H5 ) [s (e<jﬁi§)(i)e<jf2i§>)] LTEE) D a3

kde ® = arccos(1/+/3) je tthel mezi osou p a k (viz obrazek 12). Zdrojovy kéd pro tuto
reprezentaci a vykresleni obrazku vypada tedy nésledovné.
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[n,m,1l]=size(f);

mu=unit(quaternion(1,1,1));

fi=acos(1/sqrt(3));
nu=(exp(unit(qj-qi)*(£i/2))*qi*exp(-unit(qj-qi)*(£fi/2)));

q=mu;

g_conj=conj(q);

f_q1=£(:,:,3)*mu; %V*xmu

f_q26=£f(:,:,2)*nu; %S*nu
f_g2=exp(mu.*(H(:,:)/2)) .*xf_q25(:,:) .*xexp(-mu.*(H(:,:)/2)); %rot o uhel H
f_g=f_ql+f_q2; %vysledny kvaternion zadany souradnicemi HSV

hx1=[1 1 1;0 0 0;9 q ql; %leva bi-konvolucni maska

hxr=[1 1 1;0 0 0;9_conj g_conj q_conjl; ’%prava bi-konvolucni maska
bw_qgx=conv2({1/6%hx1,hxr},f_q); %bi-konvoluce
bw_gx=bw_qx(2:n+1,2:m+1,:); %odmazani krajnich pixelu (zpusobuje conv2)
bwx(:,:,1)=x(bw_qgx); %koeficienty u kvaternionu i (R)
bwx(:,:,2)=y(bw_qgx); %koeficienty u kvaternionu j (G)
bwx(:,:,3)=z(bw_qgx); %koeficienty u kvaternionu k (B)

imshow(bwx) ; %vysledny obrazek

Obrézek 14 znazornuje vysledek tohoto pristupu pfi pouziti filtru Prewittové, opét véetné
prahové funkce. Je patrné, ze dochézi k detekci horizontélnich hran, stejné jako pii pou-

(a) Filtrovany obraz (b) Prahova funkce

Obrazek 14: HSV Prewittové filtr

ziti filtru na referen¢ni obrazek v RGB reprezentaci. Uvedeme jesté vysledky pii pouziti
ostatnich filtri stejnym zpisobem, tedy Sobeluv (3.8) a Kirschuv (3.9), véetné praho-
vych funkei. Sobeliv filtr (obrazek 15) vykazuje opét témér stejné vysledky jako filtr

(a) Filtrovany obraz (b) Prahova funkce

Obrazek 15: HSV Sobeluv filtr

Prewittové. Oproti tomu v piipadé Kirschova filtru (obrazek 16) je z obrazku ihned pa-
trna detekce Sikmych hran.
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(a) Filtrovany obraz (b) Prahova funkce

Obrazek 16: HSV Kirschuv filtr

Ukazali jsme si tfi rizné zpusoby reprezentace HSV obrazu pomoci kvaternionii a je-
jich detekci hran. Na zavér jesté porovnejme jednotlivé postupy. Pro porovnani vykreslime
jesté obrazy po zavedeni piislusné reprezentace kvaterniony bez dalsich tprav (viz obrazek
17). Z vyslednych filtrovanych obrazkt (berme v ivahu pouziti filtru Prewittové) mizeme

(b) HSV/RGB ' (d) HSV

Obrazek 17: Kvaternionova reprezentace HSV obrazu

usuzovat, Ze prvni pristup, nazvéme ho HSV/RGB reprezentace (vztah (3.10) a obréazek
11), je pro reprezentaci HSV obrazu pomoci kvaternionit nevhodny. U filtrovaného ob-
razu se vyskytuje nezadouci Sum, obraz reprezentace barevné neodpovidéa referenénimu
obrazu a obsahuje barevné poruchy. Druhy piistup, nazveme SV reprezentace (vztah
hran spravnym zpusobem. Obraz této reprezentace, z divodu vynechani slozky barevného
tonu, obsahuje pouze odstiny jedné barvy. To znamena, ze ztracime hlavni vyhodu kva-
ternionovych filtri, kterou je moznost pracovat s plné barevnym obrazem. To umoziuje
posledni uvedeny pfistup, nazvéme ho HSV reprezentace (vztah (3.13) a obrazek 14). U
tohoto zpisobu reprezentace dochézi k nejvyraznéjsi detekci hran (porovnavame pomoci
prahovych funkei). Obraz reprezentace se barevné nejvice priblizuje referenénimu obrazu.
Presto si miizeme vSak vSimnout barevnych odchylek, napiiklad Seda barva pozadi misto
bilé. To je zpuisobeno tim, ze pii takto zavedené reprezentaci nelezi stfed podstavy HSV
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kuzelu ve vrcholu RGB krychle vyjadiujictho bilou barvu, ale v misté, kde nabyva osa
p jesté Ssedou barvu (viz obrazek 12). PrestoZe se stale nejednd o presnou reprezentaci
barevnych vektoru zadanych slozkami H, S, V', povazujeme tento pristup za nejlepsi z vyse
uvedenych, protoze dosazené vysledky se nejvice priblizuji nasim ciltam.
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ZAvér

V této préaci jsme se zabyvali vyuzitim kvaternioni pro detekci hran obrazu s ohledem
na ruzné barevné prostory.

Prvni ¢ast jsme vénovali zavedeni kvaternionti a zabyvali jsme se jejich vlastnostmi.
Ukézali jsme, Zze mnozina kvaternioni s operacemi s¢itani a nasobeni tvori nekomutativni
téleso. Dale jsme uvedli dalsi dvé mozné reprezentace kvaterniont, pomoci matic a pomoci
poléarniho tvaru. Polarni tvar jsme vyuzili pfi realizaci rotaci kvaterniony. V zavéru této
¢asti prace jsme predstavili zakladni funkce balicku QTFM pro program Matlab, ktery
umoznuje praci s kvaterniony.

Druhéa c¢ast préace je vénovana predevsim teorii barevnych prostori. Popsali jsme né-
které pouzivané barevné prostory. Konkrétni barevny prostor definuje, jakym zptsobem je
urcena kazda barva obrazu. Kromé jednozna¢né nejpouzivanéjsich prostori RGB a CMY,
které lze geometricky znazornit pomoci krychle, jsme uvedli také prostory HSV respektive
HSL, které jsou zobrazovany jako jehlan respektive dvojice kuzela. Déle jsme se zabyvali
detekei hran obrazu, uvedli jsme tii typy detekénich filtri: Prewittové, Sobeliv a Kirschiw.
Témito filtry jsme s vyuzitim konvoluce provedli detekci hran obrazu v odstinech Sedi.

V posledni ¢asti této prace jsme se zabyvali detekci hran barevného obrazu s vyuzi-
tim kvaterniont. Bylo potifeba definovat operaci bi-konvoluce a modifikace pfedchozich
detekénich filtra pro pouziti kvaternionii. Tyto filtry pracuji na zékladé rotace barevnych
vektort, které je mozné reprezentovat pomoci kvaternioni. Nejprve jsme ukazali jakym
zpusobem lze reprezentovat tyto vektory a tim i cely obraz v barevném prostoru RGB.
V zavéru prace jsme se zabyvali kvaternionovou reprezentaci a néaslednou detekci hran
obrazu v prostoru HSV. Podafilo se ndm zavést tii zpusoby reprezentace HSV obrazu
pomoci kvaterniontii. Pro kazdou reprezentaci jsme provedli detekci hran a na zakladé
ziskanych vysledki jsme tyto reprezentace porovnali. Provadéné detekce hran jsme de-
monstrovali obrazky ziskanymi za pouziti programu Matlab a nékteré postupy v zavéru
prace jsme doplnili okomentovanymi tseky zdrojového kodu.

Pro podrobnéjsi analyzu ziskanych vysledki je potieba v budoucnu provést dalsi zkou-
méani uvedenych postupi. Préci lze rozsitit také o dalsi pristupy pro zpracovani obrazu,
napiiklad vyuziti kvaternionové Fourierovy transformace. Také je mozné zabyvat se vy-
lepsenim uvedené reprezentace HSV obrazu pomoci kvaterniont.
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