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Uvod
Matematickd analyza ma spoustu aplikaci, které mohou byt vyuzivany v riiznych
oborech lidské ¢innosti, predevsim v ptirodnich a technickych oborech. Budeme se

zabyvat aplikacemi integralniho poc¢tu v matematice. Uzitim integralniho poctu lze

naptiklad vypocitat délku kiivky, obsah plochy pod kiivkou nebo objem riaznych téles.

Jiz ze stfedni Skoly méame jisté predstavy o geometrickych utvarech, kdy se
ucime nazpamét’ vzorecky raznych utvari a nasledné je vyuzivame pii vypoctu napt:
objemu nebo obsahu. My se v praci zaméfime na studium integralniho poctu se
zaméfenim na vypocet objemu téles. Dale sestavime sbirku vhodnych ptikladii pro dané

téma a ptiklady nazorn€ vyteSime.

Aplikace integralniho poctu neni omezena pouze na matematiku, jak jsme si
tekli na zacatku, ale vyuziva se i v jinych oborech. Dalsi vyuZziti mizeme nalézt ve
fyzice, kde mize byt integrace uzita k vypoctu délky drahy pohybujiciho se télesa (napi:

auta, lodé¢, rakety, ¢i cyklisty), statickych momentd nebo moment setrvacnosti.

WV

V této praci si uvedeme, jak integralni pocet uzit pfi vypoctu objemi rota¢nich
téles. Plochy, které si v rovin€ nadefinujeme, nechame rotovat kolem jedné
z kartézskych os a nasledné spocteme objem vzniklého télesa. Funkce, které nam budou
rotujici plochu definovat budou mit rizny ptedpis. NaSe funkce budou zadané
parametricky, v polarnich soufadnicich a v kartézskych soufadnicich. Cilem je
vypracovat vlastni sbirku feSenych ptikladii, zaméfenou na objemy rotacnich téles, kde
bude uveden nazorny postup, jak se k objemu pfislo, a jak aplikovat urcity integral na
vypocet objemu pro riizné predpisy funkci. Obrazky rotujicich ploch, které se v praci
vyskytnou budou vytvofeny v programu Graph. Pro kontrolu vysledkt a vypocet
nékterych obtiznych ptikladi vyuzijeme matematicky software WolframAlpha.

NezkusSeny ¢tenaf se mize s programem seznamit v Piiloze — prace s WolframAlpha.



1. Neurdity integral

Necht’ f(x) je funkce definovana na intervalu I, a I € R. Rekneme, Ze kazda
funkce F: I — R, ktera je diferencovatelna na intervalu / je primitivni funkci k funkci
f(x), pokud pro kazdé x € I existuje derivace F'(x), ze plati: F'(x) = f(x) .

Za piedpokladu Ze F(x) je primitivni funkci k f(x) na intervalu I, pak F(x) +
C, kde C je nezavisla konstanta, je také F(x) + C primitivni funkci k funkci f(x), tzn.
dvé primitivni funkce F(x) a D(x) funkce f(x) na intervalu I se li$i pouze o konstantu
C. Mnozinu vSech primitivnich funkei k funkci f(x) s proménou x na intervalu I

nazyvame neur¢itym integralem funkce f (x) a znacime ji:

ff(x) dx = F(x)+C, x€l

., Integrovani neni jednoznacna operace (derivovdni napv: je jednoznacnd operace).
Krivku o rovnici y = F(x), kde F(x) je primitivni funkce k funkci f(x), nazyvime
integralni kiivkou funkce f (x). Zname-Ii jednu integralni ki'ivku k, pak kazdou jinou
integralni krivku y = F(x) + C dostaneme posunutim krivky k ve sméru osy y 0

konstantu C.“*

Necht' C; € R a f; jsou funkce vhodné k integraci v celém intervalu I, i € N. Pak plati:

j[ﬁ: Cifi(x)] dx = Zil:Ciffi(x)dx.

L

Pron = 2, C; = C, = 1, se sCitaji nebo C; = 1; C, = —1, se od¢itaji:

[1h60 £ edx = [ AGodx £ [ fG0dx

Jsou-li si konstanty rovny C; = C, = 1 ; C; = 0, dosp&jeme, ze integral souctu dvou
funkci 1ze rozdélit na soucet dvou integralti danych funkci. Plati-li C; # C, = C; =
1; C; = —1, pak dospé&jeme k rozdilu integralli t€chto dvou funkci. Jinymi slovy,
integraci soucinu konstanty C; a funkce f;(x), mizeme danou konstantu C; vytknout

pfed integracni znak.

1 Koresponduje s textem [1] str.10.



1.1.Z.akladni vzorce

x4+ 1
fxadx= +Cproa+#—1,a €R
a+1

1
f;dx = In|x|+C, x#0
fexdx =e*+C
faxdx = —+4C

jsinxdx=—cosx+€

fcosxdx =sinx+C

1
dx =t C
fcoszx x gx +

1
f SnZx dx = —cotgx +C

1
f 1T 22 dx = arctgx + C; = —arccotg x + C,

1
f dx = arcsin x + C; = —arccos x + C,

V1 —x2

C; a C, jsou konstanty.



1.2.Per partes
Per partes neboli integrace po ¢astech je vyuziti soucinu dvou funkei. Tato
metoda vychazi ze vzorce pro derivaci slozené funkce
(uv) =uv +uv'.
Uvazujeme, ze funkce u(x) a v(x) jsou spojité na intervalu I a maji derivaci u'av’. Z

integrujeme ob¢ strany piedchozi rovnice tak dostaneme:

f (uv)’dx = f (wv + uvdx.

Pravou stranu rovnice upravime na soucet dvou integralii a nasledné pfevedeme na tvar:

f (uv)dx = f (uv)'dx — f (u'v)dx,

rovnici pak Ize piepsat do tvaru:

j (uv)dx = uv — j (w'v)dx .2

1.3.Substituce
Substituéni metoda je odvozena z derivace slozené funkce Flu], kde u = G (x).
Nejprve derivuje funkce F[u] a pak jeji vnitini funkci G (x). Zapis derivace vypada
nasledovné:

F'lul = F[60)] = FIG()] - G'(x) = F'[u] - G"(x).

M¢&jme funkei F (u), ktera je primitivni funkci k f(u). Necht' nase funkce f(x)
je spojita na intervalu (a, b), dale necht’ funkce u = G (x) ma derivaci a je téZ spojita na
intervalu (c, d) a necht plati Ze x € {(a, b) a plati G(x) € (a, b). Potom funkce F(u) =
F(G(x)) je primitivni funkce k funkci F(w)G'(x) = f(G(x))G (x) na intervalu (a; b).
Necht tedy plati:

[ 16 @ax = [ raan.:

2 Koresponduije s textem [2] str. 325.
3 Totéz, str. 333.
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2. Riemannuv urcity integral

Mgjme realnou funkci f(x), ktera je ohrani¢ena na uzavieném intervalu (a, b) €
R. Tato funkce f(x) muze na intervalu (a, b) nabyvat kladnych i zapornych hodnot.
Uzavfteny interval {(a, b) rozdélime na koneény pocet délicich bodu x4, x5, ... X1, 1 =
1,2,...., tyto body nazveme délici normou D, pak pro délici body plati:

a=x)<x3<x;<...<xp_1<x,=>b.

Pomoci délicich bodl stanovime nové intervaly (viz Obr.¢.1) tzn. délici ¢astecné
intervaly: Ax; = (x;_q; x;),kde i = 1,2,...n; kde Ax charakterizuje délku ¢asteéného
intervalu, téz tzn. ,, délici norma D “*. Seéteme-li viechny délici intervaly dostaneme
vyraz:

Ax =b —a.

Jednotlivé intervaly Ax; nam funkci f(x) rozdéli v bodech intervalu. ,, Necht M je
supremum a m infimum mnoZziny funkcnich hodnot funkce f(x) na intervalu (a, b) a
podobné M; supremum a m; infimum té funkce na castecném intervalu Ax;, i =

1,2,...n.°

A
Y
M,
my= M
ml
y=f(z)
Vi Az, Az, Az, Az, il
a T T, Ty Ty b €T
Obrdzek 1: Zavedeni Riemannova integralu [3]
Oznacime:

4 Koresponduje s textem [2] str.381.
5 Koresponduje s textem [1] str. 43.
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U=supf(x); V=inff(x); U=sup f(x)aV =inf f(x),kde x € (x;_1,x;),
U=supf(x) = max(V,f(a),f(b)); V =inff(x) = min(U,f(a),f(b)).
Dale necht’ ¢; je libovolné zvoleny bod na intervale &; € (x;_1, x;), pak ¢islo:
S(,D) =) f(5) b,
nazveme takzvanym ,, integralnim souctem funkce f prislusejicim déleni D intervalu

(a,b) a dané volbé &,,&,, ... &, “® (viz. Obr.¢.2). Zavedeme oznadeni: ,m; =

inf{f (x); x € (x;_1, )}, M; = sup{f (x); X € (x;_1, X;)}:

n b
S(F,D) = . i = i) | redx = sup (s p)
i=1 a
S(f,D) = By Mi(x; — Xi21) [? fGodx = inf S(f, D),

kde s(f, D) je dolni soucet a S(f, D) je horni Soucet. Je ziejmé, zZe plati: s(D) < S(D),

D: Ax; = (x;_q; x;) je piislusné déleni.

e

|

|

|

|

|

| | | | | |

[ ' I ' I [
L& [1&e 1 €3 181 | 185 1 &6 | .
Vg Ty Ty T3 Ty ‘Iz @ I .

Obrdzek 2: Grafické zndzornéni integrdiniho poctu s vybérem cisel &; [5]
Poznamka:
Cast funkce je vymezena obdélnikem o vysce m nebo M o zakladné Ax;, kde &; je bod
funkce f(x). Pfistoupenim k limitnimu pfechodu, pro n délicich bodu, ktery konverguje
do nekonecna, pak nulova posloupnost norem déleni zajiSt'uje mensi ,, zakladny “, coz

muze vést ke splynuti dolniho a horniho souctu funkce f(x).

6 Koresponduje s textem [2] str. 381.
7 Koresponduje s textem [4]
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Mame interval {a, b) kde a = xy; b = x,,. Bud' R = {¢,&,,&5,...&,.}

posloupnost ¢isel z intervalu (a; b) splitujici nerovnost x;_; < &; < x; potom soucet je:

SUDR) = ) FE (i = xio0),

soucet S je nazyvan ,, integradlni soucet funkce f* po ptislusném déleni D (nebo také Ax;)
a vybéru reprezentantii z R = {&,,&,, &5, ... &, }. Plati-li pfedchozi véta, pak fekneme, ze
funkce f(x) je ,, Riemannovsky integrovatelna* na intervalu (a, b), jestlize existuje
¢islo I € R splijici limitu:

lim S(f, Dy, Ry) = 1.
Limita musi byt splnéna pro libovolnou posloupnost délicich bodl D,,, a libovolny
vybér reprezentantli R,,, (D,,, R,, je koneény pocet reprezentantti), kde pak soucet
S odpovida integraci funkce f (x). Plati tedy, Ze dolni souc¢et musi byt mensi nez horni
soucet:

b b
m(b—a) < f_ f(x)dx SJ f(x)dx < M(b — a),

a
kde je m infimum a M je suprémum vSech funkénich hodnot, tj. m = inf {f(x); x €
(a,b)}, aM = sup {f(x); x € {(a, b).
Pokud plati:

fa Fodx = f Foodx,

kdy vysledkem je vlastni ¢islo, pak je vySe zminéna funkce f(x) integrovatelna na

intervalu (a, b):

Lbf(x)dx = Lbf(x)dx = jjf(x)dx.

, Bod, v nemz funkce f neni spojita, se nazyva bod nespojitosti funkce f. Bod, v némz
existuji vzajemné ruzné konecné limity funkce f zprava a zleva, se nazyva bod
nespojitosti prvaiho druhu funkce f. Bod, nespojitosti funkce f, v némz neexistuje asporn
jedna z jednostrannych limit, se nazyva bod nespojitosti druhého druhu. “®,, Funkce,
ktera ma v urcitém intervalu konecny pocet bodii nespojitosti jen prvniho druhu, se

nazyva po castech spojita na tomto intervalu a je v ném také integrovatelna. **®

8 Koresponduje s textem [2] str. 382, Poznamka. 7.1.
9 Koresponduje s textem [2] str. 383, Véta 7.1.
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2.1. Vlastnosti Riemannova urcitého integralu
Pro funkce f(x) a g(x) proménné x plati nasledujici vztahy, za predpokladu, ze

funkce f(x) a g(x) jsou integrovatelné v Riemannové smyslu na intervalu {(a, b).*°

L [[f0) F g(0)ldx = f; f(x)dx F [, g(x)dx;

2. f; cf(x)dx=c- f:f(x)dx, kde ¢ je konstanta;

3. [Sf()dx =[] f()dx + [ f(x)dx, kde a <b < c;

4. fabf(x)dx > 0, jestlize f(x) < 0 naintervalu (a, b) ;

5. f;f(x)dx > fabg(x)dx,jestliie f(x) = g(x) naintervale {(a, b).

6. m(b—a) < f;f(x)dx < M(b — a), kde m je infimum a M supremum;

7. [P f(dx = — [ f(x)dx.

., Rikame, Ze funkce F je primitivni funkci k funkci f na intervalu (a, b), jestlize
funkce F je spojitd na intervalu {a, b), F,(a) = f(a),F_(b) = f(b), aV kazdém bodé
intervalu (a, b) plati F'(x) = f(x).“1

., Ke kazdé funkci f, kterd je v uzaviceném intervalu {a, b) spojitd, existuje v tomto
intervalu alespon jedna takova funkce F, Ze je F'(x) = f(x) pro vSechna x € (a,b) .

Funkce F je spojitd v uzavieném intervalu {a, b) .**?

,,Jestlize funkce f je spojita na intervalu {(a, b) a F je libovolna primitivni funkce
f na intervalu (a, b) pak rozdil F(b) — F(a) nazyvame ,, Newtonovym** urcitym

integralem funkce fv mezich od a do b.“*3

., (Newtonova-Leibnizova véta, zvana také zakladni véta integralniho poctu).
Jestlize funkce f proménné x je spojitd na intervalu (a, b) a F je primitivni funkce

k funkci f na intervalu (a, b) pak plati:

b
f f(x)dx = F(b) — F(a)."*

10 Koresponduije s textem [2] str. 383, Véta 7.3.
11 Totéz str. 384, Definice 7.3.

12 Totéz str. 384, Véta 7.6.

13 Totéz str. 384, Definice 7.4.

14 Totéz str. 384, Véta 7.7.
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2.2.Matematicka aplikace integralniho poctu

Délka krivky
Uvazujeme-li spojitou funkci f(x), ktera je definovana na uzavieném intervalu
x € {a, b), a pro funkci f(x) existuje spojita derivace, pak délku kiivky (funkce) f(x)

vypocteme:

b
[ = f J1T (F o),

kde f’(x) znaci derivaci funkce f(x) al je délka kiivky na intervalu {a, b). Vzorec lze

upravit i pro piipad, Ze funkce bude zadana parametricky.

Obsah obrazce

Mame-li funkci f(x), ktera je Riemannovsky integrovatelna na intervalu: x €

(a, b) a je nezaporna, pak mizeme obsah obrazce vymezeného funkci f(x) definovat:

S = fbf(x)dx.

Je-li obsah obrazce vymezen vice funkcemi (podrobnéji probereme v nasledujici

kapitole), napt: g(x) a h(x), a plati: g(x) > h(x), pak plati:

b
5= f [9(x) — h(x)ldx.

I zde existuje mnoho podob téchto vzorci, napi: pro kiivky zadané parametricky.

Objem télesa

Objem rota¢niho télesa (kubatura télesa) je dal§i vyznamna aplikace, které se

budeme vénovat celou nésledujici kapitolu (kapitola 3).

15



2.3.Fyzikalni aplikace integralniho poctu
Integralni pocet se vyuziva napti¢ obory, my se nyni podivame do oblasti fyziky

a statiky na jeho vyuziti.

Pohyb
Uvazujme zrychleny pohyb, kde a(t) je zrychleni v ¢ase t, a je-li v, pocate¢ni

rychlost v Case t, tak po ¢asovém intervalu At je rychlost v(t) urcena vztahem:
t

v(t) = vy + ja(t)dt, t € (ty, t).15

to
Dale v(t) je rychlost pfimoc¢arého pohybu v Case t, kde t € (t,, t), dojde ke zméné

drahy v Case t. Je-li sy pocateéni draha v Case t tak plati:
t

s(t) =so + Jv(t)dt, t € (ty, t).16

to

Tézisté
Predpokladejme, Ze mame téleso v homogennim tthovém poli a budeme

vvvvvvvv

2%

olovnice. T¢zisté je bod télesa, kde moment vysledné tihové sily k libovolné ose je

roven souctu momentd jednotlivych sil vzhledem k ose.

m1x1 + mzxz + e + mnxn

Xt = 17

m1+m2 + +mn
Analogicky plati pfedchozi vztah i pro ostatni osy. Pokud vSak pracujeme s té€lesem,

které je ze spojité rozlozené latky, pak vztah piepiseme na tvar kiivkovych®® integrali:

AU T ST Y
fmdm prdV fV dav 7

15 Koresponduje s textem [6] str. 14
16 Totéz

17 Koresponduje s textem [6] str. 24
18 K prostudovani v textu [7] str. 16
19 Koresponduje s textem [6] str. 24
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Opét 1ze psat i pro zbyvajici osy. Musime si uvédomit, ze jsme dm = p dV. Kde p je
hustota latky a dV je objemovy element hmotnostniho elementu dm. Vztahy vyse

uvedené lze pouzit i pro homogenni plochy nebo jednorozmérné ttvary.

Momenty setrvacnosti

Moment setrvacnosti télesa je jinymi slovy otaceni kolem osy. Jiz ze sttedni

n
_ E 2
=) myry,
=1

kde r; je vzdalenost stfedu o hmotnosti m; od osy otaceni. Opét je-li latka spojita plati

Skoly mame zaveden soucet:

vztah:

= jrzdm=jpr2dV,20
m v

kde jsme opét element hmotnosti vyjadrili jako: dm = p dV. Situaci ulehcuje

Steinerova véta: | = J, + mr?, kde a je vzdélenost od osy jsouci t&zistém a J, je

vvvvv

Prace
Ze zékladni Skoly vime, Ze za praci miZeme povaZovat nasledujici pohyb télesa.
Uvazujme krychli, o kterou se zapteme a budeme ji silou pohybovat po podlaze. Nase
silové ptisobeni F bude konstantni, ale poloha krychle se béhem doby posunu zméni z
s1 = S,. Dostaneme nam jiz zndmy vztah, ktery si piepiSeme do diferencialniho tvaru:
Sz
W=F- J ds = F(sy, —sq).21

S1

20 Koresponduje s textem [6] str. 28
21 Koresponduje s textem [6] str. 22

17



3. Objem rotacnich téles

Budeme pracovat s kiivkami, které budou dany riznymi typy piedpisi (viz nize)
a budeme pocitat objem télesa vzniklého rotaci plochy. Chceme-li zjistit objem télesa,
ktery vznikne rotaci plochy kolem osy X, musime nejprve v rovin¢ XY omezit nasi
funkci y = f(x) na intervale (a, b) pfimkami tak, Ze plocha, ktera bude rotovat kolem
0sy x bude ohranic¢ena ptimkami: x = a,x = b,y = 0 anasi funkci y = f(x) viz Obr.
¢. 3 (zluta plocha). V této praci budeme zpracovavat postupy pro vypocet objemi téles
zadané jako funkce f(x) a nechame je rotovat kolem kartézskych os.

vv

+

y=J(x)

N

Obrazek 3: Funkce f(x) v roviné XY [8]

L8]

Obrdzek 4: Funkce f(x) rotovala kolem osy x [8]
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Na Obr. ¢ 3 vidime funkci y = f(x) V roviné XY. Zlutou plochu ohrani¢enou
grafem funkce y = f(x), osou x a rovnobézkami s 0sou y v bodech a, b nechame
rotovat kolem osy x, viz Obr. ¢. 4. Dostaneme tak téleso, které je na obrazku vyznaceno
zelenou barvou. Pokud se blize podivame, téleso l1ze rozd¢lit na koneny pocet n valci
tloustky (vysky) Ax;. Jde o kruhovou podstavu s tloustku (vyskou) Ax;. Objem celého

tlesa si tedy lze predstavit, 1épe feceno piiblizit jako:?2

n n
V=~ ZAVi = anz(x)Axi.
i=1 i=1

Pron - oo a Ax; — 0 pfedeme na tvar:

b
V= 7Tf[f(x)]2 dx.

3.1.Zadani v kartézskych souradnicich
Objem rota¢niho télesa V vznikne rotaci plochy kolem jedné kartézské osy.
Plocha, ktera rotuje kolem osy napt: x je ohraniena pfimkami: x = a,x = b,y =0a

funkci y = f(x) viz Obr. ¢. 3 (Zluta plocha), objem télesa vypocteme jako:
b

V= 7rf[f(x)]2 dx.

a

1x)

g(x)

Obrdzek 5: Vymezeni plochy funkcemi f (x) a g(x)

22 Koresponduje s textem [8] kapitola: 3.3, str. 170.
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Mg¢jme dvé funkce f(x) a g(x) Obr.¢.5. vymezeny na oblasti R. Obé¢ funkce, necht’
jsou definované v celé roviné R? a necht’ funkce f (x) omezuje oblast R shora a funkce
g(x) omezuje oblast R zdola na intervalu x € {a, b), f(x) > g(x). Rotaci, této

ohranicené plochy kolem kartézské osy x dostaneme objem télesa:
b b b

Ven f [FCoPdx — f g2 dx = n f FOP - [g(0)]2dx. 23

a a a

3.2.Zadani pomoci kfivky dané parametricky

Objem rotacniho télesa V, ktery vznikne z kiivek zadanych parametricky x =
),y =v¢(), () =0,y (t) #0,Y(t) =0,¢0(t) # 0t € (a, b) kolem jedné z 0s.
A dale necht plati: ¢(a) = x;,¥(b) = x,, vypocitame?*:

Ve

b

. f W2lo'lde.
a
b

V= [ ohylde

a

3.3.Zadani v polarnich souradnicich
Objem rota¢niho obrazce, ktery je zadan pomoci pruvodice r a uhlu 8 a rotuje
kolem osy x resp. osy y lze vypocist tak, Ze pouzijeme piedpis rovnic, které jsou

uvedeny v polarnich soutadnicich (vyuzivaji nasich novych neznamych). Uvazujeme

r=£(6) kde [0 <6, <0 <6, <] respektive [-Z< 6, <0 <0, <]

Rotace kolem osy x:

)
; dr
V,=m J r? - sin?@ - (@ cos(0) —r- sin(@)) de.2s
01
Rotace kolem osy y:
02
dr
V,=m f r? - cos?0 - <@ sin(0) + - cos(H)) de. 26
01

B K prostudovani v textu [8] kapitola 3.1, str. 147
24 Koresponduje s textem [8] kapitola 3.1, str. 149
%5 Koresponduje s textem [1] str. 90

%6 Totéz
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4. Sbirka reSenych prikladi ,,Objemy rotacnich téles*

4.1.Zadani pomoci krivek v kartézskych souradnicich

4.1.1. Priklad ¢. 1

Vypocitejte objem télesa, které vznikne rotaci plochy ohrani¢ené kiivkami:

f(x) =2—x?ag(x) =1kolem osy x, viz Obr.c.6.

Obrdzek 6: Plocha vymezend funkci f (x)a g(x)

Budeme hledat priseciky, tedy body, v nichZ se funkce protinaji:

flx) =gx)
2—-x2=1
—x?=-1
x==1

Priseciky vySly x = £1, toho si Ize pov§imnou i na Obr.¢.6. Objem spocteme

nasledovné:

1

V=7rJ((Z—xz)z—lz)dxznJ(4—4x2+x4—1)dx=

-1
1

-1

4x

3

= f(3—4x2+x4)dx=nl

-1

3x ———+

3

~ [3 4.1, 4+1]_56
T 375/ T 15"

3 5

21
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4.1.2. Priklad €. 2

Vypocitejte objem télesa, které vznikne rotaci plochy ohrani¢ené kiivkami:

f(x):y=1—x%a g(x):y = x? kolem osy x, viz Obr.¢.7. [9].

04t

Obrazek 7: Plocha vymezend dvéma parabolami
Nacrtneme kiivky a ur¢ime priseciky obou funkei, tzn. priseciky ziskdme tak, Ze si

budou funkce rovny.

1 V2
f(x):g(x)ﬁl—xz=x2—>1=2x2—>x2:§—>x:i7_

Dostavame dva pruseciky, coz se vidét i na Obr.¢.7. Z obrazku je také vidét, ze

plati: f(x) > g(x), tedy od funkce f(x)budeme odec¢itat funkci g(x). UZitim vlastnosti
integralniho poétu, a vztahu V =« f:[f(x)]zdx -7 f; [g(x)]? dx z kapitoly: 3.1.
(Zadani v kartézskych soutadnicich) vypocteme objem nésledovné:

V2 V2

V=m j((l—xz)z— (x»))dx =n f(1—2x2+x4—x4)dx=
V2 V2

2 2
7 o
2x°| 2
= 1—2x3)dx = -—— _=
nj( x“)dx ﬂlx 3| 2
_V2 2
2
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4.1.3. Priklad ¢. 3

Vypocitejte objem télesa, které vznikne rotaci plochy ohranicené kiivkami:

2
x=0,x=5y=0y =x7+2,y = —x + 6 kolem osy x, viz Obr.¢.8.

Obrdzek 8: Plocha vymezend parabolou a klesajici primkou

Musime uvazit slozitost obrazce, ktery vznikl a rozd¢lil si jej na vice ¢asti. K tomu
vyuzijeme omezenosti obrazce na intervalu x € (0; 5). Porovname funkce: y = %2 + 2,
y = —x + 6 a ziskame priseéik té€chto funkci v bodé P = [2; 4]. Timto bodem vedeme
kolmici k ose x, viz Obr.¢.8, a tim si obrazec rozdé€lime na dvé ¢asti (vyuziti vlastnosti
integralniho poc€tu, viz. kap. 2.1. Vlastnosti Riemannova ur¢itého integralu). Ziskame
tak dve plochy, s nimiz budeme pracovat. Budeme tedy pocitat dva rizné objemy pro
rizné ¢asti naseho télesa v riznych intervalech, které nakonec secteme a ziskame

pozadovany objem.
4 5 3

2 2
V—fx2+22d—fx+22+4d—x+2x+42—
1 =T 2 X =T 7 X x—77.‘20 3 xO—
0 0

~ 25+2-23Jr42 ~ (32+16+8)_224
—™\20" 73 BEAVIREE ~ 15 "
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5 5
VZ=rtf(—x+6)2dx=7tf(x2—12x+36)dx=
2 2

3 5
x
= nl?— 6x% + 36xl

125 8
=T 7—150+180—<§—24+72) = 21m.
2

224 539
V:V1+V2 :1—57T+217T:E7T.

4.1.4. Priklad ¢. 4

Vypocitejte objem télesa, které vznikne rotaci plochy ohranicené kiivkami:

y=x*+2,x=-2, x =2,y = 0 kolem osy x, viz Obr.¢.9.

201

o
i
[
.
i
b
[T
4=
A
[ .

Obrdzek 9: Plocha vymezend parabolou a tfremi pfimkami
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Vzhledem k tomu, Ze se jedna o funkce (plochu télesa), které jsou soumérné podle osy
¥, lze pro zjednoduseni pocitat jen objem poloviny vzniklého obrazce. Budeme tedy
uvazovat interval x = (0; 2), protoze pruseéiky funkci jsou P; = [2; 18] a P, =

[—2; 18]. Pro polovinu objemu obrazce bude platit:

2 2

1

EVznf(x4+2)2dx=7tf(x8+4x4+4)dx:
0 0

= R 4 = —_ [ _—
T + + 4x T 45

5 9 5

X% 4x5 r 512 128 4072
at ]— -

Vzhledem k tomu, Ze jsme si pov§imli symetrie a pocitali jen polovinu objemu télesa
v kladné casti kartézského soufadného systému, musime nyni pfipocist i druhou ¢ast
objemu.

1 v 4072 v 8144

— = — - = —1T.

2’ " a5 " 45
V je nés vysledny objem, ktery jsme hledali.

4.1.5. Priklad ¢. §

Vypocitejte objem télesa, které vznikne rotaci plochy ohrani¢ené kiivkami:
y=x—1,y=—x+9,y=-2x+ 11,y = 2x —4 ax = 0 kolem osy y, viz Obr.¢.10.

104

ot
—

-
[
-

Obrazek 10: Plocha vymezena péti ptimkami (viz zadéani)
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Vzhledem k slozitosti obrazce, kdy je obrazec vytvoren ze Ctyf ¢asti riznych funkci
(riznych pfimek), musime nejprve stanovit intervaly, jejich kone¢né body budou body,

kde budou mit nase funkce priiseciky:
x—1=2x—-4-2x—x=-1+4->x=3=>P, =3;2]
—2x+11=2x—4-2x+2x=11+4->x=3,75=>P, = [3,75; 3,5]
—X+9=-2x+11->—x+2x=11-9->x=2=>P; =[2;7]

Stanovili jsem praseciky a z nich intervaly: y = (—1;0),y = (0;2),y = (2;3,5),y =
(3,5;7),y = (7;9). Nyni si musime uvédomit, ze pokud rotujeme kolem osy y, musime
pocitat s proménna y nikoliv x. Ve vypoctu se objevi absolutni hodnota, protoze ¢ast
plochy, ktera bude rotovat je pod osou x (objem této ¢asti by byl zaporny). Objem

obrazce vypocitdme nasledovné:

9 7 3,5
11 — y\? + 4,2
Vznf(g_y)zdﬁj( zy) dy+](yz )dy
7 3,5 2

2 0
+ f(y + 1)3dy + f(y + D2dy|| =
0 1

3,5

=1 ](y — 18y + 81)dy + — J(y — 22y +121)dy + - f(y + 8y + 16)dy

+f(y2+2y+1)dy+ f(y2+2y+1)dy =
0

[ 18y? 9+ y 3 22y2+121y7 L2, 8y, 16y 35
- 3 2 12 8 4 12 8 4
7 3 2
2 0
y3  2y* y3  2y*
+l3+2+l+[3+2+ 3
~ [ 2863 549 42 26, ] 2815
T3 32 3 T
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U tohohle ptikladu si musime dat pozor na meze v nichz pocitdme objem jednotlivych
¢asti obrazce a uvédomit si, ze plocha vznikla z téchto funkci rotuje kolem osy y. Aby
nedoslo ke spleteni si intervald, s nimiz budeme pocitat. Pojd'me si v dalsim ptikladé

ukazat situaci, co by se stalo, kdybychom uvazovali rotaci obrazce kolem osy x.

4.1.6. Priklad ¢. 6

Vypocitejte objem télesa, které vznikne rotaci plochy ohrani¢ené kiivkami:
y=x—1y=—x+9,y=-2x+11,y=2x—4,y =0ax = 0 kolem osy x, viz
Obr.c.11.

10

]

e
=%
b

Obrdzek 11: Plocha vymezend Sesti prfimkami (viz zaddni)

Z ptedchoziho piikladu ¢. 5 mame spocteny priseéiky kiivek: P, = [3; 2], P, =
[3,75;3,5], P; = [2;7]. Z pruseciki si stanovime intervaly, tzn. obrazec rozdélime na
Casti a ty budeme jednotlivé integrovat. Intervaly: x = (0; 2), y = (2; 3,75). Dale si

muzeme vSimnout, ze se plocha zmensila, chybi mala ¢ast ploSky pod osou x.
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2 2

V=mn f(—x +9)2dx — f(x —1)%dx
0 1
3,75 3,75 3

+ f (—2x+11)2dx—f (2x—4)2dx—f(x—1)2dx =

2 2
=7Tlf(x2—18x+81)dx—](x2—2x+1)dx
0 1

3,75 3,75

+ j (4x% — 44x + 121) — j (4x% — 16x + 16)dx
2 3

3
—j(x2—2x+1)dx =
2

3 x3  18x? 81 2 [x3 2x2 i1 2 [4x3  44x2 121 375
R x 3 2 3 2 x
0 1 3
4x3  16x2 375 Tx3 2x2 3
—|=- 16x| —|=-Z—+1x| |=
3 > + xL 3 > + xL

386 2 2401 93 71 1359

=n|—5—-s+—5———3|=—7F—T

3 3+48 16 3] 8

Pokud se nyni podivame na vysledek z ptikladu ¢.5 a ptikladu €.6, uvidime, ze 1 kdyz je
plocha obou obrazct stejna, tak objemy se zménily. Zménily se z ditvodl oto¢eni kolem

jiné kartézské osy.
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4.1.7. Priklad ¢. 7

Vypocitejte objem télesa, které vznikne rotaci plochy ohrani¢ené kiivkami:
f(x) =sinx, g(x) = sinx - sin(x — 2) kolem osy x na intervale x € (0, ), viz
Obr.c.12.

Obrdzek 12: Plocha vymezend funkci f(x) a g(x)

Interval x € (0, ) ndm uréuje plochu, kterou nechame rotovat. Pro zjednoduseni

vypocétu budeme pracovat s intervaly: x € (0,2), x € (2, ), viz Obr.¢.12.

]=

Pro zjednoduseni a ptehlednost textu budeme kazdy z integralti pocitat zv1ast™:

T

J(sin x)? dx —

0

T

J(sinx -sin(x — 2))?%dx

2

V=m

T

T
. 2 : . u=sinx u =cosx
sinx)“dx = sinx)(sinx)|dx =", . |
J( ) j[( ) )] v =sinx v =-—cosx
0 0

[
= —sinx -cosx—f(—cosx ~cosx)dx =
0

s
= —sinx - cosx+f(cosx)2dx =
0

Vi3
= —sinx-cosx+J(1 — (sinx)%2dx =

0
T

s
—sinx-cosx+f1dx—f(sinx)2 =
0 0
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V3 V3
Z-J.(sinx)zdxz—sinx-cosx+f1dx=—sinx-cosx+[x]’§=
0 0

NI

Dalsi cast integralu:

s

f sin?(x) - sin?(x — 2) dx
2

f(l —cos?(x)) - (1 — cos?(x — 2))dx
2

s
f 1 — cos?(x) — cos?(x — 2) + cos?(x) cos?(x — 2) dx
2

Lze rozdélit na soucet integrali:

T T s i

jldx— j cos?(x) dx —fcosz(x—Z) dx+jcosz(x) cos?(x —2) dx

2 2 2 2

Tyhle integraly budeme kazdy pocitat zvlast’

TL'
fldxz[x]’ztzn—z
2

s TL'

f cos?(x) dx = f <% cos(2x) + %) dx = %Zf(cos(Zx))dx + %Zf 1dx =

2 2

= |dS = 2x | — %J(cos(s))ds + %J(l)du _ ISin(S)[ 4 [f]’; _ lsin(Zx)[ N [;]Z

s=2dx 4 2 4

= B (x + sin(x) cos (x))]n = %(—4 + 21 — sin (4)).

200 _|lu=2—-x|_ _ 2 _ 1 1 _
ICOS (x—2) dx_|du:—dx_ fcos (w) du = f(zcos(Zu)+2>du—
2 0 0

__1f 2u))d 17T1d—S=2“—1ﬂ d lﬂld—
__EJ(COS( u)) u+§f u_|ds=2du|__ZJ(COS(S))S_EJ()u_
2 2 2 2
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_ lsm(s)l [2] [sm(Zu)

x—2 B <sin(2(2 — x)))

[2] [sin(2(24 —~ x)))[ ~ [2 -

= |+

2 4

)l = %(—4 + 2w — sin (4)).
2

f cos?(x) cos?(x —2) dx =
2

= % [4(2x — sin(4 — 2x) + sin(2x) + x - cos(4)) — sin(4 — 4x)]%

= 3i2 [4(2m — sin(4 — 2m) + sin(2m) + 7 - cos(4)) — sin(4 — 4m)]

312 [4(4 — sin(4) + 2 - cos (4)) —sin(—4)] =
1
= 1—6(2(7'[ —2)(2 - cos (4)) — 5 -sin (4)).
Dosadime do vyjadieni druhého integralu:
w

f sin?(x) - sin?(x — 2) dx| =
2

= <n -2 - % (=4 + 2m —sin(4)) — % (—4 + 2w —sin(4))
+ % (2(mr—2)(2-cos (4)) — 5-sin (4))) =

1
=== (3 sin(4) + 2+ (m ~ 2)(2 " cos (4))).

Dosadime zpét do piedpisu pro vypocet objemu télesa:

— [_ - (3 sin(4) + 2+ (r — 2)(2 - cos (4)))]

U prikladu jsme si ¢astecné pomahali matematickym programe WolframAlpha, protoze

priklad je obtizny.
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4.1.8. Priklad ¢. 8

Vypocitejte objem télesa, které vznikne rotaci plochy ohrani¢ené kiivkami:
y =x-sin(x),y = —x + @,y = 0,x = 0 kolem osy x na intervale x € (0, ), viz
Obr.c.13.

05

Obrdzek 13: Plocha vymezend sinusovkou a pfimkou

Nejdiive musime urcit body, v nichz budou funkce nabyvat stejnych hodnot. Vime, ze

téleso bude rotovat v intervalu x € (0, 7). Pokud porovname ob¢ funkce, abychom zjistili
pruseciky téchto funkci, dosp&jeme k bodu: P = E, g], pomoci tohoto bodu (Iépe
feCeno: pomoci vlastnosti integralniho poctu) si vypocet rozdélime na dvé ¢asti.

T

2

V=m J(—x + m)?dx + J(x -sin(x))? dx

0

2
T
s 2

=7 f(x2 —2mx + w?)dx + f(x2 -sin?(x))dx | =
n 0

2

Vypocitdm prvni integral:

x3 ol 3 S 3
=|z-mx?+xn?| =5 —-n-nP+nnt - |- —+-w )| =—
[3 3 T T\g3 T2 "

£
2
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U druhého integralu nejprve vyuzijeme goniometrické funkce a nasledné pouzijeme

metodu ,, per partes “:

Nlb—\

f(xz (1 — cos(2x)))dx = f(x2 — x2cos(2x))dx =

N =

f(x2 -sin?(x))dx =

TL’

T
2
1 1 u = x2 u = 2x
— 2 — 2 = =
=3 f(x )dx fx cos(2x) |v' = cos(2x) v = sin(x) cos (x)
0 0

Pozor! VVztah: sin(x) cos (x) lze pfepsat na tvar: %sin(Zx).
Y v
2 2

L 4
- %f(xz)dx —% [%xz : sin(Zx)]Z - f(x-sin(Zx))dx =
5 0

5],

A

NI:I

T 2
_ Exz . sin(Zx)]z + %f(x - sin(2x))dx =
0

T
1 7 u=x u =1
— « qQj = 1
5 J(x sin(2x))dx v = sin(2x) v= —cos (2x)
0
I L) %
312 1 2 1
=[5 - [3x s +5 [—x-—cos<2x)] f cos(2x) dx | =
6| L4 0o 2
0
T %
BP o, z2 1 g 1
=<l - [Zx -sm(Zx)] _Z[ - cos(2x)]5 + chos(Zx) dx =
L~ 1 0
o E T O
_ x312 [1 . . @ )]7 1[ (2 )72T [ (2 )]
= g X" sin(2x N cos(2x)]? 2sm x
_m P (6 +m2).
“ag T 4 "

Nesmime zapomenout dosadit zpét do rovnice pro vypocet objemu, nebot’ jsme pro
zjednoduSeni vypoctu pocitali kazdy integral zvlast. Vysledny objem:

3 4 7'[2

V= 7T+1(6+2) i
24 48" T T 16T g
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4.1.9. Priklad ¢. 9

Vypocitejte objem télesa, které vznikne rotaci plochy ohranicené kiivkami:

x?+y? =4,y = x? — 2 kolem osy y, viz Obr.¢.14.

Obrdzek 14: Plocha vymezend kruZnici a parabolou

Jestlize bude téleso rotovat kolem osy y, musime si nejprve stanovit interval v némz
se plocha télesa bude nachazet a nasledné si interval rozdélit na podintervaly, abychom
si yjasnili odkud kam nam dané funkce urcuji onu rotujici plochu. Podintervaly se urci
pomoci prusec¢ikt zadanych funkci. Plocha bude rotovat v intervalu: y = (—2; 2).
nejprve uréime priseéiky tak, Ze za jednu z proménnych: x2 + y? = 4 dosadime: y =
x%—2.
x2+(xz—2)2 =4
X2+ xt—4x’ +4 =14
x*—3x2=0

x*(x*—=3)=0

Rovnice ma na mnoziné komplexnich ¢isel celkem tii FeSeni: P; = [0; —2], P, =
[\/§ ; 1], P; = [V—3; 1], pomoci téchto zjisténych bodu Ize jiz snadno urcit podintervaly:
y =(=2;1),y = (1; 2), které vyzijeme pfi integraci.
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2 1 0
Vznlf\/4—y2dy+f,/y+2dy+ f,/y+2dy =
1 0

-2

Vypocet objemu si rozdélime na tfi ¢asti, z divodu piehlednosti a budeme kazdy

integral pocitat zvlast’ (zadny jiny divod to nema):

2 2

—— . _| y=2-sin(w) ‘_ J ) _
f\/4 y dy_‘dyzZ-cos(u)du =2 | 2-cos*(u)du =
1

1

2 2

=2 f 2-cos?(u)du = 4f cos?(uw)du = 4j (%cos(Zu) +%> du =

1 1

2 2 2 2
=2 1f(cos(Zu))du +2 !(1)du = |dsS: 22L(;u| = I(cos(s))ds +2 I(l)du =

2
= sin(s) + Zf 1 du = sin(s) + 2u =sin(2u) + 2u = 2u + 2 sin(u) cos(u) =
1

= 2u + 2sin(u)+/1 — sin?(u) =

Na zacatku vypoctu jsme si zavedli substituci, z ni ted’ vyjadiime proménnou u jako:

u = sin™?! (%)

A dosadime zpét do rovnice a nesmime zapomenout na meze:

= 2u + 2sin(u)+/1 — sin?(u) = 2 - sin™? (%) +y- Jl — sin? (sin‘1 (g)) =

=[o-smt B)] + |- E‘= 2-si ()], + y'ﬁ ‘ )

2

= [2 -sin™! (%) ]j + [y %WL =2-sin7?! (;) — (2 -sin™?! G) +%\/§) =
T V3 2 V3
=T33 =3



Nyni vypocteme dalsi integral v potadi. Vypocet bude stejny i pro posledni integral:

1

[ 23] [ (], - o] -
0

0

R P R R RN S}

Pro posledni integral dostaneme:

4
==V2
3\/—

| [l - oo |- B
-2

Dosadime zpét do ptedpisu pro vypocet objemu télesa:

3V3
—TT.

2 3
V—n[ >

4 4 2 3v3| 2
- —— —_— - = — — | =—72
37I > + 2V3 3V2+3VZl n[3n+ > l 37'[ +

Poznamka:

Vzdy pokud mate za kol spocitat objem télesa, které rotuje kolem osy v, je
dalezité si uvédomit, Ze proménna y se musi vyskytovat v nasi funkci, kterou budeme
integrovat, tzn. mame-li napsano ¢emu je rovna proménna Yy, pak musime tvar funkce

upravit tak, aby proménna y byla nezavislou proménou.
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4.2.Zadani pomoci kiivek danych parametricky
4.2.1. Piiklad €. 1

Vypocitejte objem télesa, které vznikne rotaci plochy ohrani¢ené kiivkami:

x=a-sin® (t)ay = b-cos3(t),t € (0,2m), kolem osy x, viz Obr.¢.15. [9]

Obrdzek 15: Plocha dané funkce kde a = 3,b = 2.

Plocha, ktera vznikla po vykresleni funkci je soumérna podle osy x a y, vzhledem
k tomu budeme plochu rotovat kolem osy x. Pro zjednoduseni vypoctu budeme pocitat

jen polovinu objemu a na zavér vypocteny objem vynasobime dvéma.

N| =

7
V= nj b - cos3(t)]? - 3a - sin?(t) - cos(t) dt =
0

n
2

= 3ab2ﬂf cos’(t) - sin?(t) dt =
0

Zavedeme substituci a cosinu si rozepiSeme:

sin(t) = z
cos(t)dt = dz '
z; =sin(0) =0 = 3ab2ﬂf z% - (1 —z%)3dt =
T
Z, = sin (E) =1 0
1 1
= 3ab27tf z%2 - (1 —32z% +3z* —z%)dz = 3ab27tf(z2 —3z% +32% — z8)dz =
0 0
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23 375 3727 291 1 3 3 1

_ 2 |2 _ 2% 2% 2| 2|2 _2 .2 _ 2|
—3ab7t3 5+7 90 3ab7r3 5+7 9
_ 3gD? 16 b2 16
— a5 T Y 05
Celkovy objem tedy je:
- 32 b2
“105 "

4.2.2. Priklad ¢. 2
Vypocitejte objem télesa, které vznikne rotaci plochy ohrani¢ené kiivkami:

x=6+7cos(t),y =4+ 3sin(t),t € (0,2m) kolem osy y, viz Obr.c.16.

Nejprve se na funkce musime podivat a vyjadtit si proménnou ¢:

x . y
cos(t) = — sin(t) = —3

Budeme-li uvazovat sou¢et proménné t umocnéné na druhou dostaneme dle vzorce, Ze
jejich soucet je roven jedné:

cos?(t) + sin?(t) = 1,
po dosazeni zpét do proménnych x a y plati rovnice:

(59) +5)

2

=1.

Ziskali jsme obecnou rovnici pro elipsu, se sttedem v bodé S = [6,4] a velikost hlavni

poloosy a = 7, vedlejsi b = 3, viz Obr.¢.16.
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Obrdzek 16: Plocha vymezend elipsou

Parametrické vyjadieni je k(t) = [6 + 7 cos(t),4 + 3sin(t)],t € (0,2m). Nyni
budeme hledat pruseciky, a téleso pak nechame rotovat kolem osy y.
Pro y = 0 pak zjistime, ze pruseéiky s 0S0U x neexistuji. Pro x = 0 dostaneme dva

28+3v13

kotfeny: y = . Z rovnice si vyjadiime proménnou x a uréime meze.

x=\/49-<1—%)+6.

ProtoZe elipsa je soumérna podle ptimky y = 4 miZeme objem spocitat jako

dvojnasobek objemu télesa vzniklého rotaci na mezich y € (4,7).

2

1 NPk _
EV—T[!|:\]4-9 <1—T>+6 dy—

fl/<_)d

49y3  196y? 19y 4—y
=m|- —14(4 — y)J/—y2 +8 —7———126"1<—) =
n[ =7 + 3 ( V) —y?+ 8y 3 sin 3

_|ly—-4=z
T ldy=dz

1
EV = m(206 + 63m).

Objem celého télesa je tedy:
V = 4121 + 126712,
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4.2.3. Priklad ¢. 3

Vypocitejte objem télesa, které vznikne rotaci plochy ohrani¢ené kiivkami:
x =6+ 7cos(t),y =4+ 3sin(t),t € (0,2m) kolem osy y, viz Obr.¢.16. Tentokrat
rovnice neprevadéjte na kartézsky tvar, ale pocitejte s parametrickym piedpisem.

V=m|[6+7cos(t)]? (3cos(t))dt =

N| =

=3m | [6 + 7 cos(t)]? - cos(t) dt =

f
[

s
2

= 37Tf[49 cos3(t) + 84 cos?(t) + 36 cos (t)] dt =
0

[84 cos?(t)] dt + 3w | [36 cos (b)] dt| =

O\NI:‘
o — iy

Y
2

=3m f [49 cos®(t)] dt +
0

T

=3m [g (9sin(t) + sin (3t)) + 42(t + sin(t) cos (t)) + 36 sin (t)]2 =
0

873 49 z
= [12671 + <" sin(t) + 63w sin(2t) + 7 sin(3t)] =
0

1
EV = (206 + 63m).

Objem celého télesa je tedy:
V = 4121 + 12672,
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4.2.4. Priklad ¢. 4
Vypocitejte objem télesa, které vznikne rotaci plochy ohranicené kiivkami:
x = a(t —sin(t)), y = a(1 — cos(t)),proa > 0at € (0, 2m) kolem osy x, viz
Obr.c.17.

i

"
—4

Obrazek 17: Plocha proa = 1

Na Obr.¢.17 je obrazek funkci, pro a = 1, vypocet objemu je roven:

2T
V= nf [a(1 — cos(t))]? - a(1 — cos(t))dt =
0

= a3nf [(1 —cos(t)]3dt =
0

21

= a3nf (—cos3(t) + 3cos?(t) — 3 cos(t) + 1) dt =
0

21

1
=adnm [E (30t — 45sin(t) + 9sin(2t) — sin (3t))| =
0

V = 5m%a3.
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4.2.5. Priklad ¢. §

Vypocitejte objem télesa, které vznikne rotaci plochy ohrani¢ené kiivkami:

2 t3 . .
x=t,y=t——,t€ (0,+/3), kolem osy x, viz Obr.¢.18.

Obrdzek 18: Plocha funkce pro ,t € (0,v3)

Vzhledem k obrazku je nam jasné, Ze objekt je podle osy x soumérny, vypocet je
nasledujici:

V3
4 2
”[4 18" 72t

1 4 2 6 1 8
=m(5V3 -5V +5oVT) =
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4.2.6. Priklad ¢. 6

Vypocitejte objem télesa, které vznikne rotaci plochy ohrani¢ené kiivkami:

x =t?—1,y = t3, pfimkami y = 0,x = 3 kolem osy x, viz Obr.¢.19.

e

24

Obrazek 19: Plocha vymezend funkcemi pro t € (—2,2).

Tim, Ze je nase plocha omezena pifimkami x = 3 a y = 0, lze dopocitat parametr t pro
nasi vySrafovanou plochu. Parametr pro plochu je na intervale t € (0,2).

Objem vypocteme jako:

2 2
V= nf(t3)2 - (2t) dt = nf2t7dt =
0 0

gl
=n|—| = 64mn.
4 0
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4.2.7. Priklad ¢. 7

Vypocitejte objem télesa, které vznikne rotaci plochy ohrani¢ené kiivkami:
T T

o 2), kolem osy y, viz Obr.¢.20.

x =cos(t) +Intg (%) ,y = sin(t), kde t € (

K vypoctu vyuzijte matematicky program: WolframAlpha s ptikazem ,, integrate .

Obrazek 20: Plocha vymezend funkci

n

2
l
18

Icos3(t) + 2-cos?(t) - In <tg (%)) + In? <tg (%)) . cos(t)l dt =

Vyuzijeme matematicky program: WolframAlpha. Do hledacku na strance programu

V=m

(cos(t) +In <tg (%))) cos(t) dt =

=T

ol A —— 15

zaddme predpis nasi integrace v tomto znéni:
(integrate (cos™3(t)+2*cos"2(t)*In(tg(t/2))+In"2(tg(t/2))*cos(t)) dt from pi/18 to pi/2),
ziskame vysledek:

_ 2862791
~ 1000000
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4.3.Zadani pomoci kfivek v polarnich souradnicich
4.3.1. Priklad ¢. 1
Vypocitejte objem télesa, které vznikne rotaci plochy ohrani¢ené kiivkami:
r(0) =1 — cos (0), kde r je privodi¢ zavisly na uhlu 8, a 6 je thel v intervale 6 €
(0, 9 kolem osy y. Na obr.¢.21 je zobrazena funkce r(6) na intervale 6 € (0,2m).

K vypoctu vyuzijte matematicky program: WolframAlpha s piikazem ,, integrate “ vice
Vv Ptiloze — prace s WolframAlpha.

154

Obrdzek 21: Funkce, kde 8 € (0; 2m), plocha na intervale 6 € (0,%)

0>

dr
V=m f r? - cos?0 - (d@ sin(@) + r - cos (9))
01

V= nj 1 — cos (8)]? - cos?0(sin(0) - sin(8) + [1 — cos (8)] - cos (8))dO =
0

- [ >0+ 22 sin (6) — X (29)+7 (30) — - sin(46) + —
=T1" 4 8 Sln 2 Sln 6 Sln 6 Sln 16

T

1 2 5
- sin(50) — 5% sin(60)| =2m — gnz.
0
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4.3.2. Priklad ¢. 2

Vypocitejte objem télesa, které vznikne rotaci plochy ohrani¢ené kiivkami:

r(6) = cos(26), kde 6 je thel v intervale 8 € <‘§'§> kolem osy y, viz Obr.¢.22.

K vypoctu vyuzijte matematicky program: WolframAlpha s piikazem ,, integrate .

Obrdzek 22: Funkce: r(8)na intervale 6 € (0,2m)a plocha kde 6 € (— % ; %)

Na Obr.¢.22. je zobrazena funkce: r(0) = cos(26), kde 8 € (0,2r) a plocha ¢asti

funkce na intervale 6 € (— %, g) na obrazku vyznaceno vySrafovanou ¢asti.

02
dr
V=m J r2 - cos?@ - (E sin(0) + r - cos (9)) do =
61

=T

cos2(26) - cos?8 - ([—2sin (26)] - sin(8) + cos(26) - sin (8))dO =

|
N INE]

_ l_ sin(8) sin(76) sin(96) B cos(36) B cos(560) B cos(76) B cos(96) z

8 * 112 * 144 48 80 224 288 | n
2

,_ 16
—637'[.
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4.3.3. Priklad ¢. 3

Vypocitejte objem télesa, které vznikne rotaci plochy ohrani¢ené kiivkami:
r(8) = /2 - cos2(26), kde 6 € (0; §> kolem osy x, Viz Obr.¢.23. K vypoctu vyuZijte

matematicky program: WolframAlpha s piikazem ,, integrate “.

. . 3 . _ 2 T
Obrdzek 23: Plocha vymezend funkci: r(0) = /2 - cos?(26), kde 6 € (0; 4).

0

: dr

V=m f r? - sin@ - <% cos(8) —r - sin (9)) do =
01

1
= nf[z - cos?(20)] - sin?0
0

. ([—zﬁ\/cosz(ze)) . tan(20)] - cos(8) — /2 - cos?(26) * sin (0)) do =

4

V= E (9\/5 - 16)7'[
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4.3.4. Priklad ¢. 4

Vypocitejte objem télesa, které vznikne rotaci plochy ohrani¢ené kiivkami:

r(8) =/2-e-cos (20) kde 8 € (—%,9 kolem osy y. [10] Ale Obr.¢.24. je

zobrazena funkce (8) = /2 - e - cos (26) kde 8 € (—m; 7). K vypodtu vyuZijte

matematicky program: WolframAlpha s ptikazem ,, integrate .

Obrdzek 24: Plocha vymezend-Bernoulliho lemniskdta

0
i dr
V=mn f r? - cos?0 - (@ sin(@) + r - cos (9)) do =
01

2
V2 -e-cos(28) -cos?6

V=mn

|
N e N

- (—2\/2_8 -y/cos? (26) - tan(26) - sin(8) + /2 - e - cos (26)
* COS (9)) do =

Vyuzijeme program WolframAlpha, s ptikazem ,, integrate “ pomoci néhoz dospéjeme k
vysledku:

[ _ 592367
~ 100000 "
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4.3.5. Priklad ¢. 5

Vypocitejte objem télesa, které vznikne rotaci plochy ohrani¢ené kiivkami:
r(6) = cos (g), kde 6 € (0, g) kolem osy x. K vypoctu vyuzijte matematicky program:

WolframAlpha s ptikazem ,, integrate . Ale Obr.¢.25. je funkce r(6) kde 6 € (0; ).

Obrdzek 25: Funkce r(6) kde 6 € (0; w)a vysrafovand plocha kde 6 € (0, g)

02
dr
V=m j r? - sin?@ - (E cos(8) —r - sin (9)) do =
01

= nfcos2 (€> - sin%@ - (—lsin (g) - cos(8) — cos (g) - sin (9)) do =
0

3 3
18 (26)
=T 32 COoS 3
+ > cos () + 57 cos(26)
32 CoS 3 24 Cos
1 (89) 1 (109> 1 (49)]§ -
32COS 3 32COS 3 96COS 0—
,_53
= 9% TT.
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4.3.6. Priklad ¢. 6
Vypocitejte objem télesa, které vznikne rotaci plochy ohrani¢ené kiivkami:
2
r(8) = cos 9? , kde 6 € (0;7) kolem osy x, viz Obr.¢.26. K vypottu vyuzijte

matematicky program: WolframAlpha s piikazem ,, integrate .

e e e e el el e el e el el el e e el e el el et el el el e el el el e e e e
oul aC el e e e e e e e e e el e e e el e e e e e e e S e el e e o e e e e

1 I | I |
0.2 04 0.6 08 1

o1
[

Obrdzek 26: Plocha vymezend funkci: r(6) kde 6 € (0; g)

6
L dr |
V=mn| r%sin?g- E-cos(@)—r-sm(@) do =
01
n
2 2
6* L 2 6* 6%\
=7tj cos | — +sin“@ [ —=0-sin | — |- cos(6) —cos | — |- sin(@) |db =
3 3 3 3
0
506008
~ 1000000 "
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4.3.7. Priklad ¢. 7

i

5 kiivkam

v

lochy ohranicené

1p
Obr

ikne rotaci

€ vzni

J4

w7

Vypocitejte objem télesa, kter

¢tu vyuzijte

27. K vypo

.C.

) kolem osy x, viz

T
2

)

L kded €0

= cos (sin(0))

r(6)

I3

tegrate

mn

WolframAlpha s ptikazem ,,

matematicky program

S

).

G funkcir, kde 6 € (0,’2—‘

Plocha vymezen

Obrazek 27

cos(@) —r - sin (9)) do

(dr
dée

20

- sin

2
) - sin%6@

1
cos (sin(6))

S

1
sin(0))

1

tan(sin (60)) cos (5 (@) cos

(9))d9 _

- sin

2 —
) cos (

(

248 969

100000
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4.3.8. Priklad ¢. 8

Vypocitejte objem télesa, které vznikne rotaci plochy ohrani¢ené kiivkami:
r(0) = cos?(0) —m, kde 6 € <_§; 0) kolem osy x, viz Obr.¢.28. K vypoétu vyuZijte

matematicky program: WolframAlpha s ptikazem ,, integrate .

isT

Obrdzek 28: Plocha vymezend funkci r(8) = cos?(8) — m.

02
dr
V=m j r? - sin?@ - (% cos(8) —r - sin (9)) do =
01

0
= j(cosz(e) —m)? - sin?@ - (=2 - sin(0) - cos?(8) — (cos*(6) — m) - sin (8))dO =

2

(=210(—9 + 42w — 8072 + 96m3) cos(B)
+140(2 + m)(3 — 12w + 167?) cos(30) — 84m (20w — 7) cos(56)

_ [ 1
~ " (26880
0
+ 15(281 — 9) cos(78) — 35 cos(99))] L=
2

S_Z 2 2, 2,
~21 5tT3® T3

52



Zavér

Touhle praci jsem si pfiblizil integralni pocet jedné readlné promeénné. Praci jsem
sepsal tak, Ze jiz v tvodu seznamuyji ¢tenafe s moznostmi vyuziti integralniho poc¢tu. Na
to pozdéji navazuji kapitoly matematickd/fyzikalni aplikace integralniho poctu.

Zacatek prace je vénovan seznameni se s integralnim poctem. Je zde zminén
Riemanntv urcity integral, vlastnosti integralniho poc¢tu, metoda substituce a metoda
per partes. V kapitole ,,Objem rotacnich téles* jsou uvedeny vzorce pro vypocet objemu
téles pro rizny prepis funkei. Hlavni naplni je studium integralnimu poctu a sestaveni
vlastni sbirky nazorné fesSenych ptiklada.

V praktické ¢asti prace se Ctenat setkava se sérii vypracovanych ptikladu.
Ptiklady maji riznou obtiZznost, aby se ¢tenai béhem samostudia zdokonalil v dané
problematice. Jsou zde kiivky zadané: parametricky, v polarnich soufadnicich a
Vv kartézskych soutadnicich. Kazda ze zminénych kapitol obsahuje hrstku nazorné
feSenych piikladu, které jsou dostatecné popsany, aby i méné zkuSeny ¢tenar dané
problematice alespoii trochu porozumél. Soucasti ptikladd jsou i obrazky funkei
(ktivek) a vySrafovanych ploch, které rotuji kolem os. Obrazky jsou vytvofeny
v programu Graph. Kromé programu Graph jsme vyuzili i online matematicky software
WolframAlpha, ktery jsme pouzivali k vypoctu obtiznych piikladi a ke kontrole nasich
vypoctl. Pii sestavovani sbirky ptiklada jsme zjistili, Ze ptiklady, které maji predpis
V polérnich soufadnicich jsme zvolili obtizné, nez jsme sami schopni spocitat, proto
jsme pfii jejich vypoctu vyuzili program WolframAlpha. Piiklady ze zbylych dvou
kapitol (kfivky v kartézskych soutadnicich a kiivky dané parametricky) pro nés nebyly
tak obtizné. Pfi uZiti programu jsme postupovali nasledovné: zadali jsme piikaz:

., integrate* a za ptikaz jsme napsali parametry (pfepis pro integraci, k némuz jsme
dospéli po dosazeni do vzorce pro vypocet objemu), a program pak rovnici vypocetl,
vice v Priloze — prace s WolframAlpha.

Hlavnim cilem prace bylo pfiblizit ¢tenafi integralni pocet jedné realné
proménné pro ruzné typy predpisii funkci a vysvétlit vypocet objemt téles vzniklych
zZ rotujicich ploch danych funkci. Déle jsme vypracovali vlastni sbirku nazorn¢ feSenych
ptikladd pro rtizné predpisy funkci, které ¢tenati pomohou pii samostudiu integralniho

poctu. Vytvorena sbirka celkem obsahuje 24 feSenych ptiklada.

53



Seznam pouzité literatury:

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

LAITOCHOVA, Jitka. MATEMATICKA ANALYZA 2: Integréini poéet. Olomouc,

2001, str.10. Univerzita Palackého v Olomouci.

JIRASEK, Frantisek a Josef BENDA. Matematika pro bakalafské studium. 1.
Praha: Ekopress, 2006, 506 s. ISBN 80-869-2902-7.

HAJTMAR, Jaroslav. Integralni pocet: Urcity integral — zavedeni pojmu [online].
In: s. 16 [cit. 2021-03-14]. Dostupné z:
https://qyza.cz/storage/dum/VY_ 32 INOVACE MO0309.pdf

Riemanndv integral: Konstrukce dolniho a horniho souctu. In: Studijni
texty [online]. Brno: muni [cit. 2021-03-14]. Dostupné z:

https://www.math.muni.cz/~xschlesi/dp/web/i12.html

Matematika (nejen) pro krajinafe a nabytkare: Riemannuv integral [onling].
Brno: MENDELU, 2012 [cit. 2021-03-14]. Dostupné z:

https://user.mendelu.cz/marik/mat-web/mat-webse10.html

JARESOVA, Miroslava a lvo VOLF. Studijni text pro fesitele FO a ostatni
zajemce o fyziku. [online]. [cit. 2021-04-03]. Dostupné z:
https://docplayer.cz/7455733-Integralni-pocet-ve-fyzice-studijni-text-pro-resitele-
fo-a-ostatni-zajemce-o-fyziku-miroslava-jaresova-ivo-volf-uvod-3.html. Studijni

text.

BOUCHALA, Jifi a Oldfich VLACH. KRIVKOVY A PLOSNY INTEGRAL [online].
2012 [cit. 2021-04-21]. Dostupné z: https://homel.vsb.cz/~bou10/archiv/kpi.pdf.
Studijni text. Vysoka 8kola bariska - Technicka univerzita Ostrava a

Zapadoceska univerzita v Plzni.

KREML, Pavel. Matematika Il [online]. Ostrava: VSB - Technicka univerzita
Ostrava, 2007 [cit. 2021-04-03]. ISBN 978-80-248-1316-5. Dostupné z:
https://homel.vsb.cz/~kre40/esfmat2/kapitoly/

Riemanniv integral: Objem rotacnich téles. Https://www.math.muni.cz/ [online].
Brno: MUNI, 2013 [cit. 2021-03-14]. Dostupné z:

https://www.math.muni.cz/~xschlesi/dp/web/i23.html

JARESOVA, Miroslava a lvo VOLF. MATEMATIKA KRIVEK: Studijni text pro

fesSitele FO a ostatni zajemce o fyziku. Fyzikalni olympiada [online]. Praha, s.

54


https://gyza.cz/storage/dum/VY_32_INOVACE_M0309.pdf
https://www.math.muni.cz/~xschlesi/dp/web/i12.html
https://user.mendelu.cz/marik/mat-web/mat-webse10.html
https://homel.vsb.cz/~kre40/esfmat2/kapitoly/
https://www.math.muni.cz/~xschlesi/dp/web/i23.html

[11]

[12]

[13]

64 [cit. 2021-04-21]. Dostupné z:
http://fyzikalniolympiada.cz/texty/matematika/mkrivek.pdf

BOUCHALA, Jifi. Matematicka analyza 1. Ostrava: VSB-Technicka univerzita,
1998. ISBN 80-707-8519-5.

VRBENSKA, Helena a Jana BELOHLAVKOVA. Zéklady matematiky pro
bakalare Il. 2. vyd. Ostrava: VSB-Technicka univerzita, 2003. ISBN 80-248-
0406-9.

WolframAlpha: PRO FOR STUDENTS. WolframAlpha: PRO FOR
STUDENTS [online]. USA: -, 2009 [cit. 2021-03-14]. Dostupné z:
https://www.wolframalpha.com/input/?i=x%3Dt%5E2%2C+y%3Dt-1%5E3%2F3

55


https://www.wolframalpha.com/input/?i=x%3Dt%5E2%2C+y%3Dt-t%5E3%2F3

Piiloha — prace s WolframAlpha

Do vyhledavaci listy napiSeme piikaz: ,, integrate “ za ptikaz napiSeme
parametry — ptepis pro integraci, k némuz jsme dospéli po dosazeni do vzorce pro
vypocet objemu (zalezi na typu zadani, podle toho, jakymi kiivkami je plocha pro rotaci
kolem osy definovand). Stiskneme rovna se (nebo klikneme na Enter) a program

vypocte nasi rovnici (integraci).

Pi: Na Obr.¢.29 je ptiklad, kdy nasS parametr je x a integrace probihd na mezich

od x;do x,. (Ptiklad je pouze ilustrativni a ma jen piedvadéci charakter).

integrate (x) dx from x1 to x2 8
ffa Extended Keyboard 2 Upload i3 Examples >4 Random
Definite integral: [« Step-by-step solution

"x2 1 .2 2
[ xdx = - (x2° -x17)
2

Jxl

3D plot: Show contour lines
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Obrazek 29: Prdce s programem WolframAlpha

Typ: Budete-li pocitat objem télesa nezapomerite pred piikaz integrace piipsat
konstantu m (viz vzorec pro objem), pokud zapomenete a program Vase zadani vypocita
bez néj tak se nic ned¢je, vysledek si zapiste a vynasobte ho konstantou 7, aby byl
vysledek spravny. Postup lze vyuzit, nebot je v souladu s vlastnostmi Riemannova

urcitého integralu.
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