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Uvod

vvvvvv

riiznych typt rovnic je vysoky, tato prace se vsak zabyva rovnicemi algebraickymi.
Jedna se totiz o velice rozsahlou kategorii rovnic, které maji pomérné jednoduchy
tvar, a samotnd praxe (at uz matematickd nebo technickd) ukazuje, ze maji i ve-
lice Siroky rozsah vyuziti. Navic se metodami matematické analyzy dé dokéazat,
ze se i feSeni mnoha nealgebraickych rovnic da alespon priblizné prevést na reseni
rovnic algebraickych.

Pro aplikaci matematiky v technickych védach je velice dilezité téma pribliz-
ného feseni algebraickych rovnic. Cilem bakalarské prace je jasné a srozumitelné
vylozit princip jednotlivych metod, nazorné je ilustrovat, a nastinit jejich aplikaci.

Samotna prace je rozdélena na tii kapitoly. V prvni kapitole jsou shrnuty za-
kladni potfebné pojmy a vlastnosti polynomu. Ve druhé kapitole se prace vénuje
ohraniceni a separaci realnych korent rovnice a samotnym pribliznym metodam
reseni algebraickych rovnic. Zahrnuty jsou jak bézné metody, mezi které se radi
metoda piileni intervalll, metoda regula falsi nebo Newtonova metoda, tak i méné
tradi¢ni metody, jako jsou Miillerova metoda nebo metoda fetézovych zlomki.

Treti kapitolu, tedy praktickou ¢ast prace, tvori shirka resenych tloh, ve které jsou
jednotlivé metody aplikovany. K vycisleni jednotlivych vypoctl a tvorbé tabulek
byl vyuzit tabulkovy procesor MS Excel. Postup feseni tloh je zapsan tak, aby
mohl byt pomiickou pro dalsi studenty zabyvajici se touto problematikou.



Kapitola 1

Polynomy a algebraické rovnice

Hlavnimi zdroji pro tuto kapitolu jsou [7], [1]

Definice 1.1. Necht M je néjakd neprdazdnd mnozina komplexnich cisel. Kom-
plexni funkci f nazgvame predpis, ktery kaZdému cislu x € M jednoznacné
priradi komplexni ¢islo, které oznacime f(x).

Definice 1.2. Necht n je libovolné nezdiporné celé cislo a ag,aq, . .. ,a, komplexni
cisla. Komplexni funkce f definovand predpisem

(Vo € C)f(x) = apz™ + a2 ' + -+ + ay,

se nazgyvd komplexni polynom jedné proménné (nebo polynom jedné pro-
meénné definovany nad C), resp. polynomickd funkce nad C.

Pozndmka 1.1.

e O komplexnim polynomu jedné proménné budeme v dalsim hovotit jako o
polynomu jedné proménné nebo pouze jako o polynomu.

o Misto toho, abychom tikali:
Je dany polynom f, ktery komplexnimu cislu x prirazuje komplexni cislo

f(x) = apx™ + a1zt + -+ + ay,

budeme jednoduse rtikat:

Je dang polynom f(x) = apx™+ ayz" ' + - - -+ a,. Tam, kde by mohlo dojit
k nedorozuméni, zda f(x), resp. f, znaci funkei, resp. hodnotu funkce f v
¢isle x, vzdy na to vyslovné upozornime.

o Komplexni ¢isla ag,aq, . .. ,a, se nazyvaji koeficienty daného polynomu.
e Pylynom f(z) = a, € C se nazyva konstanta.

e Polynom, ktery kazdému komplexnimu ¢islu prirazuje nulu, se nazyva nu-
lovy polynom a piSeme jednoduse polynom 0, resp. f(z) = 0.

o Vyrazy a;z" %, i=0,1,2, ... n, se nazyvaji €leny polynomu. Cleny a,,, a,_11,
Un_o7?, a,_32> atd. nazyvame absolutni, linearni, kvadraticky, kubicky (ale
také ¢len nultého, prvniho, druhého, tietiho atd. stupné.) Clen agz™ se na-
zyva vedouci ¢len polynomu.



Definice 1.3. Necht f(x) = agz" + a1z ' + -+ + a, je nenulovy polynom.
Stupnem polynomu rozumime nejuyssi exponent proménné x s nenulovym koefi-
cientem. Piseme st f(x). Stupen nulového polynomu nedefinujeme.

Pozndmka 1.2.

o Jelli ag = 1 a zéroven st f(z) = n, pak fikdme, 7e f(x) je normovany
polynom.

e Polynom 1. stupné se nazyva linearni, 2. stupné kvadraticky, 3. stupné ku-

bicky.

e Protoze pripojenim libovolného poctu ¢lenti s nulovymi koeficienty se dany
polynom zfejmé nezméni, muzeme pro libovolné polynomy predpokladat,
ze je lze vyjadrit tak, ze maji stejny pocet ¢lentl.

Definice 1.4. Necht f(x), g(x) jsou libovolné polynomy z , ¢ € C. Souctem
polynomii f(x) a g(x), resp. c—ndsobkem polynomu f(x), rozumime komplexni
funkci hy = f + g, resp. ho = cf takovou, Ze plati

(Ve € C)hu(z) = (f+9)(x) = f(x)+g(x), resp. (Vo € Chy(z) = (cf)(x) = cf ().

Pozndmka 1.3.  Jsou-li tedy f(x) = apx™ + a12™ ' + -+ + ay,,
g(z) = boz™ +byz™ 1 + - - - + by, libovolné polynomy a ¢ komplexni ¢islo, pak pro
kazdé komplexni ¢islo x plati:

hi(z) = f(z)+g(x) = (ao+bo)z" + (ay +by)x" ' +-- -+ (a,+b,), r=max {n,m},

resp.
ho(x) = cf (x) = (cag)x™ + (ca))x™ ' + - - + cay,.

Tedy souc¢tem dvou polynomii, resp. komplexnim nasobkem polynomu, je opét
polynom.

Definice 1.5. Necht f(x), g(x) jsou libovolné polynomy. Soucinem polynomi
f(z) a g(x) rozumime komplexni funkci hy = f - g takovou, Ze plati

(Ve € C)hs(x) = (f - 9)(x) = f(2) - g(x).

Pozndmka 1.4.  Jsou-li tedy f(z) = apz™ + a1z ' + -+ + ay,
g(x) = box™ + byz™ ! + -+ + by, libovolné polynomy, pak pro kazdé komplexni
¢islo x plati:

hy(x) = f(x) - g(x) = coz" + 1"+ + e, T=m 4,
kde
k
Cp = Zaibk_i, k=0,1,...r.
i=0
Tedy souc¢inem dvou polynomi je opét polynom.

Véta 1.1. Dva polynomy f(x) = apz"™ +ax™* + - +a, a
g(z) = box™ + byz™ ™' + -+ + by, jsou totoiné (tj. nabyvaji stejné hodnoty pro
kazdé komplexni ¢islo x), pravé kdyz m =n a a; = b; pro kazdé i =0,1,... n.

9



Definice 1.6. Rekneme, Ze polynom f(x) je délitelny polynomem g(x), resp. Ze
polynom g(x) deli polynom f(x), prave kdyz existuje polynom q(x) tak, Ze plati

Piseme g(z)|f(z).

Definice 1.7. Polynomy f(x) a ( ) se nazyvaji asociované, prave kdyz f(x) déli
g(x) a zdroven g(x) deéli f(x). Piseme f(x) ~ g(x).

Pozndmka 1.5. Polynomy f(x) a g(z ) jsou asociované, pravé kdyz existuje kom-
plexni ¢islo ¢, ¢ # 0, tak, ze f(x) =c- g(x).

Véta 1.2. Necht f(x), g(z) jsou libovolné polynomy, g(x) # 0. Potom existuji
jednoznacné urcené polynomy q(x), r(x) tak, Ze

f(z) =g(x)q(z) +r(x) a st r(x) < st g(z).

Definice 1.8. Necht je ddan polynom f(x) alespori pruniho stupné. Komplexni
¢islo ¢ se nazgvd koren polynomu f(x), jestlize plati

f(e)=0.

Véta 1.3. Polynom f(x), ktery je alespon pruniho stupné, je délitelny polynomem
x — ¢, pravé kdyz c je korenem polynomu f(z).

Diisledek. Necht f(x) je libovolny polynom alespon prvniho stupné a ¢ je libovolné
komplexni ¢islo. Pak

f(@) = (x=c)-g(x) + f(c)-

Véta 1.4. Necht f(z) = apx™ + a12™ ' + agx" 2 + - -+ + a, 17 + a,, je libovolny
polynom a c je libovolné komplexni ¢islo. Necht f(x) = (x — ¢)g(z) + f(c). Pak

g(z) = box" '+ b1 P4+ byax 4 by,

kde
b():a()
b1:a1+c-bo
by=as+c-b

b1 = ap_1+c- by
fle)=an+c-by_1.

Tyto udaje zapiseme do tabulky, kterd se nazyva Hornerovo schema. Do prvniho
radku zapiSeme vSechny koeficienty aq, . . . ,a, (véetné téch nulovych). Do ttetiho
radku se postupné zapisuji koeficienty polynomu bg,by, ..., b,_1,f(c).

C Qo ai e a; e Ap_1 an,
c-bg -+ C-bjq -+ C-byo C-byp,
ap=0bo b by e bn f(c)
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Definice 1.9. Necht fi(x), fo(x) jsou libovolné polynomy. Polynom d(x) se na-
zijvd nejvétsi spolecény délitel polynomi fi(x), fo(x), prdavé kdyz plati:

d(z)] fi(z) A d(z)| f2(x)
2. pro kazdy polynom h(z) plati:

()| fr() A h(2)] fa()] = h(x)|d(z).

Piseme d(z) = (fi(x),f2(x)). Dva polynomy, které nemaji nejvétsiho spolecného
deélitele alespon pruniho stupné, se nazyvaji nesoudélné.

Véta 1.5. Necht d(z) = (fi(x),f2(z)). Pak pro polynom dy(z) plati:
di(z) = (fi(@).f2(2)) & d(z) ~ di ().

Pozndmka 1.6. 7 definice [ plyne:

fo(x) =0, pak (fi(z),fo(x)) =0

) =

» Jestlize fi(x) =0, resp. fo(x) = 0, pak (fi(z),fa(2)) = fo(2),
resp. (f1(z),fa(x)) = fi(x)

(z

¢ Jestlze AR, e, (@A), pak () = fle)
resp. ( ( )7f2(1’)) ( )

Véta 1.6. K libovolngm dvéma polynomil existuje jejich nejvétsi spolecny délitel.

o Jestlize fi(x

Diukaz. Necht fi(x), fo(x) jsou dva nenulové polynomy, st fi(x) = m,
st fo(z) =n, m > n. Podle véty existuji polynomy ¢, (z) a f3(z), takové, ze

filz) = q(z) - fo(z) + f3(z), 0 =>st f3(z) <n.

Pokud je polynom f3(z) =0, je (fi(x),f2(z)) = fo(z). Pokud je polynom
fs(z) # 0, délme jim polynom fy(x). Opakovanim tohoto postupu dostaneme
fetézec vztahi:

fo(7) = qo() f3(7) + fa(z),
f3(z) = q3(x) fu(x) + f5(2),

fra(z)

= qk-4(%) fr-3(x) + fr—2(2),
Je-3(®) = qp—3(2) fr—2(z) + fe-1(2),
fr—2(2) = gr-2(2) fr-1(2) + fr(2).
Stupné polynomu f3(z), fa(x),... se stale zmensuji. Po konecném poctu kroku

dojdeme ke vztahu, ve kterém je zbytek nulovy polynom. Necht fi_1(z) je poly-
nom alespon nultého stupné, zatimco fi(z) je nulovy polynom. V [7] (str. 63) 1ze
najit dikaz, ze fr_1(x) je nejuétsim spolecnym delitelem polynomi fi(x) a fo(z).

0
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Pozndmka 1.7.

o Diukaz predchozi véty je konstruktivni. Nejveétsi spoleény délitel dvou poly-
nomu pak hledame zpiisobem v ném popsanym.

o Tento zplsob hledani nejvétsitho spolecného délitele se nazyva Euklidav
algoritmus postupného déleni.

o Je-li v Euklidové algoritmu f;_1(z) polynom stupné 0, tj. fr_1(x) je nenu-
lovéa konstanta, pak jsou oba polynomy fi(z), fo(z) nesoudélné.

» Nejvétsi spoleény délitel dvou polynomu se nezméni (¢i se zméni jen v poly-
nom, ktery je jeho nenulovym nasobkem), ndsobime-li v prubéhu Euklidova
algoritmu délence ¢i délitele libovolnym nenulovym komplexnim ¢islem.

Definice 1.10. Necht f(z) je libovolny polynom alespori pruniho stupné. Kom-
plezni ¢islo ¢ se nazyjvd r—ndsobnygm kotenem polynomu f(zx) (r > 1), prave
kdyz plati:

(z = o) [f(2) A (z = )" f(2).

Véta 1.7. Nechl d(x) je nejvétsi spolecny délitel polynomai f(z) a f'(x). Necht
f(z) =d(x)F(z). Potom polynom F(x) =0 md stejné koreny jako polynom
f(x), ale kazdy z nich je jednoduchy.

Véta 1.8. Polynom f(x) ma alespori jeden vicendsobny koren, pravé kdyz (f(z),f'(x))
je polynom alespon prvniho stupné.

Véta 1.9. (Zakladni véta algebry) Kazdy polynom alespori proniho stupné s kom-
plexnimi koeficienty md v mnoZine komplexnich cisel alespon jeden koren.

Definice 1.11. Prvni derivaci polynomu
f(z) = ap + a1w + agx® + - - + a, "
nazyvame polynom
fl(r)=a1 +2-ayx +3-a32” + - +n-a,a" .

Pozndmka 1.8. Druhou derivaci polynomu f(z) rozumime derivaci prvni derivace.
Obecné r—tou derivaci daného polynomu rozumime derivaci z (r—1)—ni derivace,
tj.
r _ [ pr—1)(@)] _
f()(‘r)_[f( }7 T_1727"'7

piicemz se dohodneme, ze f(O)(z) = f(x).

Definice 1.12. Necht f je libovolnd komplexni funkce. Proces hleddni takového
komplexniho ¢isla ¢, pro které je f(c) =0, se nazjvd TesSeni rovnice.

Pozndmka 1.9.

o Cislo ¢ nazyvame kotenem rovnice f(z) = 0, nebo také nulovym bodem
funkce f.

12



e Zadat rovnici
f(x) =0 (1.1)

znamend polozit otazku, zda existuje takové komplexni ¢islo ¢, ze f(c) = 0.
Pokud takové cislo existuje, byva nejcastéjsi tlohou toto ¢islo najit.

Definice 1.13. Necht rovnice md tvar

apx™ +a1z" 4+ 4+a, =0, ag#0.
Potom mluvime o algebraické rovnici n—tého stupné o jedné nezndmeé.
Poznamka 1.10.

« Je dulezité si uvédomit, ze zapis rovnice ve tvaru f(z) = 0 neznamena
rovnost dvou polynom (tj. polynomu f(z) a nulového polynomu), ale tlohu
zjistit, zda existuje takové komplexni ¢islo ¢, ze f(c) = 0.

« Protoze rovnice f(z) = 0 vznikne vlastné formalné z polynomu f(z), daji se
na rovnice prevést pojmy, které jsme si uvedli pro polynomy. Tedy mluvime
napr. o

— koeficientech rovnice
— ¢lenu k—tého stupné
— rovnici n—tého stupné
— normované rovnici

« Rovnice, které nejsou algebraické, se nazyvaji transcendentni, tj. napf. rov-
nice exponancialni, logaritmické, goniometrické apod.

13



Kapitola 2

Priblizné metody reseni algebraic-
kych rovnic

Nyni se dostavame k samotnému jadru prace. V této kapitole si ukdzeme metody,
které nam pomtizou nalézt priblizné hodnoty vsSech redlnych kotent algebraické
rovnice s realnymi koeficienty s predem danou presnosti. V dalsim se tedy budeme
zabyvat rovnici

f(z) = apz"+ayz" '+ Fap1x+a, =0, ay#0, a; €R, (i=0,1,...n).
Postup Tfeseni rovnice f(z) = 0 se sklada ze tii kroku:

1. ohraniceni kotrent (tj. nalazeni takového intervalu, v némz lezi vsechny ko-
feny rovnice f(x) = 0),

2. seperace kofenu (tj. urCeni takovych intervali, Ze v kazdém z nich lezi prave
jeden kofen rovnice f(z) = 0),

3. aproximace kofene (tj. proces postupného zuzovani intervalu, ve kterém lezi
hledany koten).

Protoze realné polynomy jsou specialni pripady redlnych funkci jedné realné pro-
ménné, jsou polynomy velmi "prijemné" funkce:

o jejich defini¢ni obor je vzdy celd mnozina R,

o v mnoziné R jsou vsude spojité,

o v mnoziné R maji derivace libovolného radu a témito derivacemi jsou opét
polynomy.

Véta 2.1. (Bolzanova véta) Jestlize v koncovych bodech intervalu {(a;b) nabjvd
funkce f hodnoty opacnych znamének, existuje v intervalu (a;b) alespon jeden bod
¢ takovy, Ze

f(e)=0.

Véta 2.2. (Véta o stredni hodnoté) Necht f je libovolnd funkce a {(a;b) libovolny
uzavreny interval. Potom uvnitr intervalu (a;b) leZi alespor jeden bod &, pro ktery
plati

f(b) = fla) = (b—a)- f'(£).
Dikazy vét [2.1]a [2.2| 1ze najit v [7]

14



2.1 Ohraniceni a seperace realnych korenti rov-
nice

Dtive, nez za¢neme se samotnymi metodami priblizného feSeni rovnic, protie-

bujeme separovat realné koteny téchto rovnic. Uvedme bez ditkazii nékolik vét,

které nam pro zacatek umozni ohranicit vSechny kofeny rovnice. Hlavnimi zdroji
informaci pro tuto sekei jsou [7], [4], [8].

Véta 2.3. Necht f(x) = apx™ + a1 ' + -+ + a,, = 0 je rovnice s redlngmi koe-
ficienty ag, . . . ,ap,. Polozme A = max(|ai|,...,|a,|). Potom vSechny redlné koreny

rovnice lezi v intervalu
A A
-1-—14—
|aol |ao|

Diikaz lze najit v [7].

Véta 2.4. Necht je ddna rovnice f(x) = apx™ + ayz™ ' + -+ + a, = 0, kde je
alesponi jeden z koeficienti ay, ..., a, zaporny. Necht je ag > 0 a a, (kK > 1)
je proni zdporny koeficient. Pak mizZeme za horni mez kladnijch redlngch korent

rovnice vzit ¢islo
B
R=1+{/—, (2.1)
Qo

kde B je nejvetsi z absolutnich hodnot zdapornijch koeficienti polynomu f(x).

Diikaz této véty lze nalézt v [4].

Pozndmka 2.1.

o Je-li koeficient ay < 0, sta¢i uvazovat polynom —f(z), ktery ma stejné
kofeny jako polynom f(z).

o Jsou-li vSechny koeficienty v rovnici nezaporné, pak tato rovnice nema
kladné koreny a vSechny realné koteny rovnice jsou shora ohraniceny ¢islem
nula.

o Chceme-li ziskat dolni ohrani¢eni rovnice f(x) = 0, aplikujeme vétu na
rovnici g(z) = 0, kde
g(z) = (=1)" - f(-x).
Je-li potom ¢islo R hornim ohrani¢enim kotentu g(x) = 0, je zfejmé, ze ¢islo
—R je dolnim ohrani¢enim rovnice f(x) = 0.

« Didle je zfejmé, ze ¢ je kofenem polynomu f(z), pravé kdyz —c je korenem
polynomu g(x).

Véta 2.5. Necht ¢ > 0 je takové kladné redlné cislo, Ze
f(€)>0,f(c) 2 0,f(¢c) 2 0,....f"(c) > 0.

Potom kazdy kladny realny koren rovnice f(x) =0 je mensi nez cislo c.
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Diikaz této véty lze najit v [7].

Priklad 2.1. Urcete ohraniceni vsech redlnijch koreni rovnice

f(z) =2° — 3,52 —42® +8 =0. (2.2)

s

Resend.

1. Nejdiive podle véty 2.3 uréime interval, ve kterém lez{ vSechny redlné koteny
rovnice ([2.2)). Polozme A = 8. Potom vSechny kotfeny rovnice lezi v intervalu
(9;9).

2. Podle véty nyni snizime horni ohraniceni kladnych realnych kotrenti rov-
nice [2.2 Protoze prvni zaporny koeficient je a; = —3,5, polozme k = 1.
Déle polozme B = 4. Pro kladné redlné koreny c rovnice ([2.2)) tedy plati

4
c<1+\l/I:5.

Vsechny realné koteny tedy lezi v intervalu (—9;5).

3. Podle véty se nyni pokusme snizit horni hranici. Zvolme napt. a =4 a
ovérme, zda

fla)>0 f'(a) >0, f'(a)>0, f"(a) >0, fP(a)>0, fa)=0.
K tomu vyuzijeme Hornerovo schema.

411 =35 0 -4 0 8
4 2 8 16 64
1 05 2 4 16] 72

Protoze vSechny koeficienty v poslednim fadku Hornerova schematu jsou
kladna redlna cisla a a = 4 je kladné redlné ¢islo, je jisté

f'(a) >0, f"(a)>0, f"a)>0, fDa) >0, fO)>0.

a plati, Ze ¢ < 4.
Pokusime se jesté snizit horni hranici kladnych realnych korenti a zvolime
a=3.

3/1 =35 0 —4 0 8
3 —15 —45 —255 —765
1 —05 —15 —85 —255| -685

Odtud vidime, ze f(a) < 0 a podminky véty nejsou splnény.

4. Nakonec snizime dolni hranici pro zaporné realné koteny. Pro tuto operaci
pouzijeme rovnici

g(x) = (=1)"- f(=z) =0,
tedy g(z) = 2°+3.52* +42? —8 = 0 a aplikujeme v&tu 2.4 Ozna¢me B’ = 8
a k' = 5. Pro kladné realné kofeny ¢’ rovnice g(x) = 0 plati

d<1+v8<2.

Pro snizeni odhadu opét pouzijeme vétu [2.5[ a zvolime napiiklad a = 1.
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1135 0 4 0 -8
1 45 45 85 85
1 45 45 85 85] 05

Protoze vsechny koeficienty v poslednim fadku Hornerova schematu jsou
kladna redlna cisla a a = 1 je kladné redlné ¢islo, je jisté

g(a)>0, ¢"(a)>0, g¢"(a)>0, ¢W(a)>0, ¢®(a)>0.

a plati, Zze ¢ < 1. Ozna¢me R = 1, tj. ¢islo R je horni ohranic¢eni kladnych
redlnych kofeni rovnice g(z) = 0. Potom podle poznamky je ¢islo — R
dolnim ohranicenim redlnych kotfenti rovnice f(z) = 0 a pro vSechny redlné
kofeny ¢ rovnice f(z) = 0 plati:

ce(—14).

Definice 2.1. Necht je dand konecnd posloupnost nenulovych redlngch cisel
a1,a9, ..., 0,. Znaménkovou zménou rozumime kazZdou dvojici
a;, air1, ©=1,2,....,n—1, pro kterou plati

A+ Qi1 < 0.
Pozndamka 2.2.

o Rekneme, Ze mezi dvéma po sobé jdoucimi ¢leny polynomu je znaménkova
zmeéna, maji-li koeficienty obou ¢lenti opacna znaménka.

o Jsou-li nékteré koeficienty nulové, tak je pfi urcovani znaménkovych zmén
vynechavame.

Véta 2.6. (Descartova véta) Pocet kladnijch korenti rovnice f(x) = 0 je nejuyse
roven poctu znaménkovych zmén v polynomu f(x). Pokud je mensi, je mensi o
sudé cislo. Pritom r—ndasobny koren povaZujeme za r korent.

Pro samotnou separaci kofent je nutné odstranit vSechny nasobné koteny. K tomu
nam pomuze véta [L.7

Predpokladejme nyni, ze rovnice f(z) = 0 nemd vicendsobné koreny. Aplikujme
na polynomy f(x) a f'(z) Eukliduv algoritmus a to tak, ze zbytky po déleni
zapiseme se zapornym znaménkem. Oznacme déle f(z) = fo(x) a f'(z) = fi(x).
Dostaneme tento fetézec vztahti:

fna(¥) = fin-1(2) - gma () = fin(2)
frn(2) = fin(2) - g ().

Zbytek f.(x) je nenulovd konstanta. V opa¢ném piipadé by rovnice f(x) = 0
méla vicenasobny koren, coz jsme v predpokladech vyloucili.
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Definice 2.2. Systém polynomi

f(@) = folz), fi(@), ..., fm1(z), fu(2),
psany v tomto poradi, nazgvdme Sturmovym retezcem polynomu f(x).

Pozndmka 2.3. Pti hledani polynomu Sturmova fetézce jsou podstatna znaménka,
proto si mizeme v Euklidové algoritmu zjednodusit vypocet pouze tak, ze délence
nebo délitele nasobime kladnym realnym ¢islem.

Véta 2.7. (Sturm) Necht f(z) je polynom s jednoduchymi koteny. Necht a,b,

a < b jsou redlnd cisla, kterd nejsou koreny polynomu f(x).

Necht fo(x), fi(x),...,fm(x) je Sturmiv retézec polynomu f(x), necht a je libo-
volné redlné cislo.

Oznacime-li pocet znaménkovych zmén v posloupnosti fo(c), f1(c), ..., fm(c) jako
Z(c), pak plati:

1. Z(b) < Z(a).

2. Pocet vsech redlnijch koreni polynomu f(x) v intervalu (a;b) je roven cislu

Z(a) — Z(b).
Dikaz lze najit v [7] (str. 179).

Priklad 2.2. Separujte redlné koreny rovnice
flx)=a"—22° - 52> +224+09=0
Resend.
1. Nejdrive ur¢ime interval, kde lezi vSechny realné koreny rovnice. V tomto
pripadé se jednd o interval (—2;4).
2. Nyni najdeme Sturmuv fetézec polynomu f(z):

o Eukleidovym algoritmem uréime (f(z), f'(z)),
o kazdy zbytek r;(x) v Eukleidové algoritmu nahradime polynomem
opa¢nym, tj. fi(z) = —ri(x),1=2,3,....

o Pokud posledni zbytek v Eukleidové algoritmu nebude nenulova kon-
stanta, nybrz polynom prvniho stupné, pak f(z) nemé jednoduché
koreny, a budeme muset nasobné koreny odstranit.

Méme tedy f(z) = z* — 223 — 52° + 220 + 0.9, f'(z) = 42® — 62% — 10z + 2.
Polynom f(x) muzeme vynasobit ¢islem 4. Dostavame:

1 —132% + x + %

2 43— 622 — 10x + 2

18
(4x4—8x3—20x2+8$+§) s (42 —62°—1024+2) = z—
Zbytkem po délenf je polynom ry(z) = —132? + 2 4+ 2. Polozme

fo(x) = —ro(x) = 132 — 2 — 253
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a pokracujme v Euklidové algoritmu.

03\ 4 74 I, 12
4a® — 62 — 10 2:@3%__>—_ 5T T sis
(4o x T+ 2) -z~ 3¢ 169+13x2—x—%

Zbytkem po déleni je polynom r3(x) = —% — 81725. Polozme tedy
7624 12
olr) = =rsl®) = g7+ a5
a pokracujme dale.
83526053
<13x2 o 23> : (7624x+ 12 > _ 10985x B 1643525 L+ isigiiso
5 845 845 7624 14531344~ T2 4 12
Potom fy(z) = —ry(z) = 322058 Polozme déle f(z) = fo(z) a f'(z) =

fi(z). Potom dostdvame Sturmovu posloupnost:

fo(z) = 2* — 22° — 527 + 22 + 0y9
fi(x) = 42® — 62 — 102 4 2

23
folx) = 132° —x — =~ 652% — 5z — 23

7624 12
Y 7624 + 12
f3(z) 845x+845 7624x +
83526053
J4(®) = {516a180

. Abychom zjistili poc¢et znaménkovych zmén v Sturmové fetézci v konco-
vych bodech intervalu (—2;4), ve kterém lezi vsechny redlné kotfeny rovnice
f(z) = 0, staci urc¢it znaménka hodnot jednotlivych ¢lenti Sturmova Fetézce
v bodech -2 a 4. Sestavme tabulku

Jestlize Z(a) je pocet znaménkovych zmén v posloupnosti redlnych ¢isel

fO(a)afl(a)’ s ,f4(&),

pak podle Sturmovy véty lezi v intervalu (—2;4) pravé ¢tyfi redlné
kofeny (protoze Z(—2) — Z(4) = 4). Pokusme se nyni separovat kofeny
postupnym dosazovanim za a celo¢iselnymi hodnotami intervalu (—2;4).

a  fo(xr) filz) fale) fs(x) falz) Z(a)
2+ - - - + 4
o +  + + o+ 2
4+ + 4+ 4+ 4+ 0

Protoze je Z(—2) — Z(0) = 2, v intervalu (—2;0) lezi pravé dva redlné
koreny.
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a  fo(x) filz) falx) fs(z) falz) Z(a)

2+ - - - + 4
1+ + - +  + 3
0o +  + - + o+ 2
4 + + 4+ 4+ 4+ 0

Protoze Z(—2) — Z(—1) = Z(—1) — Z(0) = 1, povedlo se nam separovat
dva redlné koreny rovnice f(z) = 0. Prvni z nich lezi v intervalu (—2; —1)
a druhy v (—1;0). Pokra¢ujme déle v dosazovani:

a folz) fi(@) folz) fs(x) fi(@)
2+ - +

1+ +

0 + o+

1
3 -
4

N
Sl X

_l’_
+ +

Protoze Z(0) — Z(1) = Z(3) — Z(4) = 1, ispésné jsme separovali dalsi dva
koteny.

Prvni kofen lezi v intervalu (—2;—1), druhy v (—1;0), tfeti realy kofen
rovnice lezi v intervalu (0;1) a ¢tvrty v (3;4).

2.2 Metoda pileni intervala

Pozndmka 2.4. [5] Velmi dulezitou otézkou je "zastaveni'vypoétu v pribliznych
metodéach. Necht je dana pozadovand presnost € a generujme posloupnost postup-

nych aproximaci sg,$1, ... ,S,, pokud neni splnéna jedna z podminek:
|sn — sn—1| <€, (2.3)
% <6 sn#0 (2.4)
|[f(sn)| <€ (2.5)

Obecné lze uvazovat jakoukoliv posloupnost ziskanou pribliznymi metodami uve-
denymi dale. Pri pouziti téchto kritérii se vSak mohou vyskytnou problémy. Na-
priklad je mozné, Ze hodnota f(s,) je blizkd nule, zatimco s, se podstatné lisi
od hledaného kotrenu c. Nejvhodnéjsim kritérem pro zastaveni vypoctu bez do-
datecnych znalosti o funkci f nebo korenu c je , které budeme dale v nasich
vypoctech pouzivat. Bude-li pouzité jiné kritérium pro zastaveni vypoctu, bude
na to upozornéno.

Nejjednodussi pribliznou metodou hledéni kotfent rovnice f(x) = 0 je metoda
ptleni intervalu, kterd je zalozend na vété [2.1] Zdroji pro tuto ¢ést jsou [5], [8],

7.

Predpokladejme, ze v intervalu (a;b) mé rovnice f(x) = 0 pravé jeden koren c
a plati, ze f(a) - f(b) < 0. Oznaéme a = ag, b = by. Interval (ag;by) rozdélime

20



a0+b0

bodem sy na dvé poloviny tak, ze sy = . Z toho dale vyplyva, ze mohou

nastat tyto tfi moznosti:

1. pokud f(ap) < OA f(so) < 0, oznacime sy := a; a by := b;. Potom kofen ¢
leZi v intervalu (ay;by).

2. pokud sg = 0, potom je sy = ¢ a kofen je nalezen.

3. pokud f(ag) < O0A f(so) > 0, oznac¢ime ag := a; a so := by;. Potom koren ¢
lezi v intervalu (a;;b;).

Predpokladejme déle, ze bod sy neni kofenem rovnice f(x) = 0. Vznikly interval

w1, < v . a; + by
(ay;b1) rozdélime bodem s; na dvé ¢asti tak, ze s; =

. Ovérime podminky

1.-3. a pokud f(s1) # 0 ziskdme interval (as;bs), ve kterém lezi kofen rovnice.
Timto zptsobem dostaneme posloupnost interval

(ap; bo) D {ay;b1) D -+ D{an;by) D+
pricemz f(a,)- f(b,) < 0,n=0,1,2,.... Pro koncové body téchto intervali plati

ap<a; <ay<---<a, <app <o <c
c< o Sby1 <0, <<y

a délky téchto intervali jsou dany vztahem

by — ag
bn_ n — ;
a on

kden=1,2,....
Protoze posloupnosti {a, }, {b,,} jsou omezené, monotonni a délka intervali (a,; by,)
konverguje k nule, plati

lim b, = lim a, = c.
n—oo n—oo

Ukazme nyni, Ze prvek c je kofenem rovnice f(z) = 0. Funkce f je spojitd a plati
f(an) - f(b,) <0,n=0,1,.... Odtud

liny f(b,)f(an) = £(¢) < 0.

n—r00
Potom ale plati, ze f(c) = 0.

Véta 2.8. Necht je funkce f spojitd na intervalu {a;b) a necht f md v intervalu
(a; b) pravé jeden koren c. Pak metoda pilent intervalu generuje posloupnost

an + by,
2 )

Sp —

ktera konverguje ke korenu c.

Priklad 2.3. Metodou piileni intervalii najdéte koren funkce f(x) = x®+ 272 —T72
lezict v intervalu (2;3) s presnosti na 5 desetinnijch mist.

Regeni. Sestavime tabulku.
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ax flak) Sk f(sk) b, A e
2 -10 2.5 11,125000 3 36

2 -10 2,25000  0,14063  2,50000 11,12500 0,11111
2 -10 2,12500 -5,02930 2,25000 0,14063  0,05882

2,12500 -5,02930 2,18750 -2,46997  2,25000 0,14063  0,02857
2,18750 -2,46997 2,21875 -1,17117  2,25000  0,14063  0,01408

RN = O

12 2,24658 -0,00349 2,24670  0,00165  2,24683 0,00680  0,00005
13 2,24658 -0,00349 2,24664 -0,00092  2,24670 0,00165  0,00003
14 2,24664 -0,00092 2,24667  0,00037  2,24670 0,00165  0,00001

Pro k = 14 je chyba ¢ = 107°, proto jsme nasli kofen s;; = ¢ = 2,246664 s
pozadovanou presnosti. Je dilezité zminit, zZe princip vypoctu je velice jednodu-
chy, avsak jsme museli vykonat vysoky pocet kroki k ziskani aproximace s danou
presnosti. Ukazme si tedy jiné a rychlejsi metody.

2.3 Metoda regula falsi

Metoda puleni intervalt je prilis mechanicka, protoze interval pilime bez ohledu
na pribéh funkce v déleném intervalu. Informace pro tuto sekci jsou cerpany pre-
devsim z [5],[8] a také [7].

Obrézek 2.1: Regula falsi

Na obrazku [2.1]je nakreslen prubéh funkce f v intervalu (a;b), kde hodnoty f(a)
a f(b) maji opacna znaménka. Oblouk grafu funkce f nahradime tétivou, ktera
protne osu x v bodé zg. Pro hodnotu f(zp) mohou nastat tyto moznosti:

L. f(l‘()) < 07
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2. f(xo) =0, tedy zg je kofen rovnice f(z) = 0 a jsme hotovi,
3. f(ilfg) > 0.

Vezméme nyni bod xj a ten z krajnich bodu intervalu (a; b), ve kterém ma funkce
f opa¢né znaménko nez hodnota f(zg) (v nasem pripadé je to bod a). V intervalu
(a; xo) nyni graf funkce opét nahradime tétivou, kterd protne osu x v bodé ;.
Protoze f(z1) - f(a) < 0, nahradime graf funkce f v intervalu (a;z;) tétivou a
jejim prusecikem s osou x je bod x,. Stejnym zptisobem dostaneme dalsi body
x3,%4,T5, . ... T'yto body nazyvame postupnymi aproximacemi hledaného kotrenu.

Nyni odvodime vzorec pro vypocet pruseciku tétivy spojujici body [a; f(a)] a
[b; £(b)] s osou x. ZapiSseme rovnici primky uréenou dvéma body [a; f(a)], [b; f(D)]

jako
s = 1= 110

Prusecik zy primky (2.6) s osou z je bod na pfimce (2.6, jehoz souradnice y je
rovna nule, tj bod [x¢,0]. Potom plati

(x —a). (2.6)

b—a
ro=a— ——~——7 - f(a).
f(b) = f(a)
Dalsi postup aplikujeme na ten z intervalu (a;xo), (zo;b), v jehoz koncovych
bodech mé funkce f opafnd znaménka. V nasem piipadé je to interval (a;zy).
Sestrojme nyni tétivu danou body [a; f(a)] a [zo; f(z0)]. Ta protind osu x v bodé

To— a

T =29 — —1—— f(x0).
T ) g T
Analogicky bychom vyjadrili
r1 —a
To=21 — ——— - f(x1).
R R R
Opakovanim tohoto procesu dostavame
T8 ), k=01,..., (2.7)

T IT  ) — flas)

kde s = s(k) je nejvétsi index takovy, ze f(xy) - f(xs) < 0. Predpokladame, ze
pocatecni aproximace zg, x; jsou vybrany tak, ze f(xq) - f(z1) <O.

Véta 2.9. Necht je funkce f spojitd na intervalu {a;b) a necht je f  spojitd
na intervalu {(a;b). Necht ddle f(a)- f(b) < 0 a ¢ je jeding koren v (a;b). Pak
posloupnost {xy } 32, urcend metodou requla falsi konverguje pro libovolné pocatecni
aprozimace xqy, 1 € (a;by, f(xo) - f(x1) < 0 ke korenu ¢ € (a;b) funkce f.

Diikaz této véty je znacné obsahly a lze ho najit v [2].
Nyni si ukdzeme pripad, kdy je funkce f i jeji prvni derivace spojitd na intervalu

{a;b) a f" neméni znaménko na (a;b) a tuto situaci vystihneme z geometrického
hlediska.
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Predpokladejme Ze funkce f a f’ jsou spojité na intervalu (a;b), f(a) < 0,
f(b) >0, f(z) ma jediny kofen v intervalu (a;b), f'(z) >0, f (z) <0
pro kazdé x z intervalu (a;b). Polozme a = xg, b = 1. Z predpokladu plyne, ze

pro bod
T1 — o

P — fa) T

plati g < xe < 1. Funkce f(z) je na intervalu (xo; 1) konkévni, potom tedy
sefna urcend body [zo; f(zo)], [x1; f(x1)] lezi pod grafem funkce a pro prisecik
xo této secny s osou x lezi napravo od hledaného kotene ¢, kterému se chceme
priblizit. Pro bod ¢ tedy plati: ¢ < xy < x1. Z toho ale vyplyva, ze f(z3) < 0 a
znovu aplikujeme metodu regula falsi na interval (zo;z9):

- f(x2).

To =T1 —

f(xz) - f(xo)

Indukci mtizeme odvodit obecny vztah

- fxn), f(zx) - fxo) <O, k=12, ....

T3 = T2 —

et
FEETTRT Fan) — f(xo)

O bodu zy mizeme v jistém smyslu fict, Ze je "pevny', protoze z néj vychazeji
vSechny secny. Protoze jsme predpokladali, ze f'(z) > 0 a f”(z) < 0, podobné
uvahy lze provést i v dalsich pripadech, kdy

L @) >0a (@) >0,
2. f'(x) <0a f'(x) <0,
3. f'(z) <0a f"(x) >0.

Necht f a " je spojitd na intervalu (a;b), f(a)- f(b) < 0 a necht f” neméni
znaménko na intervalu {(a;b). Pak "pevny'je ten koncovy bod intevralu, v némz
znaménko funkéni hodnoty je stejné jako znaménko f" na intervalu {(a;b).

Priklad 2.4. Vypoctete koren rovnice
' —42® - 227 + 1lr — 12 =0
lezici v intervalu (3;4,5) s presnosti na ctyri desetinnd cisla.

Resend. f'(x) = 42 — 1202 —da + 11, f"(x) = 1222 — 242 — 4. Plati, ze f"(x) > 0
v intervalu (3;4,5) a f(b) > 0, proto je bod b pevny. Sestavime tabulku:

k a b f(a) f(b) T f(zx)

0 3,0000 4,5000 -24,0000 42,5625 3,5408 -18,5094
13,5408 4,5000 -18,5094 425625 3,8315 -8,6901
23,8315 4,5000 -8,6902 425625 3,9449 -3,1141
33,9449 45000 -3,1142 42,5625 3,9827 -1,0052
4 39827 45000 -1,0053 42,5625 3,9947 -0,3134
53,9947 45000 -0,3134 42,5625 3,9984 -0,0966
6 3,9984 4,5000 -0,0967 42,5625 3,9995 -0,0297
73,9995 4,5000 -0,0297 42,5625 3,9998 -0,0091
8 3,9998 4,5000 -0,0091 42,5625 4,0000 -0,0028

Vidime, 7e xg = 4. Snadno lze ovérit, ze f(4) = 0, nalezli jsme tedy hledany kofen
rg =c=4.
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2.4 Newtonova metoda

Predchozi metody pozadovaly dvé pocatecni aproximace. Newtonova metoda,
nebo také metoda tecen, avsak pozaduje pouze jednu pocatecni aproximaci xg.
Informace v této sekci jsou cerpany z [7] a [6].

Obrazek 2.2: Newtonova metoda

Na obrazku je nakreslen graf funkce f. Sestrojme v bodé B[b,f(b)] te¢nu o
rovnici

y— f(b) = f'(b)(z —b).

Jejim prusecikem s osou z je bod [b1,0] a plati

f(b)
by =b— .
1 J'(b)
Bodem B [by,f(b1)] vedeme dalsi teénu, kterd protne osu « v bodé [by,0], tedy
)
by = by — .
SR ()
Opakovanim tohoto procesu mame:
f(b)
by =0b—
1 f'(b)’
f(b1)
by = by —
2 1 f/(b1> )
by — b, — 112
f1(b2)’
f(bx)
bpp1 = by — k=0,1
T iy T
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Z obrazku [2.2] je zfejmé, ze posloupnost je klesajici, tj. b > by > by > b3 > ... a
ze lim,_, b, = c.

Abychom se k bodu ¢ blizili i z druhé strany, sestrojime v bodé Ala; f(a)] rovno-
bézku s tenou vedenou bodem B[b; f(b)]. Rovnice této rovnobézky je

y— fla) = f'(b)(z —a)
a jeji prisecik s osou x ma soutradnici
_ fla)
f'(b)
V bodé Ailay,f(a1)] vedme dalsi rovnobézku s tecnou sestrojenou v bodé B a
ziskame dalsi prisecik [a2,0] s osou z v bodé

f(ar)
f(b1)

a; = a

o = a1 —

Opakovanim tohoto procesu mame

flaw)

Ak+1 = Ak — f’(bk)’

Z obrazku 2.2] jde vidét, Ze posloupnost je rostouci, tj, a < a1 < az < az < ... a
ze lim,,_,o. a, = c.

=0,1,...

Pokud zvolime ¢islo n dostatecné velké, mizeme vyrobit interval (a,;b,) tak ma-
Iym, jak potfebujeme.

Pozndmka 2.5. 7 obrazku[2.2) také vyplyva, Ze zdlezi na tom, ve kterém koncovém
bodé zacneme konstruovat tecny. Napriklad pokud bychom zacali v bodé A, ne-
museli bychom se dostat k zadnému vysledku. Lze odvodit, ze abychom se dostali
k cili, zacneme sestrojovat tecny v tom koncovém bodu intervalu, ve kterém maji
f a f" stejné znaménko.

Dokazme nyni, ze tato metoda je spravna nezavisle na ziskané predstave z grafu
funkce f.

Predpokladejme, ze funkce f ma uvnitt intervalu (a;b) kofen a v celém intervalu
je f'(z) > 0a f"(x) > 0. Chceme dokazat, ze

e b,by,bo, ... je klesajici posloupnost ¢isel, kde kazdé z nich je vétsi nez koren
C?
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e a,ay,as,... je rostouci posloupnost c¢isel, kde kazdé z nich je mensi nez
koten ¢

e obé posloupnosti jsou konvergentni a jejich limita je ¢islo c.

Protoze je funkce f v intervalu (a;b) rostouci a konvexni a v intervalu (a;b) lezi
jediny kofen rovnice f(x) =0, je f(a) <0 a f(b) > 0.

V intervalu (a;b) je i f"(x) = (f'(x))" > 0. To znamen4, ze i funkce f'(z) je v
intervalu (a;b) rostouci. Specidlné z toho vyplyva, ze pro kazdé &, pro které je
a < &<b,plati f(€) < f(b).

Pouzijme nejdifv vétu o stfedni hodnoté na interval (a;c). Podle ni existuje
takové ¢islo &1, a < & < ¢, ze f(a) — f(c) = (a —c¢) - f'(&). Protoze je f(c) =0,
plati:

f(a)
_ ) 2.8
7€) 28)
Pouzijme vétu o stfedni hodnoté na interval (c;b). Podle ni existuje opét takové
¢islo &, ¢ < & < b, ze plati f(b) — f(c) = (b—c¢) - f'(&). Protoze je f(c) = 0,

dostéavame

cC—a=

(2.9)

c—b=—

f@) )
O

Vezméme nyni v tvahu ¢isla a; = a — . Protoze je f(a) <0,

f(b) > 0, plati:

/(a)] b, O,

> a

a =
f'(0) 1 J'(b)
Ze vztahu (2.8) a (2.9) plyne:

a; = a-+

_ fla) _ fla) . a_f@)
N T R T M T (O}
A O N ()RR ()
TN e T T Ry
Celkem: i) £0)
a<a_f’(b) <c<b- 0 < b,
tedy

a<a <c<b <b.

Vsechny predpoklady, které plati pro interval (a;b), plati i pro interval (a;;by).
Zopakujme tuto tvahu, avSak misto intervalu (a;b) vyjdéme z intervalu (a;;b;)
a dostavame

a) < ag < ¢ < by < by.

Opakovanym pouzitim tohoto postupu dostaneme pro kazdé prirozené cislo n

a<a <ay<---<a,<c<b,<---<by<b <b.
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Timto jsme dokéazali prvni dvé ¢asti tvrzeni.

Abychom dokézali konvergenci téchto posloupnosti k limité ¢, staci dokazat, ze s
rostoucim ¢islem n se délka intervalu (a,;b,) blizi k nule.

Urceme nejdiiv délku intervalu (ay; by):

- ) ) oo

Podle véty o stfedni hodnoté existuje takovy bod 7y, a < n; < b,
ze f(b) — f(a) = f'(m)(b — a). Dosazenim do posledniho vztahu dostéavame:

by —ar = (b—a) [1—f/("1)].

f'(b)
Podobné vyjadreni najdeme pro délku intervalu (as; bs):
f'(m2)
by —ag = (by —ay) |1 — o |

kde 7, je cislo, které spliiuje nerovnost a; < ny < by. Po n krocich mame:

)

bn — Qp = (bn—l - an—l) [1 -

kde a,_1 < n, < b,_1. Z téchto vztaht vyplyva:

ol N i R el

Polozme by := b. Protoze f’ je rostouci funkce v intervalu [a; 0], plati pro kazdé

bn—an:(b—a)[l—

1=12,...,n:
) )
f(bir) — f(b)
Potom je
f’(a)r
b, —a, < (b—a)l|l— .
o-0 |- 15
B ) : f(a) -
Jelikoz f’ je rostouci funkce, je 0 < ) q < 1. Z nerovnosti

by, —a, < (b—a)(l—q)"
plyne, Ze lim,, (b, — a,) = 0. Protoze je a,, < ¢ < b,, plati,
ze limy, o0 @y, = lim,, 0 b, = ¢. Timto je dukaz hotov. [7] (str. 190)

Pozndmka 2.6. Uloha je formulované a dokézand pro piipad, kdy f'(z) > 0 a
f"(x) > 0. Pripad, kdy f'(z) < 0a f”(x) < 0 je mozné prevést na puvodni pomoci
rovnosti f(z) = —g(x), nebot v celém intervalu (a;b) je ¢'(x) > 0, ¢"(x) > 0.
Analogicky lze ukazat, ze pripady, kdy

« fi(x) <0a f'(x) >0,
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e fi(x)>0a f"(x) <0
jsou opét ve shodé s nazornou predstavou, kterou lze ziskat nakreslenim grafu.

Véta 2.10. Necht ¢ je jeding koren polynomu f(x) v intervalu (a;b). Necht v
celém intervalu {(a;b) je f'(z) # 0 a f"(x) # 0. Oznacme jako uy to z cisel a,
b, ve kterém f(uy) a f"(uy) maji stejnd znaménka. Ddle oznacme jako vy to z
cisel a, b, ve kterém f(vy) a f"(v1) maji opacnd znaménka. Vytvorme tyto dvé
posloupnosti:

e U — U — f(ur) . f(u2)
BT T ) T pw)
f(v) f(v2)

) 277 Plug)

Potom jedna z posloupnosti je klesajici, druhd je rostouci a obé konverguji k cislu
c.

Poznamka 2.7. Pri praktickych vypoctech budeme sestrojovat pouze prvni po-
sloupnost z véty [2.10]

Pozndmka 2.8. Odvodime jesté vzorec, ktery nam pomiize odhadnout chybu po
n—tém kroku. Necht cy,cq,c3, ... je posloupnost, ktera konverguje k ¢islu c. Podle
toho, zda je ¢, < ¢ nebo ¢, > ¢, pouzijeme vétu o stfedni hodnoté na interval
(cn; €) nebo (c; ¢,). Podle této véty exisujte takovy bod &, lezici mezi ¢isly ¢, a ¢

tak, ze f(c) — f(cn) = (¢ —cn) - f/(€). Protoze f(c) =0, mame:
o (el
el =g

Pokud je v intervalu (a; b) |f'(z)| > m > 0, dostaneme:

|f(cn)]
e —enl < ==, (2.10)

coz je vzorec, ktery ndm umozni odhadnout, jak daleko lezi ¢islo ¢, od skutecné
hodnoty korenu c. Tento vzorec lze navic pouzit pro jakoukoliv posloupnost, jejiz
limita je ¢islo c.

Priklad 2.5. Vypoctéte Newtonovou metodou koren rovnice
gt — 42’ — 22" + 11z — 12 =0
lezici v intervalu (3;4,5) s presnosti na 7 desetinngjch mist.

Resend. Nejdifve uréime f'(z) = 4a® — 1222 — 4o + 11 a f"(z) = 1222 — 24z — 4.
Déle ur¢ime f(3) = —24, f(4,5) = 42,5625, f"(3) = 32, f"(4,5) = 131. Protoze
f(4,5) > 0a f"(4,5) > 0, uréime jako ptvodni aproximaci u; = 4,5. S pouzitim
véty sestavime tabulku.
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k U, f(ur) f'(ur,)

1 4,5000000 42,5625000 114,5000000
2 41282751 8,3507378  71,4021150
3 4,0113215 0,6738797  60,0461946
4 4,0000988 0,0058281  59,0090875
5 4,0000000 0,0000004  59,0000007
6 4,0000000 0,0000000  59,0000000

Vidime, 7Ze f(ug) = 0, proto jsme nasli kofen rovnice ug = ¢ = 4 s pozadovanou
presnosti.

2.5 Millerova metoda

V roce 1956 David Eugene Miiller navrhl numerickou metodu, kterd je zejména
vhodnd k hledani kofent polynomu. Jednd se o zobecnéni metody secen kdy pro
dané aproximace xy, xr_1 bodu ¢ aproximujeme funkci f primkou prochazejici
body [zx—1; f(zk-1)], [xr; f(zx)] a za dalsi aproximaci bodu ¢ vezmeme prusecik
této primky s osou z. Zdroje informaci v této sekei jsou [5], [3].

Miillerova metoda uziva tif aproximaci zy_o, 51, . Kiivku y = f(x) aproxi-
mujeme parabolou urcenou témito body. Za dalsi aproximaci xy,; vezmeme ten
prusecik paraboly s osou x, ktery je nejblize k x;. Touto metodou lze najit na-
sobné i komplexni koteny.

Necht xg, 1, T2 jsou pocatecni aproximace. Sestrojme polynom
P(x) = a(z — 29)* + b(z — 29) + ¢

prochazejici body [zo,f(xo)], [z1.f(21)], [22,f(22)]. Polozme P(z;) =
1 = 0,1,2. Odtud plyne

f(z0) = a(xg — 22)* + b(zg — 2) + €
f(z1) = a(xy — 22)* +b(zy — 29) + €
f(zg) = a(zy — 22)* + b(x9 — 22) + c.

f(x;), kde

Resme tuto soustavu tii rovnic s neznamymi a,b,c. Protoze ¢ = f(x2), mame:

fxo) = f(22) = a(wo — 22)* + b(wo — 2)

f(zy) — f(z2) = a(zy — 22)* + bz — 79). (2.12)

Polozme dale

hi =29 — 1

5, = f(%) — f(z1)

To — 1

hOZZL‘l—ZEO

5y = f(x1) — f(z0)

Ty — To

a dosadme do (2.11) a (2.12]). Po dosazeni a tpravé dostaneme soustavu
(ho + hl)b - (ho + h1)2a = h050 + h1(51
hlb — h%a = h151,
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kterou tesime pro a a b. Vysledek miizeme shrnout jako

01 — 0
a =
hi+ ho
b= ah1 + (51
¢ = f(xg).
Kofeny kvadratické rovnice P(x) = 0 je vyhodné vyjadiit ve tvaru
—2
XT3 — Ty = = (2.13)

b+ b2 — dac

Blize k tomuto vyjadteni v [3] (str. 76).

Zmnaménko u odmocniny vybereme tak, aby bylo shodné se znaménkem b. To
znamena, ze jmenovatel zlomku bude v absolutni hodnoté nejvétsi a tedy vysledna
hodnota x3 bude nejblizsi x5. Potom méme

2c

2 b+ (sign b)vb? — 4ac

Dalsi postup opakujeme s aproximacemi xy, z3, x3 atd. Rovnici P(z) = 0 feSime
v oboru komplexnich &isel, nebot vyraz b — 4ac miiZe byt zaporny.

T3 =1 (2.14)

Déle navic z rovnice (2.13)) muzeme urc¢it chybu. Protoze levd strana rovnice
predstavuje rozdil mezi soucasnou aproximaci x3 a predchozi aproximaci x5, chybu

muzeme vypocitat jako
T3 — T9

€ =

T3
3]
Priklad 2.6. Miillerovou metodou najdéte koren rovnice

2® — 13z — 12
v intervalu (3;4.,5), jsou-li ddny pocdtecni aprozimace xo = 4,5, x1 = 5,5, x5 = 5.
Reseni. Nejdifve uréime funkéni hodnoty pocatecnich aproximaci:

f(4,5) = 20,625

f(5,5) = 82,875

f(5) =48,

diky kterym nalezneme

ho=55—45=1
82,875 — 20,625

_ = 62,25
% 55— 4.5 ’
a
hi=5-55=-0,5
48 — 82,875
5 = — 2717 — 69,75.
! 5-55 ’
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Nyni mtzeme urcit koeficienty a, b a ¢, tedy

69,75 — 62,25
= " =15
—0,5+1
b= 15(—0,5) + 69,75 = 62,25
c = 48.

Déle urc¢ime odmocninu z diskriminantu jako

V62.252 — 4 .15 - 48 = 31,54461.

Protoze je b > 0, znaménko u odmocniny bude kladné a dalsi odhad hledaného

korenu je
—9.48
p— pr— 4 .
T3 =0 o5t 3loadpl 010487

Pocatecni aproximace xg je nyni nahrazena aproximaci xy, z; je nahrazena x5 a
2o je nahrazena x3. Pro dalsi postup tedy mame

Ty = 5,5
T = 5
9 = 3,976487

a postup zopakujeme. Ziskané aproximace zapiseme do tabulky:

T Xy
1 3,976487
2 4,00105
3 4

4 4

Z této tabulky vidime, Ze metoda rychle konverguje k hodnoté z,, = 4 a lze snadno
overit, ze f(4) = 0. Nalezli jsme tedy kofen ¢ = 4 rovnice f(x) = 0. [3]

2.6 Metoda retézovych zlomkt

Existuje mnoho dalsich metod k ziskani priblizného teseni algebraické rovnice.
Jednou z nich je metoda fetézovych zlomkl. Nejdiive vSak uvedeme zakladni
pojmy a vlastnosti fetézovych zlomkt. Véty zde budou uvedené bez diukazu. Lze
je vsak najit v hlavnim zdroji informaci pro tuto kapitolu [7].

Definice 2.3. Retézovym zlomkem, konecnym nebo nekonecnym, nazjvdme

vyraz
1
ag + T , (2.15)

CL1+
as +

ag + . e
kde ag je celé cislo a ay,ao, ... jsou kladnd celd cisla.
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Pozndmka 2.9.

o Cisla ag,aq,as, ... se nazyvaji prvky retézového zlomku.

o Je-li pocet prvki konecény, piSeme fetézovy zlomek (2.15)) ve tvaru [ag; ai; as, . . . ; ay).
Je-li prvkii nekoneéné mnoho, piseme fetézovy zlomek ([2.15)) ve tvaru [ag; as; as, . . . .

o Kazdy konecny fetézovy zlomek vyjadiuje racionélni ¢islo, nebot je vysled-
kem konec¢ného poctu racionalnich operaci nad jeho prvky, kterymi jsou cela
cisla.

Definice 2.4. PriblizZzngm zlomkem vddu k tetézového zlomku [ag; ar;as, . . .|
nazyvame zlomek

P, 1
e+ I . k=012,....
Qr ap +
! 1
e
as + PN _I_ J—
ay
Pozndmka 2.10. Nultym pribliznym zlomkem nazyvame zlomek 0= %.
0

Vidime potom, ze

Po_ao Pl_a0a1+1 Pg_a0a1a2+a0+a2

e R , atd.
Qo 17 ap Q2 ajas + 1

Cisla Py a Q) definujeme tak, ze je polozime pfimo rovno prislusnym citatelim,
resp. jmenovateliim.

PO = Qo, P1 :a0a1+1, PQ :a0a1a2+a0+a2,
Qo =1, Q= ay, Q2 = ajaz + 1,

Véta 2.11. Pro kazdé k > 2 plati
P, = apPy_1 + Py_s,
Qr = apQr—1 + Qr—2.
Pozndmka 2.11.

o Priblizny zlomek je tedy zcela jednoznacné definovan pro konecné i neko-
necné tetézové zlomky, protoze konecny retézovy zlomek mé koneény po-
¢et sblizenych zlomkt. Nekoneény fetézovy zlomek jich ma vsak nékonecné
mnoho.

v o Py
o Pro n—clenny retézovy zlomek o = [ag,a, . . . ,a,] je zfejmé a = —— a tento
n
fetézovy zlomek ma celkem n + 1 pfibliznych zlomku (fadu 0,1, ... ,n).

Pozndmka 2.12. Véta nam snadno umoznuje vypocitat hodnoty pribliznych
zlomkti. Pro rychly vypocet vyuzijeme tuto tabulku:
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) 0 1 2 e k=1 k
a; ) aq D) ag—1 Qg
P | Ph=ay | Ph=aya +1 | Po=aP +Fy |-+ | Py | apPro1 + Pr2
Qi | Qo=1 Q1= Q2 =ayQ1+ Qo | -+ | Qr_r | apQr_1+ Qr_2

Véta 2.12. Pro kazdé k > 1 je Pka,1 — Qkpkfl = (—1)k_1.

Véta 2.13. Citatel a jmenovatel libovolného priblizného zlomku jsou ¢isla nesou-
deélnd.

Véta 2.14. Jmenovatelé pribliznych zlomki retézového zlomku o = [ag,aq,az, . . . |
(konecného nebo nekonecného) tvori rostouct posloupnost, tj.

1=Qo< Q1 <Q2<Q3<---.
Véta 2.15. Pro kazdé k =1,2,... plati:
Pk Pk,1 . (—1)k_1

— = = . 2.16
O Qi Qi (2.16)
Véta 2.16. Pro kazdé k = 2.,3,... plati:
P P._ —1)k
= R GtV (2.17)

Qr Qrz  QuQio’
Z rovnosti (2.16]) a ([2.17)) lze odvodit ([7] - str. 203) nésledujici vétu:

Véta 2.17. Priblizné zlomky sudého rddu tvori rostouct posloupnost, kdezto pri-
blizné zlomky lichého radu tvori klesajici posloupnost.

Libovolny priblizny zlomek lichého radu je pritom vetsi nezZ libovolny priblizny
zlomek sudého radu.

Definice 2.5. Nekonecny retézovy zlomek [ag,aq,as, . . .| se nazyvd konvergentns,
existuje-li limita posloupnosti priblizngch zlomki, tj. exvistuje-li

Definice 2.6. Hodnotou nekonecného konvergentniho retézového zlomku [ag,aq,as, . . .

rozumime limitu posloupnosti jeho pribliznych zlomki, tj. cislo a takové, Ze

Véta 2.18. Libovolny nekonecny retezovy zlomek konverguje.

Véta 2.19. Ke kazdému redlnému cislu o existuje jediny reteézovy zlomek, jehoZ
hodnota je cislo a.. Je-li cislo v raciondlni, je tento retézovy zlomek konecny. Je-li
naopak cislo « iracionalni, je tento retezovy zlomek nekonecny.

P
Véta 2.20. Pro libovolny priblizny zlomek “E redlného éisla o plati

k
P 1
‘a—QZ <o (2.18)
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Nyni si ukazeme, jak lze fetézové zlomky vyuzit pti priblizném feseni algebraic-
kych rovnic.

Necht je ddna rovnice f(x) = 0. Necht aq je takové celé ¢islo, ze v intervalu
(ag;ap + 1) lezi jediny kofen rovnice f(z) = 0. Oznac¢me tento kofen jako c.

Polozme ¢ = ag + — a sestrojme rovnici
T

't f (ao + ;) = fi(xz1) =0.

Tato rovnice ma nutné redlny kofen x; > 1. Soucasné ma jediny koren, ktery je
vétsi nebo roven 1, jinak by totiz méla rovnice f(x) = 0 v intervalu (ag; ag + 1)
vice nez jeden koten.

Necht a; je takové celé ¢islo, pro které plati

a <z <a;+ 1.

Polozme x1 = a; + — a sestrojme rovnici
T3

1

T3 fi (Ch + ) = fo(wz) = 0.
T2

Stejny postup opakujeme i s touto rovnici. Pro presnou hodnotu kotene ¢ dosté-

vame Fetézovy zlomek [ag,a1,as, . .. ]. PTibliZzné zlomky tohoto Fetézového zlomku

urcuji priblizné hodnoty hledaného kotene c.

Poznamka 2.13. Diky vzorci (2.18) 1ze snadno odhadnout, jak daleko jsme od
presné hodnoty kotene c.

Pozndmka 2.14. Predpoklad, ze v intervalu (co;co + 1) lezi jediny koren rovnice
f(z) = 0 neni podstatny, protoze pokud by v intervalu (co;co + 1) lezely napf.
dva rizné koteny rovnice f(x) = 0, méla by rovnice fi(z1) = 0 dva redlné koreny
vétsi nebo rovné jedné.

Predpoklddejme, ze v intervalu (¢;;¢; + 1), (i = 0,1,2, ... k) lezi dva koreny rov-
nice fi(z;) = 0. Pak oba kofeny maji pouze stejny zacatek rozvoje retézového
zlomku. Oba kofeny jsou vsSak riizné, proto musi nastat ptipad, napt. od indexu
k + 1, ze kofeny rovnice fi(zg) = 0, které jsou vétsi nebo rovné jedné, lezi ve
dvou riznych intervalech s celo¢iselnymi koncovymi body.

Priklad 2.7. Metodou retézovijch zlomku najdéte koren rovnice
flz)=2>+187—-30=0
v intervalu (1;2) s presnosti alespor na & desetinngch mist.

. 1
Resend. Priklad i feseni je prevzato z [7]. Ozna¢me ¢ = 14+ — a sestrojme rovnici
T

ol f (1 + ;) = fi(z1) = 0.
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Po dosazeni a tipravé mame rovnici

fi(z) = 112? — 212} — 3z, — 1 =0,

1

jejiz jediny redlny koren vétsi nez jedna lezi v intervalu (2; 3). Polozme 27 = 2+ —
T2

a opeét ziskame rovnici

3 1 3 2
fa(ze) = 25 f1 2+ — ) = 35 — 455 — 45wy — 11 = 0,
T2

e s 1o 1 o e . : 1

jejiz jediny koren vétsi nez jedna lezi v intervalu (15;16). Potom je x3 = 15 4+ —
T3

a opét sestavime rovnici

1
fa(x3) = 3 fo (15 + ) = 68673 — 63073 — 9023 — 3 = 0.

xs3

Jediny kofen rovnice f3(x3) = 0, ktery je vétsi nez jedna, lezi v intervalu (1;2).
Oznacme r3 = 1 + — a sestrojme rovnici
Ty

1
fa(xy) = 233 (1 + ) = 3725 — 70827 — 142814 — 686 = 0.
Ty

Jeji jediny redlny koten, ktery je vétsi nez jedna, lezi v intervalu (21;22). Potom

1
je x4 = 21 + —. Celkem tedy mame:
Ts

c=1+ 1
24+ 1

I+ —
21 + —

Pomoci tabulky najdeme hodnoty prvnich péti pribliznych zlomki:

i Jol1] 23] 4
a; |[112]15] 1 | 21
P 1] 374649 | 1075
Q; [ 123133 724

Nyni pomoci vzorce ([2.18)) zjistime, jaké chyby se dopoustime, pokud jako koten

: 0 vousi <l :
¢ rovnice f(x) pouzijeme Efslo —7

1075 1
- < = 2.
¢ = =1 | < =3 < 0,00000

1075
Nasli jsme tedy koren ¢ = or s pozadovanou presnosti.
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Kapitola 3

Sbirka resenych tuloh

Priklad 3.1. Najdéte metodou requla falsi redlné koreny rovnice
flx)=a"+22>-62+2=0

s presnosti alespori 1075,

Resent.

o Prvnim krokem je ohrani¢eni vsech redlnych kotfentu rovnice f(z) = 0. K

tomu vyuzijeme véty 2.4 2.5 a pozndmku [2.1]

1. Polozme A = max(|a1],|az|,|as|,|as]) = max(|0],2,] — 6],|2]) = 6. Po-
tom podle véty lezi vSechny realné koteny c v intervalu
<—6 — %; 6+ %>, tedy v intervalu (—7;7).

2. Polozme B rovno nejvétsi z absolutnich hodnot zapornych koeficient
rovnice f(z) = 0. Plati tedy B = 6. ProtoZze prvnim zdpornym koefi-
cientem je ¢len ag = —6, polozme k£ = 3. Potom podle véty pro
kladné redlné koreny c¢ rovnice f(x) = 0 plati:

6
C<1+\3/I<3'

Vsechny redlné kofeny rovnice f(x) = 0 pak lezi v intervalu (—7;3).

3. Nyni se pokusime pomoci véty [2.5]snizit horni hranici pro kladné redlné
koreny. Polozme napt. a = 2 a Hornerovym schematem ovérme, zda

fla)>0, f'(a)>0, f"(a)>0, f"(a)>0, f'(a)=>0.

2110 2 -6 2
2 4 12 12
126 6] 14

Protoze vsechny koeficienty v poslednim fadku Hornerova schematu
jsou kladné realna ¢isla a a = 2 je kladné realné cislo, je jisté

f'(a) >0, f"(a)>0, f"(a)>0, fDa)>o0.

a plati, ze ¢ < 2.

Pokusime se jesté snizit horni hranici kladnych redlnych korent a zvo-
lime a = 1.

37



1[1 02 -6 2
11 3 -3
113 3] 1

Vidime, ze f(a) < 0 a podminky véty nejsou splnény. Vsechny
realné kotfeny rovnice f(z) = 0 lezi v intervalu (—7;2)

4. Nakonec snizime dolni hranici pro zdporné realné koreny rovnice. Za
timto tcelem pouzijeme rovnici

tedy g(z) = 2+ 2%+ 6x+2 = 0. Rovnice g(x) = 0 ma poze nezaporné
koeficienty, proto podle poznamky [2.1]jsou vSechny redlné koteny ohra-
niceny cislem R = 0. Je-li potom ¢islo R hornim ohrani¢enim korent
rovnice g(x) = 0, je ¢islo —R = 0 dolnim ohrani¢enim kofenu rov-
nice f(z) = 0. VSechny redlné koreny rovnice f(z) = 0 potom lezi v
intervalu (0;2) a ohraniceni kofenti je dokonéeno.

e Druhym krokem je separace redlnych korenti. V predchozim bodé jsme zis-
kali interval, ve kterém lezi vSechny redlné kotreny rovnice f(z) = 0. Nyni
najdeme Sturmiv fetézec polynomu f(x).

Méame tedy f(z) = 2* + 222 — 6z + 2, f'(z) = 423 + 42 — 6. Polynom f(z)
muzeme vynasobit ¢islem 4 a dostaneme

Tr? — 187 + 8

4 2 . 3 _

Zbytek po déleni je polynom ry(x) = 42? — 18z + 8. Potom
fo(z) = —ro(z) = —42° + 18z — 8.

Pokrac¢ujme v Euklidové algoritmu:

9 TTe — 42
42 + 42 — 6) : (—42®> + 182 —8) = —x — = .
(42" +do = 6): (~do” + 180 —8) = —v — o+ — 5o

Zbytek po déleni je polynom r3(x) = 77z — 42. PoloZme potom
f3(z) = —r3(x) = =TTz + 42
a pokracujme dale.

4 174 76
—42% + 182 — 8) : (— 42) = —gp — —— 4 121
(—4x® + 18z — 8) : (—77x + 42) 77x 847+—77x+42

Zbytkem je nyni nenulova konstanta r4(z) = %. Potom

76

fa(z) = —ry4(x) = 11
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Oznacme f(z) = fo(x), f'(z) = fi(z). Potom dostdvame Sturmovu po-
sloupnost:

I
&
I
+
[\
&
[N
I
D
&
+
\&}

76

Abychom zjistili pocet znaménkovych zmén v Sturmové fetézci v koncovych
bodech intervalu (0;2), ve kterém lezi vSechny realné kofeny rovnice

f(x) = 0, staci uréit znaménka hodnot jednotlivych ¢lent Sturmova fetézce
v bodech 0 a 2. Sestavime tabulku

a fola) fila) foa) fs(a) fi(a) Z(a)
o + - - + - 3
2 o+ o+ o+ - -1

Jestlize Z(a) je pocet znaménkovych zmén v posloupnosti redlnych ¢isel

fola),fr(a), . ... fu(a),

pak podle Sturmovy véty lezi v intervalu (0;2) pravé
Z(0)—Z(2) = 3—1 = 2 redlné koteny rovnice f(z) = 0. Tabulku zpresnime
dalsim dosazenim:

_|_

N — O Q

fola)  fila)  fala)  fs(a)  fala) Z(a)
- - + 3
+ + 2
+ + 1

+ - -
Protoze Z(0) — Z(1) = Z(1) — Z(2) = 1, povedlo se ndm tspésné najit
intervaly, ve kterych lezi pravé jeden realny koren. Jedné se tedy o intervaly
(0;1) a (1;2) a nyni mizeme piejit k poslednimu kroku, kdy redlné koreny
aproximujeme.

Nyni zacnéme hledat metodou regula falsi redlny koten rovnice f(z) =0 v
intervalu (0; 1) s presnosti alespon na 5 desetinnych mist. Mame

flx) =a* + 222 — 62 + 2, f'(z) = 42® + 42 — 6, f"(x) = 122 + 4. Protoze
f(0) >0, f(1) < 0a f’(x) > 0 v intervalu (0; 1), zvolime bod a jako pevny.
Polozme xy = 0, 1 = 1. Potom podle véty [2.9| sestavime tabulku:
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k a b f(a) f(b) Ty f(zk) e
0 0 1,000000 2 -1,0000000 0,666667 -0,913580

1 0 0,666667 2 -0,9135802 0,457627 -0,283060 0,456790
2 0 0457627 2 -0,2830597 0,400889 -0,058083 0,141530
3 0 0,400889 2 -0,0580829 0,389575 -0,010881 0,029041
4 0 0,389575 2 -0,0108808 0,387467 -0,002003 0,005440
5 0 0,387467 2 -0,0020034 0,387080 -0,000368 0,001002
6 0 0,387080 2 -0,0003677 0,387009 -0,000067 0,000184
7 0 0,387009 2 -0,0000674 0,386996 -0,000012 0,000034
8§ 0 0,386996 2 -0,0000124 0,386993 -0,000002 0,000006

T —Tl—1

Vidime, ze chyba ’ — ’ je pro zg < 107°, proto jsme nasli prvni redlny
koten xg = ¢; = 0,386993 s pozadovanou presnosti.
Analogicky nyni hledejme koren rovnice f(z) = 0 v intervalu (1;2). Jako

pevny bod zvolime bod b, protoze f(b) > 0 a f”(x) > 0 v intervalu (1;2) a
sestavime tabulku:

k a b f(a) f(b) Ty f(zr) zk;i?
0 1,000000 2 -1,000000 14 1,066667 -0,829906

1 1,066667 2 -0,829906 14 1,118898 -0,642189 0,046681
2 1,118898 2 -0,642189 14 1,157542 -0,470105 0,033385
3 1,157542 2 -0,470105 14 1,184911 -0,330180 0,023099
4 1,184911 2 -0,330180 14  1,203692 -0,225167 0,015602
19 1,240011 2 -0,000513 14 1,240039 -0,000330 0,000022
20 1,240039 2 -0,000330 14  1,240057 -0,000212 0,000014
21 1,240057 2 -0,000212 14 1,240068 -0,000136 0,000009

Pro k£ = 21 jsme nalezli koren xo; = ¢ = 1,240068 s pozadovanou presnosti.
Je nutné podotknout, ze pocet provedenych krokt byl velmi vysoky. Pojdme
si ukazat, zda je Newtonova metoda rychlejsi.

Priklad 3.2. Najdete Newtonovou metodou redlné koreny rovnice
flx)=a"+22°-62+2=0
s presnosti alespori 107°.

Resend. V piikladu jsme separovali intervaly, ve kterych lezi koteny rovnice
f(z) = 0. Prvni korfen lezi v intervalu (0; 1), druhy kofen lezi v intervalu (1;2).
Hledejme tedy Newtonovou metodou realny koten rovnice v intervalu (0; 1). Vime,
ze

o f/(z) =423+ 4z — 6,
o f"(x)=122% + 4,

f(0)>0a f(1) <0,

o f"(z) >0 v intervalu (0;1).
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Nyni mizeme podle véty zacit tvorit posloupnost uy, ..., u,. Jako pivodni
aproximaci volime podle poznamky 2.5 u; = 0. Pak

f(uy) 2 1
T ) T 6 TR
flug) 1 0,234568
Uz = Uy — = = — ——
f'(ug) 3 —0,518519
Udaje opét zapiSeme do tabulky:
k up, f(ug) f'(u)
1 0 2 -6
2 0,333333 0,234568 -4,518519
3 0,385246 0,007380 -4,230312
4 0,386991 0,000009 -4,220213
5 0,386993 0,000000 -4,220201
6 0,386993 0,000000 -4,220201

= 0,385246

Uk —Uk—1

Uk

1,000000
0,134752
0,004508
0,000005
0,000000

Jiz pro k = 5 jsme nasli koren us; = ¢; = 0,386993 s pozadovanou presnosti.
Analogicky budeme hledat kofen rovnice f(x) = 0 v intervalu (1;2). Jako ptivodni

aproximaci volime u; = 2.

Uk

2
1,588235
1,351424
1,256613
1,240536
1,240089
1,240089
1,240089

0 O UL W N+~

f(ur) I (ug)
14 34
3,878534 16,378180
0,879695 9,278379
0,111956 6,963603
0,002945 6,598526
0,000002 6,588502
0,000000 6,588494
0,000000 6,588494

Uk —Uk—1
Uk

0,259259
0,175231
0,075450
0,012960
0,000360
0,000000
0,000000

Z tabulky vidime, Ze jsme nalezli jesté lepsi aproximaci korene c; nez metodou
regula falsi, a to sice po pouze 7 krocich.

Priklad 3.3. Najdete Miillerovou metodou redlné koreny rovnice

flx)=a2'+22> —6x+2=0

s presnosti alespori 107°.

Reseni. V prikladu jsme separovali intervaly, ve kterych lezi kofeny rovnice
f(z) = 0. Prvni kofen lezi v intervalu (0; 1), druhy koren lezi v intervalu (1;2).
Nejdifve budeme hledat Miillerovou metodou redlny kofen v intervalu (0;1).

Zvolme pocatecni aproximace

$0:0,
ZE1:17
IEQZO,
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a urceme.

Daéle uré¢ime

hole—x0:1—0:1
h1:l’2—$1:0,5—1:—0,5

a
o T = fw) _ —1-2
Tr1 — X 1-0
5 = f(z2) — f(z1) _ —0,4375 -1 — 2875,
To — T 0,5 —1
V dalsim vypocitame
6 —00 2,875 —(—3) — 1175

it he —05+1
b=ahy + 6 = 11,75 (—0,5) + 2,875 = —3
¢ = f(xy) = —0,4375

a konecné
2¢ 05— 2. (—0,4375)
b+ (sign b)V0? —dac

xr3 = Ty —

. \/(—3)2 Y 447 (~04375)

tedy x3 = 0,3962918. Pocatecni aproximaci xg nyni nahradime aproximaci xy,
nahradime x5 a x5 nahradime x3. Pro dalsi postup tedy mame

o — 1
T = 0,5
9 = 0,3962918

a postup opakujeme. Ziskané aproximace kotene zapiseme do tabulky:

r T,
1 0,396292
2 0,387328
3 0,386993
4 0,386993

Vidime, Ze jiz ve tretim kroku jsme ziskali velmi dobrou aproximaci, proto c¢; =
0,386993. V tomto konkrétnim pripadé byla dokonce Miillerova metoda rychlejsi
nez Newtonova metoda.

Nyni analogicky budeme hledat redlny kotfen rovnice f(z) = 0 v intervalu (0; 1).
Postupné ziskané aproximace zapiSeme do tabulky:
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T T,
1 1,276908
2 1,231391
3 1,240156
4 1,240089

Opét jsme jiz ve ¢tvrtém kroce nasli aproximaci korene ¢y = 1,240089.

Priklad 3.4. Najdéte metodou retézovijch zlomku redlné koreny rovnice
flx)=a"+22>-62+2=0

s presnosti alespori 107°.

Resend. V prikladu jsme separovali intervaly, ve kterych lezi koteny rovnice
f(z) = 0. Prvni korfen lezi v intervalu (0; 1), druhy kofen lezi v intervalu (1;2).
Nejdrive se budeme snazit najit aproximaci realného korene rovnice f(x) =0 v
intervalu (0; 1). Oznacme

T = —
€

a sestrojme rovnici fi(z1) = 0, kde

fi(xy) = 2t f (;) =0.

Potom méame

NaR% 1\? 1 4 3 2
X1 Ty X1

Nyni budeme hledat interval, ve kterém lezi jediny realny kofen rovnice
fi(z1) = 0 vétsi nebo roven jedné.

Vsechny realné koteny lezi v intervalu (0;3). Sturmuv fetézec polynomu fi(z1)
ma tvar:

r] — 62 + 227 + 1
3
1

x? — 1827 + 4x,

Sestavime tabulku

a fi(a) fula) fi(a) fii(a) fule) Z(a)
0+ - - + - 3
1 - - + + - 2
2 - - + + - 2
3+ + - - - 1



Protoze Z(2)—Z(3) = 1, lezi jediny redlny koren vétsi nez jedna v intervalu (2; 3).

Polozme nyni zy; = 2 + x% a sestrojme rovnici

faolme) =0, kde fo(xz) = 23f1 <2 + 1)

L2
Potom mame rovnici
4 1y\* 1 1\?
fa(z2) = x5 2<2+> —6(2+) +2<2+> +1] =
i) ) i)
= —Txy + 1423 + 1025 + 2 = 0.

Analogicky nyni budeme hledat interval, ve kterém se nachazi jediny realny koren
roviice fo(x2) = 0 vétsi nez jedna. VSechny redlné koteny lezi v intervalu (—1;2).

Sturmuv fetézec polynomu fo(z2) ma tvar:

(z9) = —Tx5 + 1423 + 1025 + 2
(z9) = —28x5 + 2815 + 10
fo,(22) = —14a5 — 1575 — 4
(2)
(2)

Opét sestavime tabulku:

a  fyla) fala) fo(a) fo(a) fola) Z(a)
1 - +
0 + + - -
1 + +
2

Protoze Z(1) — Z(2) = 1, lezi jediny redlny kofen rovnice fo(zs) = 0 vétsi nez
jedna v intervalu (1;2).

Potom tedy ozna¢me x5 =1+ ;13 a sestrojme rovnici

Falws) = 23S, (1 + 1) _

xs3
. 134 12 1
_ —7(1+> +14(1+> +10<1+)+2 _
T3 T3 T3
= 1923 + 1023 — 2875 — 2813 — 7 = 0,
jejiz jediny redlny koten vétsi nez jedna lezi v intervalu (1;2).

Oznaéme 3 =1+ i a opét sestrojme rovnici

fa(zy) = 1 f3 (1 + 1) = 0.

Xy
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Dostavame

1 4 1 3 1 2 1 4
xi[19(1+> +10(1+) —28<1+> —28(1+> —7]:0,
Ty Ty Ty T4
tedy

—34x] + 2223 + 116275 + 8624 + 19 = 0.

Analogicky ziskame interval, ve kterém lezi jediny realny koren rovnice
fa(z4) = 0 vétsi nez jedna. Jednd se o interval (2;3) a pokracujeme déle:

1
Ty = 2 + —
L5
4 1
fs(xs) = x5 f4 <2 + ) =
Ts

= 28723 — 2743 — 56827 — 25005 — 34 = 0,

oznacime x5 a dosadime

1
Ty = 2 4+ —
Te
4 1
fG(xﬁ) = $6f5 (2 + ) -
T

= —406zg + 3374z} + 46762F + 202276 + 287 = 0.

Pro z¢ plati:

1
$6:9+7
Ty

Potom

frlar) = 24 fs (9 + 1) _

T
= 19312127 — 27782423 — 10154222 — 1124227 — 406 = 0.

Jediny kofen rovnice fr(x7) = 0, ktery je vétsi nez jedna, lezi v intervalu (1;2).
Celkem tedy mame:

1
C1 =
1
2—1—1 T
+1+ !
1
2+2+ T
—
9
+1+--
Nyni najdeme prvnich 8 pribliznych zlomk:
t |0]1]2]3] 4|5 ]| 6
a; 0211|1229 1
P lO|1]1]2]5 |12] 113|125
Qi 1123513311292 323
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Z tabulky vidime hodnoty pribliznych zlomki
0 112 5 12 113 125

1°273° 57 137 317 292’ 323

Pokud vezmeme za pribliznou hodnotu kofene ¢islo %, podle vzorce (2.18)) méame
) L 000000959 < 107
OG- —| < —= = :
bo323] T332
s . 125
Nasli jsme tedy koten ¢; = 393 s pozadovanou presnosti.

Hledejme nyni druhy kofen rovnice

flx)=a"+22°-62+2=0

1
v intervalu (1;2). Oznacme ¢, = 1 + — a sestrojme rovnici ¢;(z;) = 0, kde
21

o) =2t (142 ).

21
Dostaneme rovnici
gi(z1) = —2] + 220 +822 + 42 +1=0,
jejiz vSechny realné koteny lezi v intervalu (—2;5). Hledejme nyni interval, ve

kterém lezi jediny realny koren rovnice g1(z1) = 0, ktery je vétsi nebo roven 1.
Sturmuv fetézec polynomu g;(z1) ma tvar

gio(z1) = —2f + 228 4+ 822 + 42 + 1

g1,(21) = =42} + 627 + 162, + 4

g1,(21) = —1927 — 202, — 6

g15(21) = —23522; — 280

6859
91(21) = 7055
a sestavime tabulku

a gi(a) gu(a) g1.(a) gi,(a) gu,(a) Z(a)
2 - + - + + 3
0+ + - - + 2
2 4+ + - - + 2
4+ - - - + 2
5 - - - - + 1

Protoze Z(4) — Z(5) = 1, lezi nas hledany kofen v intervalu (4;5). Oznacme
z1 = 4 + —, sestrojme rovnici
22

1
g2(20) = z§g1 <4 + ) =0,
Z9
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tedy

1725 — 9225 — 6425 — 142, — 1.
Vsechny redlné kofeny rovnice go(29) = 0 lezi v intervalu (—1;7). Opét budeme
hledat interval, ve kterém lezi jediny realny koten této rovnice, ktery je vétsi nebo
roven jedné. Sturmuv fetézec polynomu go(z2) je:

593792 + 167909
86282059
521945574

Vytvorime tabulku:

-1 - + - - 3
0o - - - + - 2
4 - - + - - 2
6 - + - + - 2
T+ + - - - 1

Protoze Z(6) — Z(7) = 1, lezi jediny redlny kofen vétsi nez jedna v intervalu

(6; 7). Dale pokrac¢ujeme analogicky. Oznac¢ime z5 = 6 + — a sestavime rovnici
Z3
4 1
g3(z3) = 2592 |6+ — | =0,

zZ3

tedy
—22925 + 397025 + 195223 + 31623 + 17 = 0.

Jediny redlny koren rovnice g3(z3) = 0, ktery je vétsi nez jedna, lezi v intervalu

(17;18). Proto déle oznac¢me z3 = 17 + —. Dostaneme rovnici
24

1
gi(ea) = zhos (17+ ) =0,
Z4
tj.
94781825 — 99163422 — 19266427 — 1162024 — 229 = 0.

Jediny koten vétsi nez jedna této rovnice lezi v intervalu (1;2). Pro redlny kofen
¢y rovnice f(z) = 0 celkem mame

62:1+ 1
44 1

6+ ——1—

17+ T

1+ —

Nyni najdeme prvnich 5 pribliznych zlomk:
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v (0] 1] 2 3

b |1]14] 6 | 17 1
P | 11531532 563
Q; | 1]4]25|429 | 454

Z tabulky vidime, Ze se jedna o zlomky

1531 532 563
1'4°25" 429 * 454"

Ze vzorce ([2.18)) zjistime, jak presni jsme, pokud pouzijeme ¢islo posledni ptiblizny
zlomek:

563
- — 4 1 —5.
T < YT 0,00000485 < 10
. y 563 . y )
Potom mame koten ¢y = ik pozadovanou presnosti.

Priklad 3.5. [7] Kvadr md hrany a = 5 ¢m, b = 6 ¢m, ¢ = 7 c¢m. O jakou
stejnou délku je treba zvétsit vSechny tri hrany tak, aby se objem kvddru zvetsil o
350 cm??

Reseni. Objem zadaného kvadru je V = 5-6-7 = 210 cm®. Pro nové vznikly
kvadr potom plati:
560 = (54 2)(6 + x)(7 + x),

kde x je délka, o kterou zvétsime vSechny t¥i hrany kvadru. Po apravé dostaneme
rovnici

f(z) =2 + 182 + 107z — 350 = 0,

kterou budeme tesit Newtonovou metodou. Nejdrive ale musime urcit pocet klad-
nych redlnych kofent rovnice f(z) = 0 a pripadné intervaly, ve kterych lezi.
Oznacé¢ime B = 350 nejvetsi ze zapornych koeficientti. Prvni zaporny koeficient je
az = —350, oznac¢me potom k£ = 3. Potom podle véty pro kladny realny koten

c rovnice f(z) = 0 plati
/350
c<1l+ Y T < 9.

Nyni podle véty [2.5] snizime horni hranici vSech kofenti. Zvolme a = 7 a ovéfme,
zda

fla)>0 f'(a)>0, f"(a)>0, [f"(a)>0.

Vyuzijeme k tomu Hornerovo schema.

7|1 18 107 —350
7 175 1974
|1 25 282 1624

Vidime, ze f(a) je pomérné vysoké ¢islo a také, ze podminky véty [2.5|jsou splnény.
Zvolme nyni napriklad a = 4.

411 18 107 —-350

4 88 1780
1 22 195] 430

Pokusime se hranici snizit jesté vice volbou a = 3
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3 63 510

311 18 107 —350
|1 21 170] 160

a dale volbou a = 2

2|1 18 107 —350
2 40 294
|1 20 174] -56

Pro a = 2 podminky véty naplnény nejsou, proto pro vSechny kladné realné
koteny c plati:
ce (0;3).

Dalsim krokem je urceni poctu korenti a jejich separace. Sturmuv fetézec poly-
nomu f(z) ma tvar:
fo(z) = 2° + 182% + 107z — 350
fi(x) = 32% + 362 + 107
fo(z) = 22 + 1692
fa(z) = —2116799

Sestavime tabulku

W N = O Q
l

+

Protoze Z(2) — Z(3) = 1, lezi jediny kladny realny kofen v intervalu (2;3). Nyni
ho Newtonovou metodou aproximujeme. Vime, ze:

o f'(z) =32 + 36z + 107

o f"(x)=6x+36

e f"(z) je v intervalu (2;3) > 0.
. f(3)>0, f(2) <0,

proto jako poc¢atecni aproximaci volime u; = 3. Sestrojime posloupnost véty [2.10,
kde Fun) 160
Uy
=3 - — = 2,338843.
f'(uy) 242 ’

Déle udaje zapiseme do tabulky:

k up, f(ux) f'(u)
3 160 242
2,338843 11,513462 207,608906 0,220386
2,283386  0,076769 204,843427 0,023711
2,283011 0,000003 204,824801 0,000164
2,283011 0,000000 204,824801 0,000000

Uy = UL —

Uk —Uk—1
Uk

T W N =
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Jiz po patem kroku jsme ziskali vysledek s presnosti minimalné 6 desetinnych
mist. Odpovéd tedy zni, ze kazdou hranu kvadru bychom museli prodlouzit o
2,283011 cm.

Priklad 3.6. [3] Pri snaze urcit kyselost roztoku hydrozidu horecnatého v kyseliné
chlorovodikové jsme ziskali nasledujici rovnici:

f(z) = 2* 4 3,527 — 40,

kde x je koncentrace vodikového kationtu. Urcete koncentraci vodikového kationtu
pro nasyceny roztok (kyselost se rovnd nule).

Reseni. Nasim tkolem je tedy najit kladné redlné kofeny rovnice
f(z) =2*+ 3,52 —40 =0

a vyuzijeme k tomu Miillerovu metodu. Nejdiive vSsak musime najit interval,
ve kterém lezi vsechny kladné redlné kofeny rovnice f(x) = 0. K determinaci
horniho ohranicen{ uzijeme véty 2.4l Oznac¢me B = 40 nejvétsi ze vSech zdpornych
koeficient rovnice f(x) = 0. Protoze ag = —40 je prvni zaporny koeficient,
ozna¢ime k = 3. Potom pro kladné realné koreny c rovnice f(z) = 0 plati:

[4
c<1+310<5.

Pomoci véty [2.5] se pokusime jesté snizit horni hranici intervalu, ve kterém se na-
chazi vsechny realné koreny rovnice f(x) = 0. Zvolme napf. a = 4 a Hornerovym
schematem ovérme, zda

fla)>0 fa) =0, f"(a) 20, [f"(a)>0.

411 35 0 —40
4 29 116
11 75 29] 76

Z Hornerova schematu je zfejmé, ze tyto podminky jsou splnény. Pokusme se dale
snizit horni hranici dosazenim za a = 3
311 35 0 —40
3 19,5 58,5
|1 65 195 185

a déle za a = 2
2/1 35 0 —40
2 11 22
1 55 11] -18
Pro a = 2 jiz podminky véty splnény nejsou, proto vSechny kladné realné
kofeny lezi v intervalu (0;3). Separujme nyni jednotlivé kotfeny rovnice f(x) = 0.
Sturmiv Fetézec polynomu f(x) ma tvar:
fo(z) = 2° + 3,52 — 40
fi(z) = 32> + 7w
fo(z) = 492 + 720
fs(x) = —1308240

Daéle sestavime tabulku:
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W N = O Q
1

Protoze je Z(2) — Z(3) = 1, jediny kladny redlny kofen rovnice f(z) = 0 lezi
v intervalu (2;3). Nyni tento kofen Miillerovou metodou aproximujeme. Zvolme
pocatecni aproximace

g = 2
T = 3
To = 275
a urceme
f(z) =185
f([L’Q) = —2,5

Daéle urc¢ime

h0:x1—$0:3—2:1
h1:$2—$1:2,5—3:—0,5

a
50 _ f(x1> B f(xO) _ 1875 _ (_1875) _ 36,5
1 — 2o 3—2
5, = flxa) = flr1)  —25-185 19.
To — X1 2,5—3

Déle vypocitame
01 — o0y 42-—36,5
a = = =
hi + ho —05+1
b=ah;+ 6 =11-(-0,5) +42 = 36,5
c= f(xg) =—-25

11

Nakonec vypocitame dalsi aproximaci xs:
2c o5 2-(=2,5)
To — - = 4,0 — .
b+ (sign b)Vb* — dac 36,5+ /(36,5)2 —4-11-36,5

T3 =

Potom x5 = 2,567135. Pocateéni aproximaci x¢ nyni nahradime aproximaci x1,
x1 nahradime x5, 9 nahradime z3. Potom mame

Ty = 3
T, = 2,5
Ty = 2,567135,
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postup opakujeme a ziskdme aproximaci x3 = 2,567571. Aproximace opét pre-
znacime a dostaneme

Ty = 2,5
Ty = 2,567135
T = 2,567571.

Dalsi aproximaci by bylo ¢islo x3 = 2,567571. Vidime, Ze prvnich 6 desetinnych
mist se jiz neméni, proto jsme prakticky ve druhém kroku ziskali skvélou aproxi-
maci. Déle je nutné zminit, Ze jiz prvni krok aproximoval kofen rovnice f(x) =0
se spravnymi prvnimi tfemi desetinnymi misty. Vysledek této tlohy je tedy cislo
x = 2,567571.

Priklad 3.7. [3] Je ddn ndvrh kulové nadrze pro uchovani vody v malé vesnici v
rozvojové zemi. Objem tekutiny, ktery ndadrz dokdzZe pojmout, lze vypocitat jako

28R —h)

V=nm ) (3.1)

kde V je objem (v m?®), h je vyska hladiny vody v nddrZ (m) a R je polomér
nddrze (m). Jestlize je R = 3, do jaké vysky musi byt nddrz naplnéna, aby pojala
30 m3?

Reseni. Po dosazeni do vztahu (3.1)) za V = 30 a R = 3, dostaneme

O —h)

30 = wh?
™

Tuto rovnici upravime a celkem mame
f(h) =7h® — 97h* + 90 = 0.

Rovnici f(h) = 0 budeme fesit Newtonovou metodou. Tato rovnice ma tii redlné
koteny:

o prvni kofen lezi v intervalu (—2; —1),
o druhy koren lezi v intervalu (2; 3)
« a tfeti kofen v intervalu (8;9).

Protoze hleddme pouze kladny redlny kotfen rovnice f(h) = 0, prvni kofen mi-
zeme rovnou vyloucit. A protoze R = 3 m, tedy prumér kulové nadrze je 6 m,
vylouéime i tteti kofen, ktery lezi v intervalu (8;9). Nyni Newtonovou metodou
aproximujeme realny kofen rovnice f(h) = 0 lezici v intervalu (2;3). Mame:

f(h) =7h® — 97h* + 90
f'(h) = 3wh* — 187h
f"(h) = 67h — 18.

Protoze je f(2) > 0 a f”(2) > 0, volime jako pocatecni aproximaci ¢islo u; = 2.
Sestavime tabulku:
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Up, — Up—
" f () flla) |22
1 2 2,0354057 -75,3982237

2 2,0269954 -0,0068065 -75,9002068 0,0133179
3 2,0269057 -0,0000001 -75,8985620  0,0000442
4 2,0269057 0,0000000 -75,8985619  0,0000000

23

7 tabulky vidime, ze jiz treti krok nam nasel velmi dobrou aproximaci kofene
rovnice f(h) = 0. Nadrz tedy musi byt naplnéna do 2,0269057 metru.
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Zaver

vvvvvv

a vety, které jsou pottebné k naplnéni cile. Jsou uvedeny zakladni definice, vlast-
nosti o délitelnosti polynomu i vymezeni pojmu algebraicka rovnice a tlohy resit
algebraickou rovnici.

Ve druhé ¢asti jsou vylozeny véty, které umoznuji ohraniceni a separaci real-
nych korenu algebraické rovnice. Postup je nazorné predveden na resenych pii-
kladech. Princip kazdé metody priblizného feseni algebraické rovnice je vysvétlen
a vsSechny pottrebné vzorce odvozeny. Jejich vyuziti je opét ilustrovano na Tese-
nych prikladech.

Ve treti kapitole préace je sbirka tloh, kterd demonstruje aplikaci pribliznych me-
tod. Reseni v&Sbirka tloh také nabizi zajimavé porovnani rychlosti konvergence
jednotlivych metod. Zatimco naptiklad metoda regula falsi potiebovala k urceni
kofenu s danou presnosti v intervalu (1;2) pomérné vysoky pocet kroku (21),
Newtonovou metodou jsme nasli aproximaci kotene jiz po 7 krocich.

Reseni vétsiny pifklad v praci jsou mé, kde tomu tak neni, je uveden zdroj. Pii
tvorbé prace pro mé bylo nejnarocnéjsi se vyporadat s formalni strankou prace.
Samotna tvorba vSak pro mé byla obrovskym pirinosem, nebotf nyni kladu vice
diiraz na presnost a vécnost mého vyjadrovani. Zaroven jsem vsak ziskal urcity
nadhled a dalsi zkusSenosti. Dle mého nazoru ma totiz metoda fetézovych zlomka
spise teoreticky vyznam nez vyznam prakticky, nebot je potfeba mnoho dalsich
vypocti. V pomeéru ucinnosti a obtiznosti je podle mé nejlepsi Newtonova metoda,
kterou bych vyuzival nejvice.
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