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1. Uvod

Tématem této diplomové prace je kombinatorika pro studenty ucitelstvi
1. stupné ZS. Zaméfime se na pichledny a srozumitelny vyklad
kombinatorického uciva, na ktery nasledné navazuje procviceni jednotlivych
piikladi. Ptiklady jsou vybrany z wuclebnic prvniho a druhého stupné
zékladnich Skol, S§kol stfednich a z knih wurenych pro rozsifeni
matematického uciva.

Kapitoly jsou: kombinatorickd pravidla, kombina¢ni cisla, variace
bez opakovani, variace s opakovanim, permutace bez opakovani, permutace
s opakovanim, kombinace bez opakovani a kombinace s opakovanim.
Jednotlivé kapitoly obsahuji vzorové priklady, které jsou doplnény nazornym
nakresem postupu. Kapitoly na sebe navazuji: z variaci vychéazeji permutace,
nasleduji kombinace, které jsou jejich zobecnénim.

Ptiklady v praktické casti jsou rozdéleny podle jednotlivych témat:
kombinacni ¢isla, variace bez opakovani, variace s opakovanim, permutace
bez opakovéani, permutace s opakovanim, kombinace bez opakovani,
kombinace s opakovanim. Obsahuji vzorové ptiklady, na nichz je pfedveden
postup vypoctu. Ostatni ptiklady vzdy za svym zadanim maji vysledky a
nekteré 1 stru¢ny postup vypoctu.

Cilem této prace je piiblizeni kombinatorického uciva studentim
ucitelstvi 1. stupné ZS. Piiklady v praktické ¢asti mohou byt vyuzity v jejich

budouci praxi ucitele prvniho stupné zakladni Skoly.



2. Kombinatorika

Kombinatorika je c¢ast matematiky, ktera se zabyva vlastnostmi
kone¢nych mnozin. V kombinatorice jsme Casto odkazani na svij vlastni
tsudek, v mnoha piipadech neni mozné ovéfit spravnost. Usudky v této
oblasti matematiky jsou proto casto slozité, pro nékteré jedince
nepochopitelné. Problém V nepochopeni se skryva (Casto) Vvtom, ze
kombinatorické usudky jsou pro nas néfim novym a k sezndmeni s nimi
potfebujeme delsi Cas.

Vznik kombinatoriky nelze zcela jasné€ zatradit do pfesného historického
obdobi. Vyvijela se s potiebou ¢loveka, ktery hledal odpovédi na nejriznéjsi
otazky. Jako matematicka disciplina se kombinatorika zacala objevovat
v 17. stoleti, byla spojovéna se jmény B. Pascala (na konci svého Zivota
vytvotil trojihelnik kombinacnich Ccisel- tabulka, jejichz tadky tvoii
kombinacni cCisla (8) az (Z)), P. Fermata (spole¢né s B. Pascalem dali zaklad
pravdépodobnosti- Sance na vitézstvi pii hie v kostky), J. Bernoulliho
(spole¢né s G. W. Leibnizem dali zaklad terminologii pravdépodobnosti), G.
W. Leibnize a L. Eulera. V této dobé se kombinatorické uvahy zaobiraly
predevs§im rliznymi hrami v kostky a hrami s kartami.

Kombinatorika dneSni doby je soucasti tzv. finitni matematiky,
ktera studuje vlastnosti kone¢nych mnoZin.

Kombinatorika je propojena s mnoha dal§imi disciplinami. Nejvice
spole¢ného s kombinatorikou ma pravdépodobnost. Pravdépodobnost je

na kombinatorice zaloZena.



2.1 Zakladni kombinatoricka pravidla

Pti feSeni kombinatorickych tloh se vyuziva piredevsim dvou pravidel -
kombinatorické pravidlo sou¢inu a kombinatorické pravidlo souctu.

Nejprve se zaméfime na kombinatorické pravidlo soucinu:

Pocet vSech usporadanych k-tic, jejichz prvni ¢len lze vybrat
Nn; zpisoby, druhy ¢len po vybéru prvniho ¢lenu n, zpusoby atd. az k-ty
¢len po vybéru vSech predchazejicich ¢lenii ny zpisoby, je roven nq - n, -

... . (Calda & Dupac, 2006)

Kombinatorické pravidlo soucinu si ukazeme na piikladé 1.
Piiklad 1:
Maruska ma ve skiini Cervené, zluté a zelené tricko, modrou a bilou sukni.

Kolik ma Maruska moznosti rizného obleceni?

ReSeni:

Uvedenou tlohu miizeme graficky znazornit (obr. 1).

Cervené tricko Modra sukné

Bila sukné

anwd

Zluté tricko Modra sukné
Bila sukné
Zelené tricko Modra sukné

/|

Bila sukné

Obr. 1



Z obr. 1 vidime, Ze ke kazdému ze tii tricek si mize Maruska vzit dvé
sukné. Vytvoii tak 3 - 2= 6 riznych moznosti obleceni.

Vzhledem k tomu, Ze nemuzeme zaménit triCko za sukni, hledame
usporadané dvojice tricko- sukné, jejiz prvni Clen tricko Ize vybrat tfemi
zpusoby a druhy ¢len sukné dvéma zpiisoby.

Pouzijeme-li matematickou symboliku:
k=2 (tvofime dvojice)

n;= 3 (pocet tricek)

n,= 2 (pocet sukni),

obdrzime podle pravidla kombinatorického sou¢inu: n; - n,=3 - 2=6.

Piiklad 2:
Urcete pocet vSech pfirozenych dvojcifernych cisel, v jejichz zépise se

vyskytuji €islice 1, 2, 3, 4, 5, 6, 0 nejvySe jednou.
Reseni:
Uvedeme dva zptsoby feSeni:

1. Na misté desitek muize stat libovolné Cislo z ¢islic 1, 2, 3, 4, 5, 6,
nemuze zde stat Cislice 0. Pokud by na mist¢ desitek stala nula, utvofené ¢islo
by nebylo dvojciferné. Na misto desitek mizeme tedy dosadit Sest Cisel. Na
misto jednotek mizeme dosadit také Sest Cislic, nyni mizeme dosadit nulu
(nemiiZeme jiz dosadit ¢islo, které jsme pouzili na pozici desitek). Mame tedy

6 - 6=36 moznych dvojcifernych ¢isel.




2. Vsechna dvojciferna ¢isla obsahuji dvé skupiny &isel. Cisla, kterd
jsou tvofena stejnymi Cislicemi (11,22,33,44,...). A Cisla, kterd maji rGzné
&islice. Cisel, ve kterych se cCislice opakuji je 6 (11, 22, 33, 44, 55, 66), vSech
dvojcifernych cisel, které Ize ze zadanych Cisel sestavit je 42 (ze zadanych
¢isel mohu utvofit dvojcifernd cisla- 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 20, ...-
vytvotim tak v prvni dvacitce sedm cisel, v druhé pak dalSich sedm, ve tieti
také sedm pokraCuji az k sedmdesatce- vytvoiim tak 7+7+7+7+7+7= 42
dvojcifernych ¢isel). Pocet ¢Cisel s riznymi ¢islicemi si ozna¢ime p, pocet

Cisel se stejnymi ¢islicemi je 6.

p+ 6= 42
p= 36

Druhé pravidlo, se kterym se seznamime je kombinatorické pravidlo
sou¢tu (kombinatorické pravidlo souctu je ukdziano na piedchozim

prikladé, reSeni druhé):

Jsou-li A, Ay,..., Ap koneéné mnoziny, které maji po radé p1, pz,..., Pn
prvki, a jsou-li kazdé dvé mnoZiny disjunktni, pak pocet prvki mnoZiny

AU AU U AL je roven pitpot. .. +pn. (Calda & Dupac, 2006)

Na obr. 2 je dané pravidlo znazornéno pro 2 mnoziny A; a A, pfi¢emz prvni

mnozina ma 5 prvku a druha 4 prvky.

AilJ A,=5+4=9

Obr. 2




2.2 Kombinaéni Cislo
Dftive nez zavedeme kombinacni Cislo, definujeme faktorial.
Faktorial z pfirozené¢ho Cisla n je soucin vSech pfirozenych cisel od
jedné do n. Tzn.
n'=1-2-3..."(n— 1) n (Calda & Dupa¢, 2006)

Vlastnosti faktorialu:
Pro n=0 je nl=1, tedy 0!= 1.
Dale plati: nl=n- (n-1)!

Piiklad:
Urcete hodnotu 5!
ReSeni:
S5!'= 54-3-21= 120

H_J

n{n—1)(n—2)...1

Bl=5-41=5.4.3-.2.1= 120
—

n-(n—1)!

Kombinaéni ¢isla se pouzivaji k vyjadfeni poctu k-prvkovych
podmnoZin n-prvkové mnoZiny, pficemZ pifi vybéru nezaleZi na pofadi

jednotlivych prvki. Znacime je (:), kde n€ N,ke N, n= k. Cteme n nad k.

Pro vSechna celd nezdpornéd Cisla n, k; k= n Ize pomoci faktoridlu

zapsat kombinacni Cislo jako:

n
:): k!(n—k)!

(Calda & Dupag, 2006).



Dale definujeme:

G)=10) =1

Postup pri vypoctu kombinacniho cCisla

Ur¢ime hodnotu kombina¢niho ¢isla [132) (¢teme dvanéact nad tiemi).

12 12!
( ) 3|[12 3)|

Dané kombinacni ¢islo jsme zapsali pomoci vzorce (k)— - - k}
n—

12-11-10-®_ 12-11-10

3.9 3-2-1

Upravime: Citatele postupné zmensujeme o jedna, az k &islu,
které je rovno vypoctenému céislu ze zavorky (n-k)! ve jmenovateli. Dana
Cisla jsou faktoridly a my je mlZeme vykratit. Vznikne ndm zlomek, ve

kterém Ccitatel obsahuje stejny pocet Cislic jako jmenovatel.

4 5
171110 4-11-5
T 111

11

Zlomek zkratime na zakladni tvar. Ve jmenovateli nam zlstava 1.

Vypocteme soucin.



Kombina¢ni ¢islo mizeme urcit i pomoci Pascalova trojuhelniku,

Ktery Osahuie Kombinacni gisla (5), (%), .. (%) v radcich. (obr. 3)

1. diagonala, k=0

/ 2. diagonala, k=1

1 n=0

1 1 n=1

1 2 1 n=2

1 3 3 1 n=3

1 4 6 4 1 n=4

15 10 10 5 1 n=5

1 6 15 20 15 6 1 n=6
1 7 21 3 3 21 7 1 n=7

Obr. 3: Pascaluv trojuhelnik

Z Pascalova trojuhelniku mizeme vycist, Ze na prvni diagonale, lezi
samé jednicky, znamend to, Ze prvni diagonala urcuje kombinacni ¢isla, ve
kterych se k=0, druha diagonéla urcuje kombinacni ¢isla, ve kterych se k=1

atd.

Vlastnosti kombinaénich ¢isel (pro n€ No KE Ng A K= n):

(Polak, 1977)

Yy _ n! , v . v 7 N4
1. ( i )_ PRTAAY ( vypocet kombinacniho ¢isla)

2. (Hf k)= (:) (existence komplementérni dvojice)



Existenci komplementarni dvojice si muizeme dokazat pomoci
Pascalova trojuhelniku:
Zvolime si naptiklad n=4, k=4

iy , 4 4
- zvolena ¢isla dosadime ( 4_): ( 4 4)

(=)

- vysledky kombinac¢nich ¢isel najdeme v Pascalové trojuhelniku

1 4 6 4 1 — tadek, kde n= 4

A /

diagonala, k=0 diagonala, k=4

- vidime, Ze dand rovnost plati a existuji komplementéarni

dvojice

Komplementarni dvojici tvoii takova dvojice kombinacnich cisel, ktera
jsou stejné vzdalend od osy soumeérnosti Pascalova trojuhelniku a po

vypocitani jsou si rovna.

3. (:)+ ( ;: 1): (::1 ( soucet dvou kombinac¢nich &isel)

Tomuto souctu se také tfika Pascalovo pravidlo, nebot’ vysledek souctu se
nachazi v fadku Pascalova trojuhelniku nasledujicim ,,pod jejich stfedem‘*.
Uzitim tohoto vztahu lze najit jakykoliv fadek Pascalova trojuhelniku, je-li
znam tadek predchazejici. (Calda & Dupac, 2006)



Na jednoduchém piikladé si ukdZeme uziti vlastnosti 3.

Priklad:
Vypoctéte:

G G)

ReSeni:

G (Q=GR=0)

V nasledujicim ptikladé budeme muset pouzit znalosti komplementarnich

dvojic, abychom mohli dan4 kombinacni ¢isla secist.

Priklad:
Vypoctéte:

()
Reseni:

Vzhledem k platnosti vztahu (:)ZG)

Miuzeme zapsat piiklad:

B Q= G Q)= ()



2. 3. Variace

2. 3. 1. Variace bez opakovani

Dfive nez pfejdeme k definovani variaci bez opakovani, uvedeme

jednoduchy ptiklad.

Priklad:
K sestaveni vlajky, kterd ma byt slozena ze tfi riiznobarevnych svislych
pruhti, mame k dispozici latky barvy Cervené, zelené, Zzluté a modré. Kolik

vlajek mizeme sestavit z téchto latek?

Reseni:

Pruhy musi mit rizné barvy a na pofadi barev zalezi, protoze nam
vzniknou rizné vlajky (napt. vlajka barvy cervené- modré- zelené je jind nez
zelena- modra- Cervena).

Vlajky: ¢ervena- zelena- zluta ¢ervena- zluta- zelena

Cervena- zluta- modra
Cervena- zelena- modra
zluta- modra- zelena
zluta- zelena- Cervena
zluta- ¢ervena- modra
modra- zelena- zluta
modra- Cervena- zZluta
modra- Cervena- zelena
zelena- Cervena- modra
zelena- ¢ervena- Zluta

zelena- Zlutad- modra

Vzniklo ndm celkem 24 rtiznych vlajek.

Cervena- modra- zluta
Cervena- modra- zelena
zluta- zelena- modra
zluta- ¢ervena- zelena
zluta- modra- Cervena
modra- zluta- zelena
modra- zluta- ¢ervena
modra- zelena- Cervena
zelena- modra- Cervena
zelena- zluta- Cervena

zelena- modra- zluta



Do prvniho pruhu jsme mohli dosadit jednu ze 4 barev, do druhého
pruhu jednu ze zbyvajicich 3 barev (jedna barva je jiz v prvnim pruhu), do
ttettho pruhu jednu za zbyvajicich 2 barev. Vzniklo ndm tedy 4- 3- 2= 24
moznych vlajek. Tento pocet ndm souhlasi s nami vytvoirenymi vlajkami.

Vytvofili jsme tedy usporadané trojice (k= 3) ze Ctyt prvkd (n=4) a

k vypoctu jsme pouzili kombinatorické pravidlo soucinu:

Pocet vlajek =4- 3- 2- 1=24.

Pokud vytvatime uspofadané k-tice z n-prvki a zadny prvek se v k-tici
neopakuje, mluvime o variacich bez opakovani.

U variaci tedy zalezi na potadi.

Variace zna¢ime V(Kk, n). Kureni jejich poctu vyuzivame

kombinatorické pravidlo soucinu.

Vypocet celkového poctu variaci bez opakovani

Mame dano n navzajem rtznych prvkd a pfirozené ¢islo k, k < n. Prvni
¢len usporadané k-tice miizeme vybrat N moznostmi, jelikoZ mame n prvki a
zatim jsme Zadny nepouZili. Pro 2. ¢len uZ mame na vybér jen n-1 moZnosti,
nemizeme pouzit jiz prvek, ktery jsme pouzili v prvnim ¢lenu. Pro 3. ¢len
mame tedy N-2 moznosti a tak dale, az po vybér k-tého ¢lenu, kde mame n-(k-
1) moznosti. (Calda & Dupac, 2006)

Pokud pouzijeme kombinatorické pravidlo soucinu, ziskdme vzorec
pro variace:

Kombinatorické pravidlo soucinu:

n(n-1)(n-2)(n-3)...(n-(k-1))= n(n-1)(n-2)...(n-k+1)



Obecny vzorec pro variace bez opakovani:

VK, n)=n- (= 1) (n=2) .. (n—k+1) = = ken

(Polak, 1977)

Zvlastni pripad variaci bez opakovani:
V piipad¢ k =n se variace bez opakovani nazyvaji permutace bez
opakovani a plati:
V(n)=nl=P(n).

K permutacim se jesté vratime v kapitole 2.4.

2. 3. 2. Variace s opakovanim
Zacneme op¢t prikladem.

Priklad:
Urcete pocet vSech devitimistnych telefonnich c¢isel, ktera telefonni
spole¢nost vytvoti z ¢isel 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9. Telefonni ¢islo nemuze

zacinat 0.

ReSeni:

Pro utvofeni telefonnich ¢isel mizeme pouzit tyto Cislice: 0, 1, 2, 3, 4,
5,6,7,8a09. Cisla se v telefonnich &slech mohou opakovat a nesmi zacinat
0. Mame tedy celkem 10 ¢islic k vytvoreni telefonniho ¢isla.

Na prvni misto mizeme pouzit jen devét Cislic (miizeme pouzit 1, 2, 3,
4,5,6,7,8,9; nesmime pouzit 0), na druhé misto mizeme pouzit deset Cislic
(mlZeme poZit jiz pouzité ¢islo a 0), i na ostatni mista mizeme pouZzit vSech

deset cislic. (obr. 4)



f

*

X

X

/

9 ¢islic 10 ¢islic 10 ¢islic
obr. 4

A
|

\

\

10 ¢islic 10 ¢islic

Vznikne ndm tedy 9°10°10-10- 10 telefonnich &sel. Tedy 9- 10

telefonnich cisel. Vytvofili jsme pocet vSech telefonnich ¢isel pomoci variaci

s opakovanim. Pouzili jsme kombinatorické pravidlo soucinu.

pocet telefonnich ¢isel= 9-10-10-10-10=19- 10% = 90 000

Nyni pfejdeme k definici variaci s opakovanim.

Variace s opakovanim jsou uspofadané skupiny obsahujici K prvka

sestavené z n riznych prvki tak, ze kterykoliv prvek se muize ve skuping

libovolnékrat opakovat a jednotlivé skupiny se lis§i bud prvky (alespon

jednim) nebo jejich uspofadanim. Strucnéji feceno: Variace k-té tiidy z n

prvkl s opakovanim jsou vSechny mozné uspotadané k-tice prvku sestavené

z danych n riiznych prvka. (Polék, 1977)

Znacime je Vo(K, n).

Variace s opakovanim mizeme vytvofit i v ptipad¢, ze k» n.

Priklad:

Zjistéte, kolik ctyfcifernych ¢isel mizeme vytvofit z Cislic 1, 2.

ReSeni:

Zaéneme nazornym obrazkem (obr. 5)

f

*

?
|

T
Tisice Stovky Desitky Jednotky
Obr. 5

\



Pro vybér ¢isla na pozici tisice mame 2 moznosti (1, nebo 2), pro vybér
Cisla na pozici stovek mame také 2 moznosti (Cislice se mohou opakovat) atd.
Celkovy pocet moznosti pro vytvofeni Ctyiciferného Cisla je tedy
2222 = 16= 24 moznosti. K vypocteni jsme pouzili kombinatorické

pravidlo soucinu.

Jinak to znamena, Ze tvofime Ctyiprvkové variace s opakovanim k= 4,
ze dvou prvkll n= 2.

Vo(4,2)=2-2-2-2=24=16

Pokud mame zadano n navzajem rtznych prvki a mame utvofit k-
¢lenné variace s opakovanim, VyuZijeme k vypoctu kombinatorické pravidlo
soucinu, obdrzime obecny vzorec pro vypocet Kk-Clenych variaci
s opakovanim z n-prvki.

Volk,nN=n"nn...n=mn,

H_/

K-krat

2. 4. Permutace

2. 4. 1. Permutace bez opakovani

Jak jsme jiz vySe poznamenali, permutace jsou specidlnim piipadem
variaci bez opakovani. V této kapitole se zaméfime na jejich nekteré vlastnosti.

Diive vSak uvedeme piiklad, ktery ndm permutace piiblizi.



Priklad:
V parlamenté chtéji se svymi navrhy vystoupit Ctyii poslanci (poslanci:
Novak (N), Boucek (B), Kozel (K) a Hora (H)). Urcete pocet vSech moznych

potadi jejich vystoupeni.

ReSeni:

Znazornéme obrazkem (obr. 6)

4. moznosti 3. moznosti 2. moznosti 1. moznost
obr. 6

Pro vybér prvniho poslance, ktery bude prezentovat svlij ndvrh mame
¢tyfi moznosti (mame k dispozici ¢tyfi poslance), pro vybér druhého poslance
v potadi mame tifi moznosti (jeden poslanec jiz bude sviij ndvrh prezentovat
jako prvni), pro tfetiho poslance v pofadi mdme dv€ moznosti (dva poslanci
budou prezentovat jako prvni a druhy) a pro vybér ¢tvrtého poslance nam
zlstane jedna moznost.

Pro vypocet vS§ech moznych potadi vyuZijeme kombinatorické pravidlo
soucinu a tim 1 vypocitame pocet permutaci ze Ctyf prvki (4 poslanci):

P(4)=4-3-2'1= 4/ = 24

Permutace jsou usporadané n-tice sestavené z danych n prvki, jedna se
tedy o ptipady, ve kterych se k= n . Prvky se v n-tici neopakuji, tudiz
mluvime o permutacich bez opakovani. Znac¢ime je P(n).

Ur¢it vSechny permutace n prvkl, znamena urcit pocet vSech moznych
potadi n prvki.

Pocet vSech permutaci urc¢ime tak, Ze mame dano n prvki, které mame

umistit na N mist. K umisténi prvniho prvku mame n moznosti, k umisténi



druhého (n-1) moznosti (jeden prvek uz jsme umistili na prvni pozici). Pro
tieti prvek mame (n-2) moznosti. Mame tedy n-(n-1)-(n-2) moznosti jak
umistit tii prvky. A tak dale. Pouzijeme-li kombinatorické pravidlo soucinu,
dostaneme tak:

n(n—1)(n—2)(n—3)... 21 = n!
Obecny vzorec pro permutace:

PnN=n'(n—1)(n—2)(n—3)... 2'1 = n! (Calda & Dupac, 2006)

Poznamka:

P(0)=0!= 1

Permutace se daji zapsat ve form&é matic, kde prvni fadek tvofi vzor
(tedy danou permutaci, beze zmény) a druhy jeho obraz (permutace beze
zmény- V zakladnim, daném tvaru; nebo ve tvaru zménéném- prvky jsou na

jinych mistech, v jiném potadi)

Priklad:

Mame danou permutaci P1=(1, 2, 3). Utvoite jejich matice.

V matici urujeme identické dvojice. Identické dvojice jsou dvojice

Cisel, které se nachazi v matici pod sebou a jsou stejné.

P1= @ E Obsahuje 3 identické dvojice



Kromé¢ identickych dvojic urujeme inverzni prvky. Inverzni prvky,
jsou takova ¢isla ve vzoru (druhém tadku), ktera nejsou zapsana podle poradi,

ve kterém jdou vzestupné za sebou.

Pe= (1 2 3) Obsahuje 3 inverzni prvky (1 jeza 3,1 je za 2, 2 je za 3)

Permutace vznikaji cyklickymi zaménami. To jsou takové zdmény, pfi
nichz se prvek z prvniho mista dostava na posledni atd.

123) = (231) — (312) — (123)

Pti cyklickych zaménach se méni pocet inverznich prvki 1 identickych

dvojic.
N B C e N A T
—— —— ——
0 inverznich 2 inverzni 2 inverzni 0 inverznich
prvki prvky prvky prvki
3 identické 0 identickych 0 identickych 3 identické
dvojice dvojic dvojic dvojice

1 3 2 3 2 1 2 1 3 1 3 2
—— —— —— ——

1 inverzni 3 inverzni 1 inverzni 1 inverzni
prvek prvky prvek prvek

1 identicka 1 identicka 1 identicka 1 identicka

dvojice dvojice dvojice dvojice



Skladani permutaci

Slozenim dvou permutaci vznikne permutace nova.

Priklad:

Urcete permutaci, kterd vznikne slozenim:

Py 2 Pere(G 1 2

Reseni:

1 2 3 . o .,
Pi= ( L 2 3) Nejprve zjistime, jaké Cislo se nachazi

Z ¢ ¢ pod 1 ve vzoru permutace Py, vidime,

/1 2 3 5 L , 5
Ps= (3 1 2) Ze na daném mist¢ lezi 1, hledame tedy cislo,
které se nachazi pod 1 v obraze permutace Ps.

1 2 3 o y o

P= (3 1 2) Pod jednickou je vjeho obraze ¢islo 3. Ve slozené

permutaci se bude pod 1 nachazet ¢islo 3, atd.

Skladani permutaci se znaci P,?P; = P.



2. 4. 2. Permutace s opakovanim

Nyni se zaméfime na permutace s opakovanim. Uvedeme je

nasledujicim piikladem.

Priklad:

Méme ctyfi krabice s malymi krabi¢kami: Jednu krabici se 2 zlutymi
krabickami, druhou se 3 Cervenymi krabi¢kami, tfeti se 2 zelenymi krabi¢kami
a ctvrtou krabici také se 2 modrymi krabickami. Uréete, kolika zpiisoby je

mozné sefadit v§echny krabicky do tady.

Reseni:
Nejprve si spoc¢itame kolik je celkem krabicek- 2+ 3+ 2+ 2= 9.

Timto jsme zjistili, jak dlouha bude tada krabicek.

9 8 7 6 5 4 3 2 1
obr. 7

K vybrani krabicky na prvni misto (obr. 7) mdme 9 moZnosti, na druhé
misto 8 moznosti (jedna krabicka je jiz prvni), na tfeti misto 7 moZnosti atd.
Vznikne ndm 9! mozZnosti (pouZzili jsme kombinatorické pravidlo soucinu,
zjistili jsme potradi prvkil v permutaci (bez opakovani)) jak vybrat krabicky
do tfady, ale nesmime zapominat, Ze nékteré krabicky maji stejné barvy a
tudiz utvoii stejna potadi. Z toho plyne, Ze zptisobti uspotfadani krabicek bude
méné nez 9! Spodteme nyni pocet stejnych poradi. Zluté krabicky jsou dvé,
proto 2! poradi  je stejnych, protoze se v nich méni jen potadi zlutych
krabi¢ek. Cervené krabi¢ky jsou tii , proto 3! potadi je stejnych, protoze se

v nich méni je pofadi cervenych krabicek. Zelené krabicky jsou 2- 2! potadi



je stejnych, modré krabicky jsou 2- 2! poradi je stejnych. Vysledny pocet
potadi krabicek je tedy:

Po(2, 3, 2, 2)= "iﬂﬂﬂ}: = > =48 moznosti jak sestavit

- A 1 AL,T 1,71,
25302021 235202

ruzna potadi krabicek.

Permutace s opakovanim jsou uspotadané n-tice sestavené z danych
k raznych prvku tak, ze kazdy se v ni vyskytuje aspoii jednou.

Opakovani je dano piedem urCenym poctem: ni-krat prvek aj, no-krat
prvek ap, atd. Jestlize NnEN oznacuje pocet vSech prvku, jejichz rizna poradi
zkoumdme, platin=n; + ny + ... + ng.

Permutace s opakovanim zna¢ime P,

Obecny vzorec pro permutace s opakovanim z n prvkl, v nichz se

jednotlivé prvky opakuji Ny, Ny, ...Nk-krat je:

(n1+n2+...+nk)!: P(n)

Po(n1, N2, ..., Ni) = -~ , T ,
nl.'nz.'...'nk. nl.'nz.‘...’nk.

Nyni budou nasledovat zvlastni pripady permutaci s opakovanim:

Po(L, 1, ..., 1)= £ 1= p(y)

b T

V ptipadé vytvareni usporadanych n-tic ze dvou prvkd, z nichz se jeden
prvek opakuje k-krat, druhy (n-k)-krat je tato permutace s opakovanim rovna

poctu k-prvkovych kombinaci z n prvkd. (Calda & Dupac, 2006)

(ke (n—1))! n! n
Po(k, n-k)== ) o ()= Kk, n).

klin—k)




Priklad:

Urcete pocet vSech poradi péti prvkl, v nichz se jeden prvek opakuje
3-krat a dalsi dva jsou rizné. (prvky jsou a, a, a, b, c).
Reseni:

Nejdiive si zaved’'me znaceni.

k=3 - poCet riznych prvki

ni=3 - prvni prvek a se opakuje 3-krat.
no=1 - prvek b se opakuje jen jednou
ns=1 - prvek c se také opakuje jen jednou
n=>5 - celkem je 5 prvki

Z permutaci umime urcit potadi riznych prvka, proto si prvky, které se
opakuji, oznac¢ime aj, @y, 8. Vznikne nam tedy pét ruznych prvki ay, a,, as, b,
c. Jejich poCet umime zjistit: P(5) = 5! = 120. Zjistili jsme pofadi prvku
vV permutaci (bez opakovani).

Pokud zrusime indexy u opakujicich se prvkil, bude pocet permutaci
mensi nez 120, protoze nékterd potadi jsou stejna.

V nésledujicim schématu vidime, jak se nam pocet pétic postupné zredukuje.

(a1, b, az, a3, ¢), (a1, b, a3, @z, ¢) , (az, b, a1, as, ¢), (az, b, as, as, ¢), (as, b, ay,
az c), (as, b,aza;,c) = (ab,aac)

(c, a1, b, @y, az), (c, a1, b, as, a), (c, az, b, a1, a3), (c, az, b, as, ai1), (c, as, b, ay,
ay), (c,as b,aa;) — (c, ab,a a)

(a1, @z, b, c, a3), (a1, as, b, ¢, &), (az, a1, b, ¢, a3), (az, as, b, ¢, a1), (as, a1, b, c,
az), (as, az, b,c,a;)) — (a,a,b,c,a)

(a1, a2, a3, b, ¢), (a1, as, a2, b, ), (az, as, a1, b, ¢), (az, a1, as, b, ¢), (as, ai, a,

b, c), (as,a,a;,b,c) — (a,a,a,b,c)



Kdyz budeme pokracovat dale, dostaneme celkovy pocet permutaci
s opakovanim. Abychom nemuseli vSechny permutace tvofit, v§Simnéme si,
ze jsme s pouzitim oznacenych prvki vytvofili nékolik permutaci, kde Sest
téchto permutaci, ve kterych lezi prvky a na stejnych mistech, tvofi jednu
permutaci s opakovanim. Proto celkovy pocet permutaci (bez opakovani)
vydélime 6 (prvky nejsou navzdjem razné, proto se nékterd potradi opakuji-
prvek a se opakuje tiikrat- proto 3! potfadi bude stejnych;
31= 6). 120 +6 = 20. PoCet potadi 5 prvkl, znichz 3 jsou stejné a
zbyvajici 2 jsou rizné je 20.
Pokud bychom pro vypocet pouzili vySe uvedeny vzorec (pro permutace
s opakovanim), bude vypocet nésledujici:

5! 120

Po(3, 1, 1)= =2_20

ikl 6




2. 5. Kombinace

2. 5. 1. Kombinace bez opakovani

V této kapitole se budeme zabyvat poctem neusporadanych mnozin,
které miizeme sestavit z n raznych prvki, pficemz prvky se nesmi opakovat.

Podivejme se na jednoduchy ptiklad zabyvajici se touto problematikou.
Priklad:

Adam (A), Bobek (B), Dana (D), Marek (M) se louci a podavaji si ruce.
Kolik je to celkem podani rukou?

ReSeni:

Uvedena situace je znazornéna na obr. 8

A B

D M
obr. 8

Z obrazku 8 vidime, Ze si ruku poda: Adam- Bobek, Adam- Dana,
Adam- Marek, Dana- Marek, Dana- Bobek, Bobek- Marek. Zjistili jsme
veskeré kombinace podani ruky, které se neopakuji (podani ruky Adam-
Bobek a Bobek- Adam je stejné). Celkem je jich tedy 6. Vytvorili jsme
dvouprvkové mnoziny (dvojice- dva lidé si podaji ruku) ze Ctyi prvkl (Ctyti
kamaradi). VSimnéme si, ze jsme vytvorili vSechny dvouprvkové
podmnoziny mnoziny {Adam, Bobek, Dana, Marek}. Je tedy zfejmé, ze
tvofeni k- ¢lennych kombinaci z n prvku je stejné jako tvoieni K-prvkové

podmnoZiny n-prvkové mnoZiny.



V priklad¢ jsme tvofili k-prvkové podmnoziny n-prvkové mnoziny. Tim

se dostavame k definici kombinace bez opakovani.

Kombinace bez opakovani jsou tvofeny k-¢lennymi skupinami z n
prvki, ve kterych nezalezi na potfadi. Ve skupinach se dané prvky vyskytuji
nejvyse jednou.

Ptame se tedy na pocet vSech neuspofddanych k-tic tvofenych zn
prvk.

Kombinace se zapisuji do mnozinovych zavorek {}.

Kombinace znac¢ime C(k,n). Tedy jako k-¢lenné kombinace z n prvki

(jsou to k-prvkové podmnoziny mnoziny témito n prvky uréené). A plati pro

v

ne:

n! aln—1)..n—k+1) |

n
C(k, n)= (k) = PRTAY = nE N, ke N, k= n.

(Calda & Dupac, 2006)

2. 5. 2. Kombinace s opakovanim

Podobné jako u variaci vySe uvedeny problém tvorby k-prvkovych
mnozin tvofenych z n prvkl ztizime. Nyni budeme pifedpokladat, Ze prvky

v danych mnoZinach se mohou opakovat. Opét nezélezi na potadi.

Priklad:
Urcete, kolika zplisoby je mozné rozdélit tii stejné kulicky do Ctyf

ptihradek?



ReSeni:
Do ptihradky mizeme dat jednu, dve, tfi kulicky, nebo taky nemusime
do ptihradky dat zadnou kulicku. Ptihradky méame ctyfi. Kulicky mizeme

rozdé¢lit podle nésledujiciho schématu:

1. 2. 3. 4.
. . . 1.
. . . 2.
° . . 3.
. . . 4.
e o o 5.
o o o 6.
D6 G 7.
DAE 8
DG 8 0.
o o . 10.
o o . 11.
IR ° 12.
o o . 13.
° o o 14.
IR * 15.
. o o 16.
. o o 17.
. ° o 18.
. ° e 19.
. ° o 20.

Tti stejné kulicky jsme rozdélili 20 riznymi zpisoby, V rozdéleni

kulicek nezalezi na jejich poradi.



Kombinace s opakovanim jsou tvofeny K-Clennymi skupinami zn
prvka, ve kterych nezalezi na potadi a jejichz ¢leny se mohou opakovat.

Znacime je Cy(k, n).

U daného ptikladu mizeme pocet kombinaci uréit snadno (tim, zZe
budeme kuli¢ky postupné rozdélovat), ale pti vysSich Cislech je tento postup
nepouzitelny. P¥i vys$Sich n a k je nutné pouzit vzorec pro kombinace

s opakovanim.

Obecny vzorec pro kombinace s opakovanim:

Co(k, n)= ("*%71) ke N. (Polik, 1977)



3. Metodika:

Na sestaveni praktické c¢asti jsem prostudovala ucebnice prvniho
stupné, druhého stupné zakladni Skoly a ucebnice pro stfedni Skoly a dalsi
matematické prirucky (matematické sbirky, zabavné matematiky, matematiky
pro volné chvile, ...), dale pak internetové stranky, ve kterych se
kombinatorika nachdzi. Z t€chto prament jsem vybrala ptiklady tykajici se
kombinatorického uciva. Piiklady jsem rozttidila do procvi¢eni kombinacnich
Cisel, variaci bez opakovani a s opakovanim, permutaci bez opakovani a
s opakovanim, kombinaci bez opakovani a s opakovanim. Kazdou ¢ast jsem
uvedla feSenym piikladem, na ktery navazuje nékolik dalSich ptikladi na

procviceni. Z téchto ptikladl jsem sestavila sbirku ptfikladl na procviceni.



4. Priklady na procviceni

4. 1. Kombinaéni Cisla

Piiklad 1:

Urcete hodnoty kombinac¢nich ¢isel:

3. G GGG GG

[3;1;6;4;5;1;21;35]

Priklad 2:
Porovnejte:

G G
G G
) G
X)) &)

Priklad 3:
Zapiste jednim kombina¢nim ¢islem:

)+ ()

G+ ()

G+

@)+ ()

G- Q@+ (G
[G):G): ) (B3]



Piiklad 4:

Sectéte:

G+ Go)+ )+ (9)+ (%)

[($)]

Piiklad 5:

Utvoite komplementarni dvojice:
(E): G (55 (&8

() (2): )i ()]



4. 2. Variace bez opakovani

Vzorovy priklad:

Priklad 1:
Dva chlapci, Karel a Jirka, odjeli na vylet. Svym spoluzackam, Marii,
Helence a Vérce, poslal kazdy jednu pohlednici. Kolik pohlednic dostala

dévcata?

ReSeni:

Situaci si miizeme znazornit nasledujicim obrazkem (obr. 9).

Marie
Karel

Helena
Jirka

Véra

obr. 9
Z obrazku vidime, Ze Karel poslal celkem 3 pohledy, Jirka poslal také 3
pohledy. Kazda divka dostala dva pohledy. Divky dostaly celkem 6 pohledi.
Pokud bychom chtéli vyuzit variatniho poc¢tu, miizeme konstatovat, Ze jde o

dvojclenné variace (pohlednice od chlapce divce) ze tii prvki (tfi dévcata)
3 _ 321
(3-2)0 1

V(2, 3)= =6

Odpovéd’: Dévcata dostala celkem 6 pohledd.



Priklad 2:
Z cislic 0, 2, 8 utvoite v§echna mozna dvojcifernd a trojciferna Cisla tak,

aby v kazdém ¢isle byly razné Cislice. Ktera jsou to ¢isla a kolik jich je?

[ Cisla: 20, 28, 80, 82, 208, 280, 802, 820. Vypodet
pomoci vzorce: (pocet dvojcifernych Cisel):

V(2, 3)=3- 2 = 6, nesmime zapomenout, ze
dvojciferné ¢islo nesmi zacinat 0. Budeme mit tedy o
2 Cisla méné: 6 — 2= 4 dvojciferna ¢isla. Pocet
trojcifernych ¢isel: V(3, 3)= 3-2-1= 6, ale opct
pozor trojciferné ¢islo nemize zacinat 0- Budeme
mit opét o dvé Cisla méné: 6 — 2 = 4 trojcifernad

Cisla ]

Priklad 3:
V kosiku je jablko, hruska, broskev a pomeranc. Kolika zplsoby

mizeme vybrat jedno ovoce k snidani, jedno ke svacin¢ a jedno k obédu?

ar &l
(4—30 1

[V, 4)=

= 4!= 24; ke snidani mame

4 moznosti, k obédu uz jen 3 moZnosti, k vecefi

2 mozZnosti]

Piiklad 4:
Mame k dispozici 5 karti¢ek scisly 1, 2, 3, 4, 5. Kolik rtznych

trojcifernych Eislic z nich mizeme sestavit?

[V, 5)=

o == 60 trojcifernych &isel ]



Piiklad 5:
Kolik existuje dvojcifernych cisel vétSich nez 30, které lze utvofit

z ¢islic 1, 3, 4, 6 bez moznosti jejich opakovaného pouziti?

4!
(a—2)

| £

[V (2 4)=

= 12 ¢isel; ale toto ¢islo obsahuje

ba

1 ¢isla mensi nez 30, jsou to Cisla 13, 14, 16.

Proto: 12 — 3 = 9 ¢isel]

Priklad 6:
Z ¢islic 1, 2, 5, 8 utvoite vSechna trojciferna ¢isla, kterd jsou délitelna

ttemi. Pfitom se v zapise Cisla nesmi zadna Cislice opakovat.

[ V(3.4) = 24, ale vSechna nejsou d¢litelna 3;

délitelna jsou Cisla: 258, 285, 528, 582, 825, 852]

Priklad 7:

Vybor sportovniho klubu tvoii Sest muzii a Ctyfi zeny. UrCete:

a) kolika zptisoby z nich Ize vybrat ptedsedu, mistopiedsedu, jednatele
a hospodafe;

b) kolika zplsoby z nich Ize vybrat funkcionafe podle a) tak, aby ve
funkci predsedy byl muz a ve funkci mistoptedsedy Zena nebo
obraceng¢;

c) kolika zpisoby z nich Ize vybrat funkcionate podle a) tak, aby prave

jednim z nich byla Zena.



[ ) V(4, 10)= —2 =22 5 040

(10—4) &

b) predseda- 6 moznosti, mistopiedseda- 4 moznosti,
jednatel- 8 moznosti (1 muz jiz ptedseda, 1 Zena
mistopiedseda- 10 — 2 = 8), hospodai- 7
moznosti nebo piedseda- 4 moznosti,
mistopfedseda- 6moznosti jednatel-8 moznosti,
hospodaf-7 moznosti®» 6-4-8-7 +4-6-8-7=
2 688 moznosti

¢) predseda- 4 moznosti, mistopiedseda- 6 moznosti,
jednatel- 5 moznosti, hospodaf- 4 moznosti nebo
predseda- 6 moznosti, mistopfedseda- 4 moznosti,
jednatel- 5 moznosti, hospodaf- 4 moznosti nebo
piedseda- 6 moznosti, mistopfedseda- 5 moznosti,
jednatel- 4 moznosti, hospodaf- 4 moznosti nebo
predseda- 6 moznosti, mistopfedseda- 5 moznosti,
jednatel- 4 moznosti, hospodar- 4 moznosti
+4:6-5-4+6-4-5-44+6-5-4-44+6-5-

4-4=1920]

Priklad 8:

Urcete, kolika zplsoby lze sestavit rozvrh na jeden den pro tfidu, v niz
se vyuCuje dvanacti predmétim a kazdému nejvyse jednu vyucovaci hodinu
denné, ma-li se skladat ze Sesti vyuCovacich hodin. V kolika z nich se
vyskytuje dany predmét a v kolika z nich je tento pfedmét zafazen na 1.

vyuc€ovaci hodinu?

120 _ 12 . .
e e 665 280 zptisoby; rozvrhy

[V (6, 12)=

e
(11-5)! &!

s danym pfedmétem 6 V(5, 11)= 6-



Priklad 9:

332 640 zpusobi; rozvrhy s danym pfedmétem v prvni

hoding V(5, 11)= ———= 55 440 zptisobii]

(11-5)

O telefonnim c¢isle svého spoluzaka si VaSek zapamatoval jen to, ze je

devitimistné, zacina dvojCislim 23, neobsahuje zadné dvé stejné Cislice a je

délitelné pétadvaceti. Urcete, kolik telefonnich ¢isel pfichazi v tvahu.

Piiklad 10:

50, nebo 23 75 — na misto

miliént mazeme doplnit 6 Cislic, na misto statisicii- 5
¢islic, na misto desetitisict- 4 ¢islice, na misto tisici-
3 ¢islice, na misto stovek- 2 ¢islice. Mame dvé ¢isla-

jedno konc¢i 50 a druhé 75, proto 2:(6- 5- 4- 3- 2)=

6!

'15—5}:: 2 6= 2

1440 c¢isel, nebo-li: 2-V(5, 6)= 2-

720=1 440 telefonnich ¢isel ]

Kolik riznych signalli je mozno utvofit z péti praporkll riznych barev,

jsou-li:

a) tii praporky postaveny vedle sebe (trikolory);

b) dva praporky postaveny vedle sebe (bikolory);

¢) vibec vSech signali?

[) V(3 5)= 5

(5—3)

| L]

‘= 60 trikolor

[ o]

b) V(2, 5)= === 20 bikolor

(5—2)



¢) V(L, 5)+ V(2, 5)+ V(3, 5)+ V(4, 5)+ V(5, 5)=

! ! ! ! ! 5! B! 5! G5
,5 +,5 +f5 +—,5 ,5 = —+ —+ —+ —+
(5—1)t i(5—2) (5-30 (5—4) (5-5) 4! 3! 2! 1!

== 5+ 20+ 60+ 120+ 120= 325 signdli ]

Priklad 11:
Kolika zptisoby milze byt odménéno 1., 2., 3. cenou 13 ucastnikl
sportovni soutéze?
13!

[V(3, 13)= —2 = 2= 1 715 zpisobii]

{13-3)! 10!

Priklad 12:
Ve findle olympijského sprintu startuje 8 zavodnikli. Urcete pocet
zpusobd, jimiz se mohou rozdélit o zlatou sttibrnou a bronzovou medaili.
g _ B

[ V(3, 8)= ———=—=1336 zpusobii]

(g—3h 5!

Priklad 13:
K sestaveni vlajky sklddajici se ze tfi rliznobarevnych vodorovnych
pruhi jsou k dispozici latky téchto barev: Cervend, zlutd, modra, bila, zelena.

Urcete, kolik uvedenych vlajek lze z téchto latek sestavit.

[V@ 5)= 5

(5—3)

| 4}

= 60 vlajek]

B



Piiklad 14:
Urcete pocet vSech Sestimistnych telefonnich ¢isel, v nichz se kazda

cifra vyskytuje nejvyse jednou.

1% 2% 151 200 telefonnich ¢isel]
(1o-6) 4!

[ V(6, 10)=

Priklad 15:

Urcete pocet prvki, z nichz lze utvorit 240 dvouclennych variaci.

[V(2, x)=240 > =240

(x—2N

xle—1)x—20 _ 240

(x—2M
X(x- 1)= 240
D= 1+4- 240
D=961

X1, 2= 16 ¥ spravné feseni

=.15]

Priklad 16:
Z ¢islic 2, 0, 7 sestavte rtizna dvojciferna Cisla. Vytvotena Cisla sefad’te

podle velikosti, od nejmensiho k nejvétsimu.

[ V(2, 3)= ﬁz 6 cisel, ale pozor, 0 dvojciferné

¢islo za¢inat nemuze, nebylo by to dvojciferné ¢islo,

proto 6- 2= 4 cisla; 20, 27, 70, 72 ]



Priklad 17:
Urcete pocet vSech ¢tyiclennych variaci ze Sesti prvki.
B!

[ V(4, 6)= —=—= == 360 variaci ]

(e—4) 2

| T

[ 3]

Priklad 18:

Kolika zptsoby se muze posadit 5 osob na 3 ocislované zidlicky?

[V(3, 5)=%= 60 zpiisobi; na prvni Zidlicku

muzeme posadit jednu z 5 osob, na druhou zidlicku

jednu ze 4 osob a na treti zidlicku jednu ze 3 osob |

Priklad 19:
Na vrchol hory vedou ¢tyfi turistické cesty a lanovka (obr. 10). Urcete
pocet zplsobu, kterymi je mozno se dostat na vrchol a zpét tak, aby zpatecni

cesta byla jina nez cesta na vrchol.

A

obr. 10

5!
(5—2)

[ V(2, 5)= —=—===20 zpiisobil]



4, 3. Variace s opakovanim

Vzorovy priklad:

Piiklad 1:
Z¢islic 2, 3, 4 utvofte a zapiSte vSechna moznd dvojciferna Cisla.

Cislice se mohou opakovat.

ReSeni:

Dvojciferné ¢islo si miizeme znazornit

D J
A A

3. moznosti 3 moznosti — > 3+ 3=9 &ise—> V,(2, 3)= 3°=9

Cisla: 22, 23, 24, 32, 33, 34, 42, 43, 44

Vzorovy priklad:

Priklad 2:

Ve Svambranii je statni poznavaci znacka osobniho automobilu tvofena
uspofadanou sedmici, jejiz prvni tfi ¢leny jsou pismena a dal$i ¢tyfi ¢leny jsou
Cislice. Urcete, kolik téchto poznavacich znacek lze vytvofit, mame-li

k dispozici 28 pismen.

ReSeni:
Prvni ¢ast znacky je tvofena pismeny a pismen mame 28, mohou se

opakovat.



28 - 28 - 28=21 952 moznosti pro prvni &ast znadky — V,(3, 28)= 28°

Druha ¢ast znacky je tvoiena Cislicemi a ¢islic mame 10 (0, 1, 2, 3, 4, 5,

6,7, 8,9), cislice se mohou opakovat.

10 - 10- 10 -

10= 10 000 moznosti pro druhou ¢ast znacky —V(4, 10)=
10°

Celkem: Vo(3, 28) - Vo(4, 10)= 28° 10%= 219 520 000 znacek
Odpovéd’: Statnich poznavacich znacek Ize vytvotit 219 520 000.

Priklad 3:

Kolik riznych dvojcifernych ¢isel 1ze zapsat pomoci ¢isel 0, 1, 2, 3, 4?

[ Vo(2, 5)= 25, ale pozor, ¢islo nesmi za¢inat 0- 00,

01, 02, 03, 04- 5 cisel » 25- 5=20 cisel ]

Priklad 4:

Heslovy zdmek na kuffiku méa 5 kotoucd a na kazdém 8 ¢islic. Kolik

riuznych hesel 1ze nastavit.

[ Vo(5, 8)= 8°= 32 768 hesel, prvni kotou¢- 8 moznosti
na vybér, druhy kotou¢- 8 moznosti na vybér, tieti
kotouc¢- 8 moznosti na vybér, ¢tvrty kotouc- 8

moznosti na vybér, paty kotouc- 8 moznosti na vybér.

Tedy 8> mozZnosti na vybér]



Piiklad 5:
Urcete, kolik zna¢ek Morseovy abecedy lze utvofit sestavenim tecek a

¢arek do skupin o jednom az Ctytech prvcich.

[ VO(la 2)+ VO(Z’ 2)+ V0(3! 2)+ V0(4! 2): 2+ 4+ 8+
16= 30 skupin. Tedy skupiny s jednim prvkem,
dvéma prvky, tfemi prvky, ctyfmi prvky]

Priklad 6:
Urcete pocet vSech Ctyfcifernych ¢isel délitelnych Ctyfmi, v nichz se

vyskytuji cifry 1, 2, 3, 4, 5. (cifry se mohou opakovat)

[ posledni dvoj¢isli musi byt délitelné 4- 12, 24, 32,
44, 52- 5 dvojcisli. Nyni hleddam jen dvojcisli-
Vo(2, 5)= 5°=25 —» 5- Vo(2, 5)=125]

Piiklad 7:
Jméno a piijmeni kazdého obyvatele méstecka s 1 500 obyvateli mize

zacinat jednim ze 32 pismen. DokaZte, Ze alesponl dva obyvatele maji stejné

inicialy.
[ Vo(2, 32)= 32°= 1 024, obyvatel v m&stecku je 1 500,
coZ je vic neZ moznych inicial, proto se inicialy
budou opakovat ]

Piiklad 8:

Na panelu je 5 Zarovek, z nichz kazda muze svitit zeleng, zluté¢ nebo

cervené. Urcete, kolik riznych stavii miiZze panel signalizovat.

[ Vo(5, 3)= 3°=243 stavii |



Priklad 9:
Na vrchol hory vedou cCtyfi turistické cesty a lanovka. UrcCete pocet

zpusobti, kterymi je mozno se dostat na vrchol a zpét.

[ Vo(2, 5)= 5%= 25 zpiisobii]

Piiklad 10:
Kolik riiznych dvojcifernych ¢&isel Ize sestavit z &islic 2, 5, 7, 9? Cislice

se smi opakovat.

[ Vo(2, 4)= 4%= 16 &islic]

Priklad 11:

Urcete pocet vSech pétimistnych telefonnich ¢isel.

[ Vo5, 10)= 10°= 100 000 telefonnich &isel]

Piiklad 12:

Pii vykopavkach se naSla ohnivzdorna skiin. NaSel se 1 kli¢, ale
K otevieni bylo tfeba znat heslo, na které bylo tfeba nastavit pét kotoucd
s abecedou po obvodé (po 36 pismenech). Heslo se skladalo z 5 pismen, avsak
nikdo nevédél, z kterych. Nezbyvalo nic jiného, nez vyzkouSet vSechny
kombinace pismen na krouzcich.

Jestlize pocitame, Ze na sestaveni jedné kombinace jsou tfeba 3 vtefiny,
je mozné ocekavat, ze skiin otevieme v nejblizsich 10 dnech (pracovni doba je

osmihodinova)?

[prvni kotouc- 36 moznosti, druhy kotouc- 36
moznosti, tfeti kotou¢- 36 moznosti, ctvrty kotouc- 36

moznosti a paty kotoud- 36 moznosti. Vo(5, 36)= 36°=



60 466 176 moznosti. Pokud na jednu kombinaci 3
vtefiny, pak: 3- 60 466 176= 181 398 528 vtefin=
50 110,70 hodin, tedy témét 6300 osmihodinovych
pracovnich dni. Znamena to, ze skiiitku v nejblizsi

dobé¢ neotevieme |

4.4, Permutace bez opakovani

Vzorovy priklad:

Piiklad 1:

Dlouhy, Siroky a Bystrozraky jsou za sebou V zastupu. Kolika rtiznymi

zpusoby mohou byt setazeni?

ReSeni:

Rizna fazeni v zastupu: D- S-

B D-B- S
S-B-D B-S-D
B-D-S S-D-B

Jedna se o P(3)=3!=6

Odpovéd’:

Dlouhy, Siroky a Bystrozraky se mohou zafadit do zastupu 6 riiznymi

zpusoby.



Priklad 2:

Urcete, kolika zplisoby muze 10 tdbornikd pfi ndstupu na ranni
rozcvicku nastoupit

a) do tady;

b) do tady, v niz je tdbornik Ales na kraji.

[ @) P(10)= 10!= 3 628 800 moznosti
b) P(9)= 9!= 362 880 moznosti- Ale§ muize stat na
pravé nebo levé strang, proto 2- 362 880= 725 760 ]

Priklad 3:

Kolik trojcifernych &isel napiSeme pomoci cifer 1, 3, 7, muzeme-li

pouzit kazdou z nich jen jednou.
[ P(3)=3!=6 ¢isel]
Piiklad 4:
Z cislic 2, 5, 7 sestavte vSechna moZzna trojciferna cCisla tak, aby se

Cislice v zadném z nich neopakovaly.

[ P(3)=3!= 6, 257, 572, 725, 275, 752, 527]



Piiklad 5:
Z ¢islic 4, 8, 3, 7 sestavte co nejvice Ctyfcifernych cisel tak, aby se

jednotlivé ¢islice v ¢islech neopakovaly. Kolik bude takovych ¢isel?

[ 4837, 4873, 4783, 4738, 4378, 4387, 8734, 8743,
8347, 8374, 8473, 8437, 7348, 7384, 7438, 7483,
7834, 7843, 3478, 3487, 3784. 3748. 3874, 3847;
P(4)=41=24]

Priklad 6:
Sestavte z danych cifer (1, 2, 3) vSechna trojcifernd ¢isla a sefad’te je
podle velikosti v potadi od nejmensiho k nejvétsimu. V zadném ¢isle se nesmi

zadna cifra opakovat. Kolik je takovych ¢isel?

[ 123< 132< 213< 231< 312< 321; P(3)=3!=6]

Priklad 7:
Z danych cislic 1, 2, 3, 4 (aniz by se opakovaly) sestavte vSechna

Ctyfciferna Cisla, ktera jsou dé€litelné Ctyfmi.

[ P(4)= 4!= 24, ale vSechna nejsou délitelnd 4;
délitelna jsou cisla: 1324, 1342, 1432, 3124, 3412,
4132, 4312 ]



Priklad 8:
Jirka cosi hledal ve ctyfdilném naucném slovniku. Zjistéte, kolika

zpusoby mohl ulozit slovniky zpét do knihovny?

[ P(4)= 4!= 24 moznosti; 1234, 1243, 1324, 1342,

1423, 1432, 2134, 2143, 2314, 2341, 2413, 2431,
3124, 3142, 3214, 3241, 3412, 3421, 4123, 4132,
4213, 4231, 4312, 4321]

Priklad 9:
Urcete pocet vSech Sestimistnych telefonnich &isel, v nichz je kazda

z ¢islic 0, 2, 4, 6, 8, 9.

[ P(6)= 6!= 720 telefonnich ¢isel]

Priklad 10:

V lavici je 5 mist. Kolika zptisoby ji 1ze obsadit osobami A, B, C, D, E,
jestlize:

a) C musi sed¢t na kraji;

b) C musi sedét uprostied;

c) A, B musi sedét vedle sebe;

d) ptipad a), c) nastane soucasng¢;

e) ptipad b), ¢) nastane soucasne¢.

[ a) osoba C sedi na levém kraji- P(4)= 4!= 24; osoba
C sedi na pravém kraji P(4)=24 = 4!+ 41=48
b) P(4)=4!=24



A B 3!
B 3!
B 3!
A B 3!
B 3!
B A 3!
B A 3!
B 3l
8 31=48
d)
C A B 2!
C B 2!
C A B 2!
C B A 2!
C B A 2!
C B A 2!

a opacné- C vlevo: 2- 6- 21=24

e)
A B C 2!
B C 2!
C A B 2!
C B 21
4-21=8]

Priklad 11:
Kolik Sesticifernych cCisel je mozno sestavit z cifer 1, 2, 3, 4, 5, 6,
(Cislice se nesmi opakovat)

a) maji-li ¢isla zacinat cifrou 4;



b) maji-li ¢isla zacinat ciframi 4 nebo 5;
c) jsou-li délitelna Etyfmi;

d) kongi-li troj&islim 2162

[a) P(5)=5!=120
b) 2- P(5)=240
c¢) ¢isla musi koncit 12, 16, 24, 32, 36, 52, 56, 64-
8- 4!1=192
d) P(3)=3!=6]

Piiklad 12:
Urcete pocet prvka tak, aby bylo mozno z nich utvofit pravé 40 320

permutaci.

[ a) P(8)= 8!= 40 320 ]

Priklad 13:
Na Startovni Cafe je pfipraveno ke startu 6 zavodnich aut (modré,
cervené, zelené, Cerné, Zluté a bilé). Jaky je pocet vSech moZnych pofadi,

V nichz auta projedou cilem?

[ P(6)=6!=T720]

Priklad 14:

Kolik moznych slov vznikne zdménou potadi pismen A, S, M, O?

[P(4)=4'=245slov ]



4. 5. Permutace s opakovanim

Vzorovy priklad:

Piiklad 1:
UrCete pocet zpisobl, jimiz lze piemistit pismena slova

ABRAKADABRA.

ReSeni:

A se ve slové opakuje pétkrat, B dvakrat, D jednou, K jednou, R
dvakréat:

5+ 2+ 1+ 1+2=11

Po(5, 2, 1, 1, 2)= ———= 83 160 zpiisobti

512111117

Odpovéd’:
Slova lze premistit 83 160 zptsoby.

Piiklad 2:
Urcete, kolika zptisoby je mozné srovnat do fady 2 Sedé, 3 modré a 4

cerné kostky.

[ Po(2, 3, 4)= —Z—= 1260 zpiisoby ]



Priklad 3:
Urcete pocet vSech cCtyicifernych cisel délitelnych deviti, v jejichz

dekadickém zépisu nejsou jiné Cislice nez 0, 1, 2, 5, 7.

[ aby Cislo bylo délitelné deviti, musi byt deviti
délitelny jeho ciferny soucet (cif. soucet=9, 18, 27);
9=5+2+ 1+ 1; 5+ 2+ 2+ 0; 7+ 1+ 1+ 0; 7+ 2+ 0+ O;
18=7+ 7+ 2+ 2; 7+ 5+ 5+ 1; 27=nelze;

Pouziti 5+ 2+ 1+ 1 ...Po(5, 2, 1, 1)= }—

4!

5+2+2+0 ... Po(5,2,2,0)= -

an

=9; 7+ 1+ 1+ 0

Po(7, 1,1, 0)=

= 2-9;7+2+ 0+ 0 ...P,(7,2,0,0)=

8
"'||"'||: 6;

31— 6,7+ T+ 2+ 2 ... Po(7, T, 2, 2)=

7+5+5+1 ... Po(7,5,5,1)==

r-.'.l.p.

Celkem 12+ 9+ 9+ 6+ 6+ 12= 54 cCtyfcifernych

Sisel]

Priklad 4:

Urcete pocet zpusobd, jimiz lze umistit vSechny bilé Sachové figurky
(kral, dama, 2 véze, 2 jezdci, 2 stielci, 8 pésakil)

a) na dvé pevné zvolené fady Sachovnice 8x8;

b) na libovolné dvé fady Sachovnice 8x8

[ @) Celkem 16 figurek: Po(1, 1, 2, 2, 2, 8)— =

ﬂlﬂlﬂlB

64 864 800 zptisobt



—=—= 28- 64 864 800]

el
=

b) 8 fad- Dvojice fad= @}

Priklad 5:
Urcete pocet vSech péticifernych Cisel, jez lze sestavit z ¢islic 5 a7, ma-
li v kazdé z nich byt Cislice 5
a) prave trikrat;
b) nejvyse tiikrat;

c) aspon tiikrat.

5

iz

[ a) Cifry 5, 5, 5, 7, 7= 5 cifer: Po(5, 5, 5, 7, 7)=

10
b) Tedy ani jednou, jednou, dvakrat a tiikrat: Py(7, 7,
7,7, 7)+ Po(5,7,7,7,7)+ Po(5, 5,7, 7, 7)+ Py(5,

2 4 - 14+5+10+10=26

izl 213

5,5,7, 7)==+ —+
FHE

c¢) Tedy tiikrat, ¢tyfikrat a pétkrat: Po(5, 5, 5, 7, 7) +

Po(5, 5, 5, 5, 1)+ Po(5, 5, 5, 5, 5)= o+ 2+ I

10+ 5+ 1=16]
Piiklad 6:

Sesticiferné heslo uzavéru trezoru je vytvoreno z tychz cifer jako Cislo

220 096. Kolik je moznosti k vytvofeni hesla na trezoru?

el

1
&

[Po(2,2,0,0,9, 6)=—= 180 moznych hesel ]



Priklad 7:
Urcete, kolika zplisoby lze pfemistit pismena slova MISSISSIPPL

Kolik z nich neza¢ina pismenem M?

[ Pismena se vyskytuji: M- jedenkrat; I- ctytikrat;
11!

S- étytikrat; P- dvakrat: Po(1, 4, 4, 2):”, 2

34 650 moznosti pro pfemisténi pismen. Pismenem

M zacina Py(4,4,2)= %2 3 150; Pismenem M

nezacina: 34 650- 3 150= 31 500 piemisténi ]

Piiklad 8:
Urcete pocet vSech anagramd, které Ize ze slova KOMBINATORIKA

utvorit.
[ Pismena se vyskytuji: K- dvakrat, O- dvakrat, m-
jedenkrat, B- jedenkrat, I- dvakrat, N- jedenkrat, A-
dvakrat, T- jedenkrat, R- jedenkrat; Py(2,2, 1, 1, 2, 1,
21,07 55551

Piiklad 9:

Mame ¢tyti krabice s pastelkami: jednu krabici s 5 Zlutymi pastelkami,
jednu krabici s 6 modrymi pastelkami, jednu krabici s 5 zelenymi pastelkami a
jednu krabici se 3 Cervenymi pastelkami. Urcete, do kolika riznych fad lze

pastelky uspotadat.

15!
5lG!l513! ]

[ Po(5, 6,5, 3)=



Piiklad 10:

Gaius Julius Ceasar po vitézstvi nad pontskym kralem Frankem zpravu
do Rima, ktera byla takto zaSifrovana: CDEIIIIINVVYV. Urete, kolika zptisoby
1ze ve zpraveé piremistit pismena.

a1
&

[Po(1,1,1,5,1, 3)=

= 665280 ]

1
SE
Piiklad 11:

Kolik 1ze vytvofit anagrami z pismen slova ANANAS?

6! o
e 60 anagramil]

[Po(3, 2, 1)=

4. 6. Kombinace bez opakovani

Vzorovy priklad:

Priklad 1:
Do zahradky chce maminka zasadit dva druhy kvétin a ma tuto
nabidku: macesky, fialky, kosatce, tulipany, bledule a petrklice. Kolik

moznosti vybéru maminka ma?

ReSenti:

Celkem moznosti na vybér je 6 (6 druhti rostlin). Maminka chce jen dva

druhy:

MozZnosti vybéru:
macesky- fialky fialky-kosatce kosatce-tulipany
macesky- kosatce  fialky- tulipany kosatce- bledule
macesky- tulipany  fialky- bledule kosatce- petrklice

macesky- bledule  fialky- petrklice

macesky- petrklice



tulipany- bledule bledule- petrklice
tulipany- petrklice
65

. 15 moznosti

c(2,6)= (%)=

Piiklad 2:
V cukrarn€é maji Ctyfi druhy zmrzliny: vanilkovou, c¢okoladovou,
jahodovou a ofiSkovou. Déti si kupovaly zmrzlinu po 2 kopeccich. Jak si

mohly vybrat? Kolik je moznosti vybéru?

[ C@ 4= (})=13=6]

Piiklad 3:
Karolina ma 2sukné (bilou, Sedou) a 5 tricek (oranzové, zluté zelené,
cervené, modré). Kolik riznych moznosti muze z téchto soucasti odévu

vytvoftit?

[C(5.2)=(5)=5=10]

Piiklad 4:

Jirku, Petra, Alenku a Martinu chceme posadit do 2 lavic. Kolika
zpusoby je miiZzeme posadit?
4.3

[ C(2, 4)=(3)=—>= 6 zptisobi ]

21



Piiklad 5:
Ales, Jakub, Honza a Michal si pfi louceni podavali ruce. Kolik to bylo

stiskti, podal-li kazdy kazdému ruku jednou?

[ C(2, 4)= (3)=== 6 podani rukou ]

Priklad 6:
Kolik  usecek  spojuje  vrcholy pétithelniku, osmithelniku,
dvanéctithelniku?
[ Petitihelnik: C(2, 5)= (5)= 25= 10; Osmithelnik:
C(2, 8)= (%)= == 28; Dvanictithelnik: C(2, 12)=
124 12'11_
(3)=—=061]
Priklad 7:

Hra PEXESO obsahuje 32 dvojic shodnych karti¢ek. Zacéinajici hra¢ ma

obratit dvojici karticek. Z kolika moznosti si miize vybrat?

[ Je 32 dvojic karticek, tedy 64 karticek, C(2, 64)=
(5)="7=2016]
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Piiklad 8:
Ve tiid¢ je 18 chlapci a 14 divek. Kolikerym zptisobem se mohou
zvolit do tfidniho vyboru 3 zastupci, maji-li to byt:
a) sami chlapci;
b) samé divky;

¢) dva chlapci a jedna divka?



18.17.16

[2) C(3,18)= (5 )=~ =816
b) C(@3, 14)= (¥)= == 364
¢) C2, 18) C(1, 14)= (¥) ()= == 2= 153
14= 2142 ]

Priklad 9:

Test piijimaci zkousky se skladd z 5 otazek. Budou to dvé otdzky
z d&jepisu (pfipraveno je jich 30), dvé otdzky s obcanské nauky (pfipraveno je
jich 25) a jedna otazka ze zemépisu (pfipraveno je jich 20). Kolik variant testu
nam piipravené otazky umoziuji?

30-29

[ Otazky z déjepisu C(2, 30)= [ED)— =435

25

moznosti; otazKy z obcan. n. C(2,, 25)= [ 5)— 1 *=

300 moznosti; otazky ze zemépisu C(1, 20)= [f)

%: 20 moznosti: 435- 300- 20=2 610 000 variant]

Piiklad 10:

Urcete, kolika zptisoby mtze shromazdéni 30 lidi zvolit ze svého stiedu

tficlenny vybor.

30.259.28
3.2:1

[ C(3, 30)= (}’)=——>>—=4 060 zptisobi ]



Priklad 11:

Urcete, kolika zplisoby miize utvofit 15 chlapcti a 10 divek tanecni par.

[C(2, 25)= [225), neni rozliSeno pohlavi, proto:C(2,25)-
C(2, 15)- C(2, 10)= () — (%) — (%)= 300- 105-

45= 150 parti ]

Piiklad 12:
Basketbalové druzstvo tvofi pét hraclt. Urcete, kolik mozZnosti ma pro

sestaveni druzstva jeho trenér, ma-li k dispozici 12 hraca.

[ C(12, 5)= (152): %Z 792 moznosti vybéru |

Priklad 13:

Urcete, kolika zplsoby 1ze na Sachovnici 8x 8 vybrat trojici policek.

[ C(3,64)= (%)= 41 664 zpiisobii ]

Piiklad 14:
Petr m& sedm knih, o které se zajima Ivana, Ivana mé deset knih, o
které se zajima Petr. Urcete, kolika zpisoby si Petr miize vyménit dvé své

knihy za dv¢ knihy Ivaniny.

[C2,7) C2,10)=(3)- (})=21- 45=945]



Priklad 15:
Ze sedmi muza a Ctyf zen se ma vybrat Sesticlennd skupina, v niz jsou

alespon tfi zeny. Urcete, kolika zplisoby to 1ze provést.

[ Tti zeny- pak tfi muzi doplni Sestici: C(3, 7)- C(3,

)= (7) (£)= =5 2= 35- 4= 140; Ctyfi zeny- pak

3-2-1

dva muzi doplni Sestici: C(2, 7)- C(4, 4)= (2)- (})=

-

1= 22; 140+ 22= 161 zptisobi |

B2

Priklad 16:
V novinovém stanku je ke koupi deset druhti pohledi, pficemz kazdy
druh je k dispozici v padesati exemplafich. Urcete, kolika zptsoby lze zakoupit

8 raznych pohleda.

[C8 10)=(¥)=(3) = 45]

105
2.1

Priklad 17:

Kolika zplsoby lze vybrat z dvaceti studentii dvojici na zkouseni.

20113
21

[C(2,20)= (%)= 190 zpiisobi]

Priklad 18:
Vypocitejte poc¢et moznych vysledki pii losovani
a) v matesu (z 35 ¢isel se losuje 5 ¢isel)

b) ve sportce (ze 49 Cisel se losuje 6 Cisel)

[8) C(5, 35)= ()= Z"2= 304 632

5.3-2:1

b) C(6, 49)= (%)= 13983 816 ]



Piiklad 19:
Radim poslal v pondéli z letniho tabor 6 dopisi. Ve dvou ptipadech
omylem zalepil dopisy do vyménénych obalek. Ostatni dal do spravnych

obalek. Kolik je takovych moznosti?

[C(2, 6)= [2)2 15 mozZnosti ]

Priklad 20:
Hokejovy trenér ma k dispozici 13 utocniki, 5 obrancti a 2 brankéare.

Kolik ma moznosti utvofit sestav (sestava: 3 Gito¢nici, 2 obranci a 1 brankar)?
[C(3,13)- C2,5)- C(1,2)=(¥)- (§) -(3)=5720]

Priklad 21:
Hostinsky ma 10 lahvi riznych likérii. Kolik riiznych smési se z toho da
namichat, davame-li vSech likérii vzdy stejn€ a ani dvé smési nesmé&ji mit tutéz

kombinaci?

[ Tvofime kombinace: ze dvou druhl je [1;’): 45
smési, ze tii druht [13[’)2 120 smési, ze Ctyr
druhtt ()= 210 smési, zpéti druha (T)= 252
smeési, ze Sesti druht 210 smési, ze sedmi druhi
120 sm¢si, z osmi druhii 45 smési, z deviti druhti 10

smési a z deseti druhd 1 smés. Celkem: 45+ 120+

210+ 252+ 210+ 120+ 45+ 10+ 1=1 013 smési |



Piiklad 22:
Turnaje se zucastni 10 druzstev, z nichz prvni ¢tyfi postupuji do finale.

Kolik je ¢tvetic, které mohou postoupit do finale?

[ C(4,10")= ('))=210 moznosti &tvefic ]
Piklad 23:

Kolik ma uhloptic¢ek n-tthelnik?

[C@2n)=(3)— n]

4. 7. Kombinace s opakovanim

Vzorovy priklad

Priklad 1:
V sacku jsou Cervené, modré a zelené kulicky; kuliCky téze barvy jsou
nerozliSitelné. Urcete, kolika zpisoby lze vybrat pét kulicek, jestlize v sacku je

aspon pet kulicek od kazdé barvy.

ReSeni:
Vybirame pétici kulicek, ve kterém nezdlezi na potadi. Jde tedy o

kombinace s opakovanim:

G5, 9)= ()= (D=L5542 o1

54321

Odpovéd’:

Pét kuli¢ek miizeme vybrat 21 zpiisoby.



Priklad 2:

V novinovém stanku je ke koupi deset druhii pohledi, ptfi¢emz kazdy
druh je k dispozici v padesati exemplafich. Urcete, kolika zpusoby lze zakoupit
15 pohledt.

[ Co(20, 15)= (*°*571)=(32)= 1307 504 ]
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Priklad 3:
Ze vsech bilych Sachovych figurek bez krale a damy (tj. z osmi péSct,
dvou vézi, dvou jezdct a dvou strelcli) vybereme a) trojici, b) dvojici. Jaky je

pocet moznosti pro jejich slozeni?

[a)Co(3,4)-3=("")—3=()—3=17

b) Co(2, 4)= (**3 %)= (5)=10]

Piiklad 4:
Kolik 3- prvkovych kombinaci s opakovanim lze utvofit na 5- prvkové

mnoziné?

[Co@3,5)=(**3")=(])=35]

Priklad 5:
Urcete, kolika zplisoby je moZzné rozmistit tfi stejné kuliCky do Ctyf

krabicek.

654

[Co3 4)= (. 7)=(5)=73,=20]




Priklad 6:

Kolika zptisoby mtize babicka rozd¢lit 15 bonbonti mezi 10 vnuka?

[ Co(15, 10)= (***271)= (31)= (%)=1 307 504

zpusoby]

Priklad 7:
V obchod¢ maji tifi druhy sirupu: Jahodovy, merunkovy a citrénovy.
Urcete pocet vSech moznosti nakupu ¢tyt lahvi sirupu v tomto obchodé.
[ Co(4,3)= +:_1)= [i)= f—:iz 15 moznosti |
Priklad 8:
Kolik riiznych neuspofddanych trojic mohou dat pocty ok na

jednotlivych kostkdch pti vrhu tfemi kostkami? (obvykla kostka s jednim az

Sesti oky na jednotlivych stranach)

[ T#i kostky, Sest stran: Co(3, 6)= [6+§_1): [3) = 56]

Piiklad 9:
Klenotnik vybird do prstenu tfi drahokamy. K dispozici ma tfi rubiny,
dva smaragdy a pét safirG. Kolika zpisoby miiZze tento vyb&ér provést,

povazujeme-li kameny téhoZ druhu za stejné.

[ Co(3,3)-1=(3)-1=9]



Priklad 10:
Urcete, kolika zptisoby mizeme zvolit dvé karetni barvy (barvy jsou

srdce, kara, piky, kiize), které nemuseji byt riizné?
[ Co(2, 4)= (5)= 10 : srdce- srdce; srdce- piky; srdce-
kary; srdce- kiize; piky- piky; piky- kary; piky- kfize;
kary- kéry; kéary- kiize; kiize- kiize]
Piiklad 11:
Urcete, kolika rdznymi zptsoby lze rozdélit 15 korunovych minci mezi

10 deti?

[Co(10, 15)= (31)= 1307 504]

Priklad 12:

Urcete, kolika zptisoby si mohou tfi osoby rozdélit osm stejnych jablek.

[Co(8,3)=(5)=145]



5. Zavér:

V této diplomové praci jsem se snazila postihnout celou oblast
kombinatorického uciva, ktera se vyucuje na vysoké skole, na oboru Ucitelstvi
pro 1. stupenl zékladni Skoly. Snazila jsem se piehledn¢ a srozumiteln¢ shrnout
teoreticky zéklad dané problematiky. Tento teoreticky zaklad je shrnut
V teoretické casti diplomové prace. Jsou rozebrany jednotlivé oblasti
kombinatoriky: kombinatorickd pravidla, kombinac¢ni C¢isla, variace bez
a sopakovanim, permutace bez a sopakovanim, kombinace bez a
s opakovanim. Jednotlivé oblasti obsahuji ukazky piikladi na dané téma a
jejich feSeni bez vzorce a se vzorcem. Refeni piikladti bez pouziti vzorch
ukazuje moznosti feSeni pro zaky zékladnich Skol, ve kterych se
kombinatorické ucivo jako takové nevyucuje.

Druha ¢ast mé diplomové prace je tvofena priklady, které jsem
vyhledadvala v riznych ucebnicich, matematickych sbirkdich nebo na
internetovych strankach. Ucebnice ze zakladnich skol, které jsem prochazela,
neobsahovaly mnoho piikladii kombinatorické povahy. A pokud ano, tykaly se
predevsim kombinaci, variaci a permutaci bez opakovani. V¢EtSinou se
opakovaly ve stejném, nebo Ciselné¢ zménéném znéni.

Ptiklady v praktické ¢asti obsahuji vysledky a ¢aste¢ny postup vypoctu.
Mohou slouzit k procviceni uciva a jeho prohloubeni. Nékteré priklady se daji
pouzit i na prvnim stupni zékladnich Skol, piiklady se daji vypocitat i
bez vzorcli, pomoci tabulek, nakrest, atd. Myslim si, Ze takové ptiklady jsou
pro déti zajimavé a vétSinou je s radosti fesi.

Diky této diplomové praci jsem zjistila, jaké piiklady se v ucebnicich
vyskytuji, jaké ptiklady se daji pouzit k prohloubeni a rozsifeni védomosti

o ucivu tykajicich se kombinatoriky.
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