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Uvod

Klasicka vyrokova logika je v dnesni podobé algebraicky axiomatizovana jako Boo-
leova algebra. Tuto algebru zavedl v 19. stoleti irsky matematik a logik George Boole
(1815-1864), ktery se intenzivné zabyval formalizaci Aristotelovské logiky, ktera byla
pouzivana uz z doby antiky. Bez formalizace vSak byla prili§ tézkopadnym nastrojem a
nebylo by ji mozné pouzivat v soudobych aplikacich, coz jsou zejména:

- programovani ve vypocetni technice,

- automatizacni technika (robotika a mechatronika),
- névrhy tvz. logickych obvodi (v elektrotechnice),
- design ¢ipti pro pocitacové procesory.

Formalizace pomoci Booleovych algeber ovsem umoznuje také detailni zkoumani jed-
notlivych logickych spojek. Je ziejmé, ze nejproduktivnéjsi vyrokovou spojkou v klasické
logice je spojka implikace. Pokud se omezime jen na tuto spojku (ktera je termovou ope-
raci v Booleové algebte, nebot x = y = -z Vy), dostdavame tvz. implika¢ni redukt. Jeho
formalizaci ve formé implika¢ni algebry provedl J.C. Abbott v roce 1967.

Je pozoruhodné, ze pokud uvazujeme jen spojku implikace, tj. jen implikac¢ni algebru,
tj. grupoid s jedinou binarni operaci, lze tuto algebru dale zobecniovat i pro jiné logiky,
napi. pro logiku kvantové mechaniky. Prvni pokus v tomto sméru opét uskutecnil v roce
1976 vyse zminény J.C. Abbott. Ziskal tzv. ortoimplikacni algebru spliujici podminku
kompatibility. Analogickou tlohu fesili I. Chajda, R. Halas, H. Lianger, ovSsem bez pod-
minky kompatibility. Jelikoz logika kvantové mechaniky neobsahuje zakon vylouc¢eného
tfetiho, odpovidajici formalizace pomoci teorie svazi vede na svaz, ktery neni jednozna-
¢né komplementarni, a tedy ani distributivni.

Tuto svazovou reprezentaci provedli americky matematik Garrett Birkhoff (1911-
1996) a John von Neumann (1903-1957), matematik madarského ptivodu, pomoci tzv.
ortomoduléarnich svazi. Je vSak otazkou, zda je ortomodularita skute¢né nutnou pod-
minkou, avSak svaz musi byt v kazdém pripadé tzv. ortosvaz. Lze pak opét formalizovat
spojku implikace v tzv. ortologice, coz je logika odvozena z ortosvazu tak, jak je klasicka
logika odvozena z Booleovy algebry.



Cilem této diplomové prace je nejprve prezentovat Abbottovy dosazené vysledky
o implika¢ni algebie klasické logiky, a poté prezentovat prislusné implikac¢ni algebry
v ortologice, zalozené jak na ortomodularnich svazech, tak na ortosvazech, a srovnat
dosazené vysledky a axiomatické systémy.



Kapitola 1

1. Implikacni algebra

Definice 1 Implikacni algebra je grupoid (I;0), spliugici identity:

(I1) (zoy)ox==x (kontrakce),
(I2) (zoy)oy=(yoxz)ox (kvazikomutativita),
(I3) zo(yoz)=yo(xroz) (zdména).

Tedy implika¢ni algebra je definovana identitami, jako algebra typu (2), kde operaci
o oznacujeme jednodusSe x oy , a ktera muze byt interpretovana bud x = y nebo y — x
v zavislosti na modelu, ktery mame na mysli.

Je jednoduché ovéfit, ze kazda Booleova algebra (B;V, A,,0,1) uréuje (dudlni) im-
plika¢ni algebry (B;=-) a (B;—), kde

r=>y=2'Vy a y—z=1ANy.
Stejné tak vyrokova logika vytvaii implikac¢ni algebru vzhledem ke spojce implikace,
a tak jeden z téchto modeltt mize byt pouzivany k vytvoreni teorie implikacnich algeber.
Jako dalsi priklad, ktery ovSsem neni Booleovou algebrou, mtizeme uvést volnou im-
plikacni algebru se dvéma generatory. Tato algebra je popsana v tabulce 1 a ve Vétach

1a?2.

Zacneme dvéma tvrzenimi.
Lemma 1 Pro kaZdé x,y € I plati

vo(woy) =woy.
Diikaz: Uzitim (I1) dvakrat obdrzime

zo(roy)=((xoy)ox)o(roy)=woy.



Lemma 2 Pro kazde x,y € I plati

rox=(xoy)o(zroy).
Diikaz: Dle (I1), (I2) a Lemma 1 dostaneme
zor=((roy)or)or=(ro(zoy))o(roy)=(roy)o(roy)

O

Véta 1 Kazdd implikacni algebra (I;0) obsahuje konstantu 1, a pro kazdé x € I plati

1) zox=1,
2) lox=nu,
3) zol=1

Diikaz: ad 1) Dle Lemma 2 a (12) plati
zoxw=(roy)o(roy)=((xoy)oy)o((zoy)oy)=

=((yox)ox)o((yor)ox)=(yox)o(yox)=yoy.
Odtud, vysledek x o z je nezavisly na x, tj. x o x je konstanta v I, kterou znac¢ime 1.
ad 2)

lox=(xox)oxr =ux.

ad 3)
rol=zo(zox)=1.

Véta 2 V kazdé implikacni algebre, plati nasledujici identity:
zo(yox)=1,

zo((zoy)oy)=1,

)
)

3) (zoy)o(yox)=you,
) ((woy)oy)ox=you,
)

(zoy)oy)oy=zoy.

Dikaz: 1) zo(yox)=yo(rox)=yol=1,

2) zo((zoy)oy)=(zoy)o(roy)=zox=1,
3) (zoy)o(yox)=yo((zoy)ox)=you,

4) ((woy)oy)ox=((yox)oxjor=(ro(yox))o(yor)=1lo(yox)=you,



5) ((xoy)oy)oy=(yo(zoy))o(roy)=1lo(roy)=mzoy. O

Uzitim Lemmat 1 a 2 a Vét 1 a 2, mizeme vypocitat volnou implikac¢ni algebru
se dvéma generatory jednoduse tim, Ze vypocitame vysledky obsahujici prvky = a y.
Vysledna algebra je sloZena ze Sesti prvku x,y, 1,z oy,yox, (xoy) oy, a jeji operace je
urcena v tabulce 1.

o 1 x Yy zoy|yox | (xoy)oy
1 1 x y rzoy |yox | (xoy)oy
x 1 1 Toy roy 1 1
Y 1 you 1 1 youw 1
Toy 1 x (xoy)oy | 1 |yox|(xoy)oy
Yyox 1 (xoy)oy Y xoy 1 (xoy)oy
(xoy)oy 1 youx roy roy |yoxw 1
Tab. 1

Tabulku 1 mtzeme pouzit k ditkazu nésledujiciho disledku:

Dusledek 1 Pro kazdé x,y € I plati
a) xoy=yoxr & x =y (antikomutativita),
b) zoy=2x = =1,
¢) xoy=y &S yox =u.
Diikaz: a) Kdyz x oy = y o x, potom
= (zoy)ox=(yoxr)ox=(roy)oy=(yox)oy=y.
b) KdyZ x o y = x, potom
r=(xoy)oxr=xox=1.

¢) Kdyz x oy = y, potom
yoxr = (roy)oxr =uzx.

4

Véta 3 Kazda implikacni algebra (I;0) urcuje éastecné usporadanou mnozinu (I;<,1)

s nejvétsim prvkem 1, kde usporadani je urceno predpisem

r<y & zoy=1.



Diikaz: a) Dle Véty 1 je < reflexivni.
b) Kdyz z <y ay <z, potom x oy =1 =y ox, pak pouzitim (I2)
dostaneme
r=lox=(yox)ox=(zoyloy=1loy=y,

tzn., ze < je antisymetricka.
c) Kdyzx <yay<z potomzoy=yoz=1, odkud

roz=xo0(loz)=xo0((yoz)oz)=xo((z0y)oy) =

=(zoy)o(xoy)=(z0y)ol=1,
tedy x < z, nebo-li < je tranzitivni.
d)xzol=1= z <1, také 1 je nejvétsi prvek. O

Priklad 1 Na obrazku 1 je Hasseovym diagramem urcena volnéa implikacéni algebra
se dvéma generatory, operace na této algebfe je znédzornéna v tabulce 1.

1

youw roy

Obr. 1

Lemma 3 Pro kazde x,y € I je x <y prave kdyz existuje a € I tak, Ze y = a o x.

Dikaz: i) x <y = xoy=1,odtudy=1loy=(xoy)oy=(yoxr)oxr=aox, kde
a=youzr.
ii) Obracené, kdyz y = a o z, pak

rzoy=zxo(aox)=ao(xox)=aol=1,

tedy z < y. O
Véta 4 Kazdd implikacni algebra (I;0) urcuje spojovy polosvaz (I;V), kde

zVy=(zoy)oy.
Diikaz: i) Dle (I13), zo ((xoy)oy) = (xoy)o (zoy) =1 implikuje z < (zoy) oy,

a tedy také y < (yoz)ox = (zoy)oy.
ii) Necht z,y < z, pak z 0 z = 1, a dle Lemma 3 existuje a takové, Ze z = a o y. Odtud

(roy)oy)oz=((xoy)oy)o(acy)=ao(((roy)oy)oy) =

9



=ao(zoy)=zo(aoy)=xzo0z=1

Tedy (xoy)oy < z, takze (z o y) oy je nejmensi horni zévora prvki z,y, tj. je jejich
supremum = V y. U

Lemma 4 x <y implikuje
1) zox<zoy (zleva izotonni),
2) yoz<uzoz (zprava antitonni).
Diikaz: ad 1) x <y = y = a oz pro néjaké z.

Odtud
zoy=zo(aox)=ao(zox),

takze dle Lemma 3 plati zox < zoy.
ad2)x <y = zoy=1.
Odtud
(yoz)o(zoz)=mzo((yoz)oz)=xzo((zoy)oy)=

=(zoy)o(xoy)=(z0y)ol=1.
Protoyoz <xoz. U
Lemma 5 KdyZzp < z,y, pakxoy=x0opVy.
Dikaz: i) p<y=xop<zoy Aley<zoy, takzexopVy<zoy.
ii) Necht z =zopVy. Pak y <z takze z=yVz=(yoz)oz=(zo0y)oy.
Dale
zVxop=(xo(rop))o(rop)=(rop)o(rop)=1,

tedy
(xoz)oz=axVz=xzVzopVy=1Ll.

Proto
(zoy)oz=(zoy)o(loz)=(zoy)o(((zoz)oz)oz)=(zoy)o(roz)=

=(zoy)o((xo((zoy)oy)) =(zoy)o((zoy)o(zoy)) =
=(zoy)o((xoy)o(roy)) =(z0y)ol=1
Tedy roy<z=xo0opVy. Odtudzoy=2x0pVy. U

Véta 5 Necht p je dolni zdvora prvki x a vy, pak prvek
zAy=(zo(yop))op

je nejvétsi dolni zdvora.
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Diikaz: i) Dle Lemma 5, zo (yop) =zopVyop. Alexop<zopVyop
implikuje
(zo(yop))op=(zopVyop)op<(zop)op=zVp=uz.

Tedy (z o (y op)) op je dolni zavora pro prvek z. Ale (xo(yop))op=(yo(xop))op,
takze je také dolni zavora pro prvek y.

ii) Necht ¢ je dalsi dolni zavora prvki = a y. Potom dle Lemma 4, xop,yop < gop,
tedy xop Vyop < qop. Znovu aplikujeme Lemma 4, mame

¢g<qgVp=I(qop)op<(qopVyop)op=(ro(yop))op.

Tedy (z o (y o p)) o p je nejvétsi dolni zavora prvki z a y.

Poznamenejme, Ze jsme také dokéazali, ze x Ay = (x o (y op)) o p je nezavislé na vybéru
prvku p.

Déle jsme ukézali, Zze kazdy hlavni filtr [p) je svaz, tj. je uzavieny vzhledem k obéma
svazovym operacim, tj. priseku a spojeni. O

Nyni ukdzeme, 7Ze svaz [p) z dikazu Véty 5 je jednozna¢né komplementarni:

Véta 6 Jeslizep € I ax € [p) potom prvek x, = wop je jediny komplement proku x ve
svazu [p).
Diikaz: i) Necht = € [p). Pak
rVrzop=(xo((xop))o(xop)=((rop)ox)ox=xo0x=1.

ii) Jelikoz p < x,z o p; tj. p je dolni zévora pro prvky = a z op, plyne odtud, ze x Axop
existuje, a plati

zAzop=(xo((xop)op))op=(xo((pox)ox))op=

= ((pox)o(zox))op=((pox)ol))op=1lop=p.
Tedy x o p komplement prvku x v [p).
iii) Dokazme, Ze z o p je jediny komplement, necht a € [p) spliiuje zVa=1axzAa = p.
Pak p < x implikuje

rzop<zoa=((xoa)oa)oa=(xVa)oa=1loa=a.

Aleaop<zo(aop)= (xo(aop)) <(aop)oa=aVp=a.
Podobné, (xo (aop))op=(ao(rop))op <z Tedy (xo(aop))op<zxAa=np.
Ale p < (z o (aop))op, takZe (zo (aop))op=rp.

Tedy
zop==zo((xo(aop))op)=(zo(aop))o(zop)=
—(ao(zop)o(wop) =aAzop=a.
Tedy [p) je jednoznaéné komplementarni svaz. O

11



MiiZzeme tedy psét x;, pro z o p. Dale,v Lemma 5 miZeme psit x oy =z}, V y.

Také vyraz x Ay = (xo(yop))op = (xopVyop)op miZeme zapsat ve tvaru
TNy = (2, Vy,), ktery je De Morganovym zékonem pro vyjadfeni priiseku pomoci
operaci spojeni a komplementace v hlavnim filtru [p).

Nyni zbyva dokazat, Ze svaz [p) je distributivni, coz ukazeme v nésledujici vété:

Véta 7 Kazdd implikacni algebra (I;0) urcuje spojovy polosvaz (I; V) ve kterém je kazdy
hlavni filtr [p) Booleova algebra.

Diikaz: Zbyva ukazat, ze kdyz x,y,z € [p) pro libovolné p € I, pak =V (y A z) =
(x Vy)A(xV z), protoze ve svazu jeden disributivni zékon implikuje druhy distibutivni
zakon.
Proto polozme g =z Ay ar = (zAy)V (xAz), potom x Ay < r, coz plyne z Lemma 4,

kde zo(zANy) <zor.
Protoze ¢ < z,y, muzeme psat z Ay = (z o (yoq))oq. Tedy

zo(xAy)=zo((xo(yoq))ogq)=(xo(yoq))o(rogq)=

= (yo(rogq))o(roq)=yVaxog=moy.

Tedy y < zoy =zo(xAy) < zor. Podobné z < xor, také yVz < xor tj.
(yVz)o(ror)=1.0dtudr = lor = ((yVz)o(zor)or =axA(yV=2), tj.
(xAy)V(xAz)=xA(yV 2). O

Dalsi véta ukaze, ze také naopak, kazdy spojovy polosvaz, ve kterém je kazdy hlavni
filtr Booleova algebra, urcuje implikacni algebru, tedy véta 8 je obracena k vété 7.

Véta 8 Kazdy spojovy polosvaz (I;V), ve kterém je kazdy hlavni filtr Booleova algebra,

urcuje implikacni algebru vzhledem k operaci

roy = (2 vy,
Diikaz: Za prvé poznamenejme, ze x o y je vidy definovano jednoznac¢né, protoze:

i) (I;V) je spojovy polosvaz,
ii) zVyjeprvek v [y),
iii) kazdy prvek z [y) ma jediny koplement v [y).

Daéle poznamenejme, Ze (I; V) mé nejvétsi prvek. Kdyz p je prvek z I, potom Boole-
ova algebra [p) mé nejvétsi prvek 1o p. KdyZ z je jiny prvek z I, pak p < zV p € [p)
takze v <x Vp <1, tj. 1, =1 je nejvetsi prvek v I.

Nyni mtZeme ukézat, ze takto definovany prvek z o y spliiuje identity (I1) - (I3):

/

(I1): (zoy)ox=(rxoyVa) =1 =u=x.
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(I2): (zoy)oy=(royVy),=(roy),=xVy=yVr=(yox)ou,
coz vyplyva z komutativity operace V.
(I3):

ro(yoz)=(xVyoz), =@Vyoz) Vyoz=(xVzVyoz) Vyoz=

— ((x V2, A(yo2)) Vyor=((zoz) Alyoz),) Vyoz=
— ((xozVyoz) A((yoz),Vyoz)=zozVyoxz,

kde vSechny vypocty jsou provedeny v Booleové algebie [z). Ale posledni vyraz je sy-
metricky pro prvky x a y, atedy x o (yoz) =yo (zoz). U

Skutecnost, ze Véta 8 je obracena k Vété 7, plyne z toho, Ze kdyz jsme oznacili ope-
raci ve Vété 8 jako roy, potom roy = (zVy), = ((voy)oy), = (roy)oy)oy =zo0y.
Obrécené, (zoy)oy = ((xVy), Vy),=(xVy Ay, =z Vy.

Jako dtsledek Véty 7 obdrzime charakterizaci téch implikac¢nich algeber, které jsou
asociované s Booleovou algebrou.
Tuto skutecnost popisuje nasledujici véta, kterou uvedeme bez dikazu:

Véta 9 KaZdd Booleova algebra je asociovana s nékterou implikacni algebrou, splnujici
identitu:
(I4) 30 takovy, Ze Oox =1 Vxel.

Poznamka: Tedy Booleovu algebru muzeme uvazovat jako algebru typu (2,0), tj.
jako systém s jednou binarni operaci (implikace), a nularni operaci, nebo konstantou 0,
spliujici identity (I1) - (14).

Proto teorii Booleovych algeber mtzeme ziskat jako specialni pripad teorie implika-
¢nich algeber.

Priklad 2 Uvazujme usporadanou mnozinu A danou Hasseovym diagramem na
obrazku 2.

a b c
Obr. 2
aob=0b, aoc=c, pro a#b,c,

lob=b, aol=1 aoa=1.

Snadno se ovéri, Ze tento grupoid A = ({a,b,c,1};0) je implikacéni algebra takova, ze
pridanim nejmensiho prvku 0 nedostaneme Booleovu algebru.

13



Nésledujici vétu uvedeme bez dikazu (ktery plyne z Véty 7).
Véta 10 1) kdyZxz Ay ax Az existuji, pak x A (y V z) ezistuje a
e AyVz)=(xAy)V(xAz),
kdyz y A z existuje, pak xV (yAz)=(xVy)A(zVz),

pro x,y,z plati xo(yVz)=xoyVzosz,

)
)
4)  kdyZy A z emistuje, pak xoyV x oz existuje a xo(yAz)=rzoyAxoz,
) xTozAyoz existufea (xVy)oz=zo0zAyosz,

)

x Ny existuje, pak (r ANy)oz=x02Vyoz.
Dusledek 2 Pro kazdé x,y,z € I plati

((roy)oz)oz=x0((yoz)oz).
Dikaz:

((zoy)oz)oz=xzoyVz=xzoyVyVz=zo(yVz)=xo((yoz)oz).
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Kapitola 2

2. Axiomy implikace v ortologice

Klasicka vyrokova logika ma sviij algebraicky protéjsek v Booleové algebie. Klony
funkci vytvorené pomoci logické spojky implikace nejsou klony vsSech booleovskych
funkci. Algebraicky protéjsek ve zminéném pripadu nazyvame implikacni algebra, kte-
rou zavedl J.C. Abbott [1], tj. grupoid spliiujici identity (I1),(I12) a (I3).

Poznamenejme v kratkosti, ze x oy je formalni vyjadfeni pro x implikuje y (symbol
x = y neni obvykle pouzivany pro moznou zaménu s implikaci v metajazyce). Abbott
dokézal, ze kazda implikacni algebra obsahuje algeraickou konstantu 1 (1 znaci logickou
hodnotu PRAVDA) takovou, Ze z o x = 1 je identita na A.

Zavedeme-li binarni operaci < pomoci pravidla

x <y pravé tehdy kdyz zox =1
usporadana mnozina (A; <) je spojovym polosvazem s nejvétsim prvkem 1, kde

rVy=(roy)oy,

a pro kazdé p € A je hlavni filtr [p) Booleovou algebrou, kde 2P = x o p je komplement
prvku x € [p), samoziejmé plati

zApy=((rop)V(yop))op

uzitim De Morganova zakona.
V logice kvantové mechaniky nelze pouzit klasickou logiku, protoze neobsahuje pra-
vidlo vylouc¢eného tietiho. Proto za jeji algebraicky protéjsek povazujeme ortomo-

dularni svaz. Axiomy v této logice stanovil J.C. Abbott [2] vzhledem k podmince
nazyvané podminka kompatibility.

Ptepoklad ortomodularity nemusi platit ve vSsech piipadech, a proto zobecnime tento
pojem pro obecnou logiku pouze odvozenim z ortosvazu.

Ortosvazem nazyvame algebru L = (L;V, A1, 0,1) takouvou, ze (L;V, A,0,1) je
ohraniceny svaz a operaci * nazyvame ortokomplementaci, tj. unarni operace na L
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splnujici:

i) zvVezt=lazxzAzt=0 (z+ je komplement z),
i) z<y=yt<at (antitonie),
iii) ztt==x (involuce).

Na obrazku 3 je znazornén typicky ptiklad ortosvazu, ktery neni ortomodularni. Or-

tosvaz je ortomodularni tehdy a jen tehdy, pokud neobsahuje podsvaz znazornény na
obr. 3.

1=0"

y Tt
T Y+
0=1+
Obr. 3

P1i popisu spojky implikace neobdrzime cely klon funkci korespondujiciho svazu, ale
pouze odvozeny spojovy polosvaz, stejné jako v pripadé Booleovych algeber.

Proto definujeme nésledujici pojem:

Definice 2 Spojovy polosvaz § = (S;V,1) s nejuétsim prvkem 1 nazgvdme ortopolo-
svaz, je-li pro kazdy p € S hlavni filtr [p) ortosvaz (A, znaci operaci pruseku v [p)).

Nyni jsme pfipraveni zobecnit Abbottovu implika¢ni algebru pro nas ptipad.

Definice 3 Grupoid A = (A;0) nazyvame pre-implikaéni algebra, jestlize splriuje
identity (11) a (12). Pre-implikacni algebru nazjvame ortoalgebra, splriuje-li axiom

(A) (zoy)oy)oz)o(zoz) =1

Lemma 6 Necht A = (A;0) je pre-implikacni algebra. Pak splriuje identitu
(D) zoxr=yoy,
tj. existuje konstanta 1 takovd, Ze xox = 1 pro kazdy prvek x € A, a A splriuje identity

(II) loz=xz,201=1 a zo(roy)=zxoy.
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Diikaz: Uzitim (I1) dvakrat, obrzime

zo(roy)=((roy)ox)o(roy)=woy

tedy, uzitim (I1), (I2) a Lemma 1 odvodime

ror=((xoy)or)oxr=(zo(roy))o(roy)=(roy)o(roy).

Proto
zow=(roy)o(roy)=((xoy)oy)o((xoy)oy)=
=((yox)ox)o((yox)ox)=(yox)o(yox)=yoy,

tim jsme dokazali (I). Ozna¢me z o x = 1. Dle (I1) obdrzime
lox=((xox)ox)=x a rol=xo(rxox)=xox =1,

tedy, také (II) je splnéna. d

Lemma 7 Bud A = (A;0) pre-implikacni algebra. Definujme bindrni relaci < na A
podminkou

(R) x <y pravée tehdy kdyz xoy=1.

Pak bindrni relace < je reflexivni a antisymetrickd. KdyZ A je ortoalgebra, pak < je

uspordddni na A a 1 je nejvétsi prvek.

Diikaz: Reflexivita je < je zfejma dle Lemma 6. Prepokladejme x < y a y < z. Pak
dle (R), zoy =1ayox = 1. Uzitim (I2) odvodime

r=(lox)=(yox)ox=(roy)oy)=1loy=y
antisymetrii.
Predpokladejme, ze A je ortoalgebra. Necht z <y ay < z. Pakzoy=1ayozr =1,
a pomoci (A),
1= (((zoy)oy)oz)o(roz) = ((loy)oz)o(roz) =
=(yoz)o(xoz)=1lo(rxoz)=(roz)

tedy, dle (R), = < z, coz dokazuje tranzitivitu relace <. Proto < je uspofadani na A.
Dle (II), je « < 1 pro kazdy prvek x € A. O

Nyni, binérni relaci definovanou pomoci (R) nazyviame indukované usporadani
na ortoalgebie A = (A; o).
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Lemma 8 Necht A = (A;0) je ortoalgebra a < je indukované usporadani.
Pak

a) z <y implikuje yoz<xoz prokaidé v,y ,z € A,

b) z<(roy)oy a y<(roy)oy,

¢) kdyz z,y<z pak z<(xoy)oy.

Diikaz: a) Predpokladejme = < y. Pak xoy =1;tj. (roy)oy=1oy=y.
Uzitim identity (A), odvodime

1= (((zoy)oy)oz)o(xoz) = (yoz)o(zoz)

dostéavame yo z < xo z.
b) Aplikaci a) snadno obdrzime y <1 = x =1ox < youz, tj. A splituje identitu

(IT) zo(youx)=1.
Nyni, dle (IIT) a (I2) odvodime

zo((roy)oy)=zo((yor)ox)=1

odkud = < (z oy) oy. Vyménou z a y pak obdrzime y < (xoy)oy.
c¢) Necht z,y < z. Pak, dle (a), zoy < z oy a proto

(roy)oy < (zoy)oy=(yozjoz=1loz=z

Véta 11 Necht A = (A;o) je ortoalgebra a < je indukované uspordiddani. Pak A je

spojovy polosvaz s nejvetsim prvkem 1, kde

rVy:=(zoy)oy.

Pro kazdé p € A je hlavnd filtr [p) ortosvaz, kde pro x € [p) jeho komplementem v [p) je

P =z op.

Diikaz: Dle (b) a (c) Lemma 8, vyplyva, ze (z o y) o y je supremum x,y vzhledem k

relaci <, tj. xVy = (xoy) oy a (A;<) je spojovy polosvaz.

Samoziejmé 1 je nejvétsi prvek v (A4; <). Dle (a) Lemma 8, zobrazeni x — 2P =z op

je antitonni v [p). Déle
' = (rop)op=xVp=1

pro kazdy prvek z € [p), tedy je to involuce.
Proto mtizeme uzitim De Morganova zakona ukazat, ze

r Ay = (2P vV y*)P
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je infimem prvki x,y v [p). Proto ([p);V, A,) je ohraniceny svaz.
Celkem

tVa? =V (zop) = (zo(vop))o(wop) = ((wop)ow)or —zor =1,

tedy P je ortokomplement prvku z v hlavnim filtru [p). O

Priklad 3 Hasseovym diagamem na obrazku 4 je znazornén priklad V-polosvazu,
ve kterém kazdy hlavni filtr je ortosvaz.

Obr. 4
Miuizeme dokézat vétu obracenou k Vété 11. Kvili tomu potfebujeme definovat im-
plikaci na spojovém polosvazu, kde kazdy jeho hlavni filtr je ortosvaz.

V klasické logice vime, ze © = y = —x V y. V Booleové algebfe, mizeme -z V y
pfepsat jako (z V y)¥ v naSem oznaceni.

Proto implikaci v ortopolosvazu definujeme analogicky:

Véta 12 Necht § = (S;V,1) je ortopolosvaz. Oznaéme zP ortokomplement x v [p).

Definugme bindrni operaci na S ndsledovné
roy—(zVy).

Pak o je bindrni operace definovand na S a 8 = (S;0) je ortoalgebra.

Diikaz: Protoze x V y € [y) pro vSechna z,y € S, operace o je definovana vsude na
S. Potfebujeme pouze ovérit identity (I1),(12) a (A).
Snadno odvodime

(zoy)or=((&VylVa) =((xVylV(Vy) =1"=a
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protoze (z Vy)Y >y a (x Vy)? je ortokomplement (z V y) v [y).
Dale
(xoy)oy=(xVy)!Vy=(@@Vy®=zVy,

tedy ortokomplementace je involuce.
Analogicky (yox)ox =y Vax=axVy, atedy podminka (I12) je evidentni.
Konecné

((xoy)oy)oz)o(xoz)=((xVy)oz)o(roz)=
=((xVyV2)?V(zV2))EVD) = ((zv2))eVa) =1

v diisledku antitonie ortokomplementace. O

Zaver této kapitoly bude vénovan nékterym dilezitym vlastnostem kongruenci na
ortoalgebrach.

Véta 13 Ortoalgebry maji distibutivni svazy kongruenci.

Diikaz: Uvazujme ternarni termy to(z,y,2) = x, ti(z,y,2) = (yo (2 0 x)) oz,
to(z,y,2) = (xoy)oz ty(x,y,2) = z. Pak to(z,y,z) = z, ty(z,y,2) = (yol)ox =
lox =u, ty(x,y,2) = (xoy) ox = x dle(I1), t3(z,y,x) = .

Pro i sudé obdrzime

to(x,z,y) =x=1lox=(xo(yox))ox=t(z,z,y),
dle identity (III) dikazu Lemma 8,
to(z,2,y) = (xox)oy=1loy =y =t3(z,z,y).
Pro i liché obdrzime
t(z,y,y) = (yo(yox))ox=(yox)ox=(roy)oy=taz,y,y).

Tedy tg, t1, Lo, t3 jsou Jénssonovy termy dokazujici distributivitu svazu kongruenci va-
riety ortoalgeber. O

Necht © je kongruence na ortoalgebie A = (A; o). Ttidu [1]e budeme nazyvat jadro

kongruence O. Algebru nazyvame slabé regularni, kdyz kazda © € ConA je urcena
svym jadrem, tj. ©, P € ConA a [1]e = [1]e implikuje © = P.

Véta 14 Varieta vsech ortoalgeber je slabé reqularni.

Diikaz: Dle Csakanyho véty, varieta V s konstantou 1 je slabé regularni pravé tehdy,
kdyz existuji binarni termy ¢, ..., t, (n > 1) takové, ze

ti(z,y) =...=ty(z,y) =1

pravé tehdy, kdyz x = y.
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Polozme n = 2 a ty(z,y) = zoy; to(z,y) = yox. Z¥ejmé t,(z, x) = tao(x,x) = vox = 1.
Obréacené, kdyz t,(x,y) = to(z,y) = 1 potom, dle Lemma 7, x < y ay < x odkud = = y.
Tedy, varieta ortoalgeber je slabé regularni. 0

Protoze kazda kongruence © € ConA je uréena svym jadrem [1]g, je pfirozenou otaz-
kou popsat jadra kongruenci ortoalgeber.

Podmnozinu D ortoalgebry A = (A; o) nazyvame deduktivni systém, kdyz 1 € D
aa€Daaobe D implikuje b € D.

Vsimnéme si, ze to je tvar Modus Ponens na ortoalgebie A u deduktivniho sytému D.

Posledni vétu, Vétu 15, této kapitoly uvedeme bez diikazu.

Véta 15 PodmnoZima D ortoalgebry A = (A;o0) je jddro kongruence pravé tehdy, kdyz

D je deduktivni systéem. Kdyz D je deduktivni system, pak D je jadro kongruence

Op ={{z,y) € A%, woye€D a yoxc D}
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Kapitola 3

3. Ortoimplikac¢ni algebry

3.1. Ortologika

Ortologika je tvofena mnozinou P a binarni operaci p = ¢ spliiujici axiomy:
(A1) p=(g=p)
(A2) ((p=9)=q) = ((¢=Dp)=Dp).

Odvozovaci pravidla jsou:

(R1) kdyz pap=gq,pakgq (Modus Ponens),
(R2) kdyz p=gq,pak (p=(¢=1)= (p=r),
(R3) kdyz p=gq,pak (p=r71)=(p= (=),
(R4) kdyz p=qaq=p,pak (r=p)=(r=gq.)

Nasleduji jednoduché diisledky axiomti a odvozovacich pravidel jsou:
) p=Dp,

) kdyz p=gqaq=r,pakp=r,

) kdyz p=gq pak (¢=>71)=>(p=r7),

)

(T
(R
(R
(T (p=q) =p) =np

1
5
6
2

Uzitim (T1) a (R5), 1ze zavést relaci

p <q praveé tehdy, kdyz p=q,

ktera je kvaziusporadani na P. Proto relace
p=gq pravé tehdy, kdyz p=qgaqg=1p

je ekvivalence na P. Navic faktorové struktura (P;<), kde (P = P/ =) je &astetnd
usporadand mnozina, usporadani je definovano

p<q pravé tehdy, kdyz p= q.
Pravidla implikace (R4) a (R6) zarucuji substitu¢ni podminku relace = vzhledem k ope-
raci = tak, zZe oprerace

P<G=p=gq

je korektné definovanou operaci na faktorové mnoziné P.
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Uzitim (A1), (T2), (A2), (R2) a (R3) se snadno dokaze, Ze tato operace spliiuje na-
sledujici rovnosti:

1. (p=q=>p=np,
2. (p=q9) =>q=(=>p) =>np

3. p=(g=p=>r)=p=>r

3.2. Ortoimplikacni algebry

Na zakladé vyse uvedenych vlastnosti 1., 2. a 3. mizeme definovat algebraickou struk-
turu (A;o) s jednou bindrni operaci o, spliujici tyto identity:

(OI1) (xoy)ox=ux,

(O12) (zoy)oy= (yow)ouw,

(OI3) zo((yox)oz)==xzo0z.

Takové struktury nazyvame ortoimplikacéni algebry. Teorii ortoimplikac¢nich alge-
ber miizeme povazovat za primé zobecnéni teorie implikacnich algeber.

Implika¢ni algebra muze byt definovana identitami (OI1), (OI2) a autodistributivnim
zakonem

(13) wo(yoz)=(roy)o(rox).

Nésledujici Lemma je piimym diisledkem axiomii:

Lemma 9 Necht A = (A;o0) je ortoimplikacni algebra. Pak A obsahuje konstantu 1, a
splniuge tyto podminky:

1 rox =1,

(\V]

lox =z,

w

rzol=1,

S

zo(yox)=1,

D

)

)

)

) woy=yox pravé kdy: =1y,

)

) xoy=1 pravé kdyZ xo(yoz)==zxoz,
)

7) woy=1 privé kdyZ (yoz)o(rxoz)=1.
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Diikaz: 1) - 4) Vyplyva z (OI1) a (OI2) pfesné jako v implika¢ni algebfe.
5) wo(yox)=wxo((yox)o(yor)) =zoy=1
6) mnecht roy=1 pak

zo(yoz)=zo((loy)oz=x0(((xoy)oy)oz)=

:xo(((yox)ox)oz):xoz.

7) mnecht zoy=1 pak

(yoz)o(xoz)=(yoz)o(ro(yos)) =1
J

Vysledky prvni ¢asti této kapitoly ukazuji, ze Lindenbaumova-Tarského faktorova
algebra asociovana s ortologikou je ortoimplikacni algebra.

Tento vysledek je analogicky vysledku v piipadé implikace Lindenbaumovy-Tarského
faktorové algebry asociované s vyrokovou logikou (bez logického vyroku NEPRAVDA),

coz je implikac¢ni algebra.

Vyznam ortologik a ortoimplikac¢nich algeber je ten, ze tvori redukt ortomodularnich
svazi, pravé jako implikac¢ni algebry tvori redukt Booleovych algeber.

Piipometime, 7Ze ortomodularni svaz je algebra A = (A;V, A,0,1,%), ktera je sva-
zem s nejmensim prvkem 0, nejvétsim prvkem 1 a operaci ortokomplementace *, spliiujici
tyto identity:

(OM1) aVzt=1 a xAzt=0,

(OM2) ztt =uz,

(OM3) z<y = yt<azt

(OM4) z<y = y=zV(ztAy).

Nésledujici véta plyne pfimo z Lemma 9.

Véta 16 Kazda ortoimplikacni algebra A = (A;0) urcuje asociovanou ¢dstecné uspord-
danou mnozinu (A; <,1) s nejuétsim prvkem 1, splriujici podminku
xr <y prdve tehdy kdyz xoy = 1.

Ddle <y prdve kdyZ yoz<zoz prokaidéz e A. O
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Tuto ¢astené uspordadanou mnozinu (A; <, 1) nazveme mnozina asociovana s or-
toimplikacni algebrou A = (A; o).

Véta 17 Necht A = (A;0) je ortoimplikaéni algebra. Pak asociovand mnoZina

A = (A; <, 1) je spojovy polosvaz s nejvétsim prokem 1, kde

rVy=(roy)oy.

Dukaz: Protoze

zo((zoy)oy)=zo((yor)ox)=1 a yo((zoy)oy) =1,

je prvek (xoy)oy horni zévora pro prvky x,y.
Necht x,y < z. Pak dle Véty 16 plati zoy < xoy,
a tedy
(gjoy)oyg (zoy)oy: (yoz)oz=1oZ:1.

Tedy (x o y) o y je nejmensi horni zavora pro prvky z,y, tj. (roy)oy = (yozx)ox. O

Nasledujici tvrzeni budeme pouzivat v dikazech:

Lemma 10 Necht a <z <y, pak y=(yoa)ouz.

Diikaz: Dle Véty 16, x <y prave kdyz yoa < xoa.
Proto
y=yVa=(yoa)oa=(yoa)o((xoa)oa)=
=(yoa)o(xVa)=(yoa)ox
O

Véta 18 Necht a € A je pevné zvoleny prvek, a F, = {x € A; a < x} je hlavnd filtr

generovany prvkem a, pak F = (Fy;V,A,a,1,2) je ortomoduldrni svaz, kde

1) zf==zoaq,

2) xAy=(roaVyoa)oa proproky z,y € F,.
Diikaz: (OM1): xtVaz=((roa)ox)oxr=zox =1 Takze x Ax =
= ((xoa)oa)Vzoa)=1oa=a. Protoje z} relativni komplement prvku z v F,.

(OM2): att=(zoca)oca=xVa=uzx.

a

1

a -

(OM3): 2z <y pravékdyz y- =yoa<zoa=zx

(OM4): nechta < x <y. Paky = (yoa)ox, dle Lemma 10. Stejné tak, a <z <y
pravé kdyz yox = ((yoz)oa)owx.
Proto
rV(rtAy)=zV(roaVy)=zV(rVyoa)oa=

25



— 2V ((yoa)or)ox)oa) =V (yor)oa=
— (((yor)oa)ox)ox=(yor)or=yVa—y.
U

Na zékladé Véty 18 definujeme ortomodularni polosvaz jako polosvaz s nejvétsim
prvkem 1, ve kterém kazdy hlavni filtr je ortomodularni svaz a ktery spliiuje podminku
kompatibility:

(CC) a<uz<y pravé kdyz vy =yt V.

Véta 18 ukazuje, ze kazdé ortoimplikacni algebra urcuje asociovany ortomodularni
polosvaz spliujici podminku kompatibility.

Obracené dostavame:

Véta 19 KazZdy ortomoduldarni polosvaz urcuje ortoimplikacni algebru , kde bindrni ope-
race je dana prepisem
rzoy=(xV y)yL

Diikaz: (OI1): Protoze zoy = (xVy),, méme y < xoy a xVzoy=zVyVroy =1
Proto (zoy)ox = (x Vazoy)l = .

(O12): (zoy)oy = (zoyVy)y = (xVy); Vy)y = (&Vy) Ay, =zVy = (yox)ou.

(OI3): Necht u = (yox) o z. Pak 2 < u.

Proto
zo((yor)oz)=zou=(rVu)l=(xVzVu)i=(xVzVu):Vvu=
=((@Vz);Au)Vu=(zVz), =xoz,
uzitim podminky kompatibility a ortomodularniho zédkona. U

Skutecnost, ze spojitost mezi ortoimplika¢nimi algebrami a ortomoduldrnimi polo-
svazy je vzajemné jednoznacna korespondence, vyplyva z néasledujiciho:

1. (@Vyir=(@Vyoy=(zoyloyoy=azoy,

2. zVy=(zVy)LVyyr=(zoy)oy),

1
a

3. woa=(xVa)l=x- pro x€F,.

Teorii ortomodularnich svazl ziskdme z teorie ortoimplikac¢nich algeber pomoci dalsi
konstanty 0, splnujici podminku:

(OI4) Oozx=1.
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Ortokomplementace je pak operace komplementace vzhledem k prvku 0,
tj. 2t =2 00.

Priklad 4 Na obréazku 5 je Hasseovym diagramem znézornéna ortoimplika¢ni alge-
bra.

1=0"

x Yy
0=1+
Obr. 5
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Kapitola 4

4. Jednodussi axiomy pro ortomodularni implikacni

algebru (bez podminky kompatibility)

J.C.Abbott zavedl implika¢ni algebru jako grupoid spliujici identity (I1), (I2) a (I3).
Tyto axiomy vyjadiuji dilezité vlastnosti implikace v Booleovych algebrach. Dale uka-
zal zZe existuje vzajemné korespondence mezi témito grupoidy a spojovymi polosvazy,
kde kazdy hlavni filtr je Booleova algebra.

Chajda, Halas a Léanger zobecnili tyto vysledky z teorie Booleovych algeber pro orto-

modularni svazy, bez predpokladu podminky kompatibility mezi komplementy v hlav-
nich filtrech, jak je to ukdzano v praci [6].

4.1. Puvodni axiomaticky systém

Ortomodularni implika¢ni algebra je definovana jako algebra A = (A;0,1) typu
(2,0), spliujici axiomy:

(01) zow=1,
(02) zo(yoz)=1,

(03) (zoy)ox=uz,

(04) (zoy)oy=(yox)ou,

(05) (((zoy)oy)oz)o(zoz) =1,

(06)  ((roy)oy)oz)oz)oz)ox)or)oz)oz)or=(((roy)oy)oz)oz.
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Tyto identity nejsou nezavislé, napf. (O2) vyplyva z (01), (03) a (O5):
vo(yor) = ((zow)or)o(yor) = (1ow)o(yoz) = (Lo1)oz)o (o) =

=(((1oy)ol)ol)ox)o(yox) = (((((yoy)oy)ol)ol)ox)o(yox)=
=(((yol)ol)oxz)o(yox)=1.

To, ze xox =yoy vyplyva z (03) a (O5):
mame
zo(zoy)=((zoy)ox)o(zoy) =0y,

a proto
rzox=((zoy)ox)ox=(ro(rxoy))o(xoy)=(roy)o(roy)
z ¢ehoz dostaneme
zow=(roy)o(roy)=((xoy)oy)o((xoy)oy)=
=((yox)ox)o((yor)or)=(yox)o(yox)=yoy.
Tedy zox je konstanta, ktera se oznacuje symbolem 1, a proto ortoimplikacni algebra
miize byt chapana jako grupoid spliujici nasledujici axiomy:
(0O1) wo(yox)=uwmoux,
(02) (woy)oz—uz,
(03) (woy)oy=(you)ou,
(04) (((xoy)oy)oz)o(xoz)==xo0u,
(057) (oY) oy)oz)oz)oz)ox)or)oz)oz)orw=(((xroy)oy)oz)oz
Jak bylo vySe uvedeno, x oz = y oy vzplyva z (02) a (03"). Také axiomy (O1") -
(057) jsou zavislé, napt. (O17) vzplyva z (027) - (O47):
zo(yox)=((zox)ox)o(yox)=(((yoy)o(yoy)ox)o(yor)=

= (((((yoy)oy)o(yoy))o(yoy))ox)o(yox)=
=(((yo(yoy))o(yoy))ox)o(yox)=

=yoy==x0.
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4.2. Novy axiomaticky systém

Nyni uvedeme ¢tyti jednoduché axiomy charakterizujici ortomodularni implikac¢ni al-
gebry.

Véta 20 Aziomaticky sytém (O1') - (O5') je ekvivalentni ndsledujici mnoziné axiomi:

(01")  (zoy)ox=ux,

(027)  (zoy)oy=(yox)ou,

(03")  (((zoy)oy)oz)o(xoz)=rxou,

(04")  ((((((zoy)oy)oz)ox)ox)oz)or)or=(((roy)oy)oz)oz

Diikaz: Kdyz axiomy (O1’) - (O5) plati, pak z o x = y oy vyplyva z vySe uvedeného
a obdrzime

(zoy)oy)oy=(yo(zoy))o(roy)=(yoy)o(roy)

=((zroy)o(zoy))o(roy)=xo0y,

a dale

(((((((roy)oy)oz)oz)oz)ox)ox)oz)oz)oxr =
= (((zroy)oy)oz)ox)ox)oz)oz) =

=(((roy)oy)oz)oz.

4.3. Nezavislost novych axiomu

Nyni ukdzeme, ze axiomy (O1”) - (O4”) jsou nezavislé.

Véta 21 Aziomy (O1”) - (04”) jsou nezdvislé.

Diikaz: Grupoid ({1,2};0), kde x oy = 1, pro z,y € {1,2} spliuje axiomy (02”) -
(047), ale nespliluje axiom (O17).

Grupoid ({1,2};0), kde z oy = z, pro x,y € {1,2} spliiuje axiomy (01”), (03”) a
(04”), ale nespliuje axiom (02”).
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Necht (P; <) je usporddand mnozina znazornénd Hasseovym diagramem na obr. 6,

Obr. 6
pro x,y € P, x 4+ y oznacuje supremum prvka z a y, pokud existuje, nebo 1 v ob-

raceném piipadé. Pak grupoid (P;o), kde pro x,y € P, xy zna¢i komplement = + y v
Booleové algebie [y, 1], nespliiuje (03”), protoze

(((aoc)oc)ob)o(aob)=((loc)ob)ob=(cob)ob=dob=c#1=aoca
Grupoid (P; o) spliiuje (017), (02”) a (04”), coz mizeme snadno ovérit, nebot viechny
hlavni filtry uspofadané mnoziny (P; <) jsou Booleovy algebry.

To znamena, Ze jen netrivialni pripady pro ovéreni axiomi jsou jen ty, kde se oba prvky

a a b vyskytuji soucasné.

Kone¢né, necht (L;V, A, 1) znadi ortosvaz dany Hasseovym diagramem na obr. 7.

Obr. 7

Pak grupoid (L;o), kde pro prvky z,y € L, zy ozna¢uje komplement prvku x Ay v
ortosvazu [y, 1], spliiuje (O1”) - (O3”) a nesplituje (O4”), protoze
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((((((ace)oe)ob)oa)oa)ol)oa)ea=((((1oe)o0)oa)oa)oa)ol)oa=

= (((((¢'00)ca)oa)o0)oa)oa=((((eoa)oa)ol)oa)oa=
=(((aca)o0)oa)oa=((1oc0)oa)oa=(0oca)oa=(0oca) =
=a#e =eo00=(00)o0=((1o€)00)o0=
=(((aoce’)oe)o000.

Grupoid (L; o) splituje (017

) - (03”), coz mizeme ovéfit uzitim toho, Ze vSechny hlavni
filtry uspotddané mnoziny (L; <)

jsou ortosvazy. 0

32



Z.aver

V predchozich kapitolach byly popsany axiomatické systémy implika¢nich algeber
jak pro klasickou logiku, tak pro logiku kvantové mechaniky (spliiujici dalsi pozadavky).
Bylo prokéazano, ze vsechny tyto algebry lze popsat jednoduchymi mnozinami identit,
tedy z pohledu univerzalni algebry tvori vSechny tyto tiidy algeber variety. Pro jednot-
livé implikac¢ni algebry se ukazuje, ze jejich axiomatické systémy jsou velmi podobné a
lisi se jen v nékterych identitach (kontraktivité, kompatibilité).

Vétsi podobnost byla nalezena ve strukture téchto implikacnich algeber. Kazda z nich
obsahuje algebraickou konstantu 1, danou identitou

Tor=yoy,
a na kazdé lze zavést usporadani predpisem
x <y pravé kdyz xoy=1.

Vzhledem k tomuto usporaddani jsou vSechny zminéné implikacni algebry spojovymi
polosvazy (kde zVy = (zoy)oy), kde kazdy hlavni filtr [p, 1] je svazem. Pro implika¢ni
algebru klasické logiky je tento svaz primo Booleovou algebrou. Pro logiku kvantové
mechaniky jsou tyto svazy ortosvazy, za dalsich podminek pak ortomodularnimi svazy,
které bud jsou nebo nejsou mezi sebou vazany (v prekryvajicich se intervalech) v zavis-
losti na platnosti podminky kompatibility.

Je zfejmé, Ze tento popis struktury vede k obecnéjsi metodé popisu zobecnénych
implikacnich algeber, kde lze vychazet ze spojového polosvazu s nejvetsim prvkem 1,
kde kazdy hlavni filtr je svaz urcitého typu, podle logiky, jejiz implikac¢ni redukt je
zkouman.
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