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1 Uvod

Tato diplomova prace se zabyva specidlnim piipadem regrese. Tento piipad
se tyka prokladani pozorovanych dat kuzeloseckami a kvadrikami. Jedna se o po-
pularni téma v modern{ statistice, které pritahuje stale vice pracovniki ze vSech
riznych oboru. Préace je rozdélena do ¢ty hlavnich kapitol.

Nejprve si fekneme, jestli a proc je vlastné dobré vénovat se tomuto tématu.
Pak se ohlédneme do historie a dozvime se, kdo s touto teorii pfisel jako prvni
a na jaké problémy narazil. V prubéhu celé prace pak ukdzeme, jak tyto problémy
resit a které otazky pred nami stéle lezi nevyteSeny. Na zavér prvni ¢asti vyjme-
nujeme nékolik konkrétnich piikladu, kde se da v praxi tato teorie vyuzit a jaké
vysledky muzeme ziskat. Nejprve uvedeme par spiSe historickych piikladi a poz-
déji i problémy dnesni doby, které se fesi pravé pomoci teorie odhadu kuzelosecek
a kvadrik.

Ve druhé ¢asti se budeme vénovat zejména teorii obecné regresni analyzy.
Pripomeneme, co regrese obecné je a jak ji pouzivame. Rovnéz v kratkosti po-
hovorime o chybach a vlastnostech odhadu. Také predstavime par teoretickych
problému a podivame se, jak s nimi pracovat.

Poté se dostaneme do hlavni ¢asti prace, a sice k samotnym odhadim kuzelo-
secek. Predstavime teoreticky piistup k této problematice a ruzné metody, které
budeme pouzivat. Jedna se o jednu metodu geometrické aproximace a t¥i metody
aproximace algebraické. Také se dozvime jakou roli hraje parametrizace jednot-
livych geometrickych objekti. Pouzité metody rozebereme z pohledu teorie, at
jsme dobfe pfipraveni na posledni kapitolu.

V posledni kapitole budeme v softwaru R teSit konkrétni problémy. Budeme
pouzivat metody zminéné v pfedchozich ¢astech prace. Na zavér budeme srov-
navat jejich vysledky podle vypocetni rychlosti, presnosti, stability a slozitosti
postupu. Cil nasi prace bude vypracovan zejména v této kapitole. Chceme uka-
zat, kde mé jaka metoda své silné stranky, a naopak v jakych piipadech je lepsi
sahnout po metodé jiné. Vysledky budou doplnény obrazky ze softwaru R. Data,
které pouzijeme, budeme sami generovat. Kod pouzity ve vypoctech bude k dis-
pozici jako priloha celé diplomové prace.

1.1 Motivace

Nase motivace ke studiu tohoto tématu je velmi podobna motivaci pro zkou-
méani klasické regrese. Témér v kazdém oboru, kde analyzujeme néjaké tikazy nebo
experimenty, hojné vyuzivame (nebo bychom ur¢ité méli) dat. Vyzkum bez dat
Ize jen tézko oznacit za opravdovy vyzkum. Jedna se pak pouze o teorii ¢i spe-
kulaci, kterou nelze ani potvrdit, ani vyvratit. Proto vznikla potfeba naucit se
s daty zachazet a rizné vhodné je ohybat, abychom mohli tispésné dospét k néja-
kému validnimu zévéru, zejména pomoci statistickych testi. Data se ale ne vzdy
chovaji tak, jak bychom si predstavovali, vlastné jen velmi ziidka kdy. Proto jsme



se v zékladnim kurzu matematické analyzy ucili napiiklad Taylortiv polynom,
a pak v kurzu pravdépodobnosti aproximovat data pomoci polynomu a dalsich
elementarnich funkci, které umime dobfe vyjadrit a pouzit bez vyznamné ztraty
informace. Ve statistice délame v podstaté to samé. Snazime se naSe, ¢asto velmi
divoké, data popsat pomoci néjakého ,,pékného* modelu. Pékného ve smyslu,
ze se nam hodi do statistickych testu, ale zaroven nenarusime trend nasich dat
a neztratime zadnou dulezitou informaci uchovanou v datech. O tom hovoii celé
jedno statistické téma s nazvem regrese. Nejzakladnéjsi ze vSech aproximaci je
prokladani dat primkou. Jedné se o typ linearni regrese, ta se ale bohuzel nedéa
pouzit v mnoha ptipadech, respektive lze ji pouzit, ale jeji presnost nemusi byt
vzdy dostacujici. Vysledky tudiz budou jen malo pouzitelné.

Jak bylo feceno v tvodu, my se budeme vénovat zejména jednomu konkrét-
nimu typu regrese. V piipadech, kdy je linearni regrese nedostacujici, musime
praci. Budeme data prokladat kuzeloseckami, zejména pak kruznici.

V tomto tématu narédzime jesté na jednu zavaznou komplikaci. V klasické re-
gresi se bavime o jedné ndhodné proménné a druhé vysvétlujici, jedna se tedy o
vztah y = f(z). Zde budou obé nase proménné, vysvétlovana i vysvétlujici, ovliv-
nény nadhodnou chybou. Takze se jedna o vyrazné komplexnéjsi problém, nez je
klasicka regrese. V [15] je podrobnéji uveden piiklad problému, kde méfime objem
a hmotnost kusi Zeleza, pomoci téchto dat se snazime odhadnout parametr hus-
toty p z notoricky znamého vztahu y = pzx, (resp. m = pV'). Jaky odhad budeme
chtit pouzit pro parametr p, neni piilis dulezité, a hlavné to neni predmétem této
prace, proto budeme nadale hovorit jen obecné o odhadu parametru. Pro zadné
1 nemuzeme pouzit presny vzorec y; = px;, pravé proto, zZe méfeni obou promén-
nych mohou byt, a typicky budou, zatizena chybou. Jak feSit tento problém, se
dozvime pozdéji v podkapitole hovorici o modelech s chybami v proménnych.

1.2 Historie

Regrese jako takova se poprvé zacala pouzivat jiz na zacatku 19. stoleti. Jed-
nalo se tehdy o pouziti metody nejmensich ¢tvercu, ktera je stale velmi popu-
larni v mnoha odvétvich matematiky diky své jednoduchosti, vypocetni rychlosti
a presnosti. Poprvé o této metodé hovoril Adrien-Marie Legendre v roce 1805
a Carl Friedrich Gauss v roce 1809. Oba matematici ji pouzili pro popis orbit
objektu kolem slunce. Legendre v publikaci Nouvelles Méthodes pour la Détermi-
nation des Orbites des Cométes' a Gauss v publikaci Theoria motus corporum
coelestium in sectionibus conicis solem ambientum?. V podstaté obecny regresni
problém byl kompletné vyfeSen na zacatku 19. stoleti. Teprve pozdéji se zacaly
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INové metody urcovani drah komet.
2Teorie pohybu nebeskych téles obihajicich po eliptickych drahéch kolem slunce.



Francis Galton v knize Natural Inheritance z roku 1889 poprvé zminil metodu
regrese k priuméru, kdyz popisoval jev, pii kterém se vyska déti vysokych rodici
postupné zmensovala smérem k prumeéru populace. Prvni zminka je z roku 1889,
ale ve skutecnosti tento typ regrese objevil jiz v roce 1886. Zjednodusené tato me-
toda tika, ze mame-li méreni jedné proménné, které je extrémni, pak s rostoucim
poctem opakovéani tohoto jednoho méreni se budeme blizit stfedni hodnoté této
proménné. Tedy hodnota méfeni bude méné extrémni pri dalsich opakovanich.

Problém regrese, ve které jsou obé proménné do jisté miry ndhodné, se poprvé
objevil v sedmdesatych letech devatenactého stoleti. Mezi rokem 1975 a 1995 bylo
toto téma velmi popularni a v devadesatych letech dvacatého stoleti byly vSechny
hlavni otazky tykajici se tohoto typu linearni regrese zodpovézeny.

Prvni zminka o modernim (matematicko-statistickém) piistupu k odhadiam
kruznic je z padesatych let dvacatého stoleti a je prinejmensim zajimava. Britsti
inzenyti spolecné s archeology zkoumali megalitické stavby z riznych mist, aby
zjistili, zda lidé, kteri je postavili, pouzivali spole¢nou jednotku vzdalenosti.

Celé toto téma je stéle ve vyvoji a hledaji se dalsi moznosti, jak vylepsit
znamé metody, at uz z hlediska vypocetni rychlosti, nebo presnosti. Vzhledem
k tomu, ze se veskeré vétsi ulohy v dnesni dobé Tesi na pocitacich, je urcité
dost prostoru pro zlepseni. Obecné se téma algoritmizace bude jen velmi tézko
povazovat za uzaviené, at uz se jedné o jakékoliv vypocty.

1.3 Praktické vyuziti

Jeden z hlavnich divodu, proc¢ je naSe téma tak popularni, je urcité Siroké
spektrum uplatnéni této teorie. Kromé zkouméani spoleéné miry vzdélenosti nasich
predkii, mohou archeologové odhadovat velikosti keramickych predmétu ze sta-
rovéku pomoci analyzy stfept nalezenych ve vykopech, vice napt. v publikacich
|10, 12, 21].

Kromé zminénych, spiSe historickych, aplikaci se najde i velké mnozstvi mo-
dernéjsich napft. |11, 13|. V mediciné mtuzeme odhadovat pramér lidské duhovky
kvuli ¢ockam z fotografie napt. [16] nebo odhadujeme rozméry zubniho oblouku
pomoci analyzy snimku z rentgenu napt. [7]. Také muzeme odhadovat velikost
plodu z fotografie z ultrazvuku. Ve uvedené spada pod spoleéné téma rekon-
strukce fotografii pravé pomoci prokladani dat kuzeloseckami.

Hlavni vyskyt této teorie je v analyze fotografii a riznych jinych obrazki.
V pripadé rentgenu chrupu se podiviame na nasi fotografii, a snazime se aproxi-
movat zubni oblouk pomoci paraboly. Poté odhadneme parametry této paraboly
a na zakladé téchto odhadi muzeme urcit napiiklad rozméry pro rovnatka. Ob-
dobné postupujeme u ostatnich pfipadu rekonstrukce fotografie ¢i obrazku.

Velky prostor pro aplikaci regrese kuzeloseckami nabizi také fyzika. Kdyz se
podivame na nové vzniklé ¢astice v urychlovaci ¢astic, zjistime, Ze se pohybuji
po kruznicovych obloucich v magnetickém poli. Vyzkumnici tak mohou mérit



jejich energii pomoci poloméru jejich trajektorii, nebot ¢astice s velikou energii
se pohybuji po oblouku s malym priamérem.
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2 Regresni analyza

Jak jsme jiz zminili v avodu, budeme se snazit odhadovat néjaké nahodné
veli¢iny pomoci nendhodnych, tzv. vysvétlujicich veli¢in. Proto se nase nahodné
veli¢iny také nazyvaji vysvétlované proménné. Obecné téma regrese slouzi ke stu-
diu vzajemnych vztahti mezi veli¢inami, a to zejména zavislosti. Existuje mnoho
riznych technik pro vypracovani modeli a rovnéz i mnoho riznych metod, jak
tyto modely analyzovat, interpretovat a ovérovat jejich statistickou vyznamnost.

Nyni pfipomeneme teoreticky pohled na klasickou regresi, abychom pozdéji
mohli porovnat nase hlavni téma s poznatky v této kapitole.

Celou myslenku, popsanou v predchozim odstavci, formélné vyjadiime jako
hledéni podminéné stfedni hodnoty vysvétlované veli¢iny. Podminéna se nazyva
proto, ze ty vysvétlujici veli¢iny zname. Reknéme tedy, ze budeme chtit odhad-
nout proménnou Y pomoci nendhodné veli¢iny X. Hledame pak podminénou
stfedni hodnotu veli¢iny Y jako funkci vysvétlujicich proménnych

E(Y]X) = f(X).

Obvykle vyjadiime tuto stfedni hodnotu v obecném tvaru, v némz vystupuji
regresni parametry, které budeme pozdéji odhadovat na zakladé pozorovanych
hodnot. Tedy pracujeme s vyrazem

E(Y|X> = f(ﬁo»ﬁlv cee 7/8k>

Linearni regrese v obecném piipadé znamena odhad hodnot [z;,y;] pomoci
funkce f(z, f1, Ba, - - ., Br), kterou lze vyjadiit jako linearni kombinaci (odtud na-
zev linearni regrese) funkci f1,..., fi tak, ze plati y = S f1 + Bofo + ... + Brfa-
My se podivame na pfipad aproximace dat piimkou. Je to nejjednodussi mozna
regrese a Casto velmi uc¢inna. Model regresni primky vypadé takto

Y =80+ 81X +e (1)

kde By, B1 jsou neznamé koeficienty zvané regresni parametry a € ndhodné chyby.
Typicky budeme piedpokladat, Ze plati e ~ N(0,0?) a cor(e;,e;) = 0,Vi # j.
Mame-li k dispozici odhady regresnich parametru, ziskdme vyrovnané (odhad-
nuté) hodnoty Y

Y =6y + fiX. (2)

11
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Obrazek 1: Linearni regrese

Na obrazku 1 vidime, Ze v pripadé pouziti téchto dat ndm staci linearni re-
grese, a neni potifeba vymyslet a hledat komplikovanéjsi polynomy nebo jiné
hnout jevu zvanému overfitting. Zjednodusené jde o pouziti piilis slozitych metod
na jednoduchy piiklad. Obdobné se chceme vyhnout i opa¢nému piipadu, tedy
underfittingu, kdy napiiklad prolozime veskeré datasety primkou (viz obrazek 2).
Obrazek je prevzaty z [25].

Y Y Y
[ (] (]
[} B ]
o r [ ] -] ™
" "L 5 s~ " ]
() )
a ¥ B (] o\m 8
a® 8 ]
= = =
>
. X X .
Underfitting Balanced Overfitting

Obrézek 2: Underfitting a Overfitting

Jak ale zjistit, kterou primku nebo obecné regresni funkci zvolit? V nésledujici
kapitole pfipomeneme v kratkosti metodu nejmensich ¢tvercii,které - jak jiz bylo
feCeno - byla prvni predstavenou metodou regrese jiz na zacatku 19. stoleti.

2.1 Metoda nejmensich ¢tverci

Tato matematicko-statistickd metoda je velmi ¢asto uzivanéa i mimo nase téma
regrese, puvodné se touto metodou resily soustavy rovnic, respektive se hledala
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aproximace jejich reSeni. Obecné tato metoda slouzi hlavné k nalezeni nejlepsi
aproximace z téch, které dostaneme pomoci eliminace chyby nebo presnéji jeji
minimalizace. TakZe vyuziti této teorie je velmi bohaté, v podstaté se da pouzit,
kdekoli se setkavame s nepfesnymi daty a potifebujeme pouzivat néjaké namé-
fené vysledky. Mizeme napiiklad pomoci metody nejmensich ¢tverci odhadnout
pravdépodobny prusec¢ik dvou piimek v roviné, jejichZ rovnice neni presna, ale
obsahuje opét néjakou chybu.

Pro jednoduchost za¢neme primkou. Nasimi daty muzeme prolozit hned né-
kolik pfimek, které si budou dost podobné a zdanlivé budou vSechny odhadovat
nameéfend data dobfe. Nam samoziejmé dobife odhadnuta data nestaci, a tak
hleddme tu primku, kterd nase data odhadne nejlépe. Podobné se v zéklad-
nim kurzu pravdépodobnosti bavime o nejlepsim nestranném odhadu ndhodné
veli¢iny, kde hleddme mezi vSemi nestrannymi odhady ten nejlepsi. Zde méame
vSechny primky — vSechny linearni regrese — a budeme hledat tu nejlepsi. Nejlepsi
ve smyslu nejmensi odchylky nasi aproximace od skuteénych namérenych dat.
Jedna z prvnich metod, kterd byla pouzita pravé na tento problém, se nazyva
metoda nejmensich ¢tvercu.

Wetoda nejmenich Evercl

Obrazek 3: Metoda nejmensich ¢tverci I

Na obrazku 3 méame regresni pfimku ¢ervené a konkrétni namérena data jako
modré kolecka. Na obrazku 4 uz je vidét, jak budeme zavadét metodu nejmensich
¢tvercu.

Nékteré literatury oznacuji tuto metodu jako minimalizaci souctu ¢tverci ver-
tikdlnich vzdalenosti, tedy vertikdlnich vzdélenosti naméfené hodnoty od svého

13



Metoda nepmendich Stvarch

Obrazek 4: Metoda nejmensich ¢tverci 11

odhadu. Kromé vertikalnich vzdélenosti se daji pocitat i jiné vzdalenosti, a vzni-
kaji tak modifikované metody nejmensich ¢tverct, ale k tomu se vratime pozdéji.
V podstaté se budeme snazit najit takovou p¥imku, aby obsah vzniklych ¢tverctu
byl co nejmensi, proto i tento nazev. Cili budeme minimalizovat vyraz

n

§ 2

SE - €i,
i=1

kde e; jsou rezidua, tedy rozdil mezi skute¢nou namérenou hodnotou y; a na-
§fm regresnim odhadem ;. Tedy €? je obsah i-tého &tverce z obrazku 4. Jestlize
budeme odhadovat teoretickou hodnotu Y; dostaneme }Afi, dohromady se vztahem
(1) tedy mame

n

Sp = ie? =) (Vi -V
i=1

i1
Pricemz plati R
Yi=Bo+ 1 Xi, Yi=by+ b X,

kde by = ﬁo ab = 31 jsou konkrétni odhady pfislusnych parametri. Celkem pak
dostavame nasledujici rovnost

n

Sk = Z(Y; — Bo — 1 X;)?.

i=1
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Tento vyraz budeme minimalizovat vzhledem k hodnotam regresnich parame-
tru By, f1. Po nékolika malo krocich dostavame nasledujici vysledky pro oba nase
parametry

/BAO = Y - Ble
B, = D1 Tl — YD Ti
Z?:l 1’3 - Z?:l zi

- 1 n —_ 1 n
kdez =23 " wiay= > v
Pro metodu nejmensich ¢tverct plati nasledujici zasadni véta.

Véta 2.1 Odhady ziskané metodou nejmensich ctverci jsou nejlepsi nestranné
linedarni odhady.

Poznamka 2.2 Navic plati, Ze tylo odhady jsou silné konzistentni, tedy plati
Bo — Po, (resp. B1 — B1) pro n — oo s pravdépodobnosti 1.

Vyjadieni tohoto odhadu v maticovém tvaru by pak vypadalo nasledovné
Y = X8 +e,

kde navic pro vektor 3 = (o, A1) plati E(8) = 8 a var(3) = 0?(X'’X)"!, kde .X
je matice prediktorii.

Jedna z velmi dulezitych vlastnosti jakéhokoli odhadu je jeho nejistota. Ta
se sklad4 z nejistoty méfeni (chyba méficiho zafizeni) a nahodnych chyb méfeni.
Tato nejistota vymezuje interval, o kterém predpokladame, ze do néj méreni
padne s urc¢itou pravdépodobnosti. Nejistota métreni vyslednych odhadi je typicky
charakterizoviana varian¢ni matici.

2.2 Modely s chybami v proménnych

Jak jiz bylo zminéno, v klasické regresni analyze méme typicky k dispozici
data, ktera jsou zatizena chybou a chceme je odhadnout nendhodnou promén-
nou ¢ili proménnou nenesouci chybu. V hlavnim tématu této prace se budeme
zabyvat modely, kde vystupuji chyby v obou proménnych, tedy ve vysvétlujici
i vysvétlované. Piedstavime si hned nékolik moznosti, jak k tomuto problému
pfistupovat.

V kapitole 1.1 byl nastinén piiklad s vypoc¢tem hustoty Zeleza pomoci na-
méfenych objemu a hmotnosti. Obé tyto hodnoty mohou byt, a pravdépodobné
budou, zatizeny chybou. Muze se stat, ze kus zeleza, ktery mérfime, bude obsa-
hovat néjaké jiné prvky, a proto jeho hmotnost bude vétsi (resp. mensi), nez by
méla byt, kdyby se jednalo o homogenni latku. Nebo jde zkratka o chybovost
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naseho méticiho zafizeni. Pri¢in takového problému je mnoho, zminujeme zde jen
dvé, aby bylo vidét, jak velmi readlny a Casty tento problém miize byt.

Dalsi priklady modeli s chybami v proménnych muzeme najit v prvni kapitole
v |8] (jako priklad muzeme uvést i vyzkum tykajici se prezivsich atomové bomby),
anebo v [20], kde najdete nékteré ekonomické modely.

Prvni moznost, jak s takovym problémem nalozit, je velmi intuitivni. Rekneme
jednoduse, Ze jedno z naSich méfeni (v nasem piipadé hmotnost nebo objem) je
spravné, budeme tedy ignorovat miru chyby. Kterou z nasich proménnych ale
vybrat? Zéalezi na tom? Dostaneme jiny vysledek pro jinou volbu?

Zde se dostavame k hlavnimu problému tohoto piistupu. Budeme-li povazovat
hodnoty x; za pfesné, dostaneme vztah y = bx a polozime p; = b. V opatném
piipadé, tedy kdyZ ozna¢ime hodnoty y; za presné, dostaneme vztah z = b’y
a polozime py = 1/0'.

Prirozené dostaneme pro p jiné hodnoty. Dostdvame tak dvé rizné regresni
funkce, a to ur¢ité neni spravné. Kterou funkci tedy oznacit za reSeni? Lze pomoci
téchto funkci dostat spravné feseni? Napiiklad néjakou formou priameéru?

Jiz v roce 1901 tekl K. Pearson, zZe tyto funkce jsou jiné pii jiné volbé pro-
ménné, kterou oznacime za ,,pfesnou’. Pozdéji bylo dokazéano, ze oba tyto odhady
p1, p2 jsou nekonzistentni a nemusi byt viibec nestranné. Dokonce jiz dnes vime,
ze odhad p; systematicky odhaduje tu spravnou regresni funkci zdola a odhad p,
shora. Vidime, Ze tento pristup neni idealni.

Dalsi moznosti je prijmout fakt, Ze jsou nase naméfené hodnoty zatizeny chy-
bou, a pocitat s nimi tak. Potom urc¢ité vime, Ze existuji néjaké hodnoty z; a y;,
které nabyvaji teoretické spravné hodnoty. Tyto hodnoty na sobé zavisi pomoci
neznamé funkce g, tedy y; = g(z;), Vi.

Potom muzeme psat

To znamena, 7Ze kazdé nase méfeni x;, respektive y;, se lisf od té pravé hodnoty
0 0;, respektive ¢;. Predpokladame, ze 61, ...,0,, €1, ..., €, jsou nezavislé nahodné
veli¢iny se stfedni hodnotou rovnou nule.

V nejjednodussim pripadé mizeme predpokladat, ze §; maji pro kazdé i stejny
rozptyl o, a €; maji pro kazdé ¢ stejny rozptyl o,. Dokonce je bézné predpokladat
normalitu pro obé proménné, tedy dostaneme predpoklady ve tvaru

i ~ N(O7 Ug), € ~ N(O7 O'j) (4)

Mame v podstaté dvé moznosti, jak nalozit s témi pravymi hodnotami. Prvni
z variant se nazyva funkcionélni model a jeho podstatou je povazovat ty pravé
hodnoty za pevné dané, a tedy nendhodné. V tomto pripadé s nimi budeme
zachézet jako s dalsimi parametry.

Druhé moznost je povazovat tyto pravé hodnoty za realizace néjakych skry-
tych proménnych s vlastnim rozdélenim pravdépodobnosti. Obvykle se uvadi

16



predpoklad, Ze Z; ~ N(u,0?), a pak dostaneme y; ze vztahu g; = g(z;). Pa-
rametry norméalniho rozdéleni u proménné x; odhadneme spole¢né s parametry
funkce g(x). Tento model se nazyvé strukturalni.

2.3 Parametrizace

Kdyz mluvime o linearni regresi, je klicové spravnym zpiisobem vyjadfit obec-
nou pifmku. Spravné ve smyslu, Ze by naSe vyjadieni mélo popisovat kazdou
primku v roviné a v idealnim pfipadé jednoznacné. Az do osmdesatych let dva-
catého stoleti se pouzivala velmi znidmé rovnice

y=a+ bx.

Z jasnych diavodi: je to jednoduchéa linedrni rovnice, umime dobfe interpreto-
vat oba parametry (smérnice a prusecik s osou Y') a popisuje v podstaté kazdou
piimku v roviné. Tuto rovnici oznac¢ujeme za tzv. smérnicovy tvar pfimky. Bohu-
zel ale narazime na problém, uvazujeme-li ,skoro vertikilni“ pfimky. Dostavame
pro parametr b libovolné veliké hodnoty, coz pochopitelné nadéla spoustu pro-
blému v numerickych fesenich. Difve by to nebyl takovy problém, ale nyni, kdy
se velké Cast tloh fesi numericky, uz to problém je. Navic odhady parametru a, b
maji nekonecné stfedni hodnoty a nekonecné rozptyly, coz se nedd moc dobie
interpretovat. Tento pristup tedy neni optimalni hned z nékolika zavaznych di-
vodii.

Druha varianta, jak popsat pfimku v roviné, je pomoci ti{ parametri najed-
nou. Tedy obecnou rovnici primky

Ax + By +C =0, (5)

kde A, B,C € R. Jedna se o algebraicky tvar primky v roviné. Nabizi se podminky
A #0a B #0, které zapiSseme dohromady vztahem

A%+ B*>0. (6)

V pripadé, ze by oba parametry byly rovny nule, dostavame rovnici C' = 0,
a tedy bud celou rovinu (pfipad C' = 0) nebo prazdnou mnozinu (ptipad C' # 0).
Ani jedna mnozina feSeni neni zadouci, a proto tedy zavadime takovou podminku,
kterd ndm navic zaruci, ze momenty odhadovanych parametri budou konec¢né.
Déle pomoci této parametrizace zaru¢ime i numerickou stabilitu, ale k tomu vice
pozdéji.

V této parametrizaci nastava jiny problém. Pouzijeme-li vektory parametri
(a,b,c) a (aa,ab, ac) pro a € R, dostavame tutéz primku. To opét zakazeme
pomoci podminky

A2+ B* =1, (7)

ktera nam zarud¢i jednozna¢nost urcéeni piimky. Z podminky (7) snadno dostéavame
podminku (6), takze nam staci pouze ta druha v poradi.
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Nyni muzeme zavést parametricky prostor, na kterém budeme pozdéji tesit
existenci a jednoznacnost feSeni. Nahradime soucasné parametry A, B jednim
parametrem ¢ nasledovné

A=cosp, B=singp, kde ¢ € [0,27).

Po této substituci mizeme libovolnou piimku vyjadfit pomoci dvou parametri,
jako
xcosp +ysinp +C = 0.

Vzhledem k tomu, odkud bereme jednotlivé parametry, se cely nas prostor (zvany
parametricky prostor) stava nekonecnym valcem. Parametr C' udava ,vysku®,
a parametr ¢ udava smér normalového vektoru piimky. Takze se zfejmé opét
nejedna o jednoznac¢né urceni piimky. Kazdou pfimku mizeme urcit dvéma zpu-
soby. Mame-li dvojici vektora parametri (¢,C) a (¢ + m, —C), jedné se o tutéz
pfimku. Jednozna¢nost zaru¢ime piidanim jednoduché podminky C' > 0. Nyni
jiz nemédme nekonecny valec, ale jen jeho ,polovinu“. Dostavidme jednoznacné
urceni pfimky az na jednu vyjimku. Tou jsou piimky, které obdrzime pfi pouziti
vektort parametri (¢,0) a (¢ + 7,0). Vidime, Ze se jednd pouze o piipad, kdy
C = 0, a ten nenastava prili§ ¢asto, uvadime ho zde pouze pro tplnost. V této
parametrizaci budeme chtit minimalizovat funkci

O(p,C) = (wicosp+ yising + C)*. (8)
i=1
Jak je to s existenci Feeni? Funkce ® ze vzorce (8) je zfejmé spojita na nasem
parametrickém prostoru. Vime, Ze spojité funkce na kompaktnim prostoru naby-
vaji svého minima. Jelikoz ale C' nabyva libovolné velkych hodnot, neméme nas
parametricky prostor kompaktni, takze to tak snadné nebude. Zde preskocime
pomérné obsahly a technicky naro¢ny diikaz o existenci minima funkce ze vztahu
(8). Cely je dobfe rozepsany v podkapitole 2.1 v [3]. Pro tuto praci bude dosta-
¢ujici pouze zéavér, ktery rika, ze funkce ® ze vzorce (8) nabyva svého minima.
Zde si dovolim kratkou odbocku od hlavniho tématu. V piipadé parametri-
zace (5) nastava jedna zajimava specialita. Odhadujeme zde tfi parametry na-
jednou (A, B, C). Predpokladame, Ze existuje skute¢na piimka, kterou nezname,
ale vime, ze bude mit predpis

Az + By +C = 0,
kde A2 + B? = 1. Déle vime, 7e existuje n ,,pravych® bodi (£1,71), .., (Zn,7n)

lezicich na této primce. Jestlize tyto ,pravé’ body lezi na této ,pravé” piimce,
znamena to, ze plati nasledujici rovnost

A#;+ By +C =0, i=1,...,n.
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Kazdy z pozorovanych bodu (x;,y;) je ndhodné posazen nedaleko tohoto
,pravého bodu, tedy plati

Ty =T+ 05,  Yi =i + 6,

kde d;, €; jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s normalnim rozdélenim N (0, 6%). Pravé
hodnoty z;, ; nezname, ale jsou pevné. Tedy s nimi musime zachéazet jako s dal-
$fmi parametry. Jedna se o podobnou situaci, jakou jsme diskutovali v predchozi
kapitole. Problém nastane, kdyz se budeme chtit podivat, jak se chova vysledny
odhad pro rostouci n. Ve statistice je obvykle zajimavé sledovat, jak se nase od-
hady chovaji pii rostoucim poc¢tu pozorovani (zejména rostoucim do nekonecna).
S rostoucim n narazime na komplikaci. Postupné ptibyvaji ty ,,pravé* body, a tedy
uméle navysSujeme pocet parametri.

S tim se v klasické regresi nesetkdavame, napiiklad odhad pomoci metody ma-
ximalni vérohodnosti viibec nepocita s rostoucim poctem parametri, a tedy zcela
ztraci smysl. Tento pristup je vhodnéjsi pro experimenty, kde mame opravdu velké
mnozstvi dat, pro zlepseni presnosti vysledki. OvSsem znamena to ve vysledku
pro jednotliva pozorovani to, Ze se nemusi nachézet blizko naseho odhadu. Pro
celek jsou v8ak vysledky validni.

Dalsi varianta, jak studovat asymptotické chovani odhadi, je nechat pevné n
a sledovat chovani odhadi pro o — 0. Tento pristup je lepsi, pokud nemame piilis
velké mnozstvi dat. Napiiklad u rekonstrukce fotografii mame pouze limitovany
pocet bodu, které muzeme pouzit. A co se tyce jednotlivych pozorovani, tak je
typicky budeme mit blizko naseho odhadu, na rozdil od pfedchoziho pristupu.

Tteti pristup, kterym muzeme nahlizet na tento problém, je jisty druh kom-
promisu. Budeme koukat na obé& limity (n — oo,0 — 0) soucasné. To je samo
o sobé velmi silny predpoklad, bez kterého se v linedrnich modelech obejdeme.
Vice o nelinearnim piipadé se miazeme docist v |3, 22|.

2.4 Geometrické aproximace

V oblasti analyzy obrazkt nebo fotografii se dostavame k discipliné geome-
trické aproximace. U nepovedenych (neptesnych) kiivek v obrézcich je budeme
chtit narovnat, tj. aproximovat piesnou kiivkou, napfiklad najit body na obrysu
této kiivky a linearné je spojit. Vznikne tak po ¢astech linedrni aproximace pu-
vodni kfivky. Dalsi moznosti jsou u kulatych ¢i ovalnych objektt na fotografiich,
respektive v obrézcich, muzeme je aproximovat pomoci pravidelné elipsy nebo
obecné kuzelosecek.

Kdyz se podivame podrobnéji na aproximaci primkou, dostaneme podobny
vysledek jako u linearni regrese. Zvolime body na obrysu kiivky, kterou chceme
aproximovat. Tyto body budou mit soufadnice (z1,¥1),..., (s, yn) a budeme
chtit najit nejlepsi regresni funkci ve tvaru y = a + bx. Vidime nam jiz dobte
znamy vztah z linearni regrese. Je zde vsak jeden dilezity rozdil, o kterém jsme
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hovorili v kapitole 2.2. V tomto pfipadé mohou byt obé proménné x,y zatizeny
chybou, takze se dostavame zpét k problémum s chybami v proménnych.

Jiz v roce 1877 bylo pfedstaveno FeSeni specialniho piripadu této tlohy, a sice
kdyz predpoklddame stejné rozptyly pro obé proménné, tedy

o2 = o2 9)

Toto TeSeni je zalozeno pouze na geometrické interpretaci aproximace piimkou,
vice se muzeme docist v [4]. Podobné jako v kapitole 2.1 pouzijeme metodu
nejmensich ¢tverci, tentokrat ale pocitame soucet ortogonalnich vzdalenosti re-
gresni piimky od piislusnych bodi (z;,y;). Tedy @ = > | d?, kde d; je pravé
tato ortogonalni vzdalenost. Pak dostavame vztah

®(a,b) = 1—|—b22 a—bx,

Budeme chtit najit minimum této funkce, abychom obdrzeli predpis pro nej-
lepsi linearni aproximaci. Potom, co parcidlni derivaci funkce ® podle a polozime
rovnu nule, dostavame vysledek a = y — bz, kde z,y jsou vybérové prumeéry.
Provedeme-li to samé, ale s parcialni derivaci funkce ® podle b, dostaneme

Syy — Sz + \/(syy — Saz)? + 452,

L

S
I

, (10)

kde 544, 52y, Syy jsou prvky kovarianéni matice. Tento vysledek plati pro kazdy
model, kde s, # 0. Takto jsme dostali odhady pro a i b a miZeme pomoci nich
sestrojit nasi nejlepsi linearni aproximaci y = a + bz. Tento vztah se postupné
objevoval hned v nékolika publikacich a hned s nékolika drobnymi chybami. Nej-
prve to byl Adcock [2] v roce 1878, o rok pozdéji Kummel [13] a nakonec uz
spravné v publikaci Madanskeho [15] az z roku 1959, coz je vice nez 80 let od
prvni zminky, takZze vidime, Ze to ani zdaleka neni tak trivialni, jak by se mohlo
zdat na prvni pohled. V nékterych publikacich se tato metoda neoznacuje jako
geometrické, ale jako ortogonalni aproximace pravé kvuli ortogonalnim vzdale-
nostem, které chceme pocitat. Co se tyké presnosti odhadt parametri kruznice,
nikde nezminujeme jejich pfesnost ani intervaly spolehlivosti. Jedna se o pomérné
slozitou a obsahlou kapitolu a tak jsme ji vynechali, vSe je k nalezeni v publikacich
[|15, 3.

Vzhledem k tomu, Ze je tato teorie odvozena piimo z geometrie, tak nezé-
lezi na tom, jaky soutfadny systém zvolime. TakZze kdybychom naptiklad pouzili
transformaci 7' : (z,y) — (x + ¢,y + d), zUstane naSe regresni piimka stejné.
Jedina zména, ktera by nastala, je v samotné rovnici. Ta by pak vypadala takto:
y+d=a+b(x+c). Obdobné tvrzeni plati pro rotace ¢i skalovani. Jak si pozdéji
ukézeme, tyto vlastnosti budou velmi uzitecné.

Jak pracovat s modely bez pozadavkil na rovnost hodnot o2, o7
v dalsi kapitole.

si Fekneme
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2.5 Obecné reseni pro modely s chybami v proménnych

Pojdme se nyni podivat na FeSeni problému s chybami v proménnych bez pred-
pokladu rovnosti rozptyla obou veli¢in. Mame tedy predpoklady (3) a (4) a s té-
mito predpoklady budeme dale pracovat, takze ani jeden z rozptyli nasich dvou
proménnych x, y neni vazan zadnou dalsi podminkou.

V roce 1879 piisel Kummell [13] s tvrzenim, ze problém hledani vztahu y =
g(x), v kontextu modelu s chybami v proménnych, nema feseni. Chybi nam pod-
minka, nebo alesponn néjaky dalsi predpoklad o rozptylech. Tvrdil, Ze bude stacit
dokonce jen znalost vzajemného vztahu mezi nimi.

Jeho tvrzeni o nefeSitelnosti vzbudilo velky rozruch az do padesétych let dva-
catého stoleti®. Postupné mu ale davalo stéle vice odborniki za pravdu. Pozdéji,
v roce 1956, bylo toto tvrzeni formalné dokazano v publikaci Andersona a Rubina
[6]. (V dikazu se ukaze, ze vérohodnostni funkce neni omezena, a tedy maximalné
vérohodné odhady nemiizeme ziskat. O par let pozdéji se ukézalo v praci M. So-
lariho [19], Ze veskeré kritické body jsou pouze sedlové body, a nejedné se tedy
0 maxima).

Kummel prisel s tim, ze mu stac¢i znat vztah mezi rozptyly. Tedy predpokladal,
ze zné hodnotu poméru x, kde

K= 0g/0y. (11)

Dale tvrdil, zZe vyzkumnici z praxe stejné tento pomér typicky znaji ze zku-
Senosti. Nedavno dokonce bylo pouZito oznaceni ,klasicky EIV* model“, ktery
popisoval takovy model, pro ktery plati (3), (4) a pravé (11). K ¢emu ale tento
vztah muZeme pouZzit?

Misto pocitani vertikalnich vzdélenosti u metody nejmensich ¢tverci, mizeme
také pocitat ortogonélni vzdélenosti, nebo dokonce zesikmené vzdalenosti. Praveé
hodnota x nam urc¢i, jak moc zesikmené vzdalenosti budeme brat. Smérnice spoj-
nice, kterou budeme chtit pouzit, je pfimo zavisla pravé na hodnoté .

Nyni uz nas problém ma dobfe definované feseni a nejlepsi aproximaci piimky
dostavame ze vztahu

®(a,b) = 1—1—/@%22 a—bx,

Tuto funkci budeme chtit minimalizovat pro oba parametry a dostaneme nej-
lepsi regresni primku ve smyslu EIV modelu. Pro specialni pfipad £ = 1 dosta-
vame TeSeni pivodniho problému, kde jsme pouzili ortogonélni metodu nejmen-
sich ¢tverci.

3Madansky v [15] popisuje poboufeni fyziki, ktef nechtéli vétit, Ze takto zdanlivé jednodu-
chy problém nema feeni. A popisuje, jak by to fyzikovi mohl vysvétlit statistik.
4Error in variables.
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Pro k # 1 dostavame pro a stejny odhad jako v predchozim piipadé, tedy
a =y — bx. Pro b dostaneme trosku jiny vztah nez v (10), a sice

2
KSyy — Sgx + \/(Iizsyy — Szz)? + 4/@2592@

B:

2K254, (12)
Pomoci téchto dvou parametri jsme schopni opét dopocitat primku, kterou hle-
dame. Tato piimka pak bude nejlepsi linearni aproximaci nasich dat ve smyslu
EIV modelu.

Zde je na misté jesté kratka poznédmka o Skalovani nasich proménnych. EIV
model se pri vhodné volbé hodnoty k stava neménnym pii operaci posunuti.
V pripadé, ze budeme chtit ménit nase soutadnice x — ax a y — [y, oba dva
parametry «, f muzeme zahrnout do hodnoty s nasledovné x — ra/(. Tento
poznatek vlastné v realném svété znamend, Ze nezalezi na jednotkéach, ve kterych
méiime naSe data. Pro specidlni piipad, kdy skalujeme x — x a y +— ky, do-
staneme novou hodnotu x +— 1k/k = 1 a jsme zpét u naseho ,jednoduchého*
modelu s ortogonalnimi vzdalenostmi a piislusnou metodou nejmensich ¢tvercu.
Coz vlastné znamena, ze obecny EIV problém, kde zname x = 0,/0,, mizeme
pomoci transformace pievést na jednoduchou ortogonalni regresi.

2.6 Vlastnosti regresnich odhadu

Opét predpokladejme, ze plati (3), (4) a (9). Jiz vime, Ze za téchto predpokladi
umime najit spravnou regresni funkci. Jedné se o ortogonalni aproximaci.

Fakt, ze nase odhadované parametry a, b nepochéazi z zadné ,,pékné* skupiny
rozdéleni, které bychom pouzivali bézné, se vzhledem ke slozitosti celého problému
da pochopit a oc¢ekavat. Dulezita a mozna trochu prekvapujici vlastnost je ta, ze
a,b nemaji kone¢né momenty, tedy

E(|a]) = oo, a E(|b])

oo,
“ive

néz nekonecné, tj.
E([a — a]?) = o0, a E([b — b]?) = cc.

Oba tyto problémy jsou podrobnéji diskutované v [4]. S témito momenty se
tedy pracovat realné neda, a tak se pracuje s aproximaci, které je zalozené na Ta-
ylorové rozvoji. Coz samoziejmé vyvolalo hodné rozruchu, nebot aproximace hod-
noty, ktera neexistuje, nemize davat dobry smysl. Anderson dale piSe, ze v tomto
pripadé by se mélo hovorit o momentech nékteré aproximace, nikoliv o aproxi-
macich momenti.

Zde nebudeme zabihat ptilis do detailu, ale z publikaci [4, 5, 14, 17| plyne, Ze
kvadratick4 odchylka u odhadu maximalni vérohodnosti (BM LE) je nekonecna, ale
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u odhadii pomoci metody nejmensich ¢tverci (l;LS) je kone¢na. Vypadato tedy,
ze metoda nejmensich ¢tverci je (nekoneéné-krat) presnéjsi. Ale odhad byre je
konzistentni a asymptoticky nestranny, zatimco brs neni. TakZe to vypadé, ze
i barie je v jistém smyslu lepsi odhad. Jak to tedy je? Anderson déle ukazuje, Ze
plati nasledujici vztah

P{lbarze —b| >t} < P{|brs — b| > t},

pro kazdé t > 0, malé. Velkd ¢ neuvazujeme, protoze chceme, aby rozdil mezi
odhadem a pravou hodnotou parametru b byl maly. Odtud plyne, Ze odhad by
je lepsi nez odhad brs viude, kde nenf odchylka od pravé hodnoty b prili§ velké.
Pravé piipad s velkym t zpusobuje, ze kvadratickd odchylka odhadu briLe je
nekonecné.

2.7 Nelinearni modely

Budeme opét fesit model s chybami v proménnych, ale v tomto pfipadé se
nebude jednat o jeho linedrni podobu. Nelinearni model, je takovy model, kdy
nelze regresni funkci vyjadrit jako linearni kombinaci hledanych parametri. Na-
priklad regresni funkce popisujici exponencialni rust: y = ab” spadéd do mnoziny
nelinearnich modeli.

Mame tedy stejné problémy, které jsme zminili v predchozich kapitolach, ale
jesté nam bohuzel nékteré pribudou. Kdyz v matematice fesime jakoukoli tilohu,
tak se ptame na zakladni tii otdzky: existence Teseni, jednoznac¢nost reSeni a sta-
bilita feSeni. Zde postupné narazime hned na nékolik komplikaci, které budeme
diskutovat.

Nelinearni aproximace nemusi mit vzdy reSeni. U pripadu, kdy budeme chtit
prolozit kruznici nékolik kolinedrnich bodi, je zfejmé, Ze se nam takova aproxi-
mace nebude hledat snadno a muze se stat, ze feSeni viubec nenajdeme. S problé-
mem (ne)existence feseni se setkivame typicky u nelinearnich pfipadi. MuZzeme
je prolozit obloukem kruznice, kterda méa stied relativné daleko (zalezi na poc¢tu
bodii), nebo podobnym obloukem kruznice se stfedem presné na druhé strané.
Chyba téchto odhadi bude velmi malé, ale rozdil mezi témito kruznicemi je ob-
rovsky (viz obrézek 5). Dukladnéji se k tomu dostaneme v nasledujici kapitole
a na zaver celé diplomové prace budeme tuto tlohu simulovat v praktické ¢asti.

Dalsim problémem je, ze kdyZ uz najdeme nejlepsi aproximaci, tak se muze
stat, ze nebude jednoznacné urcena. Muze zkratka nastat, Ze dostaneme vice
reSeni, kterda budou stejné dobra. Coz samoziejmé vede k zavaznym problémim
v teorii. A kdyZ uz mame to $tésti a reSime piipad s jednoznac¢nym reSenim, pak
nevime nic o odhadnutych parametrech. Nezname vzorec pro hustotu ani pro
momenty, ty dokonce ¢asto ani neexistuji. Obecné odhadnuté parametry nejsme
schopni spocitat presné ze vzorce, jako tomu tak bylo u linearnich problémi.
Jedina moznost, jak dostat jejich hodnotu, je pomoci numerickych algoritmi,
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5 1 1 1 1 1 1 | 1 |
-8 —6 -4 -2 0 2 4 6 8

Obrazek 5: Ndhodné generovana data podél ptimky a dvé kruznice s ¢asti odhadu
oblouku tésné u sebe, pritom stfedy maji ziejmé velmi daleko od sebe.

tedy pouze jako aproximace.

Zde nastavaji dalsi problémy. Numerické metody typicky funguji iteracné.
Jak je to s konvergenci numerickych metod, je dalsi veliké téma, které neni pred-
métem této diplomové prace. Reknéme snad jen, ze konvergence numerické me-
tody ke globalnimu minimu neni zdaleka samoziejméa. Mnohdy se nam stane,
7e se ,zasekneme® v lokdlnim minimu a pozadované globalni minimum zustane
netknuté. Tomu bychom se urc¢ité radi vyhnuli. Také muze nastat, ze mame k dis-
pozici piilis malo kroki iterace k dispozici a algoritmus stale hleda, a nedostane
se ani do lokalniho, ani do globdlnfho minima, protoze to ,nestihne“. Zkratka
vybér algoritmu a jeho nastaveni je klicové v nelinearnich problémech. Kdyz zvo-
lime jiny algoritmus, mize se stat, ze dostaneme jiné vysledky, nebo maji nase
odhady jiné charakteristiky.

U linearnich modeli jsme vidéli, ze mezi EIV aproximacemi a ortogonalnimi
existuje velmi tzky vztah, a Ze miZzeme z jedné na druhou prechazet pomérné
snadnou transformaci. U nelinearnich modeli tomu tak neni. Kdyz budeme chtit
pouzit rotaci na linearni funkci, dostaneme opét linearni funkci. Kdyz zkusime
pouzit operaci rotace na polynom napiiklad tfettho stupné, dostaneme k¥ivku,
kterd nereprezentuje zadnou funkci. Pro kazdou nelinearni funkci jsme schopni
najit takovou rotaci, abychom dostali kfivku, kterda neni podle definice funkeci.
A to je zFejmé problém. Typicky se setkdvame s polynomy stupnu jedna nebo
dvé. Polynomy tfetitho a vyssiho stupné se vyskytuji velmi ziidka, a kdyz uz
na né narazime, umime je pomérné efektivné ,rozsekat* na dil¢i segmenty, které
potom odhadujeme pomoci polynomii nizsiho stupné.
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3 Odhady kuzZelosecek a kvadrik

Kde v praxi mizeme téma odhadu kuZzelosecek a kvadrik vyuzit, jsme si na-
znadili v kapitole 1.3, delsi vycet piipadné muzeme najit v [3|. V této kapitole se
podivame na nékolik teoretickych problémi a fekneme si, jak na né. Zacneme po-
hledem na parametrizaci a na nékolik zakladnich myslenek odhadu kuzeloseckou
¢i kvadrikou.

V této kapitole bude velmi dulezita znalost divodi, pro¢ odhadujeme nase
data. Kdyz se napiiklad jedné o medicinské data, je presnost odhadu urc¢ité prio-
ritou. Naproti tomu v oblasti fyziky, potfebujeme hlavné rychlé odhady, protoze
v urychlovadi ¢astic se vytvorf miliény ¢astic za den, minimalizace odchylky pak
neni na prvnim misté. Podle toho se bude liSit taktika pouzitd pii samotném
vypoctu.

Také se budou casto lisit vstupni data. Nékdy dostaneme body podél celé
kruznice a nékdy jen par bodi v malé casti velké kruznice. Opét se podle toho
budeme ridit pri vypoctu. Je tedy ziejmé, Ze se jednéa o dosti komplexni problém.

3.1 Parametrizace

Méjme napozorované body (x;,y;), chceme jimi prolozit kruznici, tak aby
soucet ortogonélnich ¢tverci byl minimalni. Obecné rovnice kruznice vypada na-
sledovné

(x—a)’ +(y —b)* =R’
kde bod [a, b] je stied kruznice a R je jeji polomér. Hledana vzdalenost se poc¢itéa
jako

d; = /(i — a)? + (y: — )2 — R.

Takze budeme minimalizovat vyraz

abR) =Y =) [\/(xi —a)2+ (yi— b)? — R]z_ (13)

i=1

Pomoci nékolika néasledujicich tiprav jsme schopni se zbavit proménné R a pra-
covat pouze s funkci dvou proménnych. Prace s funkci dvou proménnych misto
tFf ma zrejmou vyhodu ve vizualizaci. Funkci se dvéma proménnymi jsme schopni
pomérné intuitivné ,vidét“, zatimco funkce vice proménnych jsou pro predsta-
stupné vzhledem k parametru R, pro libovolné pevné hodnoty parametru a,b.
Pro kvadraticky polynom plati, Ze ma jediné globalni minimum. Polozme

ri = ri(a,b) = \/(x; — a)? + (y; — b)2,

pak hledané minimum je rovno
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Nyni se vratime k ptvodni funkci ® a dosadime tento vysledek

®(a,b) = Z[ri — 72

3 ¢<xi—a>2+<yi—b>2—12¢<xj—a>2+<yj—b>2] .

Neni to piilis jednoduchy vyraz, jak bychom doufali, ale nelze jej jiz dale
upravit. Hleddni minima této funkce, je nelinedrni problém, ktery rovnéz nebude
mit prilis jednoduché feseni.

Pohlédneme-li opét na obrazek 5, vidime tam dva mozné odhady nasi kruznice.
V takovém piipadé, kdyz méame napiiklad nékolik kolinearnich bodu, nastava
velky problém. Muzeme se dostat ke kruznicim, které maji libovolné velky prameér.
Navic v kazdém pripadé budou tyto kruznice dvé, kazdé ,z jedné strany* naSich
bodu. Jak tedy s timto problémem nalozit?

Kdyz nam jde pouze o naméfené body, minimum nasi funkce bude velmi
podobné pro kruznice na obou stranach. Nezalezi tedy na tom, kterou z téchto
dvou kruznic oznacime za teSeni. Ale pridame-li pozdéji dalsi méfeni, muzeme
zjistit, Zze jsme vybrali tu na Spatné strané, a tedy jsou naSe vysledky velmi
daleko od spravného odhadu.

Jedna z dalsich moznosti, jak popsat kruznici, je pomoci algebraickych para-
metria. Tento pristup byl predstaven australskym profesorem Vaughem Prattem
v roce 1987 v [18]. Popisuje kruznici nésledujici algebraickou rovnici

A(x* +y*)+ Bx +Cy+ D =0,

kde pochopitelné pozadujeme, aby A # 0. Kdyz pfevedeme tento algebraicky tvar
na geometricky, dostavame rovnici

B 2+ e T B4 CP-4AD
YT oA YT oA 442 -

V piipadé, ze B2 + 0% —4AD = 0, dostavame pravé jeden bod. A v pifpadé,
7e B* + (% — 4AD < 0, dostavame prazdnou mnozinu. Abychom zabréanili mno-
hozna¢nosti urc¢eni, musime zavést novou podminku, kterd zaroven vylouci obé
pravé diskutované situace. Podminka je tedy tvaru

B?+(C? —4AD =1.
Nemame sice pfimo jednozna¢nost, ale kazdou kruznici jsme schopni vyjadrit

pravé dvéma vektory parametri (stejné az na znaménko). Cili spoleéné s pod-
minkou A > 0 jiz dostavame jednozna¢nost urceni libovolné kruznice.
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Pomoci pomérné jednoduché tpravy jsme schopni prechazet z jedné parame-
trizace na druhou, sta¢i pouzit nasledujici substituci

B B?+ (C? —4AD
a=—t b= g PEC _

2A° 2A° 4A?

Dohromady tedy dostavame parametricky prostor tvoren prvky (a, b, R). Tento
prostor je ziejmé spojity, ale vzhledem k tomu, Ze tyto proménné mohou nabyvat
libovolnych hodnot, neni omezen, a tedy nemiize byt kompaktni. Podivejme se
nyni na nékteré zakladni vlastnosti aproximace kruznici, a jak je to s témi tfemi
dulezitymi otézkami.

Pro nés bude pravdépodobné nejzajimavéjsi bude nésledujici parametrizace.
Zde budeme pouzivat parametry jak pro stied kruznice, tak pro polomér, ale také
pro tihel. Pouzijeme trigonometrické funkce a dostaneme dvé rovnice transformace
polarnich soutadnic na kartézské

=a+ Rcosy,
y=>b+ Rsiny,

kde parametr ¢ se pohybuje v intervalu [0, 27). Takze opét dostaneme do-
hromady celou kruznici. Rovnice transformace v opacném sméru pro parametr
¢ € [0, %], by vypadaly néasledovné

= (z+y),

Yy
= arctan(—).
@ =ar n(x)

V pripadé, ze pridame jesté jednu dimenzi, dostaneme se do oblasti kvadrik.
Kvadrika je obecné algebraicka plocha 2. stupné. Typicky hovoiime o kvadratické
plose v trojrozmérném prostoru. Napiiklad se tedy jedna o elipsoidy, paraboloidy,
kuzelové plochy, valcové plochy a dalsi. Nas ale bude nejvice zajimat koule. Po-
divejme se nyni na mozné parametrizace pro kouli. Analytické vyjadieni koule
dobfe zndme a vypada takto

(z—a)’+ (y—b)*+ (2 —c)* < R,

kde samoziejmé bod [a, b, c] je stfedem koule a R je jejim polomérem. Hledané
vzdalenost se potom pocita jako

di:\/(xi—a)z—l—(yi—b)2+(zi—c)2—R‘

Coz pro nés znamené, zZe bychom minimalizovali vyraz

n

®(a,b,c,R) ZdQ Z[ i—a)2+(yi—b)2+(zi—C)Q—R]z.

i=1
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Nyni méme kouli vyjadfenou pomoci 4 parametri. To je pfili§ mnoho pro
jakoukoli vizualizaci. Proto budeme hledat lepsi parametrizaci s méné parametry.
Pouzijeme trigonometrické funkce a dostaneme tzv. polarni souradnice

xr =a+ Rsinfcos y,
y=>b+ Rsinfsinp,
z=c+ Rcos#.

V této parametrizaci je R konstanta a stale se jedna o polomér koule. Pro nase
dva parametry pak plati 6 € [0,7], ¢ € [0,27). 0 je parametrem délky a ¢ je
parametrem $ifky. V podstaté jsou to presné ty tudaje, které pouzivame na popis
lokace objekti na zemékouli. V takovém pripadé hovofime o zemépisné délce
a zemeépisné Sitrce.

V pripadé parametrizaci kvadrik se nebudeme poustét tak do hloubky. Zde
jsme se jen chtéli podivat, jak vypadéa rozsifeni z kruznice na kouli. Jedna se
skute¢né jen o mechanické pridani dimenze. Parametry se chovaji pfesné tak, jak
by clovék intuitivné ¢ekal, a nenarazime na zadny velky problém, ktery by bylo
potieba diskutovat. Tedy za pomérné malo sili se mizeme hned vénovat tloham
odhadu koule. Pokud bychom se ale chtéli poustét do slozitéjsich kvadrik, bude to
méli predstavu, jak se takova transformace z 2D do 3D provadi. Zbytek teorie
projdeme uz jen pro kuzelosecky, zejména pro kruznici, ale vidime, Ze rozsiteni
do tfeti dimenze (kruznice — koule) neni nijak technicky naro¢né. Ted uz se
zameérime na teorii samotnych odhadi.

3.2 Teorie

Zactneme hned ponékud prekvapujicim tvrzenim. Pro nékterd data, nemusi
viibec existovat nejlepsi aproximace kruznici. Jedna se opét o nam jiz znamy pii-
klad s n (n > 3) kolinearnimi body. Nase funkce ® ze vztahu (13) bude mit pro
kazdy vektor parametri (a,b, R) kladnou hodnotu, nemuzeme ji zcela minimali-
zovat. Mizeme tuto hodnotu udélat libovolné malou — pomoci kruznic s velkym
polomérem, ale vynulovat tuto funkci neumime. Pro kazdou kruznici bude exis-
tovat jind kruznice, kterd bude mit jesté mensi soucet ortogonalnich ¢tverc,
a tedy ji nahradi jako feseni. Tento postup by se mohl stale opakovat, feseni tedy
neexistuje.

Jednoduché a velmi elegantni feSeni by v tomto pfipadé bylo pouzit prosté
piimku na prolozeni téchto dat. Tedy v pfipadé, Ze mame hledat aproximaci
kuzeloseckou, nemusi byt vzdy Spatny nédpad podivat se na nékteré primky, jestli
nebudou fesit nasi alohu 1épe.

Podivejme se jesté na jiny priklad nez na mnozinu nékolika kolinearnich bodii.
Kdyz vezmeme ¢tverici boda (—X,0), (X,0),(0,1),(0,—1), kde X >> 1, dosta-
neme se do situace, kdy pomoci zadné kruznice nedostaneme lepsi feSeni nez
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pomoci piimky. V tomto pfipadé, by nejlepsi feseni byla osa x. Dokonce miizeme
i pomérné snadno dopocitat presnou hodnotu nasi funkce ®, kterou se snazime
minimalizovat, v naSem pripadé to bude ® = 2. Pro kazdou kuzelosecku, pouzitou
jako regresni funkci pro tento piiklad dostane ¢ > 2.

Takovych piikladi by se dalo najit vice, ale v praxi se s nimi setkdvame
jen velmi ziidka, a tak je lepsi soustfedit se na aproximace kruznici ¢i jinou
kuzeloseckou. Dokonce bylo dokazano, ze pokud budeme generovat ndhodnéa data
se spojitym rozdélenim, je pravdépodobnost, ze bude lepsi aproximace pfimka
nez kuzelosecka rovna nule (]3] - Theorem 8).

V nasi algebraické parametrizaci uvazujeme jak kruznice, tak primky. V pii-
padé, ze A = 0, se totiz jedna o rovnici pfimky. Budeme urcité chtit v nasich
prikladech uvazovat moznost pifmky, protoze jsme si ukazali v kapitole 1.3, Ze
se tato teorie Casto pouziva v rekonstrukci obrazku. Muze se stat, ze budeme
aproximovat primkou, nebo piipadny oblouk ,rozsekime“ a jeho ¢asti budeme
aproximovat piimkou, vznikne tak po ¢astech line4rni kiivka.

Co se jednoznacnosti tyce, tak v (|3] - Section 3.5) je ukdzano nékolik velmi
specifickych piikladii, u kterych dochéazi k nejednozna¢nosti feseni. Pro obecn4,
nédhodné generovana data se spojitym rozdélenim pravdépodobnosti jsou vSak
tyto priklady irelevantni. My se v této praci budeme zabyvat obecnym piipadem,
a tedy v téchto konkrétnich piikladech pouze prilozime odkaz na pfislusnou lite-
raturu. Déle budeme pokracovat v teorii s myslenkou, Ze bude existovat pouze
jedno globalni minimum funkce .

3.3 Typy aproximace kruzZnici

V podstaté veskeré tilohy aproximace kruznici se poc¢itaji na pocitacich, a tedy
pomoci algoritmii. Tyto algoritmy se rozdéluji do dvou hlavnich skupin.
Prvni z nich pouzivé iterativni algoritmy, které konverguji k minimu funkce

P = idf,
i=1

kde d; jsou ortogonalni vzdéalenosti datovych bodi od nasi aproximace. Tuto
skupinu metod oznacujeme pojmem geometrickd aproximace. Jedna se obecné
o presnéjsi piistup. Jelikoz ale jde o iterativni algoritmus, musime se tak potykat
s problematikou spojenou s timto druhem algoritmu, jako jsou Casovéi néro¢nost,
naro¢nost na pamét, obcasna divergence apod. Pozdéji zde v kratkosti uvedeme
metodu sovétského fyzika Landaua jako ptfiklad geometrické aproximace.

Nés bude v této préaci vice zajimat ta druha skupina metod. Nejprve uvedeme
par zékladnich informaci obecné o algebraické aproximaci a pak si ukdzeme t¥i
priklady konkrétnich metod a porovname je. Oznacuje se jako algebraicka apro-
ximace, protoze vychézi z algebraické rovnice kruznice, tj.

A(2* +y*)+ Br +Cy+ D = 0.
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Vezmeme funkci @, kterou chceme minimalizovat u geometrickych aproximaci
a zaménime zde d; za néjaké jiné hodnoty f;, typicky se jedna o néjaké jednodu-
ché algebraické vyrazy. Potom minimalizujeme funkei ® = Y7 | fZ. Beze sporu
nejvétsi vyhodou metod algebraické aproximace je jejich rychlost a spolehlivost.
Navic pfihlédneme-li k rychlosti vypoctu, je i pfesnost vyslednych odhadi po-
mérné vysoka.

Oznacme A = (A, B,C, D)7 jako 4-rozmérny vektor parametrii. Kazd4 alge-
braickd aproximace tedy minimalizuje vyraz

1 n
®(A) = ®(A,B,C,D) = = (Az + Ba; + Cy; + D)’
i=1

=n TAT(XTX)A = ATMA,

za podminky AT NA = 1, pro néjakou matici N. V maticovém zapise jsme uzili
oznadeni z; = z? + y? a vztaht

Zz zZx 2Y Z sow oy 1
Molixrx o [P Ay T g x :
n /Yy xYy Yy oy )

Podle podoby matice N z nasi podminky pak pozname o jakou metodu alge-
braické aproximace se jedna.

Jedna z hlavnich nevyhod geometrické aproximace je jeji rychlost. V pripadé
feSeni problému z fyziky, kde je potfeba velmi svizné odhadovat velké mnozstvi
dat, si nemuzeme dovolit ¢ekat. Proto v tomto pripadé pouzijeme algebraickou
aproximaci i za cenu mensi presnosti. Ale o tom jsme jiz hovofili na zacatku
kapitoly 3.

3.3.1 Landauova metoda

Jak jiz bylo fe¢eno v predchozi kapitole, jedna se o geometrickou aproximaci,
teoreticky by tedy méla byt presnéjsi nez ta algebraicka. Jelikoz je to iterativni
metoda, bude do velké miry zélezet na zvoleném pocatecnim feSeni. O tom se
dozvime vice v dalsich kapitolach.

Cilem kazdé geometrické aproximace, je minimalizovat vyraz

n

D(a,b, B) = > [V/(wi — ) + (5 — b - R2]2 = idf,

i=1

kde d; jsou geometrické, tedy ortogonalni vzdélenosti napozorovanych bodt od je-
jich aproximace na kruznici. Vyraz trochu upravime, at je lépe vidét, jak uvazoval
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Landau. Polozme

ri =/ (i —a)? + (y; — b)?,
u; = —0r;/0a = (x; — a)/r;,
Ui:—aT’Z‘/ab:(yi—b)/T’i. (14)

Snadno se pak dopocita Jakobian jako

—UuU;r —Up —1

J =
—Uy, —Up —1
Nyni polozime g = [r; — R, ...,r, — R] a mame
Ru — ur Ru+a—7=
J'g=n|Ro—vr | =n|Ro+b—7

R—7 R—7

Pouzili jsme zkraceny zépis pro vybérové priumeéry, kde napt. uu = % >y

Landau 1ika, ze hledani minima funkce ®, je ekvivalentni s hledanim feseni
rovnice V® = 0. Coz je ekvivalentni s hledanim feseni rovnice J'g = 0. To lze
za predpokladu z = y = 0 napsat jako

a=—uR,
b=—vR,
R=r. (15)

Kone¢né se dostavame k jeho navrhu na iteracni proces. Pomoci pocéatecniho
feSeni napocitame 7, u, v a pak postupujeme nasledovné:

Rnew =T,
Anew = _ﬂRnewv
bnew = _fDRnew-

Nebudeme se zde poustét do hloubky, jde skutecné jen o ukazku toho, jak se
chova alespon jedna geometrickd aproximace. Abychom si udélali néjakou tvodni

dopodrobna jsou Landauova metoda a také dalsi geometrické aproximace roze-
psany v [3].
3.3.2 Kasova metoda

Tato metoda byla poprvé predstavena v v sedmdesatych letech dvacatého
stoleti a celé jméno zni Delogne — Kasova metoda. Jedné se o velmi popularni
metodu zejména diky jeji jednoduchosti, rychlosti a efektivnosti.
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V pripadé, Ze bod (z;,y;) leZi na nasi kruznici, tato metoda najde kruznici
presné a velmi rychle. Pri pouziti nékterych metod geometrické aproximace by to
trvalo nékolik iteraci a ani bychom spréavné reseni nemuseli dostat. Ze t¥i metod,
na které se podivame, je to urcité ta nejjednodussi. Chceme minimalizovat vyraz

1(a,b,R) = Z[ —0)’ = R,

Nahradili jsme tedy d; pomoci jednoduchého algebraického vyrazu f; = (x; —
a)? + (y; — b)> — R%. A chceme minimalizovat funkci ®; = > f2.

Nékteri autorfi v souvislosti s touto metodou hovoii o algebraické vzddlenosti,
kdyZ hovoii o vzdalenosti bodu (x;, ;) od kruznice (z; — a)*+ (y; — b)* + R? = 0.

Chceme-li nyni derivovat nasi funkci ®; podle parametru a, b, R, dostaneme
nelinearni vztah, a tomu se urcité chceme vyhnout. Proto pouzijeme nasledujici
substituci

B=-2a, C=-2b, D=a’+V"— R

A dostavame

n

D = Z(Zz + Bx; + Cy; + D)Q»

=1
kde z; = 22 + y?. Nynf po derivaci podle parametrii B, C, D dostdvame systém
linearnich rovnic, ktery pomoci algebraickych metod umime dobfe Tesit

%Zx?B—l—%inin—i- %l’z‘D = %Zl’zzzv
T B YO+ LD = T
DMLY WLEEEE O

N&S na prvni pohled mozna trosku chaoticky systém linearnich rovnic ma
pomérné hezké reSeni

B C _ VB*+(C?—4D
2 N 2 ‘

Tuto metodu lze také zavést i geometricky (dokonce hned nékolika zptsoby,
viz [3| - kapitola 5), tedy je zfejmé, Ze se jedna o metodu invariantni k operacim
otoceni ¢i posunuti.

Jde o pravdépodobné tu nejrychlejsi z metod algebraické aproximace. Bohu-
zel, jak tomu tak byvé, se tato rychlost odrazi v presnosti nasich vysledku a préave
zde Kasova metoda pokulhavé. Po kratké analyze lze ukazat, ze Kasova metoda
pro body, které nejsou kolinedrni, najde pravé jedno teseni. Plyne to z diikazu
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pozitivni definitnosti systému lineadrnich rovnic, ktery jsme odvodili vyse. V pii-
padé, Ze se jedna o kolinearni body, ndm Kasova metoda nabidne vice nez jedno
reSeni.

Tato metoda funguje velmi slusné v pripadech, kdy jsou data rozmisténa kolem
kruznice, ¢i jeji poloviny. Jakmile budeme mit data kolem malého oblouku, Kasova
metoda bude generovat mensi kruznice a kvalita vysledku se rapidné zhorsuje.
Pokud budeme fesit priklady s neuplnymi oblouky, opét narazime na problém
s presnosti vysledki.

Pro tplnost dodame, ze v piipadé Kasovy metody méa matice N z predchozi
kapitoly tuto podobu

o O O
o O OO
o O OO
o O OO

3.3.3 Prattova metoda

Tato metoda vznikla jako vylepseni Kasovy metody a vychéazi z algebraické
parametrizace
A(x* +y*)+ Bx +Cy+ D =0,

a tedy budeme chtit minimalizovat vyraz

n

i=1

1

b, =
2 B2+ (2

JelikoZ pro kazdou kruzmici plati B2+C?—4AD > 0, proméni se na§ minimaliza¢ni
problém v jiny, mnohem jednodussi

n

i=1

za podminky, Ze B? 4+ C? — 4AD = 1. Vidime, Ze za platnosti této podminky
budeme v otazkach o nejlepsi aproximaci uvazovat jak kruznice, tak primky. To
je jeden z téch dilezitych rozdila mezi Kasovou a Prattovou metodou, vyznam
tohoto rozdilu jsme popsali v pfedchozi kapitole.

Vaughan Pratt na feSeni minimalizacniho problému pouzil algoritmus zalo-
zen, na singularnim rozkladu. Jedna se tedy o vyuziti linearni algebry, zejména
pak vlastnich vektori. Tato metoda je priblizné 2-3x pomalejsi nez Kasova. Ale
napiiklad geometrické aproximace jsou az 10x pomalejsi!

Pro ¢ — 0 se nase odhady parametri (a,b, R) blizi skutenym hodnotam
téchto parametri, hovorime tedy o konzistentni metodé. Dalsi dulezita vlastnost
této metody, je invariance k operacim otoceni ¢i posunuti.
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V piipadé Prattovy metody ma matice N z pfedchozi kapitoly nésledujici
podobu

o o= O
O = O O
oS O O

3.3.4 Taubinova metoda

Posledni metoda, kterou v této praci zminime, je metoda Gabriela Taubina
predstavena v jeho publikaci: Estimation Of Planar Curves, Surfaces And Non-
planar Space Curves Defined By Implicit Equations, With Applications To Edge
And Range Image Segmentation. Jedna se opét o metodu algebraické aproximace.
Je to velmi podobna metoda té Prattové. Hlavni rozdil je, Ze se da snadno zo-
becnit na elipsy a dalsi algebraické kiivky, které by se ndm mohly hodit.
pouze odkaz na (|3| - Section 5.9) a radéji vycteme par vlastnosti této metody.
Taubinova metoda je podobna Prattové nejen ve funkci, jiz minimalizuje, ale
i pomér ,cena/vykon“ je podobny. Kasova metoda zaostava v tomto métitku
za obéma metodami. Opét se jednéd o metodu invariantni k operacim posunuti
a otoceni.

V napovédeé ¢asto vyuzivaného softwaru Matlab se mtizeme dokonce docist, ze
je tato metoda stabilnéjsi nez Kasova metoda, a o trochu rychlejsi nez Prattova
metoda.

V pripadé Taubinovy metody méa matice N z predchozi kapitoly tuto podobu

4z 2% 25 0
2 1 0 0
N=F= 29 0 1 0
0 0 0 O

3.4 Kombinace metod

Hlavni nevyhoda geometrickych aproximaci je v tom, Ze jsou silné zavislé
na pocateénim odhadu. Jakmile neni pocate¢ni feSeni dobré, nemuzeme ocekavat
presné Teseni geometrické aproximace. Proto se typicky obé metody kombinuji.
Pomoci algebraické aproximace nalezneme pomérné rychle relativné dobry od-
had a dosadime ho do geometrické aproximace jako pocatecni feseni, které nam
pomuze k vétsi presnosti. Podobné se pouziva napiiklad prumeér jako pocatecni
FeSeni pro slozité algoritmy poditajici stfedni hodnotu. Cim lepsi (presnéjsi) po-
¢atecni feSeni méame, tim lépe bude fungovat nas algoritmus. Toto tvrzeni plati
obecné v numerickych metodach, nejen v nasem piipadé. Proto budeme kazdy
algoritmus opakovat hned nékolikrat a s riznymi pocatecnimi reSenimi, Sance
na selhani pri hledani globalniho minima se tak znatelné redukuje.
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Chernov a Lesort v publikaci [9] diskutuji o vhodnych kombinacich algebraic-
kych a geometrickych aproximaci. Zavér je takovy, ze pifi odhadovani velkych
obloukii nebo celych kruznic, jsou vSechny mozné kombinace uspésné na 100 %.
Jakmile se ale jedna o mensi oblouky, Kasova metoda se nedoporucuje jako po-
¢atecni Teseni pro zadnou geometrickou aproximaci. Naopak modernéjsi metody,
jako jsou Prattova a Taubinova, jsou natolik dobré, Ze uz je geometrické aproxi-
mace piili§ nevylepsi. Proto je vétsinou staci pouzit samostatneé.

Je zfejmé, ze Kasova metoda je nejjednodussi. Znamené to, ze se bude pocitat
nejrychleji a zaroven neni piili§ ndroéna na pamét ani silu softwaru, na kterém je
pocitana. Pochopitelné to mé i svou dan. Vysledky Kasovy metody jsou z pravidla
mnohem méné presné nez vysledky Prattovy ¢ Taubinovy metody.

Tyto metody jsou z kategorie algebraickych aproximaci. Ty jsou typicky vy-
razné horsi v pfesnosti vysledki. Kdyz srovname Prattovu a Taubinovu me-
todu, vidime skoro ihned, Ze jsou vyrazné presnéjsi nez Kasova. Dokonce jsou
tak presné, ze se jejich vysledky blizi geometrickym aproximacim. Kdybychom
méli uvést poradi téchto metod v pfesnosti, bylo by nasledujici: Kasova metoda,
Prattova metoda, Taubinova metoda, geometrické aproximace. Dokonce pro velké
oblouky je Taubinova metoda svou presnosti blize ke geometrickym aproximacim
nez k metodé Prattové. To je informace jen pro tplnost, ve skutec¢nosti jsou ty
rozdily natolik malé, Ze je v podstaté jedno, jakou metodu vybereme. Vice pak
v tabulkach nize, které vyhodnocuji napocitané piiklady.

3.5 Dalsi rozsireni

Tématem diplomové prace jsou odhady kuzelosecek a kvadrik. My jsme se
az na jednu kratkou pasaz v teoretické ¢éasti vénovali pouze odhadim kruznice.
Kruznice, jak znamo, je specialni piipad elipsy, jedna se tedy také o kuzelosecku.
Vybrali jsme kruznice ze dvou prostych diivodi. Za prvé jsme nechtéli ¢tenére
zahltit p¥ili§ naro¢nou teoretickou ¢asti, jiz ted v ni narazime na nékteré pomérné
slozité myslenky se slozitymi vyrazy, a to mame jen jednu hodnotu pro polomér.
A také jsme chtéli, aby byly vSechny naSe obrazky piehledné a bylo na nich
na prvni pohled vidét, Ze se jedna o kruznice. V praktické ¢asti se presvédcime,
jak moc se tento plan vydaril.

Kruznice je takovou elipsou, kterd méa shodné obé poloosy. V piipadé nékte-
rych odhadt parametri uvedenych v teoretické casti by se veskeré vyrazy staly
z hlediska vypoc¢ti neni nijak obtizné, staci do definovanych funkeci v softwaru
R zadat misto poloméru kruznice dva parametry (pro obé poloosy) a vysledek
i jeho forma bude obdobna. Pfimo v balicku, ktery pouzivame v praktické ¢asti,
existuje naptiklad funkce s nazvem EllipseFitByTaubin, ktera veskeré nase vy-
pocty zvladne také. Problémy, jak jiz bylo naznaceno, nastavaji v teorii, kde se
skutecné jedné o slozité vyrazy, a prace by tak byla nékolikanasobné delsi.

Co se tyce kvadrik, ty jsme vynechali prakticky uplné. Rozsifeni do treti
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dimenze jsme v kratkosti diskutovali v podkapitole o parametrizaci. RozSifeni
z kruznice na kulovou plochu je velmi jednoduché. Naopak rozsifeni z elipsy
na elipsoid je uz pomérné narocné a z tohoto divodu jsme upozadili tyto apli-
kace celé teorie. V literatufe [3] se muzeme docist o odhadu koule. V této praci
jsme se tedy soustiedili na odhady kruznic.
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4 Praktické ulohy

vvvvvv

popséna v této kapitole, by nam méla potvrdit, vsechny doposud zminéné teore-
tické piedpoklady. Ulohy jsou zpracované ve statistickém softwaru R a pouzity
kod je prilozen k praci k nahlédnuti ¢ reprodukei v podobé scriptu.

Pro nase vypocty je klicovy balicek funkei conicfit, ktery napsali spole¢né
Nikolai Chernov a Jose Gama. Obsahuje presné funkce, které se nam hodi k vyse
zminénym metodam. Pro kazdou funkci pouzitou ve vypoctu nam vrati vektor t{
hodnot. Prvni dvé hodnoty udavaji souradnice stfedu odhadnuté kruznice a po-
sledni hodnota je jeji polomér. K vykresleni veskerych grafti jsme pouzili balicek
funkei ggplot2. VSechny nezbytné knihovny, pouzité ve scriptu, jsou naimporto-
vany na prvnich rfadcich, tak aby script fungoval kazdému ¢tenafi. Pro prehlednost
koédu je script délany pro jednu metodu. VSechny ostatni metody jsou pocitany
analogickym koédem, pro stejné vstupni data.

Vsechny praktické piiklady budeme ukazovat na odhadu kruznici. Rozsitent
na elipsy, paraboly, koule apod. je také mozné s funkcemi ze stejného balicku. Pro-
toze je na kruznicich nejlépe vidét, jak si které metody pocinaly, zvolili jsme tuto
variantu. Postup bude pro kazdy pfiklad stejny. Nejprve vygenerujeme N bodu
na kruznici. Potom je nédhodné posuneme a budeme sledovat, jak se jednot-
livé metody priblizi puvodni kruznici. Budeme uvazovat nékolik riznych zadani
a pro kazdé zadani provedeme 500 simulaci. Diivod je prosty, chceme mit jistotu,
ze se skute¢né jedna o trend, a ne o jedno/dvé nestastna pozorovani.

Jak porovnat presnost vysledkii? Zavedeme si hned tii jednoduché metriky,
které budeme porovnévat. Asi nejzajimavéjsi pro nas bude sledovat vzdalenost
odhadnuté kruznice od té ptuvodni. Porovnéavat tedy budeme soufadnice stiedu
kruznic a hodnotu poloméru. Tady budeme uvazovat hodnotu rozdilu obou veli-
¢in, tedy

-1l = /(e —a)2 + (b — b,
- lle=|R— &l

Prvni metrika s oznacenim ||-||s se v nasich ulohach v podstaté napo¢ita sama.
Jako stfed nasich kruznic jsme zvolili bod pocéatku souradnicového systému, tedy
vzdalenost stfedu budeme pozorovat pfimo na hodnotach odhadnutych parame-
tru a, b.
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Treti ukazatel, ktery nas bude zajimat, bude souviset hlavné s kvalitou dané
aproximace. Budeme pocitat pro kazdy vygenerovany bod jeho geometrickou
vzdalenost od odhadnuté kruznice. Pouzity vzorec méa tuto podobu

42 = [\/(d—xi)z—l—(l;—yi)Q—Rr.

" od?
Il = |/ 2=

Jednd se o odmocninu stfedni kvadratické chyby pro dvourozmérna data
a ve vyslednych tabulkidch bude oznacovana jako RM SFE z anglického Root Mean
Square Error. Dilezité je pripomenout, Ze se snazime odhadnout ptuvodni kruz-
nici. Takze tato tfeti metrika netrika primo, jak dobfe jsme vyfesili zadanou tulohu.
Déva nam pouze informaci o tom, jak dobfe jsme odhadli ndhodné posunuté body.
Je tedy potfeba mit stale na mysli, na jaké hodnoty se divame a co vlastné zname-
naji. Pomoci kombinace téchto tfi metrik si jiz umime udélat dobry nézor na to,
jak kterd metoda funguje, za jakych parametru.

Postupné se podivame na data generovana kolem celé kruznice, poté na data
generovand pouze kolem ¢asti kruznice. Bude nés zajimat oblouk pro ¢ € [0, 7]
a také ¢ € [0, 7], kde ¢ vyjadiuje thel, pod kterym budeme generovat oblouk.
V piipadé celé kruznice je ¢ € [0,360] apod. Na zavér se podivaime na nékteré
specialni ulohy. Budeme chtit ukazat, Ze teorie vyic¢ené v predchozich kapitolach
kolem nékolika kolinedrnich bodu byla uvedena spravné. A také se podivame
na priklad, kde mame 4 body o soufadnicich (—X,0), (X,0),(0,1),(0,—1), kde
X >> 1. O takové tiloze jsme hovorili v teoretické ¢asti v podkapitole 3.2 a uvedli
jsme, ze pomoci zadné kruznice nedostaneme lepsi feSeni nez pomoci piimky.
Ulohu zadame hned nékolika zpisoby a piesvédéime se o pravdivosti tvrzeni z
teoretické ¢asti.

Vgechny tyto tlohy budeme podcitat s ruznymi hodnotami pro smérodatnou
odchylku ndhodné chyby generovanych dat. Vysledky budou ilustrovany obrazky
a prilozena bude tabulka zapsanych vysledkii podle naSich zavedenych metrik.
Posledni graf bude pro vybrané ulohy heatmapa, ve které bude zaznamenan vysle-
dek napocitanych RMSE hodnot pro ruzny pocet generovanych bodu a pro rizné
nastavenou smeérodatnou odchylku ndhodnych chyb.

Vgechny nase tlohy se budou pocitat analogicky. V prvnim kroku uré¢ime
teoretickou kruznici. Ve druhém kroku vygenerujeme na této kruznici nékolik
(N = 25) bodu a pomoci ndhodné chyby z normélniho rozdéleni (s raznymi smé-
rodatnymi odchylkami) tyto body posuneme. V dalsim kroku se budeme divat
na veskeré doposud diskutované metody a jejich odhad ptvodniho objektu. V pii-
padé geometrickych aproximaci, které se pocitaji iteracné, jsme zvolili maximalni
pocet iteraci roven 50 a toleranci rovnu le —06. Vysledné odhady poté vykreslime
pomoci ggplot funkce a porovnédme nejdiive jen vizualné a pozdéji i podle praveé
zavedenych metrik.
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Aproximace budeme provadét ¢tyimi metodami. Nejprve provedeme tii alge-
braické aproximace (Kasovu, Prattovu a Taubinovu). Podivame se také na jednu
geometrickou aproximaci (Landauovu). Tu ale pouzijme hned nékolikrat, at vi-
dime, jak funguji jednotlivé kombinace algebraické a geometrické aproximace.
Nejprve napoc¢itame Landauovu metodu bez pocatecniho feseni a poté pouzi-
jeme jako pocatecni Feseni postupné vSechny tii vysledky nasich algebraickych
odhadt. Tedy sloupec s nazvem Landau(K) bude oznacovat metodu geometrické
aproximace typu Landau, kde jsme jako pocatecni feSeni vzali vysledek Kasovy
aproximace.

4.1 Odhadovani kruznice

Cilem tlohy je nalézt odhady dané kruznice pomoci urc¢enych algebraickych
a geometrickych metod aproximace. Puvodni kruznice se stfedem v bodé S =
[0,0] a polomérem R = 50 je reprezentoviana N = 25 body v celém prostoru,
tedy plati ¢ € [0, 27]. Tyto body byly posunuty o ndhodnou chybu e, pro kterou
plati e ~ N(0,sd(¢€)). Smérodatna odchylka ndhodné chyby bude postupné rovna
hodnotam 5,10, 15 a 20.

V naSem vypoctu nejprve nastavime vstupni parametry

thel ¢ € [0, 27]

pocet opakovani ¢ = 500
e pocet generovanych bodi N = 25
e smérodatnou odchylku ndhodné chyby postupné sd(e)= 5, 10, 15,20

A poté muzeme pustit simulaci. V balicku conicfit najdeme vhodné funkce
a aplikujeme je na nase data. Vysledky pro kazdou iteraci zapiseme do prislusného
sloupce a podivame se na vysledky. Na obrézku 6 vidime, jak vypadaji odhadnuté
kruznice pro vSechny metody, o kterych jsme mluvili v teoretické ¢asti této prace.
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sd(e) =5 sd(e) = 10 sd(e) = 15

Obrazek 6: Odhady danych metod pro tlohu s 25 ndhodné generovanymi body,
kde ¢ € [0,27] a smérodatna odchylka ndhodnych chyb nabyvé riznych hodnot.
Cerveneé teoretickd kruznice, ¢erné odhady danych metod.

Cervenou barvou je znazornéna teoreticka kruznice. Ta ma rovnici
2?4+ y? = 50%

Pro nizké smérodatné odchylky nahodné chyby vidime, Ze se vysledky vSech me-
tod velmi podobaji. Proto to na prvni pohled vypada, Ze je odhadnuta jen jedna
kruznice. Ve skutec¢nosti jsou tam ale vSechny urcené metody. To je zavér, ktery
plyne ze vsech tloh, které budeme pocitat.

Na obrazku 7 je tabulka napocitanych hodnot tfeti metriky pro tulohu, kde
sd(e) = 5.

Tabulka vznikne tak, ze pii kazdé iteraci napocitame RMSE pro kazdou me-
todu a jeji hodnotu zaneseme do sloupce se spravnym nazvem. Tedy pro sloupec
s ndzvem Kasa_ RMSFE se jedna o vektor o velikosti 500 s hodnotami RMSE pro
kazdou iteraci. Software R nam pak umoziuje pomoci funkce summary nahléd-
nout na zéakladni charakteristicky tohoto vektoru. Nejzajimavéjsi pro nas budou
prumérné a prostiedni hodnoty jednotlivych vektoru, tedy rfadky Mean, Median.
Zajisté je ale dobré prozkoumat i ostatni hodnoty, jako napiiklad Min, Maz,
ke kterym se budeme vracet v dalsi podkapitole. Celkové nam proto piikaz sum-
mary dava ucelenou predstavu o vykonu kazdé metody ve smyslu tieti zavedené
metriky. Na prvnim fadku je vysledek RMSE pro puvodni kruznici. Dalsi radky
pak ukazuji vysledky pouzitych metod.

Z tabulky na obrazku 7 je zfejmé, Ze tato uloha (pro ptipad sd(e) = 5) je
pro vSechny metody pomérné jednoduché a neni zde piili§ prostoru pro chybu.
Je vidét, ze vSsechny metody si pocinaji velmi podobné a navic jsou jejich vy-
sledky velmi blizké teoretické kruznici (vidime porovnanim vysledka RMSE pro
jednotlivé metody a puvodni kruznici).

Cim vy& je smérodatna odchylka nahodné chyby, tim se nase vysledky zhor-
Suji. Az v pripadé sd(e) = 20 je vidét rozdil mezi algebraickou a geometrickou
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> summary(0riginal_RMSE)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.

2.842 4,229 4,643 4.674 5.144 6.797

= summary(Algebraic_RMSE)

Kasa_RMSE Pratt_RMSE Taubin_RMSE
Min. :2.845  Min. :2.852  Min. :2.844
1st Qu.:4.238 1st Qu.:4.266 1st Qu.:4.236
Median :4.653 Median :4.689 Median :4.652
Mean :4.689 Mean 14,728 Mean =4, 687
3rd Qu.:5.161 3rd Qu.:5.208 3rd Qu.:5.159
Max. :6.831 Max. 16.955 Max. :6.824

= summary (Geometric_RMSE)

Landau_RMSE Landau_Kasa_RMSE Landau_Pratt_RMSE Landau_Taubin_RMSE
Min. :2.842 Min. 12.842 Min. :2.842 Min. :2.842
1st Qu.:4.229 1st Qu.:4.229 1st Qu.:4.229 1=t Qu.:4.229
Median :4.643 Median :4.643 Median :4.643 Median :4.643
Mean 4,674 Mean :4.674 Mean :4.674 Mean 14,674
3rd Qu.:5.144 3rd Qu.:5.144 3rd Qu.:5.144 3rd Qu.:5.144
Max. :6.797 Max. 16,797 Max. 10.797 Max. 16.797

Obrazek 7: Tabulka hodnot metriky RMSE jed
nadhodné generovanymi body, kde ¢ € [0,27] a s

notlivych metod pro tlohu s 25
d(e) = 5.

aproximaci. Landauova metoda zde, podle predpokladu, porazi vsSechny alge-
braické aproximace a vychazi nejlépe. Za povSimnuti stoji fakt, ze veskeré ¢i-
selné charakteristiky vSech variant Landauovy metod jsou stejné. Znamena to,
Ze tato tloha byla jednoduché a tak dostane Landauova metoda stejny vysledek,

bez ohledu na zvolené pocitecéni reSeni.

Na obrazku 8 vidime vSechny metody najednou. Puvodni kruznice je tentokréat
modrou barvou a ostatni typy odhadu jsou popsany v legendé grafu. Podivejme
se nyni na hodnoty zavedenych metrik. U geometrické metody vidime opét jen

jednu kruznici, nebot jsou odhady totozné pro v

Sechna zvolené pocatecni reSeni.

Ziejmé pro tlohy, kdy je ¢ € [0, 27|, mohou takové vysledky nastat.
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Obrazek 8: Odhady danych metod pro tlohu s 25 ndhodné generovanymi body,
kde ¢ € [0, 27] a sd(e) = 20.

> summary(0riginal_RMSE)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
10.26 15.36 16.98 17.07 18.76 24.71
= summary(Algebraic_RMSE)

Kasa_RMSE Pratt_RMSE Taubin_RMSE
Min. :10.57  Min. :10.95  Min. :10.52
1st Qu.:15.72 1st Qu.:16.58 1st Qu.:15.67
Median :17.47 Median :18.65 Median :17.51
Mean :17.62 Mean :18.82 Mean :17.66
3rd Qu.:19.42 3rd Qu.:20.88 3rd Qu.:19.43
Max. :25.88 Max. :29.03 Max. :27.14

> summary (Geometric_RMSE)
Landau_RMSE Landau_Kasa_RMSE Landau_Pratt_RMSE Landau_Taubin_RMSE

Min. :10.26  Min. :10.26 Min. :10.26 Min. :10.26
1st Qu.:15.36 1st Qu.:15.36 1st Qu.:15.36 1st Qu.:15.36
Median :16.98 Median :16.98 Median :16.98 Median :16.98
Mean :17.07 Mean :17.07 Mean :17.07 Mean :17.07
3rd Qu.:18.76 3rd Qu.:18.76 3rd Qu.:18.76 3rd Qu.:18.76
Max. 24,71 Max. :24.71 Max. :24.71 Max. :24.71

Obrazek 9: Tabulka hodnot metriky RMSE jednotlivych metod pro tlohu s 25
nahodné generovanymi body, kde ¢ € [0, 27| a sd(e) = 20.
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Na obrazku 9 vidime, jak podobné jsou si vysledky pro rizné metody. Neda
se pfimo Tict, Ze by geometrické aproximace mély kvalitnéjsi odhady. Co se tyce
napocitanych vzdalenosti generovanych bodu od odhadované kruznice, prumeéry
a medidny vSech metod se pohybuji kolem ¢isla 17. Mozna je trochu prekvapivy
zaveér, ze zde geometrické tlohy nemaji jednoznaéné navrch.

Podivejme se na dalsi tabulku (Obrazek 10), ktera znazornuje hodnoty odhadi
stfedu kruznice a jejitho poloméru. Co se tyce polohy stfedu odhadovanych kruz-
nic, opét zde nemame jednoznacné nejlepsi a nejhorsi metody. Vsechny metody
odhadly stied velmi slusné. U odhadu poloméru kruznice uz je ale vidét znatel-
néjsi rozdil. Zde maji geometrické aproximace lepsi vysledek. Ponékud zajimavy
vysledek je, ze Landauova metoda bez pocateéniho TeSeni mé stejny vysledek
jako Landauova metoda, do které jsme ,,vlozili“ vysledek Taubinovy metody jako
pocatecni Tfeseni. Rozdil mezi vysledky téchto dvou metod neni vidét, dokud se
nepokusime odhadovat slozitéjsi tlohy.

> summary(result_a)
a_Kasa a_Pratt a_Taubin a_Landau a_Landau_Taubin
Min. :-20.2229 Min. 1-22.3617 Min. :-23.4236 Min. 1-23.4120 Min. :-23.4169
1st Qu.: -5.3012 1st Qu.: -5.6249 1st Qu.: -5.6202 1st Qu.: -5.6820 1st Qu.: -5.6819
Median : -1.0328 Median : -0.5596 Median : -0.4592 Median : -0.4715 Median : -0.4715

Mean : -0.3652 Mean : -0.2933  Mean : -0.2905 Mean : -0.4578  Mean : -0.4421
3rd Qu.: 4.3602 3rd Qu.: 4.7020 3rd Qu.: 4.7150 3rd Qu.: 4.7214 3rd Qu.: 4.7215
Max. : 18.6940 Max. : 24,7635 Max. : 25.7516 Max. : 21.4048 Max. : 21.4048
> summary(result_h)
b_Kasa b_Pratt b_Taubin b_Landau b_Landau_Taubin
Min. :-25.1726 Min. :-29.06079  Min. 1-29.41317 Min. :-31.8270  Min. :-31.8281
1st Qu.: -4.5882 1st Qu.: -5.43567 1st Qu.: -5.45875 1st Qu.: -4.7200 1st Qu.: -4.7200
Median : 0.2652 Median : 0.01294 Median : -0.01454 Median : -0.1929 Median : -0.1875
Mean : -0.2635 Mean : -0.33819 Mean : -0.34553 Mean : -0.2000 Mean : -0.2122
3rd Qu.: 4.1665 3rd Qu.: 4.92798 3rd Qu.: 5.18646 3rd Qu.: 4.5828 3rd Qu.: 4.5828
Max. : 22.5692 Max. : 26.71973 Max. : 27.61420 Max. : 20.7613 Max. » 20.7616
> summary(result_r)
r_Kasa r_Pratt r_Taubin r_Landau r_Landau_Taubin
Min. :45.12  Min. :49.36  Min. :45.71  Min. :42.52  Min. 142,52

1st Qu.:54.35 1st Qu.:58.77 1st Qu.:54.98 1st Qu.:52.37 1st Qu.:52.37
Median :57.35 Median :62.15 Median :57.80 Median :55.14 Median :55.14
Mean :57.19  Mean 162.04 Mean :57.80 Mean :55.00  Mean :55.00
3rd Qu.:59.81 3rd Qu.:65.21 3rd Qu.:60.59 3rd Qu.:57.76 3rd Qu.:57.76
Max. :67.77 Max. 173.96 Max. :69.14 Max. 166.13 Max. 166.13

Obrazek 10: Tabulka hodnot odhadua soufadnic stfedu kruznice [a, b] a poloméru
R jednotlivych metod pro tlohu s 25 ndhodné generovanymi body, kde ¢ € [0, 27|
a sd(e) = 20.

Dilezité je podotknout, Zze se zde nejedné piimo o hodnoty nasSich metrik.
Skutecné se koukdme na odhady parametri kruznice. NaSe prvni metrika se poc¢ita

jako
||‘||s=\/(a—d)2+(b—l§)2:\/(O—a)2+(o_g)2:,/dz+gz_

A po vypoctu v R jsme dostali nasledujici vysledek pro Kasovu metodu
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= sgrit(mean(a_Kasa)A2 + mean(b_Kasa)A2)

[1] 0.1690975%

> sgqrt(mean(a_Pratt)a2 + mean(b_Pratt)Aa2)

[1] 0.2297077

> sgri(mean(a_Taubin)A2 + mean(b_Taubin)A2)

[1] 0.2426096

> sgrt(mean(a_Landau)A2 + mean(b_Landau)A2)

[1] 0.1969128

= sqrt(mean(a_Landau_Taubin)A2 + mean(b_Landau_Taubin)A2)
[1] 0.2314787

Obrazek 11: Zakladni charakteristiky vektoru metriky || - ||s pro dané metody.

Pfi vypoctu hodnoty metriky || - ||s jsme pocitali pro jednoduchost s pramér-
nou hodnotou parametri a, b ze vSech iteraci. Formalné spravné by se mélo jednat
o prumeérnou hodnotu napocitanych metrik pro kazdou iteraci, ale pro prehled
néam stac¢i hodnoty na obrazku 11. Vidime, ze Kasova metoda pomérné piekva-
pivé porazi zbytek algebraickych metod. Dokonce vychézi 1épe nez obé varianty
Landauovy metody. Landauova metoda bez poc¢atecéniho feseni opét funguje lépe,
ve smyslu prvni metriky, nez Landauova metoda se zadanym pocateénim reSenim.
Misto pocitani celé metriky nam pohled na samotné hodnoty odhadovanych pa-
rametri kruznice bude dale stacit, abychom si udélali predstavu o kvalité odhadi.
Byl to také jeden z duvodi, pro¢ jsme volili st¥ed teoretické kruznice v bodé [0, 0].
Dalsi udaj, ktery nAm pomuze porovnat zvolené metody je smérodatna odchylka
odhadu téchto parametru.
ze vSech metod u vSech tif odhadovanych parametria. To je zavér, ktery bychom
nejspiSe ani necekali. Proto je urcité dobré, podivat se na odhady z nékolika
riznych pohledii.

sd_Kasa
sd.a_Kasa. sd.b_Kasa. sd.r_Kasa.
6.713901 7.463507 4.001808

sd_Taubin
sd.a_Taubin. sd.b_Taubin. sd.r_Taubin.
7.790976 8.726476 4,233828
sd_Landau
sd.a_Landau. sd.b_Landau. sd.r_Landau.
7.283256 8.133724 4.160903
sd_Landau_T
sd.a_Landau_Taubin. sd.b_Landau_Taubin. sd.r_Landau_Taubin.

7.28559 8.14132 4.165267

Obrazek 12: Smérodatné odchylky odhadnutych parametra pro zvolené metody.

Otéazka, na kterou bychom radi znali odpovéd, zni, jak moc zaleZ na sméro-
datné odchylce nahodné chyby a na poc¢tu zvolenych bodu? Na obrazku 13 mame
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¢astecnou odpoveéd. Oba diskutované parametry jsou vyneseny na osy z,y a vy-
sledek je vykreslen riznymi barvami podle své hodnoty. Jedna se o hodnotu tieti
metriky, tedy chyby odhadnuté kruznice od generovanych bodi, a na skile vedle
grafu vidime, co které barva znamena.

value_ RMSE
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Obrézek 13: Heatmapa pro Taubinovu metodu, kde ¢ € [0, 27]. Barevné je vy-
znacena hodnota metriky RMSE.

Pro nizkou smérodatnou odchylku chyby (<5) je skoro jedno, kolik bodu ge-
nerujeme, vysledek bude vzdy dobry (ve smyslu t¥eti metriky). Podobné tvrzeni
plati pro nizky pocet bodu (<5), zde je také vidét, ze prili§ nezalezi na velikosti
smérodatné odchylky chyby a vysledek bude vzdy relativné dobry. Dalsi zaveér,
ktery miizeme vyvodit, je zcela intuitivni, a sice, ze pii vyssi smérodatné odchylce
nadhodné chyby, se ndm bude zhorsovat odhad. Pro druhy parametr nic takového
na prvni pohled neplati. Primérnad hodnota RMSE metriky nezélezi na poctu
generovanych bodii. Je to zpisobeno tim, ze vysledky jsou pocitany jako odhad
bodu, nikoliv teoretické kruZnice.

Pro uplnost zde pridavame jesté heatmapu pro Landauovu metodu. Opét
ponékud prekvapivy zaveér je ten, ze zpusob, jakym ovliviuji tyto dva parametry
vysledek odhadu, je stejny pro oba typy metod, tedy algebraické i geometrické.
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Obrézek 14: Heatmapa pro Landauovu metodu, kde ¢ € [0, 27|. Barevné je vy-
znacena hodnota metriky RMSE.

Cela tloha je postavena tak, abychom méli prvni pohled na aproximace jako
takové. 25 bodi kolem celé kruznice je pomérné jednoducha tloha, a tedy si s ni
dobfte poradily vsechny metody. Zajimavéjsi bude, co se stane pii generovani dat
jen pod urcitym thlem.

4.2 Odhadovani pilkruznice

Cilem tlohy je nalézt odhady dané kruznice pomoci urc¢enych algebraickych
a geometrickych metod aproximace. Puvodni kruznice se stfedem v bodé S =
[0,0] a polomérem R = 50 je reprezentovina N = 25 body, které jsou pod
thlem ¢ € [0,7]. Tyto body byly posunuty o ndhodnou chybu e. Dale plati,
ze € ~ N(0, sd(e)). Smérodatna odchylka nahodné chyby bude postupné rovna
hodnotam 5, 15, 25 a 35.
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sd(e) =5 sd(e) = 15 sd(e) = 25

Obrazek 15: Odhady danych metod pro tlohu s 25 ndhodné generovanymi body,
kde ¢ € [0,7] a smérodatna odchylka nahodnych chyb nabyva riznych hodnot.
Cervené teoreticka kruznice, ¢erné odhady danych metod

Nejprve se podivame na vysledky pro tfi rizné smérodatné odchylky nahodné
chyby na obrézku 15 a pak pujdeme vice do detailu. Vysledek je v podstaté iden-
ticky s predchozi tilohou. Pro nizkou smérodatnou odchylku mame dobré vysledky
a opét jsou skoro stejné pro vSechny metody. Jakmile se zvySuje smérodatné od-
chylka chyby, vidime, Ze si geometrické aproximace vedou lépe.

Pro ptipad, kdy méame sd(e) = 35 uz vidime i pomérné zajimavy obrazek, jak
se chova, kterd metoda. Podle obrazku 16 vidime, Ze uz ani samotné datové body
nepripominaji kruznici, a tedy by se dalo ocekavat, ze se vysledky riznych metod
budou velmi lisit.
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Obrazek 16: Odhady danych metod pro tlohu s 25 ndhodné generovanymi body,
kde ¢ € [0, 7] a sd(e) = 35.

Kdyz pujdeme do detailu tohoto konkrétniho prikladu, je zfejmé, Ze geomet-
rické aproximace funguji o trochu lépe. Mtize nastat situace, kdy ani geometrickéa
metoda pro velky rozptyl nemusi fungovat. Na obrazku vidime, Ze jsou vSechny
odhady spatné. Pouzité metody odhaduji body pomérné daleko od teoretické
kruznice, je to zpusobeno pravé vysokou smérodatnou odchylkou pro nahodné
chyby.
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> summary(0riginal _RMSE)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.

13.20 22.19 24.41 24.62 27.17 36.75

> summary(Algebraic_RMSE)

Kasa_RMSE Pratt_RMSE Taubin_RMSE
Min. :13.36  Min. 114,20 Min. :13.43
1st Qu.:23.43 1st Qu.:24.92 1st Qu.:23.07
Median :26.26 Median :28.28 Median :25.72
Mean :26.30 Mean :28.39 Mean :25.97
3rd Qu.:29.14 3rd Qu.:31.53 3rd Qu.:28.55
Max. :40.78 Max. :47.61 Max. :42.00

> summary(Geometric_RMSE)

Landau_RMSE Landau_Kasa_RMSE Landau_Pratt_RMSE Landau_Taubin_RMSE
Min. :13.20 Min. :13.20 Min. :13.20 Min. :13.20
1st Qu.:22.19 1st Qu.:22.19 1st Qu.:22.19 1st Qu.:22.19
Median :24.46 Median :24.44 Median :24.39 Median :24.41
Mean :24.72 Mean :24.65 Mean :24.59 Mean :24.62
3rd Qu.:27.27 3rd Qu.:27.12 3rd Qu.:27.11 3rd Qu.:27.17
Max. :35.14 Max. :35.29 Max. :35.37 Max. :36.75

Obrazek 17: Tabulka hodnot RMSE jednotlivych metod pro tlohu s 25 ndhodné
generovanymi body, kde ¢ € [0, 7], sd(e) = 35.

Jak jsme ale jiz zminili, nemuzeme brat hodnotu tfeti metriky jako dogmatické
oznaceni lepstho a horsitho odhadu. Je potieba tuto hodnotu dat do souvislosti
s parametry odhadnuté kruznice.

> summary(result_a)

a_Kasa a_Pratt a_Taubin a_Landau a_Landau_Taubin
Min. :-45.2110 Min. : -72.812 Min. :-136.722 Min. :-72.8555 Min. :-129.701
1st Qu.: -8.8715 1st Qu.: -10.477 1st Qu.: -10.823 1st Qu.: -9.7401 1st Qu.: -9.802
Median : -0.5306 Median : -0.935 Median : -1.246 Median : -0.9556 Median : -0.983
Mean : -0.8241 Mean 9.232 Mean 12.929 Mean : -0.6250 Mean o 12.938
3rd Qu.: 7.3467 3rd Qu.: 9.255 3rd Qu.: 10.824 3rd Qu.: 9.9460 3rd Qu.: 10.751
Max. : 34,8840  Max. :4850.522 Max. :6443.115 Max. : 39.2980 Max. 16443.115
> summary(result_h)
b_Kasa b_Pratt b_Taubin b_Landau b_Landau_Taubin
Min. :-14.71 Min. : -305.54 Min. :-1005.334 Min. :-57.84 Min. :-1004.67
1st Qu.: 19.53 1st Qu.: 11.32 1st Qu.: 7.479 1st Qu.: 13.36 1st Qu.: 9.86
Median : 28.16 Median : 25.39 Median : 24.161 Median : 26.49 Median : 25.59
Mean : 28.10 Mean 68.19 Mean 80.263 Mean : 25.83 Mean 80.62
3rd Qu.: 37.26 3rd Qu.: 40.27 3rd Qu.: 40.935 3rd Qu.: 38.42 3rd Qu.: 39.30
Max. : 80.65 Max. 122755.50 Max. :30189.333 Max. :107.98 Max. :30189.33
> summary(result_r)
r_Kasa r_Pratt r_Taubin r_Landau r_Landau_Taubin
Min. :49.60 Min. : 55.10 Min. 50.41 Min. : 45.06 Min. 45.06
1st Qu.:59.06 1st Qu.: 68.22 1st Qu.: 61.27 1st Qu.: 55.55 1st Qu.: 56.58
Median :63.73 Median : 74.11 Median : 67.24 Median : 60.22 Median : 61.53
Mean :63.62 Mean 123.64 Mean 138.04 Mean : 61.71  Mean 133.53
3rd Qu.:67.64 3rd Qu.: 80.10 3rd Qu.: 73.31 3rd Qu.: 65.00 3rd Qu.: 67.69
Max. :83.70 Max. 123237 .66 Max. :30840.12 Max. :115.33 Max. :30840.12

Obrézek 18: Tabulka hodnot odhadi soufadnic stfedu kruznice [a, b] a poloméru
R jednotlivych metod pro ulohu s 25 ndhodné generovanymi body, kde ¢ € [0, 7],
sd(e) = 35.

Na prvni pohled je zajimavé, ze vSechny metody se rozhodly pouzit vétsi po-
lomér kruznice, nez méa kruznice pivodni. Pokud budeme hledét opét na hodnotu
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pruméru a medianu, vidime, ze stfed odhadovanych kruznic méa velmi dobfe od-
hadnutou z-ovou soutradnici, ale to samé neplati pro soutradnici y-ovou. V pripadé,
ze bychom generovali data pro thel ¢ € |7, 37”], dostali bychom vysledek obraceny.
Tedy dobry odhad y-ové souradnice, ale vyrazné horsi odhad z-ové souradnice.
A opét plati, Ze stfedy odhadovanych kruznic pro ruzné metody jsou blizko sebe.
To je trend, ktery nastava u vétsiny tloh, co pocitame. Kdyz uz je stfed Spatné od-
hadnuty, tak je odhadnuty riznymi metodami ,stejné Spatné“. Zde bych se chtél
pozastavit nad n€kterymi extrémnimi hodnotami v tabulce. Kdyz se zaméfime na
hodnoty Maz, Min, vidime nékteré opravdu vyrazné odchylené hodnoty. Obrazek
16 je pouze jednou ze zminénych 500 simulaci, ze kterych se pocitaji nase met-
riky. Protoze smérodatné odchylka ndhodné chyby rovna 35 uz je opravdu velkéa
v poméru s polomérem puvodni kruznice, muze se stat, ze nékteré simulace nam
yuleti“ a budou vypadat uplné jinak. Proto pak mohou nastat takové extrémni
hodnoty. Proto je zde opét nutné napocitat smérodatné odchylky pro odhadované
parametry kruznice. V obrazku 19 stoji za povS8imnuti hodnoty u Taubinovy me-
tody a Landauovy metody, ve které jsme tuto Taubinovu pouzili jako pocatecni
feSeni. Vidime, Ze Spatné vysledky Taubinovy metody tahnou velmi silné vysledky
Landauovy metody doli. To je presné pripad, o kterém jsme hovorili v teoretické
casti, kdy Spatné zvolené pocatecni feseni geometrickych metod znamena Spatny
celkovy vysledek.

sd_Kasa
sd.a_Kasa. sd.b_Kasa. sd.r_Kasa.
12.54924 14.28528 b.591827

sd_Taubin
sd.a_Taubin. sd.b_Taubin. sd.r_Taubin.
21.25337 244,662 237.1639
sd_Landau
sd.a_Landau. sd.b_Landau. sd.r_Landau.
14.63799 23.75294 9.873794
sd_Landau_T
sd.a_Landau_Taubin. sd.b_Landau_Taubin. sd.r_Landau_Taubin.
20.91718 245.042 237.6262

Obrazek 19: Smérodatna odchylka odhadnutych parametra pro zvolené metody.

4.3 Odhadovani ¢tvrtkruznice

Cilem tlohy je nalézt odhady dané kruznice pomoci ur¢enych algebraickych a
geometrickych metod aproximace. Puvodni kruznice se stfedem v bodé S = [0, 0]
a polomérem R = 50 je reprezentovana N = 25 body, které jsou pod thlem
¢ € [0, 3]. Tyto body byly posunuty o ndhodnou chybu e. Déle plati, ze e ~ N(0,
sd(e)).Smérodatna odchylka ndhodné chyby bude postupné rovna hodnotam 5, 10
a 15.
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V této tloze potvrdime vyssi kvalitu geometrickych aproximaci jednou pro
vzdy. V téchto tlohéach jsou vSechny obrazky hezky symetrické. Jen se nam pro
nékteré metody zvétSuje prumér kruznice a umérné posouva stred. Ale vSechny
metody maji (opét) stejny ,napad®.
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Obrazek 20: Odhady danych metod pro ulohu s 25 nahodné generovanymi body,
kde ¢ € [0, 7] a sd(e) = 5.
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Obrazek 21: Odhady danych metod pro tlohu s 25 ndhodné generovanymi body,
kde ¢ € [0, 5] a sd(e) = 10.
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Obrazek 22: Odhady danych metod pro tlohu s 25 ndhodné generovanymi body,
kde ¢ € [0, 5] a sd(e) = 15.
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Jakmile se vénujeme pouze takhle malému thlu z kruznice, vysledky se lisi
pripad od pripadu a je prakticky nemozné udélat obecny zévér. Zde tedy pro pred-
stavu ukazujeme, jak mohou jednotlivé ulohy vypadat v zavislosti na smérodatné
odchylce ndhodné chyby generovanych bodi.

Zistaneme jesté u ¢ € [0, 7] a podivame se opét na heatmapu pro dvé metody.

value_RMSE

W

value_RMSE

sd_error
sd_error

number_of_points number_of_points

Taubin Landau

Obrazek 23: Heatmapy pro Taubinovu a Landauovu metodu, kde ¢ € [0, 3].
Barevné je vyznacena hodnota metriky RMSE.

I v pripadé malého oblouku kruznice se obé metody chovaji prakticky stejné.
Zavislost vysledné hodnoty tfeti metriky na poc¢tu generovanych bodi a sméro-
datné odchylce jejich chyby vypada stejna v obou pfipadech. Je to stejny zaveér,
jaky jsme dostali u odhadu celé kruznice. Tady rozdil mezi metodami skutecné

vvvvvv

4.4 Specialni dlohy

Nyni se podivame na dva specialni piiklady, o kterych jsme nejednou mluvili
v teoretické ¢asti. Prvni z nich bude skupina 4 bodi.

Cilem ulohy je nalézt odhady bodi o soufadnicich (—X,0), (X, 0), (0,1), (0,—1),
kde X >> 1. Tyto body byly opét posunuty o ndhodnou chybu. Pro tu plati
e ~ N(0, sd(e€)), kde X bude postupné nabyvat hodnot 1,5,50 a 100 a sd(e) bude
postupné nabyvat hodnot 3 a 10.
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Obrazek  24: Odhady Kasovy a Landauovy metody pro body
(X,0),(—X,0),(0,1),(0,—1) a smérodatna odchylka néhodnych chyb rovna
1ab.

Nejprve se podivame, jak vypadaji odhady pifimo pro zadané body. Vidime,
ze pro X = 1 (coz neni piimo soucasti této ulohy, nebot chceme splnit podminku
X >> 1) odhadnou obé ulohy velmi spolehlivé a rychle spravnou kruznici, ktera
odhaduje body s nulovou chybou. Se zvétsujicim se X pochopitelné chyba na-
rista. Vidime zde zajimavy trend, Landauova metoda odhaduje tyto body kruz-
nici s mens$im polomérem neZ Taubinova metoda. V obou pfipadech v obrazku
24 bude stied kruznice pro vSechny odhady stejny. Pokud piijdeme s X do vys-
sich ¢isel, budeme dostévat pokazdé uz stejny obrazek, jen v jiném méritku, viz
obrazek 25.

colour colour
> 0- e . Kasa > 0- e . Kasa

D Landau D Landau

50 25 0 25 50 -100 50 0 50 100
X X

X =50 X =100

Obrazek  25: Odhady Kasovy a Landauovy metody pro body
(X,0),(—X,0),(0,1),(0,—1) a smérodatna odchylka ndhodnych chyb rovna 50
a 100.

Zde neodhadujeme zadny pivodni objekt posunutych bodii, ale samotné body.
Proto je vzdélenost bodu od odhadnuté kruznice klicovy ukazatel kvality odhadu.
A zde nardzime na vysledek, ktery bychom mozna necekali. Kasova metoda zde
vychézi lépe. Pfipomenme, ze Kasova metoda je jedna z nejslabsich algebraickych
metod. A algebraické metody vychéazi o néco hife, nez metody geometrické.

V teoretické ¢ésti jsme hovorili o tomto pfipadu v souvislosti s jednoznacnosti
feSeni tdlohy. Kdyz totiz posuneme nase body o nédhodnou chybu, dostaneme
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se do situace, kdy urcéené metody zacnou odhadovat generované body pomoci
kruznic s velikym polomérem. Zafixujeme tedy hodnotu pro X = 50 v zadani
tlohy a podivame se, co to udéla s feSenimi pro ruzné smérodatné odchylky
nédhodné chyby.

0- = .

50 -
-100 - colour

b Kasa
[:] Landau
-150 -
-200 -
250 -
-100 -50 ] 50 100
X

Obréazek 26: Odhady danych metod pro body (X,0), (—X,0),(0,1),(0,—1), kde
sd(e) = 3.

V obrazku 26 vidime, Ze jiz pfi volbé sd(e) = 3 dostavame piesné vysledek,
ktery jsme podle teorie méli dostat. V piipadé€, Ze by obé kruznice mély své
stfedy ,,na druhé strané“ generovanych bodu, celkova kvalita odhadu bude velmi
podobna. V této tloze zalezi ¢isté na tom, kterou ze simulaci vybereme pro obra-
zek, ale velmi snadno se mohly obé nase kruznice nachézet ,nad“ generovanymi

body.
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= summary(results_Kasa)

Kasa_RMSE Kasa_R
Min. :0.001614  Min. : 137.5
1st Qu.:0.513240 1st Qu.: 364.5
Median :1.109817 Median : 627.1
Mean 1. 306554 Mean o 3176.2
3rd Qu.:1.930728 3rd Qu.: 1448.8
Max. :4,591501 Max. :434627 .6
= summary(results_Landau)
Landau_RMSE Landa_R
Min. : 3.800 Min. 149 .56
1st Qu.: 6.085 1st Qu.:79.53
Median : 6.705 Median :82.17
Mean : 6.790 Mean 182.32
3rd Qu.: 7.494 3rd Qu.:85.32
Max. :11.669 Max. 194,92

Obrézek 27: Vysledky danych metod pro kolinearni body, kde sd(e) = 3.

Opét vidime v tabulce na obrazku 27, ze Kasova metoda pouZziva pro svij
odhad kruZnici s vyrazné vétsim polomérem. Velmi zajimavym vysledkem, ktery
stoji za povsSimnuti, je mnohonasobné lepsi vysledek Kasovy metody ve smyslu
RMSE. Kdybychom chtéli tlohu fesit, jesté pro vétsi hodnotu X, vysledky by byly
analogické. Lisilo by se jen méritko. Opét by Landauova metoda méla vyrazné
mensi kruznici a Kasova metoda by odhadovala body pomoci kruznice s velikym
polomérem. Z duvodu piehlednosti obrazku jsme se uchylili k hodnoté X = 50.

Prejdeme nyni na posledni tilohu celé prace. V teoretické ¢ésti jsme opakované
hovorili o prikladu, kdy méame nékolik kolinearnich bodu a chceme je odhadovat.
Cilem tlohy je nalézt odhady kruznici kolinearnich bodi. Podivame se nejprve,
jak by tloha vypadala pro ¢isté kolinearni body, tedy bez posunuti o nédhod-
nou chybu. A poté tyto body opét posuneme o ndhodnou chybu. Pro tu plati
e ~ N(0, sd(e)), kde sd(e) bude postupné nabyvat hodnot 3 a 10.

Na obrazku 28 je znézornén vysledek takové simulace. Je zfejmé, Ze nejlepsim
odhadem téchto bodi by byla samotna osa X. V pfipadé odhadu kuzeloseckami
dostavame velmi podobné kruznice pro obé zvolené metody. Opét se 1isi hlavné
ve velikosti poloméru, kdy Kasova metoda volila vétsi kruznici. A proto RMSE
hodnota pro Landauovu metodu vyjde dokonce 3z nizsi.
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Obréazek 28: Odhady danych metod pro kolinearni body, kde sd(e) = 3.

Co se ale stane, posuneme-li generované body o ndhodnou chybu? Nejprve se
podivame na simulaci, kde smérodatné odchylka nahodné chyby je rovna 3.

= summary (results_Kasa)
Kasa_RM5E Kasa_R
Min. :0.3384  Min. : 55.31
1st Qu.:1.3590 1st Qu.: 163.01
Median :1.8291 Median : 308.12
Mean :1.9463 Mean : 796.74
3rd Qu.:2.4647 3rd Qu.: 644.04
1] Max. :4.7417 Max. :49713.35
colour > summary(results_Landau)

> Kasa

100- [ oncau Landau_RMSE Landa_R
Min. :1.777  Min. :35.52
s 1st Qu.:4.159 1st Qu.:48.46
: Median :4.699 Median :51.20
S Mean 4 . BB2 Mean :51.07
| ‘ T 3rd Qu.:5.279  3rd Qu.:53.66
:7.086 Max. :63.90

-100 -50 0 50 100 Max

Obrézek 29: Odhady a vysledky danych metod pro kolinearni body, kde sd(e) = 3.

Z vysledki metriky RMSE vidime, Ze jsou si oba odhady velmi podobné.
Na tadku Min je vidét, ze Kasova metoda si v nékterych iteracich pocinala
o mnoho lépe, ale tadky Mean, Median hovoii o velké podobnosti vysledkii obou
metod. Dokonce je vidét, Ze ani poloméry odhadnutych kruznic se tolik nelisi.
Z extrémnich hodnot vidime, Ze typicky byl polomér Kasovy odhadnuté kruznice
VvySSi.

Na dalsim obrazku mame jiz posledni simulaci v této praci. Jedna se o stejnou
tlohu jako v pfedchozim piipadé (tedy nékolik kolinearnich bodi), ale tentokrat
je hodnota smérodatné odchylky nahodné chyby rovna 10.
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= summary (results_Kasa)

Kasa_RMSE Kasa_R
Min. : 0.8851 Min. : 19.48
1st Qu.: 4.1542 1st Qu.: 36.12
Median : 5.8430 Median : 57.35
Mean : 5.9638 Mean » 374.46
3rd Qu.: 7.6677 3rd Qu.: 117.20
a0 o Max. :16.1124 Max. :73115.28
. oo > summary (results_Landau)
| tanoau Landau_RMSE Landa_R
Min. : 1.343 Min. :18.11
1st Qu.: 5.039 1st Qu.:30.46
Median : 6.407 Median :41.74
" Mean : 6.653 Mean :41.69
{ ‘ 3rd Qu.: 8.128 3rd Qu.:50.84
’ o ’ Max. :15.151 Max. :78.63

Obrazek 30: Odhady a vysledky danych metod pro kolinearni body, kde
sd(e) = 10.

Urcené metody nam opét odhadly generované body pomoci kruznic s rela-
tivné velikym polomérem. Tentokrat to ale podle tabulky vypada, ze Landau-
ova metoda odhaduje body pomoci vétsich kruznic. Kdyz se pozorné podivame
na tabulku RMSE metriky vidime, ze Landauova metoda funguje z hlediska této
metriky o mnoho lépe.
strany mame vysledny odhad. Problém je ale v praktickych tilohéch, kdy se ndm
muze snadno stéat, ze pridame jeden nebo dva nové body. V takovém pripadé uz
bude poznat, zda jsme zvolili kruznici na spravné strané. V piipadé, ze tomu tak
neni, se dostaneme i k velmi $patnym vysledkiim, které neodpovidaji realité. Je
tedy skute¢né potieba dobfe znéat tlohu, kterou méame tesit, a co znamenaji dvé
velmi podobna TeSeni.

4.5 Souhrn

Pijdeme-li poctivé do detailu jednotlivych tabulek, dostaneme zavér, ktery
nés nijak nepfekvapi. I v tlohach, kde vyjdou velmi dobré odhady, jsou stéle
geometrické aproximace o malinko pfesnéjsi. Je to zavér, ktery ndm potvrzuje
vyf¢enou teorii v predchozich kapitolach. Jediny problém je s ¢asovou néroc¢nosti
rychlé a jak presné vysledky potiebujeme.

Chceme-li se podivat na ¢asovou narocnost jednotlivych metod a porovnat je,
potiebujeme slozitéjsi ulohy. V nasem piipadé, kdy se snazime odhadnout néko-
lik malo bodi, porovnavame velmi dobré a rychlé vypocty. Hlavni rozdil je ale
dobte viditelny i v téchto ulohéch. Celkovy ¢as pro naSich 500 iteraci maji geo-
metrické tlohy priblizné dvojnasobny. Odhadnout 25 bodi generovanych podél
celé kruznice se smérodatnou odchylkou chyby rovnou 5 trva Kasové metodé 0,3
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s, zatimco Landauové metodé to trva 0,75 s. Taubinova a Prattova metoda do-
konce pocitaji rychleji nez metoda Kasova. Tento vysledek je zarézejici, protoze
jsme Tekli, ze Kasova metoda je nejjednodussi a jeji velikd vyhoda je vypocetni
rychlost. Nicméné je potfeba fici, Ze jestli vypocet trva 0,3 s nebo 0,25 s pro nas
neni signifikantnim rozdilem, a mtuzeme tedy bez problému pouzivat Prattovu ¢i
Taubinovu metodu, ktera ma lepsi vysledky, i kdyz je trochu pomalejsi. Ve slo-
Kasova metoda je nejrychlejsi. Bohuzel jsme pro takové tulohy v této praci neméli
prostor.®

V tlohéach, které jsme fesili v kapitole 4, nam na rychlosti nezélezi. Pro nizkou
hodnotu smérodatné odchylky nédhodné chyby vychéazeji vSechny metody velmi
podobné; a proto bychom volili metody algebraické. Pro tlohy s vyssi smérodat-
nou odchylkou ndhodné chyby jiz vychazeji geometrické aproximace 1épe a v na-
Sem piipadé nas pomalejsi metoda nezdrzuje.
dily, Ze v obou diskutovanych piikladech ndm nase metody odhadu kuzelosec-
kami selhavaji. V teoretické ¢asti jsme prohlasili, Ze nejlepsi mozné aproximace
je v obou piipadech linearni. A Ze zadnéa z metod ji nedokaze porazit. Prestoze
se jedna o priklady, na které v praxi typicky nenarazime, uvedli jsme je zde ale-
spon pro zajimavost. Pokud se tedy budeme v praxi rozhodovat, jakou metodu
pouzit, neméli bychom se nechat ovlivnit zavéry z téchto dvou tuloh. Ptiklady,
uvedené zde jsou skutecné jen ilustra¢ni a pravdépodobnost jejich vyskytu pii
redlném vyzkumu je minimalni. Co se tyce ¢asové naroc¢nosti u této tlohy, neni
zde prakticky zadny rozdil. Obé simulace jsme provedli 500x, ale jelikoz se jedné
o maly pocet bodu a relativné jednoduchou tlohu, dostavame vysledek velmi
svizné, v fadu setin sekundy. Nejdelsi z celého procesu bylo kresleni grafii pomoci
funkce ggplot.

Dilezité je zduraznit, ze u ptrikladi, ve kterych odhadujeme pouze ¢ast kruz-
nice, napiiklad pro thel ¢ € [0,%], ale i pro mnohem mensi ¢asti kruznice, se
dostavame do problému. V takovych piipadech se odhady ruznych metod zna-
telné 1isi. Je tedy potieba dévat si na to pozor a hlavné védét, jaky pomeér kvality
a rychlosti hledame.

Podobny zavér plyne pro tulohy, kde odhadujeme vétsi pocet bodu. Pokud
méame tlohu, kde odhadujeme 3 body, je zfejmé, ze budou vysledky dobré. Ale
pokud se nam zvysSuje pocet generovanych bodi, typicky se nam také zvysuje
chybovost.

SVypoéty byly provadény na notebooku zancky Acer s 64bitovym opera¢nim systémem
s paméti RAM 8GB a s procesorem Intel(R) Core(TM) i5-7200U CPU 2.50GHz 2.71 GHz.
Casové udaje jsou uvedeny pro cely vypocet, tedy pro 500 iteraci v kazdé simulaci.
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5 ZAavér

Seznamili jsme se s metodami odhadu kuzelosecek a kvadrik. Ukézali jsme,
kdy a proc cely napad vznikl a jaké zajimavé praktické vyuziti tyto metody mohou
mit. Rozebrali jsme teorii kolem lineérni i nelineérni regrese a rekli si, jak pracovat
s ulohou, kde mame vysvétlovanou i vysvétlujici proménnou zatiZzenou chybou.
Podivali jsme se na ruzné parametrizace pro kruznici a kouli a naznadili, k ¢emu
je jakd parametrizace dobra a v ¢em ma slabiny. Na zavér teoretické c¢asti jsme
si predstavily konkrétni metody urcéené k odhadovani kuzelosecek a predbézné
naznacili, kde bude vhodné pouzit jakou z nich.

V praktické ¢asti jsme provedli nékolik simulaci, ve kterych jsme vyuzili
poznatkl z teoretické Casti prace a presvédcili jsme se, ze vyicené skutecnosti
opravdu plati. Simulovali jsme nejprve body kolem celé teoretické kruznice, poté
jsme se podivali pouze na nékteré c¢asti oblouku a opét je odhadovali pomoci
uvedenych metod. A na zavér jsme se podivali na specialni priklady, které méli
velmi zajimavé a neobvyklé vysledky.

Vysledky veskerych simulaci jsou doplnény o obrazky a tabulky vysledkt. Za-
vérem celé préace je srovnani metod pro ruzné typy tloh. Vysledky jsou fadné
okomentovany ve ¢tvrté kapitole. Zjistili jsme, Ze v jednoduchych ulohéch, pri-
lis nebude zalezet na volbé metody pro odhad kruznice. Rozdil mezi metodami
ukézi az slozitéjsi tlohy, jako je naptiklad odhadovani trajektorii ¢astic vzniklych
v urychlovaci ¢astic. Tam jiz bude zalezet, na kazdém zlomku vtefiny, a tedy se
budeme chtit spiSe priklonit k algebraickym metodam. Zatim co v tlohach napii-
klad z medicinského prostiedi, kde se ndm jedné primarné o presnost vysledki,
bychom sahli spiSe po geometrické aproximac¢ni metodeé.
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