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Abstrakt

Tato prace pojednava o vySettovani asymptotické stability linearnich diferencnich rovnic
na zakladé kritéria Schurova-Cohnova a Routhova-Schurova. Obé tato kritéria jsou reali-
zovana v programu Maple a jejich pouziti je demonstrovano na piikladech. Na Adamsoveé-
Bashforthové metodé pro feseni pocatecnich problému obycejnych diferencialnich rovnic
1.7adu je ilustrovano pouziti techniky pro lokalizaci hranice oblasti asymptotické stability
této metody.

Summary

This thesis deals with asymptotic stability investigation of linear difference equation. The
Schur-Cohn criterion and discrete Routh-Schur criterion are introduced and demonstrated
on several examples. Both criterions are implemented in Maple programming enviroment.
Boundary locus technique is illustrated on a stability analysis of the Adams-Bashforth
method for numerical solving of an initial value problem of first order ordinary differential
equation.
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1. Uvod

Hlavnim cilem této prace je analyza asymptotické stability linedrnich diferenc¢nich rov-
nic. Diferenc¢ni rovnice, jinak také nazyvana rekurzivni rovnice, je rovnice, ktera definuje
posloupnost rekurzivné: kazdy ¢len posloupnosti je definovan jako funkce predeslych ¢lenu
posloupnosti

z(n) = f(z(n —1),z2(n—2),--- ,x(ng)),

kde n € D, D = {i € N : i > ng}. Diferen¢ni rovnice je ¢asto pouzivana k popisu
evoluce urcitého jevu za uplynuti urcité doby. Napiiklad v populacni dynamice (véda,
kterda zkoumd kratkodobé a dlouhodobé zmény v rozlozeni urcité populace) se lze na
rovnici

z(n)=zn—1)4+z(n—-2), z(0)=1z(1)=1 (1.1)

divat jako na velice jednoduchy model pro rust a reprodukeci kralici populace. Timto
modelem rustu krali¢i populace se zabyval italsky matematik Leonardo di Pisa, znamy
jako Fibonacci, ve své knize Liber abaci z roku 1202. Resil zde otdzku, kolik paru kralika
bude mit po uplynuti roéniho intervalu, bude-li za¢inat s jednim parem, za predpokladu, ze
kazdy par porodi kazdy mésic jeden novy par. Resenfm tlohy (1.1) je zndmé Fibonacciho
posloupnost.

Dalsi vyuziti 1ze nalézt i v jinych védnich oborech, jako je naptiklad pravdépodobnost,
pocitacové védy (piikladem velkého vyznamu diferen¢énich rovnic muze byt napiiklad
jejich pouziti pii implementaci linearnich ¢asové neproménnych diskrétnich systému v
mikroprocesorech a signalovych procesorech), aj.

Bakalaiska prace ma nasledujici strukturu. Kapitola druha uvadi teoretické zaklady
linearnich diferenénich rovnic jako je jejich obecné feseni, linedrni nezavislost tohoto feseni
a v neposledni fadé uvadi definici asymptotické stability. V kapitole tieti uvedeme néktera
kritéria, zalozena na vySetfovani polohy kotfenu charakteristického polynomu. Pouziti
téchto kritérii a diferencnich rovnic je demonstrovano na piikladech v posledni kapitole.
Soucésti prace je realizace téchto kritérii v programu Maple, jehoz ukazky kédu jsou na
prilozeném CD.



2. LINEARNI DIFERENCNI ROVNICE
2. Linearni diferenc¢ni rovnice

2.1. Linearni diferenc¢ni rovnice prvniho radu

V této sekci se zamérime na diferencni rovnice pruniho rddu. Linearni homogenni rovnice
je obecné dana vztahem

z(n+1)=a(n)x(n), x(ng)=z9, neD (2.1)
a obdobné nehomogenni rovnice je dana vztahem

y(n+1) = a(n)y(n) +g(n), ylno) =yo, neD, (2.2)

o0

kde se u obou rovnic predpoklddé, ze a(n) # 0 a {a(n)}
posloupnosti. Reseni rovnice (2.1) lze obdrzet jednoduchou iteraci

{g(n)}:2,, jsou redlné

n=ng’

x(ng + 1) = a(ng)z(ng) = a(ng)xo,
z(no + 2) = a(ng + L)x(ng + 1) = a(ng + 1)a(ng)zo,
x(ng + 3) = a(ng + 2)x(ng + 2) = a(ng + 2)a(ne + 1)a(ng)zo.

Uzitim matematické indukce ziskdme feSeni ve tvaru

z(n) = x(ng +n — np)

=a(n —1)a(n —1)---a(ng)zg
= (H a(i)) xo.

Jednoznacné teseni nehomogenni rovnice (2.2) lze nalézt nasledujicim zpusobem

y(no + 1) = a(ng)yo + g(no),
y(no +2) = a(ng + 1)y(no+) + g(no + 1)
= a(no + 1)a(no)yo + a(no + 1)g(no) + g(no + 1).

Nyni 1ze ukazat pomoci matematické indukce, ze pro vSechna n € D je

y(n) = (ﬁ a@) Wt Y (ﬁ a<¢>) o). (2.3)

i=ng r=ng \i=r+1



2.2. LINEARNI DIFERENCNI ROVNICE VYSSIHO RADU

Necht vzorec (2.3) plati pro n = k. Potom z rovnice (2.2) obdrzime vztah y(k + 1) =
k
a(k)y(k) + g(k), ktery podle (2.3) a standardné uvazovanych vztahu [] a(i) = 1,
i=k+1
k
> a(i) =0 dava

i=k+1

e+ 1) (H ol )yo+ > (‘ﬁ a@) o) + (1

= (H a(i)) Yo + i (H a(i)) g(r) + (H a(i)) g(k)
- (H a(i)) vt > (H a(i)) g(r).

Z toho duvodu tedy vzorec (2.3) plati pro vSechna n € D.
Priklad 2.1. Naleznéte feSeni diferen¢ni rovnice
z(n+1)—(n+ Dz(n) =0, z(0)=c,

kde ¢ € R. Pro feseni vyuzijeme vztahu (2.3), kde uvazujeme yy = c,a(i) = (i + 1) a

g(r)=0:
z(n) = (h )c—i—Z(h z—i—l)~O:(1~2~3~4~5~~n)~c+0=n!c.

i=0 r=0 \i=r+1

2.2. Linearni diferenc¢ni rovnice vyssiho radu

Nyni se budeme zabyvat linearnimi diferenénimi rovnicemi vyssiho fadu.
Obecny tvar nehomogenni diferencni rovnice k-tého fadu je dan vztahem

yn+k)+pi(n)y(n+k—1)+- -+ pr(n)y(n) = g(n), (2.4)
kde {pi(n)} proVi =1,2,3,...,ka{g(n)} jsou redlné posloupnosti definované pro n > ny
a pg(n) # 0 pro vSechna n € D. Pokud je g(n) = 0, pak hovofime o homogenni diferen¢ni
rovnici k-tého radu.

Po upraveni a bez jmy na obecnosti lze uvazovat, n =0,1,2,-- -

yn+k)=-p(nyn+k—1) == pr(n)y(n) + g(n) (2.5)
Polozime-li n = 0 v rovnici (2.5), tak obdrzime y(k) pomoci y(k — 1), y(k —2),--- ,y(0).
Explicitné tedy mame

(k) = 1O}yl — 1) ~ P20yl —2) — -+~ pr(O)y(0) + 9(0).
Jakmile mame vyfteseno y(k), pristoupime k dalsimu kroku a vyhodnotime y(k + 1) tim,

ze polozime n = 1. Dostavame

y(k+1) = =pr(Dy(1) = po(Dy(k = 1) — - = pp(Dy (1) + g(1).

Opakovanim uvedeného procesu jsme schopni zjistit vsechna y(n) pro n > k.
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Piiklad 2.1. Uvazujme diferenc¢ni rovnici 3. radu

2
y(n+3) — n—fly(n +2)+ny(n+1) —5y(n) =n, (2.6)
kde y(1) = 0,y(2) = —1 a y(3) = 1. Budeme hledat hodnoty pro y(4),y(5), y(6).
Nejprve z rovnice (2.1) vyjadiime

- y(n+2) —ny(n+ 1)+ 5y(n) + n.

3) =
y(n +3) n+1

Nyni polozme n = 1, dostaneme

Pro n = 2,

Pro n = 3,

Obecné reSeni

Chceme-li formalné definovat obecné feseni rovnice (2.4), je potieba nejdiive specifikovat
pocatecni podminky. Posloupnost {y(n)},-, jednoduseji y(n) nazveme resenim rovnice
(2.4), pokud spliuje danou rovnici. Jsou-li specifikovany pocéteéni podminky rovnice, lze
nalézt odpovidajici problém pocatecnich hodnot

y(n+ k) +p(n)y(n+k =1+ +pe(n)y(n) = g(n), (2.7)

y(no) = ao, y(no + 1) = ar,- -+ ,y(no + k — 1) = ag1, (2.8)
kde a; jsou redlna c¢isla. S ohledem na vyse uvedené plati nasledujici tvrzeni.
Véta 2.2.1. Pocatecni problém (2.7) a (2.8) ma jediné feseni y(n).

Dukaz. Dukaz lze provést za pouziti rovnice (2.5) pro n = ng, no+1,n0+2,- -+ . VSimnéme
si, ze libovolné n > ng+ k muzeme prepsat na tvar n = ng+k+ (n —ng— k). Jedinecnosti
feseni pro y(n) chdpeme, ze existuje-li jiné feseni y(n) problému pocéteénich hodnot (2.7)
a (2.8), pak tedy g(n) musi byt identické s y(n). To lze snadno vidét ze vztahu (2.7). O

2.3. Obecna teorie homogennich diferenc¢nich rovnic
k-tého radu

V této sekci se zamérime na obecnou teorii homogennich diferen¢nich rovnic k-tého radu,
které jsou ve tvaru

y(n+ k) +p(n)y(n+k—1) +pa(n)y(n +k =2) +--- +pr(n)y(n) = 0. (2.9)

Nejdiive uvedeme nékolik pojmu v souvislosti se strukturou feseni rovnice (2.9).



2.3. OBECNA TEORIE HOMOGENNICH DIFERENCNICH ROVNIC K-TEHO RADU

Definice 2.3.1. Necht jsou funkce fi(n), fa(n), fs(n)---, f.(n) linedrné zdvislé pro n €
D, jestlize existuji konstanty a, as, as, - - - ,a, z nichz je alespon jedna nenulova tak, ze

a1 fi(n) + azfa(n) + asfs(n) +--- +a,fr(n) =0, neD.
Pokud a; # 0, pak lze rovnici (2.9) podélit a; a dostaneme
Jin) = =ZLfi(n) = 2 faln) = 2 foln) == ZLh(n) = =YL fin). (210)
J J J J i#£j J

Zjednodusené rovnice (2.10) iikd, Ze kazda funkce f; s nenulovym koeficientem je linedrni
kombinact ostatnich funkei f;,Vi =1,2,--- j,--- ,r. Tedy dvé funkce fi(n) a fo(n) jsou
linearné zavislé, pokud jedna je ndsobkem druhé: f(n) = afa(n), pro libovolnou konstantu
a. Opakem linearni zavislosti je pak linedrni nezdvislost.

Definice 2.3.2. Mnozina k linedrné nezavislych feseni rovnice (2.9) se nazyvéa funda-
mentdlni mnozina resent.

Definice 2.3.3. Casoratidn ‘W (n) feseni z1(n),xo(n), -, z.(n) je determinant
x1(n) x2(n) . x.(n)
z1(n+1 To(n +1 z.(n+1
Wn) = det i | ) 2 | ) ) ( | )
ri(n+r—1) zn+r—1) ... z.(n+r—1)

K vypoctu Casoratianu pouzijeme Abeluv vzorec. Vyhodou Abelova vzorce je efektivita
v ovérovani linearni nezavislosti reseni.

Lemma 2.3.1. (Abelova véta) Necht z1(n),z2(n),z3(n), -+ ,xr(n) jsou resenim rov-
nice (2.9) a necht je W (n) jejich Casoratian, pak pro n € D plati

twmzeNWW(ﬁm@yww. (211)

i=no

Déle prozkoumame vztah mezi linearni nezavislosti a Casoratianem, ukazeme ze mnozina
k teseni je fundamentdlni mnozina reSeni (tedy linedrné nezavisld), pokud je Casoratidn
W (n) vzdy nenulovy.

Véta 2.3.1. Mnozina feseni z1(n), xo(n), x3(n), - -, x1(n) rovnice (2.9) je fundamentdlni
mnozinou fesen{ tehdy, pokud pro nékterd ng € Z* je Casoratian W(ng) # 0 [4, str. 71].

Nyni se Ize podivat na fundamentalni vétu homogenni linearni diferen¢ni rovnice.

Véta 2.3.2. Je-li pg(n) # 0 pro vsechna n € D, potom rovnice (2.9) mé fundamentalni
mnozinu feseni pro n € D.

Lanalogie s Wronskidnem z problematiky o diferencidlnich rovnicich
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Dukaz. Dle véty (2.8) existuji teseni x1(n), za2(n), x3(n),- -+, xx(n) takova, ze x;(ng +1i —
1) = 1,1’,‘(710) = l’z(no-i-l) = = xi(n0+i—2) = x,(no—i—z) = e = l’i(no—i-k—l) = O, kde
1 <i<k. Tudiz l’l(no) = 1,1’2(710 + 1) = 1,1’3(710 —|—2) =1,--- ,l’k(no +k— 1) = 1. Tudiz
W(ng) = det I =1, coz vyplyva z véty (2.3.1), kde mnozina {x1(n), zo(n), x3(n), - - ,zx(n)}
je fundamentalni mnozinou feseni rovnice (2.9). Zde je vsak potfeba poznamenat, ze exis-
tuje nekoneéné mnoho fundamentalnich feseni rovnice (2.9). V nésledujici vété uvidime
metodu generovani fundamentalnich mnozin z jedné zndmé mnoziny. O

Lemma 2.3.2. Necht x1(n) a x2(n) jsou dvé feseni rovnice (2.9). Pak plati nésledujici:
(I) z(n) = z1(n) + z2(n) je feSenim rovnice (2.9),
(II) Z(n) = az1(n) je fesenim rovnice (2.9) pro libovolnou konstantu a.

Z tohoto plyne nasledujici tvrzeni o principu superpozice.
Princip superpozice. Pokud z(n), z3(n),z3(n), -, x,.(n) jsou fesenim rovnice (2.9),
pak

x(n) = ayx1(n) + aswa(n) + azzs(n) + - - - + a,x.(n)

je taktéz feSenim této rovnice. Se znalostmi principu superpozice muzeme nyni definovat
obecné teseni pro homogenni diferenéni rovnici k-tého radu:

Definice 2.3.4. Uvazujme fundamentalni feseni diferen¢ni rovnice (2.9) ve tvaru
{z1(n),x2(n),z3(n), -+ ,xx(n)}.  Obecnym  Tesenim  rovnice  (2.9)  rozumime

k
z(n) = > a;x;(n), kde a; je libovolnd realnd konstanta. Jakékoliv feSeni rovnice (2.9)
=1

=
lze ziskat z obecného feSeni vhodnou volbou konstant a;.

Piiklad 2.1. Méjme diferen¢ni rovnici tretiho fadu ve tvaru
x(n+3)+3x(n+2) —4x(n+1) —12x(n) = 0.
Ukazte, ze 2", (—2)™, (—3)" tvoii fundamentalni feseni dané rovnice.

Nejprve ovérime, zda jednotliva zadand feseni opravdu fesenim jsou, substituci z(n) =
2™ a dosazenim do rovnice:

2" (3)27F2 — (4)27 — (12)2" = 2"[2° + (3)2% — (4)2' — (12)] = 2"[8+ 12— 8 —12] = 0.
Nyni z(n) = (=2)™
(=2)"7 + (3)(=2)"" = () (=2)" = (12)(-2)" = (-2)"[-8 + 12+ 8 — 12] =0,
obdobné pro x = (—3)™
(=3)™ 8 + (3)(=3)"™"% — (4)(=3)™ ™ — (12)(=3)" = (—3)"[-27 + 27 — 12+ 12] = 0.
Za tcelem ovéteni linearni nezavislosti feSeni sestrojime Casoratian

W(n) =det [ 2771 (=2) )
2n+2 (_2>n+2 (_3)n+2
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Tedy
1 1 1
WO)=det| 2 —2 3 | =—20+#£0.
4 4 9

Vidime tedy, ze uvedena teSeni jsou linearné nezavisla a tvoii tak fundamentalni reseni.

Dale se budeme zabyvat pouze rovnicemi s konstantnimi koeficienty.

2.4. Linearni homogenni rovnice s konstantnimi koe-

ficienty
Méjme diferenéni rovnici k-tého tadu
y(n+k)+pyn+k—1)+py(n+k—2)+- +py(n) =0, (2.12)
kde koeficienty p1,po, - -+ , pr jsou realné konstanty a p, # 0. Nasim cilem je nejen nalézt

fundamentdlni mnozinu feSeni, ale hlavné obecné feseni rovnice (2.12). Budeme piedpo-
klddat, ze feSeni rovnice (2.12) jsou ve tvaru A", kde A je komplexni ¢islo. Dosazenim
tohoto do (2.12), obdrzime

N p AL = 0. (2.13)

Obdrzeli jsme tzv. charakteristickou rovnici jejiz kotreny se nazyvaji charakteristické koreny.
Jelikoz mame py # 0, tak zaddny charakteristicky koten neni roven nule.

Budeme-li nadéle predpokladat, ze charakteristické koteny A1, Ag, A3, - -+, Ag jsou ruzné,
pak lze ukazat, ze mnozina {7, A5, A\, - -+, A} } je fundamentalni mnozina feseni. K tomu

nam postaci znalosti z 2.3.1, ze W(n) # 0 , kde W (n) je Casoratian feseni. Tedy:

1 1 1
)\1 )\2 )\k
WO)=det| A A ... A
PUEEEED Lar D L

Tomuto determinantu se fika Vandermonduv determinant. Pomoci matematické indukce
muze byt ukazano, ze
wo) = T =M.

1<i<j<k

Hleddme-li obecné teseni rovnice (2.12), hledame jej ve tvaru

y(n) = Z )\?(aio + a;1n + (ZZ‘QTLQ + -4+ (Z@mi_lnmi_l), (214)
i=1
kde mq,ma,--- ,m, jsou nasobnosti kofenu Aj, Ag,--- A, a plati > m; = k. Detailnéjsi
i=1

postup hledéni obecného reseni je ukdzan v piikladu (2.1).

8



2. LINEARNI DIFERENCNI ROVNICE

Toto se vsak tyka pouze rovnic, které maji redlné koreny. Budeme-li chtit fesit rovnici,
kterd ma komplexni koreny, je tteba postupovat nasledovne.
Méjme rovnici z(n + 2) + prz(n + 1) + poz(n) = 0, kterd mé komplexni kofeny tvaru

)\1 :Oé—f-iﬁ,)\z :Oé—Zﬁ
Obecné teseni nasi rovnice by tedy bylo
z(n) = i +1iB)" + oo — iB)". (2.15)

Bod («, ) v komplexni roviné koresponduje s komplexnim &islem a+i5. Pomoci polarnich
soufadnic dostaneme

a =r(cosd), [ =r(sind), r=+/a2+p% §=tan " (g) )

Piiklad 2.1. Reste rovnici s danymi poéatecénimi podminkami

x(n+3) —T7x(n+2)+ 16x(n+ 1) — 12z(n) = 0,

z(0)=0, z(1)=1, =z(2)=2.
Charakteristickd rovnice je ve tvaru
AP — TN+ 161 — 12 =0,
jejiz charakteristické koteny jsou A\; = Ao = 2, A = 3, které nam daji obecné feseni tvaru
x(n) = ap2" + ayn2" + b;3".

K nalezeni konstant ag, a1, b; nyni vyuzijeme pocatecnich podminek

l‘(O) =ap + bl = O,
l’(l) :2(10 + 2(11 + 3b1 = 1,
x(2) =4ag + 8a; + 9b; = 2.

Po vyteseni soustavy rovnic obdrzime

N W

(10:2,(11 = ,bl = —2.

Tedy feseni rovnice dostaneme ve tvaru z(n) = 2-2" + 3n2" — 2. 3",

Limitni chovani feSeni a asymptoticka stabilita

Definice 2.4.1. Rekneme ze rovnice (2.12) je asymptoticky stabilni, jestlize pro kazdé jeji
feseni y(n) plati y(n) — oo pro n — oo.

Pro ilustraci vySetfovani limitntho chovani feseni rovnice (2.12) uvedeme analyzu di-
ferenc¢ni rovnice druhého fadu

y(n+2)+ pry(n+ 1) + pay(n) = 0. (2.16)

Charakteristicka rovnice ma dva kofeny a muze nastat jedna z nasledujicich tii moznosti:
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2.4. LINEARNI HOMOGENNI ROVNICE S KONSTANTNIMI KOEFICIENTY

a)

A1, Az jsou ruzné realné koteny. Pak y;(n) = A7, yo(n) = A3 jsou dvé nezavisla feseni
pro (2.16). Pokud bude |A\{| > |\o|, tak y;(n) nazveme dominantnim resenim a
A1 dominantnim charakteristickym korenem. Totéz plati pro yo(n),As, pokud plati
|A2| > |A1]. Nyni ukdzeme, ze limitni chovani obecného feseni y(n) = a1 Al + as Ay
je ur¢eno chovanim dominantniho feseni. Ptedpokladejme tedy, bez ztraty na obec-

nosti, ze || > |Aq|. Pak
A n
y(n) =\ |:(11 + a2 <)\—2) :| .
1

Jelikoz je
A2
—| <1
A1 ’
plyne z toho, ze
)\ n
()\_j) — 0, n— oo.

Tudiz lim,, ,o y(n) = lim, ,, a;A}7. Muze nastat Sest ruznych situaci na zakladé
hodnoty A;.

A1 > 0: Posloupnost {a; A7} diverguje k oo.

A1 = 0: Posloupnost {a; A7} je konstantni posloupnost.

0 < A1 < 1: Posloupnost {a; A7} monoténné klesa k nule.

Ll

—1 < A1 < 0: Posloupnost {a;A7} osciluje okolo nuly (dochazi ke stiidani
znamének) a konverguje k 0.

A1 = —1: Posloupnost {a; A} osciluje mezi hodnotami a;, —a.

> o

. A1 < —1: Posloupnost {a;A]} osciluje, ale roste amplituda.

A1 = Ay = A. Obecné teseni (2.16) je déno rovnici y(n) = (a1 + an)A™. Pokud
|A| > 1, tak feSenf y(n) diverguje bud monoténné, je-li A > 1, nebo oscilatné, je-li
A < —1. Nicméné, pokud bude |A\| < 1, tak feseni konverguje k nule.

Komplexni koteny: A\; = a + i3, \a = a — if3, B # 0. Obecné reseni (2.16), jak jsme
jiz ukdzali v (2.15), by tedy bylo

y(n) =ci(a+1if)" + co(ax —if5)".

Resen{ y(n) zjevné osciluje, jelikoz funkce kosinus osciluje.

Predesla zjisténi lze shrnout pomoci néasledujici véty.
Véta 2.4.1. Plati nésledujici tvrzeni [1, Theorem 2.35]

(1)

(i)

Vsechna feseni rovnice (2.16) osciluji okolo nuly pravé tehdy, kdyz charakteristickd
rovnice nema zadné kladné redlné koreny.

Vsechna feseni rovnice (2.16) konverguji k nule (tedy feseni je asymptoticky stabilni)
prave tehdy, kdyz max{|A|, |A2|} < 1.

Vzhledem ke struktufe a vlastnostem feseni linearni homogenni rovnice s konstantnimi
koeficienty (2.12) lze uvést nésledujici tvrzeni [4, kapitola 5.1].

Véta 2.4.2. Rovnice (2.12) je asymptoticky stabilni pravé tehdy, kdyz pro vSechny cha-
rakteristické kofeny A rovnice (2.13) plati |A| < 1.

10



3. KRITERIA STABILITY

3. Kritéria stability

V této casti se seznamime s nékolika kritérii pro asymptotickou stabilitu diferen¢nich
rovnic, konkrétné jde o Schurovo-Cohnovo kritérium a kritérium Routhovo-Cohnovo. Obé
uvedena kritéria jsou tzv. algebraickd. To znamenad, Zze posuzuji stabilitu na zakladé koe-
ficientu charakteristického polynomu.

3.1. Schurovo—Cohnovo kritérium
Budeme uvazovat diferen¢ni rovnici k-tého radu
z(n+k)+prn+k—1)+pxn+k—2)+ -+ pa(n) =0, (3.1)
kde p; jsou realné konstanty, a jejiz charakteristicky polynom je
) = N +p A g (3.2)

V této sekci uvedeme Schurovu—Cohnovu kritériu, které poskytuje nutnou a postacujici
podminku pro kofeny polynomu k-tého stupné (3.2), aby lezely uvniti jednotkového
kruhu. Vzhledem k vété (2.4.2) ziskdme odpovidajici podminky pro asymptotickou stabi-
litu rovnice (3.1). Pfed samotnou formulaci kritéria je vsak dobré si nadefinovat nékteré
pojmy, které budeme dale uzivat.

Definice 3.1.1. Vnitikem matice budeme chépat matici, kterou z puvodni matice B =
(b;j) vytvoiime tak, Ze postupné vynechdme prvni a posledni fadek a prvni a posledni
sloupec. Pro lepsi ilustraci uvedeme nékolik ukazek:

bi1 D12 b1z b1y bys
/511 bia by 514\ / \
bi1 b1o Dy3 ba1 [bag Dog Doyl bos

ba1 | D22 bag | Doy
bor [baz] bos | | 01T ) || b | s [bas ] b | b

b3y | b3a b33 | bay
D31 b3z bas e by |baz baz Dag | bys

bar bao baz Dy
\ )

\551 bsa bs3 bss Dss }

Definice 3.1.2. Matici B = (b;j) nazveme vnitiné pozitivni, jsou-li determinanty vsech
jejich vnitiku kladné.

Véta 3.1.1 (Schurovo—Cohnovo kritérium). Kofeny charakteristického polynomu
(3.2) lezi uvniti jednotkové kruznice pravé tehdy, kdyz plati nasledujici:

(D). p(1) >0,
(ID. (=1)*p(=1) >0,

11



3.1. SCHUROVO-COHNOVO KRITERIUM

(IIT). matice typu (k — 1) x (k — 1)

1 0o ... 0 0 0 - 0 p
D1 r .- 0 0 0 - pr Pra
Biy=| S E I :
Dk—3 0 D3
Dk—3 DPr—2 -+ p1 1 Pk Pk—1 -+ D3 P2

jsou vnitiné pozitivni [4, Theorem 5.1].

Nyni budeme ilustrovat pouziti tohoto kritéria na diferen¢ni rovnice 2. a 3. fadu na
nichz si ukazeme prakticky postup.

Piiklad 3.1. Pro rovnici druhého fadu (tedy k = 2)
x(n+2)+px(n+ 1)+ px(n) =0 (3.3)
dostaneme charakteristicky polynom tvaru
p(A) = A +piA+py = 0. (3.4)

Nyni je tfeba ovérit podminky (I), (II) a (III) kritéria, jestli se charakteristické koreny
nachézi v jednotkové kruznici.

p(l) =1+pi+p>0 (3.5)
(=1)*p(=1) = (1)(1 = p1 +p2) > 0 (3.6)
Bif =14p,>0. (3.7)

Lze videét, ze z podminek (3.5) a (3.6) dostaneme 1+py > |p1| a 1+ py > 0. Tieti podminka
(3.7) udéava, ze ps < 1. Tudiz charakteristické koreny pro (3.3) jsou asymptoticky stabilni
praveé tehdy, kdyz

|p1| <1 +p2 < 2. (38)

Piiklad 3.2. Pro rovnici tetiho tadu (tedy k = 3)
z(n+3)+ prix(n+2) + pax(n+ 1) + psz(n) = 0. (3.9)
Opét dostavame charakteristicky polynom, tentokrat je ve tvaru
p(A) = A* + 1 A2+ pod + p3 = 0. (3.10)
Ovétenim podminek (I), (II), (III) obdrzime

p(1) =1+pi+p2+p; >0, (3.11)
(—1)3])(—1) = (=1)(=1+pi—p2+p3) =1—p1+pr—p3>0. (3.12)

Pro jednotlivé determinanty vnittku

T o | B [ o | T G S i | B}
2 p1 1 D3 P2 p1—p3 1—po
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3. KRITERIA STABILITY

Z ¢ehoz dostavame
1 — po+ p1ps — p3 > 0. (3.13)

Stejnym zpusobem dostaneme druhou ¢ast (II1.) podminky kritéria

1 O O D3 1 P3
Byl = = > 0.
|54 ‘(pl 1)‘+‘<p3 Pz)‘ ‘<p1+p3 1+ po

Determinant ma tedy tvar
1+ py — pipsp3 > 0. (3.14)

Ze vztahu (3.11) - (3.14) lze odvodit, ze nutna a postacujici podminka asymptotické
stability pro charakteristické koreny je

P14+ ps| < 1+pa,  [p2—pips| <1—p3

Na implementaci tohoto kritéria v programu Maple lze nahlédnout v souboru Schur-Cohn
criterion.mw.

3.2. Diskrétni verze Routhova—Schurova kritéria

Obdobné jako u predeslého kritéria Schurova—Cohnova se i zde vyuziva charakteristického
polynomu (3.2). Kritérium je zjednodusené feceno algoritmus postupné redukce stupné
charakteristického polynomu, az zustane pouze jediny koeficient. Prvni podminkou stabi-
lity je, ze vSechny koteny tohoto polynomu lezely uvniti jednotkové kruznice, musi tedy
platit |[A\x] < 1. Na znaménka koeficientu se u diskrétni verze kritéria zadné omezeni
neklade (u spojité verze musi byt vSechna znaménka kladnd), pouze se pozaduje, aby
absolutni ¢len byl mensi nez jedna |py| < 1. Samotny algoritmus se sklddé z nasledujicich
kroku:

e 7 koeficientu vytvorime schéma

Pk Pr-1 ce D2 D1 Do
Do D1 ce Pk—2 Pk—1 Pk w = —5—2
wWpo wp1 T WPk—2 WPk—1 WPr = —Po

Pk +Wpy Pr—1t+wpy -+ P2+ WPk P1+ WPk 0

e Ctvrty fadek je souctem fadku prvniho a tretiho. Tteti fadek pak dostaneme vyna-
sobenim druhého koeficientem »
0

)

Pk
¢imz dostavame polynom o jeden stupen nizsi.

e Takto budeme pokracovat, dokud nezbude jediny koeficient, nebo nedostaneme
zaporny koeficient w. O stabilité dané rovnice pak rozhodneme podle nasledujici
vety (viz [5, str. 98]).
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3.3. METODA LOKALIZACE HRANICE OBLASTI STABILITY

Veéta 3.2.1. Rovnice je asymptoticky stabilni pravé tehdy, plati-li, ze pti kazdém zredu-
kovani jejiho charakteristického polynomu koeficientem w, az do posledniho koeficientu,
je lw| < 1. V opa¢ném piipadé je rovnice nestabilni.

Priklad 3.1. Pouzitim algoritmu pro diskrétni Routhovo-Schurovo kritérium rozhodnéte
o stabilité diferenc¢ni rovnice

x(n+4) —1,755z(n + 3) + 1,012z(n + 2) — 0,323z(n+ 1) + 0,057z (n).
Prvnim krokem je urceni charakteristického polynomu. Ten je ve tvaru
A —1,7550% +1,0120% — 0,323\ + 0, 057.
Vytvoreni schématu:
1 —1,755 1,012 —0,323 0,057
0,057 —0,323 1,012 —1,755 1 w = — 207

—0,003 0,018 —0,058 0.100 —0,057

0,997 —1,737 0,954 —0,223 0
~0,223 0,954 —1,737 0,997 w = 0,224

—0,050 0,231 —0,388 0,223

0,947 —1,523 0,566 0
0,566 —1,523 0,947 w = —0,598

~0,338 0,910 —0,566

0,609 —0,613 0
—0,613 0,609 |w = 1,007
P1i ¢tvrtém vytvoreni koeficientu jiz doslo k poruseni podminky |w| < 1 a tedy podle
véty 3.2.1 lze prohlasit, ze se jedna o asymptoticky nestabilni rovnici.

Na implementaci tohoto kritéria v programu Maple lze nahlédnout v souboru Routh-Schur
criterton.muw.

3.3. Metoda lokalizace hranice oblasti stability

V této sekci se budeme zabyvat alternativnim pristupem analyzy asymptotické stability
linearni diferen¢ni rovnice s konstantnimi koeficienty. Jedna se o metodu, jejimz vysledkem
je stanoveni hranice takové oblasti v prostoru parametru rovnice, ze pro vSechny body
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3. KRITERIA STABILITY

uvnitt této oblasti je odpovidajici asymptoticky stabilni. Tato analyza je hojné vyuzivana
v numerické analyze a my ji z tohoto duvodu budeme rovnéz formulovat v ramci nume-
rického schématu pro feSeni poc¢ateéniho problému pro ODR 1.fadu.

Definice 3.3.1. Pocédteénim problémem pro ODR1 rozumime urceni funkce y(t), kterd
vyhovuje diferencialni rovnici

y'(t) = f(t.y(t)) (3.15)
a spliuje pocatecni podminku
y(a) = yq. (3.16)

Definice 3.3.2. Rekneme, ze pocéatecni problém (3.15), (3.16) je stabilni vzhledem k
pocatecni podmince, jestlize mald zména pocatecni hodnoty y, vyvola malou zménu feseni.
Elementarnim piikladem pocateéniho problému je testovaci uloha

¥ =qy, y(0)=1,
kde ¢ = a +if je komplexni ¢islo se zapornou redlnou slozkou, tj. Re(q) = a < 0.

Definice 3.3.3. Pod pojmem linedrni vicekrokovd metoda rozumime predpis

k k
Yn = Z QiYn—i + I Z Bif(@n—i,Yn—i),
i=1 i=0

ktery slouzi pro aproximaci y,. Pro prehlednost rozepiseme do tvaru

Yn = Q1Yn—1 + AoYn—2 + -+ ArYn—k
+ h(BOf(xnv yn> + /Blf(xn—lv yn—1> + /BQf(xn—Qv yn—2> +- /ka(xn—kv yn—k>>7

kde h znaci velikost kroku.

Jedna se o numerickou metodu, ktera slouzi ke stanoveni feseni pro néjaky pocatecni
problém pro ODR1 pomoci postupného vypoctu aproximact y1, y2, Y3, - - - , Yq, Kde Yo = Ya
z pocatecni podminky. Je zvykem, ze se tato metoda charakterizuje polynomy, jejichz
koeficienty jsou aq. g, 81..x. Standardné se tyto polynomy definuji jako

p(z) = 2P — g - —
o(z) = Bo2" + B12" T+ BT+ + By
My v8ak budeme pouzivat dvojici lehce odlisnych polynomu, zkracené zapsanych [« f]

alz) =1—ayz — 92— — 2",
B(z) = Bo+ Pz + Boz® + o+ Bt

Pro By # 0 dostaneme implicitni metodu a pro Sy = 0 metodu explicitni.
Mezi nejznaméjsi metody tohoto typu patii Adamsovy metody (viz [1]).
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3.3. METODA LOKALIZACE HRANICE OBLASTI STABILITY

Definice 3.3.4. Nakonec je tfeba jesté definovat power shift a shift operdtor. Oba pojmy
jsou z diferencniho kalkulu, ktery je analogicky s kalkulem diferencialnim a integralnim.
Shift operator je tvaru

Ex*(n) = z(n+ k).

Operator je linearni, coz znamena, ze plati
Elaxz(n) 4 by(n)] = aBx(n) + bEy(n),

pro vSechna a,b € R.
Podivame-li se na chovani polynomu stupné k v shift operatoru E, tak dostaneme

p(E) = agEB* + a,E¥ ' 4+ apd. (3.17)
Priddme-li k tomuto navic podminku 5", pro libovolnou konstantu b, pak

p(E)bn _ aobn+k + albn+k—1 I akb”
= b”(aobk +ab 4+ a)
= p(b)b".

Toto zjisténi lze zobecnit do nasledujiciho Lemmatu.

Lemma 3.3.1. Necht je p(E) polynom (3.17) a nechf g(n) je libovolnd diskrétni funkce.
Potom

p(E)(b"g(n)) = 0"p(bE)g(n).

Metoda samotna pak slouzi pro vymezeni oblasti stability linearni vicekrokové metody
[a, B]. Diferen¢ni rovnice pro linedrni vicekrokovou metodu s testovacim problémem y' =

qy je
(1= 2B0)yn — (1 + 2B1)yn—1 — (@2 + 202)yn—2 — -+ — (k. + 2Bk)yn—r =0 (3.18)

a oblast stability je mnozinou bodu hg v komplexni roviné, pro kterou rovnice (3.18) mé
pouze ohranicené feseni, kdyz n — oo. Pro zjednoduseni budeme uvazovat vnitiek oblasti
stability tak, ze pro vSechny z z mnoziny feSeni konverguji k nule, kdyz plati, ze n — oo.
Tuto oblast budeme oznacovat jako otevrend oblast stability. Napiseme-li si diferencéni
rovnici ve tvaru

(BN —2B(E7Y) =0,

lze pozorovat, ze oteviend oblast stability muze byt definovana vztahem
aA™) —zp(AH =0. (3.19)

Tedy z je v oteviené oblasti stability, pokud neexistuje A mimo otevieny jednotkovy
kruh takové, ze dvojice (z,\) Tesi (3.19). Jinak feCeno z tvrzeni, Zze A je mimo otevieny
jednotkovy kruh plyne, ze z fesici (3.19) neni v oteviené oblasti stability. Jako prvni krok
v urceni oblasti stability je vyhodné vyhodnotit body na hranici jednotkového kruhu a
uvédomit si, ze zobrazeni

(3.20)
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3. KRITERIA STABILITY

udava mnozinu bodu, které obsahuji hranici oblasti stability. Jelikoz zobrazeni A — A~!
udava samotny jednotkovy kruh za pouhé zmény smyslu rotace, je vhodné (3.20) prepsat

na M
)\%ﬁ()\)'

Tento proces se pak nazyva metoda lokalizace hranice oblasti stability, v literature znamy
pod nézvem boundary locus method.
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4. Aplikace

Numerické resSeni diferencialnich rovnic

V predeslych kapitolach jsme si ukazali dvé kritéria stability diferenc¢nich rovnic. Nyni
si uvedeme nékolik praktickych vyuziti na zakladé jiz zjisténych skutecnosti. Budeme-li
uvazovat Adamsovu—Bashforthovu metodu druhého fadu [!]

3 1
Yn = Yn—1 + §hf(xn—l7yn—l> - §hf(xn—27yn—2>7 (41>

kde h znaci velikost kroku. Pro testovaci tlohu vy = qy, kde ¢ je redlny parametr, se
rovnice (4.1) prepiSe na rovnici

3 1
n — Yn— a h n—1 " _h n—a
Y Yn—1 + (2) qYn—1 5 qYn—2

ktera bude stabilni pokud hqg = z, kde z je takové, Ze rovnice

O 1
Yn = 2Z Yn—1 2Zyn—2

ma pouze ohranic¢ené feseni, coz nastava, kdyz koteny polynomu

3 1
pN) =N — (1+ =z ) A+ =2
2 2
lezi v ohraniceném jednotkovém kruhu a v kruhu bez hranic, pokud nastane jejich rovnost.
Podivame-li se nyni na kritérium Schurovo-Cohnovo pro druhy ad, tak dostaneme ¢tyti
nerovnice, které vymezuji podminky, kde je rovnice (4.1) asymptoticky stabilni:

p(l) =—-2z>0,
(—1)*p(—1) =2+ 22 >0,

1
Bf:1+§z>0,
By =1 1 >0

1 = 22 .

Z nich dostaneme interval z € (—2,2) pro asymptotickou stabilitu. Vykreslenim v roviné
parametru (h, ¢) obdrzime oblast asymptotické stability rovnice (4.1), kterd udava dvojice
parametru h, g, pro néz je (4.1) asymptoticky stabilni (viz obrézek 2).

Pro dalsi praktickou ukazku zustaneme u Adamsovy-Bashforthovy metody druhého
fadu, ale nyni budeme hledat hranici oblasti jeji stability. Kombinaci vztahu (3.20) a (4.1)

dostaneme
1—X71t

A= 0/
AR

Pro A = exp(i¢), kde ¢ € [0,27], obdrzime kfivku v komplexni roviné, kterd vymezuje
oblast asymptotické stability rovnice (4.1) (viz obrézek 1).
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4. APLIKACE

=1
Obrazek 1: Hranice stability pro Adamsovu-Bashfordovu metodu 2. fadu

Obréazek 2: Oblast asymptotické stability v roviné (h,q) pro Adamsovu-Bashfordovu me-
todu 2. fadu
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Populaéni model

V tomto prikladu se odkazeme na uvedeny problém v uvodu této prace. Konkrétné na
rovnici (1.1) a ukdzeme si, jak by se tato tloha prakticky fesila. Nasim tkolem bude
zjistit, kolik paru kraliku budeme mit po uplynuti ro¢niho intervalu, zac¢iname-li s jednim
parem, kdyz kazdy par porodi novy par kazdy meésic. Budeme dale uvazovat, ze novy par
je schopen reprodukce ve véku dvou mésicu (na obréazku 3 lze vidét nédzornou ukazku).

0. mésic # # \ Dospivini

\ Nova generace
1. mésic # # #
2. mésic # # # # # #

RS SN

Obrazek 3: Kréli¢i problém

Prvni par ma potomky na konci prvniho meésice, tudiz mame dva pary. Na konci
druhého meésice ma potomky opét pouze puvodni péar, protoze jejich potomci dosud ne-
dosahli pohlavni dospélosti. V tfetim mésici jiz maji potomky oba pary, mame tedy pét
paru. Budeme-li takto pokracovat dale obdrzime pro roéni interval tabulku 1.

Tabulka 1: Velikost krali¢i populace

Mésic O(1(2/3}4|5 |6 |7 |8 |9 [10 |11 |12
Pocet paru | 1|2 |3 |5 |8 | 13|21 |34 |55|89|144 | 233 | 377

Pokud bude ¢islo F'(n) pocet paru na konci n-tého mésice, tak rekurzivni rovnice, ktera
reprezentuje tento model je linearni diferen¢ni rovnici druhého fadu

Fn+2)=F(n+1)+F(n), F0O)=1, F1)=2, n=123,---. (4.2)
Charakteristickd rovnice pro (4.2) je
N —A-1=0.

Tato rovnice m4 charakteristické kofeny o = 1+T‘/5 afl= 1_7\/5 TudiZ obecné FeSeni je
tvaru

145\ 1-v5)
F(n):a1< +2\/_) +a2< 2\/_), n=1223---.

S pomoci pocate¢nich podminek obdrzime
1 1
V5

ayp =
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Zpétnym dosazenim pak dostaneme rovnici pro F'(n)
1

1 [{1+vE) 1—\/5n_i(n_ﬁn>
7 5 5 —\/ga :

Podfvame-li se na podil 5L # limitniho hlediska, ziskdme lim,, o Th) = a ~ 1.618,
Toto ¢islo se nazyva zlaty rez. Jiz nejméné od renesance vyuzivaji zlaty fez umélci ve
svych dilech, zejména ve formé tzv. zlatého obdélniku, ve kterém se zlaty tez vyskytuje
jako pomér stran. Zlaty fez pry totiz pusobi esteticky priznivym dojmem. Pomér zlatého
fezu lze také pozorovat v prirodé, jeho projevem je napiiklad usporadani semen slunecnice

nebo smrkové §isky, ve kterych jsou Supiny rozmistény jako spirdla.

F(n) =

Rozpad radioaktivniho prvku

Radium je radioaktivni prvek, ktery se rozpadd rychlosti 1% z puvodniho mnozstvi kazdych
25 let. To znamena, ze mnozstvi na zacatku kazdého 25-ti letého obdobfi je rovno mnozstvi
na pocatku minulého obdobi minus 1% tohoto mnozstvi. Vezmeme-li x(0) jako vychozi
mnozstvi radia a x(n) jako zbyvajici mnozstvi po uplynuti n 25-ti letych cyklu dostaneme
diferen¢ni rovnici

z(n)=z(n—1)—0.0lz(n —1) =0.99%(n) ,n=0,1,2---. (4.3)
Avsak lze videét, ze
z(n—1) =z(n—2)—0.01z(n —2) = 0.99z(n — 2) = (0.99)%*x(n —2) = --- = (0.99)"z(0)
a tedy s ohledem na vyse uvedenou tpravu dostaneme (4.3) ve tvaru
xz(n) =(0.99)"z(0) ,n=0,1,2---. (4.4)
Ptredpokladejme polocas rozpadu radioaktivniho prvku, jako pocet let, kterych je potieba

pro rozpad poloviny puvodniho mnozstvi. Déle predpokladejme, ze T je nejmensi prirozené
¢islo, pro které je x(7') méné nez polovina puvodniho mnozstvi radia. Tedy

1
5gc(o) > (0.99)7(0),
coz odpovida vztahu
L (0.99)"
5 = (0. )
Zlogaritmovanim rovnice a naslednymi dpravami, kde log(0.99) < 0, dostaneme pro T
vztah (1
> L@ — 68.98,
10g(0.99)

coz pri zohlednéni predpokladu, ze T je ¢islo prirozené dava T' = 69. Vezmeme-li v potaz,
ze pracujeme s 25-ti letymi casovymi intervaly, dostaneme hodnotu pro polocas rozpadu
pro radium, kterd je priblizné 25 - 69 = 1725 let. Budeme-li tedy zac¢inat napriklad s
mnozstvim 600 gramu radia, tak se toto mnozstvi po 1725 letech zredukuje na 300 gramu
a za dalsich 1725 let na 150 gramu atd.. Tato zavislost je graficky znézornéna v grafu 4.
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Obrézek 4: Zavislost vychoziho mnozstvi 2(0) na uplynuté dobé n

Rozmnozovani jednoletych rostlin

Materiél pro tento piiklad pochézi z [3]. Nasim tikolem je navrhnout matematicky model,
ktery udava pocet rostlin v pozadované generaci. Vime, ze rostliny produkuji semena
na konci jejich rustového obdobi (v nasem piipadé budeme uvazovat srpen), po kterém
zahynou. Avsak pouze zlomek téchto semen prezije zimu a ta ktera prezila, za¢nou klicit
na zacatku jara (v nasem piipadé budeme uvazovat kvéten) a daji zdklad nové generaci.
Oznacme

~v = pocet semen vyprudukovanych jednou rostlinou v srpnu,
a = podil jeden rok starych semen, ktera vyklicila v kvétnu,
£ = podil dva roky starych semen, ktera vyklicila v kvétnu,

o = podil semen, ktera prezila danou zimu.

Bude-li p(n) udavat pocet rostlin n-té generace, pak

p(n) = (rostliny z rok starych semen) + (rostliny z dva roky starych semen),

p(n) = asi(n) + Bsz(n), (4.5)

kde s1(n)/s2(n) je pocet jednoletych semen/dvouletych semen v dubnu (pred vyklicenim).
Pocet semen ktera zustanou po vykliceni, 1ze napsat jako

zbyld semena = (nevyklicend) x (poc¢atecni stav v dubnu) = 3.
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4. APLIKACE

Dostaneme tedy dvé rovnice

51(n) = (1 — a)s1(n), (4.6)
So(n) = (1 — B)sa(n), (4.7)

kde §1/32 je pocet jednoletych/dvouletych semen, kterd zbyla poté, co nékterd vyklicila.
Nova semena s¢(n) jsou vyprodukovéna v srpnu s pomérem -~y na rostlinu,

so(n) = vp(n). (4.8)

Po skonceni zimy semena sg(n), ktera byla novd v generaci n budou jeden rok stard
v generaci n + 1 a ¢ast osy(n) jich prezije. Tedy

si(n+1) = ose(n),

a s pouzitim vztahu (4.8)
si(n+1) = ovyp(n). (4.9)

Obdobné
so(n +1) = 031(n),

kde pro §; plati vztah (4.6) a tedy

so(n+1) =0(1 —a)si(n),
so(n+1) = o*y(1 — a)p(n — 1). (4.10)

Dosazenim vztahu (4.9) a (4.10) do rovnice (4.5) obdrzime upraveny vztah
p(n+1) = ayop(n) + fyo*(1 — a)p(n — 1).
Coz pro n + 2 dava
p(n+2) = ayop(n +1) + fyo* (1 — a)p(n).
Charakteristickd rovnice této diferen¢ni rovnice druhého fadu je
N — ayoa — Byo*(l —a) =0,

jejiz charakteristické koteny jsou
ayo
M= 1+¢1 ——(1-a) |,

+
+—(1—-a)

ayo
)\QZT 1—\/1 B

45
Yo
45
Yo
Vidime, ze Ai, A2 jsou realné koreny, jelikoz 1 — « > 0. Dale A\; > 0, Ay < 0. Abychom
zajistili neomezeny rust populace rostlin (p(n) — co piin — 00) je tieba aby A\ > 1. U Ag

tento pozadavek neklademe, jelikoz je Ay < 0 a zpusobuje nezédanou fluktuaci (oscilaci)
velikosti populace rostliny. Tedy

ayo

2

4 4
1—1-\/1—1-—62(1—&) ]>1:>% 1+—52(1—a)>1—ﬂ.
Yo 2 Yo 2
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Umocnénim obou stran rovnice a zjednodusenim dostaneme, ze

1

ao + fo?(l —a) (4-11)

v >

Budeme-li uvazovat g = 0, tedy zadna dva roky stard semena nevykli¢i v kvétnu. Podminku

(4.11) upravime na

1
V> =na0 > 1. (4.12)

Podminka (4.12) #ik4, ze k rozmnozeni populace rostlin dojde, pokud soucin vykli¢enych
semen rostlinou vyprodukovanych, zlomek jeden rok starych a zlomek semen, ktera prezila
zimu, bude vétsi nez jedna.
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5. ZAVER
5. Zaveéer

V této préci jsme uvedli dvé pocetni kritéria pro analyzu asymptotické stability
linearnich diferenc¢nich rovnic s konstantnimi koeficienty, a sice Schurovo—Cohnovo kritérium
a Routhovo—Schurovo kritérium. Tato kritéria jsou postavena na analyze dislokace korenu
charakteristického polynomu rovnice vuéi jednotkovému kruhu v komplexni roviné. Prvni
kritérium je zalozeno na ovéreni tii podminek, z nichz dvé jsou trividlni a tieti vyzaduje
vyéisleni a posouzeni pozitivnosti posloupnosti determinantu matic, které jsou gene-
rovany z koeficientu analyzované diferenéni rovnice (charakteristického polynomu). Druhé
kritérium spociva v postupné redukci charakteristického polynomu, kde je sledovana ve-
likost jistého parametru. Objem vypoc¢tu u obou uvedenych kritérii primo zavisi na fadu
diferenc¢ni rovnice, tj. na stupni charakteristického polynomu. Obé kritéria jsou implemen-
tovana do prostiedi Maple - viz Apendix. Pri realizaci algoritmu je prubézné sledovano
splnéni podminek: jakmile neni néktera z podminek splnéna, je ovétovani ukonceno se
zavérem, ze analyzovana diferen¢ni rovnice neni asymptoticky stabilni. V ramci préce
je uvedena i metoda lokalizace hranice oblasti asymptotické stability diferenéni rovnice,
jejiz pouziti je ilustrovano na vybrané numerické metodé teseni diferencidlnich rovnic.
Ve specidlnich pfipadech linedrnich diferen¢nich rovnic (zejména rovnic s nékolika malo
nenulovymi koeficienty) lze ziskat efektivni sadu nutnych a postacujicich podminek pro
asymptotickou stabilitu (pocet podminek nezavisi na fadu diferencni rovnice). Avsak v
obecném piipadé je pouziti pocetnich kritérii dosud nezastupitelné. Resen{ a analyza sta-
bility je demonstrovana na vybranych aplikacich z populacni dynamiky. Studovana pro-
blematika ma Siroké vyuziti i v mnoha jinych oblastech. Z technického hlediska lze zminit
zejména automatizaci, diskrétni fizeni a analyzu stability numerickych metod.

Problematika diferencnich rovnic by se dala déale rozsitit na soustavy rovnic pomoci
znalosti, ze kazdd rovnice vyssiho fadu (jde o Fad dva a vice) se da prevést na systém
rovnic prvniho fadu. Toto je velmi dulezita vlastnost diferenc¢nich rovnic, s jejiz pomoci
1ze kteroukoliv diferencni rovnici druhého a vyssiho fadu fesit pomoci algoritmu pro feseni
soustavy diferencnich rovnic. Rovnice s jednou neznamou a jednou proménnou jsou ne-
vhodné k popisu slozitéjsich problému a je tedy tfeba uvazovat rovnice se dvéma nebo
vice proménnymi. Tyto rovnice maji Siroké vyuziti v ruznych védeckych oborech, jako
je napiiklad biologie (studie konkurenénich druhu v populaéni dynamice), fyzika (studie
pohybt dvou na sebe navzajem pusobicich téles) a v mnoha jinych oblastech.
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6. SEZNAM POUZITYCH ZKRATEK A SYMBOLU

6. Seznam pouzitych zkratek a

symbolu
D defini¢ni obor
W(n) Casoratian
R mnozina realnych ¢isel
7" mnozina kladnych celych ¢isel
w koeficient Routhova—Schurova kritéria
ODRI1 obycejné diferencialni rovnice 1. fadu
E shift operator
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A. Ukazky zdrojovych kédu

A.1. Schur—Cohn criterion.mw

Input

restart;
Investigated polynomial

Pi=XA=X+01-X+03-X+005-X+05-A+01-X+3
Criterion
with(LinearAlgebra):;with(PolynomialTools):;with(Array Tools):;with(List Tools):
cl:=Reverse(CoefficientList(P(X),\))

[1,0.10.3,0.0.5,0.5,0.1, 3]
:= Size(cl, 2)-1

6
Condl := evalb(P(1)>0);
true
CondIl := evalb((—1)*-P(-1) > 0);
true

Al:=IdentityMatriz(k-1,k-1,compact=false,readonly=false)

OO OO
ool =)
O O = OO
o= O OO
_ o O O O

for s from 1 to k-2 do
for i from s+1 to k-1 do
Al(iyi-s):=cl[s+1]:

end do:

end do:

evalm(A1);

0.30 0.10 1 0
0.05 0.30 0.10 0
0.50 0.05 0.30 0.10 1

A2:=ZeroMatriz(k-1,k-1,compact=false, readonly=false)

[100001
010 1 0 0 0
0
1
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A. UKAZKY ZDROJOVYCH KODU

00 00O
|VO 000 O“
00 00O
00 00O
00 00O
for s from k by -1 to 2 do
for ¢ from k+1-s to k-1 do
A2(2-k-s-1,i):=cl[s+1]:
end do:
end do:
evalm(A2);
0 O 0 0 3
0 O 0 3 0.10
0 O 3 0.10 0.50
0 3 0.10 0.50 0.05
3 0.10 0.50 0.05 0.30
BT:=A1+A2:
evalm(B*);
"1.00 0.00 0.00 0.00 3.00-|
0.10 1.00 0.00 3.00 0.10
0.30 0.10 4.00 0.10 0.50
0.05 3.30 0.20 1.50 0.05
3.50 0.15 0.80 0.15 1.30
B :=A1-A2:
evalm (B~ );

1.00 0.00 0.00 0.00 —3.00
0.10 1.00 0.00 —-3.00 —0.10
0.30 0.10 -2.00 —0.10 —0.50
0.06 =270 0.00 0.50 —0.05

{ —2.50 —0.05 —0.20 0.05 0.70 J

CondlIl:=true:

for s from 1 to iquo((k),2) do
SBt:=SubMatriz(B™*,[iquo((k),2)-s+1..iquo((k),2)-s-1],[iquo((k),2)-s+1..iquo((k),2)-s-1]);
dSBplus|s]:=Determinant(SB™ );

SB™:=SubMatriz(B~ ,[iquo((k),2)-s+1..iquo((k),2)-s-1],[iquo((k),2)-s+1..iquo((k),2)-s-1]);
dSBminus[s]:=Determinant(SB~ ),

if (dSBplus[s]<0 )or (dSBminus[s]<0) then CondIlII=false;
print(dsBplus)[s|,dSBminus]s]);

end if

end do;

evalb(Condl and Condll and CondIll;

[4.00]
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A.1. SCHUR-COHN CRITERION.MW

4.00
[—2.00]
—2.00

4.00, —2.00

1.00 0.00 3.00
0.10 4.00 0.10
3.30 0.20 1.50

—33.56

[ 1.00  0.00 —3.001
0.10 —2.00 —0.10
[—2‘70 0.0.  0.50 J

15.20
—33.56, 15.20

" 1.00 0.00 0.00 0.00 3.00 -|

0.10 1.00 0.00 3.00 0.10
0.30 0.10 4.00 0.10 0.50
0.05 3.30 0.20 1.50 0.05
3.50 0.15 0.80 0.15 1.30

305.80

1.00 0.00 0.00 0.00 —=3.00
0.10 1.00 0.00 —-3.00 —0.10
0.30 0.10 -2.00 —0.10 —0.50
0.06 —=2.70 0.00 0.50 —0.05
—2.50 —0.05 —-0.20 0.05 0.70

—103.94
305.80,103.94

true
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A. UKAZKY ZDROJOVYCH KODU
A.2. Routh—Schur criterion.mw

Input

restart;
Investigated polynomial

P:=X— X — 1755 A% +1.012- \* — 0.323 - A' + 0.0557
Criterion
with(LinearAlgebra):;with(PolynomialTools ):;with(Array Tools):;with(List Tools):
cly:=Reverse(CoefficientList(P(A),\))

[1,-1.755,1.0212, —0.323,0.057]
cly:=(CoefficientList(P(\),\))

[0.057,—0.323.1.0212. — 1.755.1]
k:=Size(cly,2)-1

. cp(1]
w.——dz[l]

—0.057

cle :=cly-w
[—0.003249, 0.018411, 0.057684, 0.100035, —0.057]

evalb(|w| < 1);
true

J:=k
if(Jw| > 1 then print(”Equation is not asymptotically stable” );print(” (Jw| > 17);
end if;

while(|w| < 1) and (7> 2) do cl.:=cl, -w;
c:=cl,+clg;
cly = (clg + clo)[1..5];
cly :=Reverse(cl,);
. cly[1] .
clal1]’
if (Jw| > 1) then print(” Equation is not asymptotically stable”);print(” (Jjw| > 1”);break

end if;

Ji=3-1
end do;
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A.2. ROUTH-SCHUR CRITERION.MW

if (Jw| < 1) then print(”Equation is asymptotically stable”)
end if
[—0.003249,0.018411, —0.057648, 0.100035, —0.057]

[0.996751, —1, 736589, 0.954316, —0.222965, 0]
[0.996751, —1, 736589, 0.954316, —0.222965]
[—0.222965, 0.954316, —1, 736589, 0.996751]

0.2236917746
3
[—0.04987543652, 0.2134726396, —0.3884606752, 0.2229650000.5]

[0.9468755635, —1.523116360, 0.5658553248, 0]
[0.9468755635, —1.523116360, 0.5658553248]
[0.5658553248, —1.523116360, 0.9468755635]

—.05976026276
2
[—0.3381566289,0.9102183389, —0.5658553248]
[0.6087189346, —0.6128980211, 0]
[0.6087189346, —0.6128980211]
[—0.6128980211, 0.6087189346]
1.006865380
"Equation is not asymptotically stable’

] > 1
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