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Uvod

Téma mé diplomové prace - Vybrané moderni metody mnohorozmérné statis-
tické analyzy - zni ziejmé nejasné a tajemné. Praveé takova vlastnost mne zaujala
a byla jednim z divodi, proc¢ jsem toto téma zvolila. K mnohorozmérné statis-
tice jsem méla vzdy velmi blizko, proto jsem uchopila prilezitost vytvorit si pro-
stfednictvim diplomové prace uceleny prehled metod mnohorozmérné statistiky.
A pravé diky takto vhodné zvolenému tématu jsem se po konzultaci s vedoucim
mé diplomové prace, panem RNDr. Karlem Hronem, Ph.D.; rozhodla, kterymi
vybranymi metodami se budu v této praci nadale zabyvat.

Cilem mé diplomové prace je vytvorit prehledny teoreticky zaklad vybranych
metod mnohorozmeérné statistické analyzy a tuto teorii aplikovat na realna data
pomoci statistického softwaru R.

Prvni kapitola této prace, kterd se zabyva obecné mnohorozmérnou statisti-
kou, nas struc¢né uvede do studované problematiky. Dalsi kapitola se jiz vénuje
shlukové analyze, kde se ¢tenar seznami jak s hierarchickym, tak i s nehierarchic-
kym shlukovanim. Navazujici podkapitola se zabyva dalsim moznym pfistupem
shlukovani, a to metodou samoorganizujicich map. V dalsi kapitole se seznamime
s regresni metodou dil¢ich nejmensich ¢tverclt a s jejimi moznymi algoritmy;,
pricemz tvod této kapitoly nam nastini i zaklady pomocnych metod, kterymi
jsou metoda hlavnich komponent a metoda mnohonasobné linearni regrese. Tato
teoreticka cast je prolozena nékolika jednoduchymi priklady, na kterych budou
ukazany vybrané zminéné algoritmy, avSak zavérecna ¢ast prace Ctenari predstavi
aplikaci uvedené teorie na redlnych datech a seznami jej ptritom se zakladnimi

funkcemi potfebnymi pro snadnou praci ve statistickém softwaru R.



1 Mnohorozmeérna statisticka analyza

Mnohorozmeérnou statistickou analyzu lze povazovat za relativné mladou védu,
ktera v poslednich desetiletich prochazi vyznamnym rozvojem. Jednim z divoda
rychlého vyvoje mnohorozmérné statistiky je reakce na rapidni vyvoj vypocetni
techniky, a to jak na vznik novych vypocetnich softwart, tak i na moznost ukla-
dani masivniho mnozstvi dat. Dalsim divodem rostouci popularity mnohoroz-
mérné statistiky je velky zajem o statistickou analyzu ve vSech oborech, jako
je napriklad 1ékarstvi, psychologie, ekonomika, statni sprava, astronomie apod.
Mezi nejznaméjsi metody mnohorozmeérné statistické analyzy patii metoda hlav-
nich komponent, faktorova analyza, diskriminac¢ni analyza, shlukova analyza, ko-
relacni analyza a regresni analyza, pficemz mé prace je zaméfena na shlukovou
analyzu, regresni metodu PLS a okrajové i na metodu hlavnich komponent a me-
todu mnohonasobné linedrni regrese.

Mnohorozmérna statisticka analyza se zabyva zpracovavanim mnohorozmeér-
nych dat, coz jsou opakovand méfeni vybranych proménnych (statistickych znaki).
Tato ziskana data uklddame do databazi, které si mizeme obecné predstavit jako

(n X p)-rozmérnou matici, kde n je pofet méfeni a p je pofet méfenych promén-

nych.
11 T12 ... Tip
To1 T2 ... Top
X(nxp) =
Tnl Tp2 ... Lnp

Tyto databaze jsou Tizeny tzv. databazovym systémem, coz je specialni soft-
ware, ktery uzivatelim umoziuje do databazi vstupovat, data doplnovat ¢i pro-
mazavat a také data statisticky zpracovavat. Tato problematika vSak neni pred-
métem této prace, proto vice informaci o databazovych systémech 1ze najit na-
priklad v [5].

Jak jiz bylo zminéno, databaze slouzi k uklddani a zpracovavani masivniho

mnozstvi dat, proto je tfeba pocitat s tim, ze ¢asto dochéazi k chybam. Jednou
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z nich mohou byt zaménéna data, chybéjici data nebo odlehla pozorovani. Protoze
je vsak tato problematika velmi rozsahlé, feseni nékterych zminénych problémi
popisu jen strucné.

V ptipadé chybéjicich dat muzeme postupovat rtiznym zptisobem. Nejjedno-
dussim, avsak ne nejlepsim fesenim, je pracovat pouze s témi pozorovanimi, u ni-
chz zname hodnotu dle vSech proménnych. Vynechani zbylych pozorovani vsak
miize zpusobit zkresleni celé ptivodni mnoziny dat. Proto se casto pfistupuje
k jinému feseni, a to k imputaci chybé&jicich hodnot. Chybé&jici hodnoty mtizeme
nahradit napiiklad primérem zndmych hodnot dané proménné (v pfipadé vice
chybéjicich hodnot ovéem tento piistup vede k destrukei datové struktury) anebo
vyuzit regresi, kdy chybéjici pozorovani nahradime jeho predikovanou hodnotou.

Dalsim problémem statistické analyzy jsou odlehla pozorovani, ktera lze vizu-
alné odhalit pomoci vhodnych grafickych nastroju (histogrami, boxplott apod.).
Zda se vsak jedna o skutecna odlehla pozorovani, mizeme usoudit na zakladé
specialnich testi.

V nasledujicich kapitolach se budu blize vénovat vybranym modernim meto-
ddm mnohorozmérné statistické analyzy, pricemz se budu snazit nékteré postupy
ukazat na praktickych prikladech.

Tato kapitola byla sepsdna pomoci zdroji [5] a [6].



2 Shlukova analyza

Shlukova analyza je v souCasnosti diky své nazornosti velice popularni meto-
dou mnohorozmeérné statistiky. Metoda shlukové analyzy obecné spociva v sesku-
povani pozorovani z vicerozmérného datového souboru do homogennich skupin
neboli shluki. Pro pojem shluk pfitom neexistuje zadna obecné definice, proto
vysledkem této metody mitize byt vzdy rtizna struktura shlukd. Shlukem vsak
miizeme rozumeét skupinu pozorovani, ktera jsou v urcitém smyslu blizka néja-
kému reprezentantovi dané skupiny.

Grafické znazornéni shlukt lze ukdzat na nasledujicim obrazku 1. Pfislusny
statisticky soubor je tvofen 28 dvourozmérnymi pozorovanimi. Na zakladé tohoto

vizualniho nastroje lze usoudit, ze data jsou rozdélena do tii shluki.

o _|
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Obrazek 1: grafické zobrazeni shlukt

Na shlukovou analyzu se lze divat také jako na pomocny krok pii statistické
analyze velkych datovych souborti, kdy chceme analyzovat pouze reprezentanty
nalezenych shluk.

Své vyuziti metoda nachézi v rtiznych odvétvich. Napiiklad v bankovnictvi je
metoda vyuzivana k segmentaci klientd na zakladé rtiznych charakteristik, jako
je vySe piijmu, primérné meésicni vydaje, vék apod.

Poznamka 2.1. Vedle tfidéni objektt do nékolika stejnorodych skupin lze se-

skupovat rovnéz proménné, coz vede ke snizeni rozméru dané tulohy. Specialnim
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pripadem je dvourozmeérné shlukova analyza, pomoci které lze t¥idit do skupin

jak data, tak i proménné.

P1i zpracovani kapitoly o shlukové analyze, hierarchickém i nehierarchickém

shlukovani byly vyuzity predevsim zdroje [3] a [5].

2.1 Miry vzdalenosti

Casto pouzivanym nastrojem metod shlukové analyzy je méfeni vzdalenosti ¢
podobnosti jednotlivych pozorovani. Uvazujeme tedy pozorovani x; = (21, ..., x)"
ax; = (zj,...,2;)", 4,7 =1,...,nz mnoziny R?. Pro vypodet vzdalenosti mezi
jednotlivymi pozorovanimi vyuzivame v praxi nejcastéji nasledujici metriky.

Euklidovské vzdalenost

Manhattanské vzdalenost

Xza Xj E |xzkz Lk |-

Cebysevova vzdalenost
d(x;,X;) = maxg| Ty, — Tkl

Lancey-Williamsova vzdalenost

d(x;, x; Z !mzk—x]k!
v ] ‘xzk" + |$Jk"

Minkowského vzdalenost

1

d sz X_] (Z |xzk - xjk| ) )



jejimz specialnim pripadem je euklidovska, resp. manhattanska vzdalenost prom =
2, resp. pro m = 1.
Vzdélenosti mezi témito pozorovanimi pfitom spliuji nasledujici vlastnosti

metriky

d<Xi7Xj) > 07 d<Xi7Xi) = 07

kdei,7,k=1,...,n.

V piipadé shlukovani proménnych jejich podobnost (nejedné se o vzdalenost
ve vySe uvedeném smyslu) zjistujeme pomoci vybérového korela¢niho koeficientu,
tedy pro sloupce x;, x j, kde 7,j =1, ..., p, datové matice X uvazujeme jako miru

podobnosti

S _ 4 21 (Thi — Ti) (Thj — T;)

55 N (@ — T2y (o — )2

d(X.“X_j) =1- Pij =1-

kde p;; € (—1,1) je korelac¢ni koeficient mezi i-tou a j-tou proménnou a 7; a T;
jsou vybérové prameéry piislusnych proménnych. Pro vSechny dvojice promén-
nych bychom dostali vybérovou korela¢ni matici rozméru (p x p) s jednickami
na diagonale.

Obecné shlukovou analyzu rozliSujeme na hierarchickou a nehierarchickou,

pricemz oba typy budou podrobné popsany nize.

2.2 Hierarchicka shlukova analyza

Hierarchicka shlukova analyza patii k nejcastéji uzivanym postuptm shlu-
kové analyzy, pri¢emz vyuziva dvou moznych algoritmii pro urceni shluki, a to
aglomerativni shlukovani a divizivni shlukovani. Hlavni myslenkou aglomera-
tivniho shlukovéani je pfedpoklad, ze na pocatku mé kazdé pozorovani vlastni
shluk a v pribéhu algoritmu se shluky spojuji, dokud nevznikne jediny shluk

pro vSechna pozorovani. Naopak u divizivniho shlukovani predpokladame, ze



v prvnim kroku algoritmu jsou vSechna pozorovani v jednom shluku a postup-
nym rozdélovanim ziskame tolik shluki, kolik je pozorovani. Nyni se zamérim

na jednotlivé algoritmy podrobnéji.

2.2.1 Aglomerativni hierarchické shlukovani

Jak jiz bylo v predchozim odstavci zminéno, hlavni myslenkou metody aglo-
merativniho hierarchického shlukovani je predpoklad, ze kazdé pozorovani ma
na pocatku vlastni shluk. Uvazujeme tedy obecné n pozorovani xi,...,x, € RP,
kde n je zaroven pocatecnim poc¢tem shluki. Nyni si algoritmus aglomerativniho

hierarchického shlukovani predstavime v jednotlivych krocich.

e Prvnim krokem algoritmu aglomerativniho hierarchického shlukovani bude
vypocet parovych vzdalenosti mezi vSemi pozorovanimi, které nasledné

uspofadame do symetrické matice D = (d;;), kde d;; = d(x;,x;).

e Poté najdeme nejmensi vzdalenost d; ; v matici D (vyjma diagonaly) a spo-

jime shluky I a J, a tak vytvorime novy shluk 7.J.

e Daéle vypocitame vzdalenosti d;; xk mezi nove vytvorenym shlukem /.J a ostat-

nimi shluky K # I.J pomoci jednoho z nasledujicich moznych vztaht

single linkage: drjx =min{drx,d;k},
complete linkage: drjx = mazx{d; r,djK},
average linkage: drjx = Liets Lrek i
ningk

kde n;; a ng jsou pocty pozorovani ve shlucich /J a K.

Nésledné sestrojime novou ((n — 1) x (n — 1))-rozmérnou matici Dy, ktera
vznikne z matice D vynechanim fadkt a sloupcit [ a J a pridanim no-
vého radku a sloupce IJ se vzdalenostmi ur¢enymi pomoci vyse uvedenych

vztahu.
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e Predchozi dva kroky opakujeme (n — 1)-krat, dokud nejsou vSechna pozo-

rovani seskupena do jednoho shluku.

Takto popsany algoritmus nyni aplikujeme na néasledujici priklad pro jeho

nazorné pochopeni.

Priklad 2.1. Predpokladejme osm pozorovani o dvou proménnych, tedy x; =
(1,2)7) xp = (2,4), x5 = (1,4)T, x4 = (5,6)T, x5 = (6,7)T, x6 = (4,8)T, x7 =
(2,97, xg = (3,9)T. Najdéme ve skupiné téchto pozorovani shluky za vyuZiti
algoritmu hierarchického aglomerativniho shlukovani.

Pro ilustraci uvadime nasledujici obrazek 2, ktery zobrazuje dana data v ro-

vine.

o — o [ ]

o0 — o

N — o

© — [ J

o _

< 1| @ [ ]

o _

N 40
I I I I I [
1 2 3 4 5 6

Obrazek 2: grafické zobrazeni dat

Reseni: V prvnim kroku algoritmu, za pouziti vzorce single linkage, sestavime
matici euklidovskych vzdalenosti mezi jednotlivymi pozorovanimi D;. Omezime

se pfitom na trojuhelnikovou matici, nebot matice vzdéalenosti je symetricka.

1 2 3 4 5 6 7 8

110 2236 2.000 5.657 7.071 6.708 7.071 7.280
2 0 1.000 3.606 5.000 4.472 5.000 5.099
3 0 4.472 5.831 5.000 5.099 5.385
4 0 1.414 2236 4.243 3.606
) 0 2.236 4.472  3.606
6 0 2.236 1.414
7 0 1.000
8 0
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Nejmensi vzdalenost v matici D, je da3 = dy g = 1, pficemz zvolime jen jednu
z nich. Spojime tedy napiiklad shluky 2 a 3, ¢imz vytvorime novy shluk 23. Nyni
je tfeba prepocitat matici vzdalenosti. Matice Dy bude zménéna o prvky dos x =
min{ds i, ds i } pro vSechna K = 1,4, 5,6, 7, 8. Ptikladné dos 4 = min{da4,dss} =
min{3.606,4.472} = 3.606 atp.

1 23 4 5 6 7 8
110 2000 5.657 7.071 6.708 7.071 7.280
23 0 3.606 5.000 4.472 5.000 5.099
4 0 1.414 2.236 4.243 3.606
) 0 2.236 4.472 3.606
6 0 2.236 1.414
7 0 1.000
8 0

Nyni opét zvolime nejmensi prvek matice Do, kterym je prvek d7g = 1, spo-
jime tedy shluky 7 a 8 a vytvofime novy shluk 78. Pfepocitanim jednotlivych

vzdalenosti opét sestavime novou matici vzdalenosti Dj.

1 23 4 5 6 78
110 2000 5.657 7.071 6.708 7.071
23 0 3.606 5.000 4.472 5.000
4 0 1.414 2.236 3.606
) 0 2.236  3.606
6 0 1.414
78 0

Analogicky najdeme nejmensi vzdalenost, zde je to dy5 = dg 75 = 1.414. Spo-

jime tedy naptiklad shluky 6 a 78 a prepocitame novou matici Dy.

1 23 4 ) 678

1 [0 2000 5.657 7.071 6.708

23 0 3.606 5.000 4.472

4 0 1.414 2.236

) 0 2.236
678 0

Minimalni vzdalenost matice D, je dy5 = 1.414 a obdobné vytvorime novy

shluk 45 a sestrojime matici vzdalenosti Djs.
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1 23 45 678
1 |10 2.000 5.657 6.708

23 0 3.606 4.472
45 0 2.236
678 0

Nejmensi prvek matice D5 je vzdalenost d; 23 = 2, proto shluky 1 a 23 spojime

a prepocitame nové vzdalenosti matice Dg.

123 45 678
1231 0 3.606 4.472
45 0 2.236
678 0

Naposledy najdeme minimalni vzdalenost matice Dg, cozZ je dus678 = 2.236,
¢imz ziskame shluk 45678. Zaveérecna matice vzdalenosti tohoto algoritmu je na-

sledujici matice Dy.

123 45678
123 0 3.606
45678 0

Z této konecné matice vzdalenosti vidime, ze jsme ziskali dva shluky pro dana
pozorovani. Shluk 1 je tvofen pozorovanimi x;, X a x3 a shluk 2 je tvofen pozo-
rovanimi x4, X5, Xg, X7 a Xg.

V pripadé pouziti vzorce complete linkage bychom postupovali velice podobné,
jen bychom nové vzdalenosti mezi shluky prepocitavali jako maximum z ptivod-
nich vzdalenosti.

V pripadé vzorce average linkage si postup vypoctu ukdzeme nazorné na stej-
ném zadani. I v tomto pripadé vychazime z ptivodni matice euklidovskych vzda-

lenosti mezi jednotlivymi pozorovanimi Dj.
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1 2 3 4 5 6 7 8

110 2236 2.000 5657 7.071 6.708 7.071 7.280
2 0 1.000 3.606 5.000 4.472 5.000 5.099
3 0 4.472 5.831 5.000 5.099 5.385
4 0 1.414 2.236 4.243 3.606
) 0 2.236 4.472 3.606
6 0 2.236 1.414
7 0 1.000
8 0

Jako v predchozich piipadech nejmensi vzdalenost matice Dy je da3 = d7 g =

1, tedy spojime napiiklad shluky 2 a 3, ¢imz vytvorime novy shluk 23. Dale pre-

do k+d3 Kk

pocitdme matici vzdalenosti. Matice Dy bude zménéna o prvky das x = 5

pro vSechna K =1,4,5,6,7,8.

1 23 4 5 6 7 8
110 2118 5.657 7.071 6.708 7.071 7.280
23 0 4.039 5.416 4.736 5.050 5.242
4 0 1.414 2236 4.243 3.606
) 0 2.236 4.472 3.606
6 0 2236 1.414
7 0 1.000
8 0

V matici Dy opét zvolime nejmensi prvek matice, kterym je prvek d;g = 1

a vytvorime novy shluk 78. Pfepocitanim piislusnych vzdalenosti pomoci vztahu

d7 k+ds K

drg,x = === pro viechna K = 1,4,5,6 a dy3 73 = sestavime

da,7+d3,7+d2 8+d3 8
4

novou matici vzdalenosti Ds.

1 23 4 3 6 78
1 10 2118 5.657 7.071 6.708 7.176
23 0 4.039 5416 4.736 5.146
4 0 1.414 2236 3.925
) 0 2.236 4.039
6 0 1.825
78 0

Tentokrat je minimalni vzdalenost ds5 = 1.414. Spojime proto shluky 4 a 5

Y viis , . , . , o da.1+ds
a prepocitame vzdalenosti nové matice D4 pomoci vztahil dss ;1 = 4’1; 2L dys03 =

14



dy,o+dy 3+ds 2+ds 3
4

atp.

1 23 45 6 78
110 2118 6.364 6.708 7.176
23 0 4.727 4.736  5.146
45 0 2.236  3.982
6 0 1.825
78 0

Minimalni vzdalenost matice Dy je dg 75 = 1.825, ¢imz vznika novy shluk 678.

- , , ., , . dg1+dr1+d
Matici vzdéalenosti Dy sestrojime pomoci vztahtl dgrs1 = w, ders23 =

de,2+dg,3+d7 2+d7 34dg 2+dg 3
6

atp.

1 23 45 678
1 |10 2.118 6.364 7.020

23 0 4.727 5.009
45 0 3.400
678 0

Nejmensi prvek matice Dy je vzdalenost d; 23 = 2.118, proto piepocitadme nové
vzdalenosti matice Dg mezi nové vytvorenym shlukem 123 a ostatnimi prislus-

nymi shluky:.

123 45 678
123 ] 0 5.273 5.679
45 0 3.400
678 0

V poslednim kroku algoritmu najdeme minimalni vzdalenost matice Dg, coz
je duse7s = 3.400, a tak vytvorime shluk 45678. Konecna matice vzdalenosti je

nasledujici matice D7.

123 45678
123 0 5.517
45678 0

Zavérem muzeme opé€t konstatovat, ze jsme ziskali dva shluky pro dana po-
zorovani. Shluk 1 tvofi pozorovani X, X5 a x3 a shluk 2 tvofi pozorovani x4, X5,

Xg, X7 & Xg.
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2.2.2 Divizivni hierarchické shlukovani

Jak jiz bylo zminéno, hlavni myslenkou divizivniho shlukovani je predpoklad,
ze vSechna pozorovani jsou na pocatku v jednom shluku. Nyni si divizivni hie-

rarchické shlukovani popiseme postupné.

e V prvnim kroku algoritmu metody divizivniho shlukovani rozdélime poca-
tecni mnozinu dat na shluk X a shluk Y, kde shluk X bude tvofen témi
pozorovanimi, kterd maji nejveétsi priimérnou vzdalenost od ostatnich po-

zorovani. Zbyla pozorovani budou tvorit shluk Y.

e Nasledné pro kazdé pozorovani ve shluku Y vypocitame dvée charakteristiky,

a to

(%) pramérnou vzdalenost mezi danym pozorovanim a vSemi ostatnimi

pozorovanimi ve shluku Y a

(xx) prameérnou vzdalenost mezi danym pozorovanim a vSemi ostatnimi

pozorovanimi ve shluku X.

e Poté vypocitame rozdil (x) — (xx) pro kazdé pozorovani ve shluku Y. Po-
kud tento rozdil nabyva pro vSechna pozorovani zaporné hodnoty, algorit-
mus ukoncime. V opa¢ném piipadé pozorovani s nejvétsi kladnou hodnotou

rozdilu premistime ze shluku Y do shluku X a postup opakujeme.

e V dalsim kroku aplikujeme vysSe popsany algoritmus na kazdy ze shlukt X

a Y zvlast, az nakonec kazdé pozorovani tvoii vlastni shluk.

Grafickym vystupem vsSech algoritmi hierarchického shlukovani je dendro-
gram. Tento vertikalni ¢i horizontalni stromovy graf nas vizualné informuje o vznik-
Iych shlucich. Dendrogram nam na zakladé vysky vétvi, kterou ode¢teme na y-ové
ose, Tika, jak jsou si dana pozorovani blizka.

Jednotlivé kroky predchoziho piikladu lze ilustrovat na obrazku 3.
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Obrazek 3: dendrogramy hierarchického shlukovani
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2.3 Nehierarchicka shlukova analyza

Zakladni odlisnosti nehierarchickych metod shlukovani od hierarchickych je
predem dany pocet shlukt a absence vztahu mezi jednotlivymi shluky. Neni zde
tedy zadny hierarchicky vztah mezi k-tym a (k + 1)-nim shlukem. Mezi nej-
znaméjsi metody nehierarchické shlukové analyzy patii metoda k priméri, fuzzy

shlukovani nebo siluetovy graf. Nyni se na jednotlivé metody zamérim podrobnéji.

2.3.1 Metoda k£ prameéru

Predpokladem algoritmu metody k& priméra jsou dand pozorovani xi,...,X,

z mnoziny R? a pfedem dany pocet shluki K.

e Prvotnim krokem algoritmu této metody je nahodné piitazeni jednotlivych
pozorovani do jednoho ze shlukii. Nasledné spocitame primeéry jednotlivych

shluki X pro vSechna k =1,..., K.

e Dale vypocitame soucet ¢tvercii! jednotliviych pozorovani od piislusnych

praméra ESS, tedy

kde ¢(i) je shluk obsahujici pozorovani x;.

e (Cilem metody k priméri je minimalizace vyrazu ESS, proto pozorovani
ve shlucich preusporadame a algoritmus opakujeme tak dlouho, dokud ne-

najdeme minimum E£SS.

Poznamka 2.2. Reseni této metody neni jediné. Proto se doporucuje vyjit z rtiz-
nych pocatecnich rozdéleni pozorovani do shluki. Vysledkem pak bude uspora-

dani do shlukii s nejmensi hodnotou nalezenych minim ESS.

1Zkratka souctu étvercti ESS vychazi z anglického vyrazu Euclidean Sum of Squares.
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Priklad 2.2. Uvazujme stejné zadani jako v predchozim piikladu. Piredpokla-
dejme osm pozorovani o dvou proménnych x; = (1,2)7, x, = (2,4)7, x5 = (1, 4)7,
x; = (5,6)T, x5 = (6,77, x¢ = (4,8)T, x7 = (2,9)7, x5 = (3,9)T a necht K = 2.
Piifadme jednotlivd pozorovani do jednoho ze dvou shlukil za vyuziti metody

k prameéri.

Reseni: V prvnim kroku jednotlivd pozorovani nahodné pfifadime do jednoho
ze shlukd. Shluk 1 bude tvofen pozorovanimi x;, X3, X4 a Xg a shluk 2 bude
tvoren pozorovanimi X,, X5, Xg a X7.

Nésledné spoc¢itdme priméry téchto shluki, tedy X; = (2.5,5.25)7 a Xy =
(3.5,7)T. Nyni vypoéitdme ¢tvercové vzdéalenosti jednotlivych pozorovani od piislus-
nych primeérd,

d*(x1,1) = (1 —2.5)> + (2 — 5.25) = 12.8125,

d*(x1,2) = (1 —3.5)* + (2 —7)* = 31.25.

Protoze vzdalenost prvniho pozorovani od priméru prvniho shluku je mensi
nez vzdalenost od druhého shluku, pozorovani x; ponechame ve shluku 1. Dalsi

obdobné vypocty jsou pro prehled uvedeny v nasledujici tabulce.

&(xs,1) = 1.8125

d*(xs,2) = 11.25 Ty premistime do shluku 1
&(x;,1) = 3.8125

d*(x3,2) = 15.25 | x5 zlstava ve shluku 1
P(x4,1) = 6.8125

d*(x4,2) = 3.25 x4 pfemistime do shluku 2
(x5, 1) = 15.3125

d*(xs,2) = 6.25 x5 z0stava ve shluku 2
(x5, 1) = 9.8125

d*(xg,2) = 1.25 76 zUstava ve shluku 2
&(x7, 1) = 14.3125

d*(x7,2) = 6.25 x7 zUstava ve shluku 2
&(xs, 1) = 14.3125

d*(xg,2) = 4.25 rg pfemistime do shluku 2

Pak soucet ¢tvercia ESS = 39.6875.
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Na zakladé vypocitanych vzdalenosti jsme tak premistili pozorovani x5, X4

a Xg do opac¢nych shluki. Proto je tfeba opét prepocitat primeéry, tedy X;

(1.33,3.33)T ax, = (4,9.75)T. Obdobnym zptisobem nyni vypocitdme nové &tver-

cové vzdalenosti jednotlivych pozorovani od jednotlivych priamért shluki.

zustava ve shluku 1

zustava ve shluku 1

zustava ve shluku 1

zustava ve shluku 2

zustava ve shluku 2

zustava ve shluku 2

zustava ve shluku 2

d2(X1, 1) =1.8778
d?(x1,2) = 69.0625 | o
d2(X2, 1) =0.8978
d2(X2, 2) = 37.0625 | xo
dQ(Xg, 1) = 0.5578
dQ(Xg, 2) =42 T3
& (xs,1) = 205078
d2(X4,2) = 15.0625 | 24
& (x5,1) = 35.2778
d2(X5,2) =11.5626 | x5
(x5, 1) = 28.0378
d2(X6, 2) = 3.0625 | x4
d2(X7, 1) = 35.5978
d2(X7, 2) =4.5625 | x7
dQ(XS, 1) = 34.9378
d2(X8, 2) = 1.5625 | xg

zustava ve shluku 2

Tentokrat je soucet ¢tverci ESS = 39.146, ktery je v tomto pfipadé mensi

nez v predchozim usporadani pozorovani.

Na zakladé vypocitanych vzdalenosti neni jiz tfeba zadné pozorovani pre-

mistovat, proto lze shrnout, Ze shluk 1 je tvofen pozorovanimi xi, X» a X3 a shluk

2 je tvofen pozorovanimi X4, X5, Xg, X7 a Xg.

2.3.2 Fuzzy shlukovani

Zakladni myslenkou metody fuzzy shlukovani je predpoklad, Ze jednotlivym

pozorovanim pfifazujeme stupné prislusnosti k jednotlivym shlukim. Stupen

prislusnosti ¢-tého pozorovani ke k-tému shluku znac¢ime w;;, a protoze se jedna

o normované vahy, budou spliovat vlastnosti u;, > 0 a Zszl u;r = 1 pro ka-

72dé pozorovani ¢ = 1,...,n. Timto se metoda vyrazné lisi od predchozi metody

k primeéri, kde je kazdé pozorovani jednoznac¢né piifazeno do jednoho ze shlukii.
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V algoritmu fuzzy shlukovani predpokladame, Ze znadme matici vzdalenosti

jednotlivych pozorovani D = (d;;) a pocet shlukt K.

e Neznamé stupné prislusnosti jednotlivych pozorovani k jednotlivym shluktm

{u;} najdeme minimalizaci vztahu

K
Z Zz Zj ugkugkdij
1 2 Ui
kde r > 1,4,5,l =1,...,nak =1,..., K. V praxi se tato minimalizace

fesi numericky.

Poznamka 2.3. Vétsina dostupnych literatur uvadi vyse zminény vzorec pro r =
2, avSak v praxi se za r dosazuji hodnoty mensi nez 2, které vedou k vétsi ” fuz-

zyfikaci” vysledného pritazeni do shluki.

Priklad 2.3. Vychéazejme opét ze stejného zadani jako v predchozich prikla-
dech, tedy piedpoklddejme osm pozorovani o dvou proménnych x; = (1,2)7,
xo = (2,4)7, x3 = (1,4)7, x4 = (5,6)7, x5 = (6,7)7, x6 = (4,8)7, x7 = (2,9)7,
xg = (3,9)T a uvazujme dva shluky, tj. K = 2. Pfitadme jednotlivd pozorovani

do jednoho ze dvou shluki za vyuziti metody fuzzy shlukovani.

Reseni: Za vyuziti statistického softwaru R jsme v knihovné cluster za pomoci
ptikazu fanny(d,2), kde d je matice vzdélenosti mezi jednotlivymi pozorovanimi
a 2 znaci pozadovany pocet shluki, ziskali hledané stupné prislusnosti jednotli-
vych pozorovani k obéma shluktim {u;}, kde i = 1,...,8 a k = 1,2. Vysledku
jsme doséahli po 17 iteracich algoritmu. Vysledné stupné piislusnosti jsou znazor-

nény v nasledujici tabulce.
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Uil U2

x; | 0.82 0.18
X9 | 0.89 0.11
x3 | 0.92 0.80
x4 | 027 0.73
x5 | 0.22 0.78
x¢ | 0.12 0.88
x7 | 0.18 0.82
xg | 0.13 0.87

Slovné bychom tyto vysledky mohli interpretovat naptiklad tak, ze pozorovani
x; patii do shluku 1 ve stupni pfislusnosti 0.82 a do shluku 2 patii ve stupni 0.18
atp. Z vyslednych stupnt prislusnosti jednotlivych pozorovani k obéma shluktm
lze tedy usoudit, ze shluk 1 bude tvoren pozorovanimi x;, xs a x3 a shluk 2 bude
tvoren pozorovanimi X4, X5, Xg, X7 a Xg. Docilili jsme tedy opét stejného vysledku

jako v predchozich metodach.

2.3.3 Siluetovy graf

Uzitecnym vystupem vyse zminénych nehierarchickych metod je siluetovy
graf. Casto se rovnéz setkdvdme s pojmem graf obryst shluk® & s anglickym
pojmem silhouette plot. Tento graf nas vizualné informuje o ziskaném rozdéleni
pozorovani do jednotlivych shluki.

Predpokladejme, Ze dané pozorovani jsou rozdélena do K shluki a oznac¢me
c(i) shluk, ktery obsahuje i-té pozorovani, kde i = 1,...,n. Necht dale a(i) je
priumérnéa vzdalenost i-tého pozorovani k ostatnim pozorovanim ve shluku c(7).
Déle ptredpokladejme, Ze ¢ je jiny shluk a necht d(i,c) je prumérnad vzdalenost

1-tého pozorovani k pozorovanim ve shluku c.

e Prvnim krokem postupu vykresleni grafu je vypocet d(i,c) pro vSechny

shluky ¢ kromé shluku ¢(7).

e Nésledné uréime minimalni primeérnou vzdalenost b; = mincsq;)d(i,c).
Jestlize b; = d(i, C'), pak shluk C' bude nejblizsim sousednim shlukem shluku

c(i) neboli druhym nejlepsim shlukem pro i-té pozorovani.
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e Pro i-té pozorovani vypocitame tzv. hodnotu obrysu s;, a to

bi — Q;
§i = ———,
* maz{a;, b}
kterda nabyvd hodnot z (—1,1). Hodnoty blizké 1 znaci, Ze i-té pozoro-
vani lezi ve spravném shluku, naopak hodnoty blizké —1 nas informuji, Ze
bychom méli i-té pozorovani premistit do jiného shluku. Hodnoty blizké

0 znaci, ze i-té pozorovani lezi mezi dvéma shluky.
e Graf obryst shluki je sloupcovy graf, kde s; je délka i-tého sloupce grafu.
Pro ilustraci uvedeme siluetovy graf, ktery ptislusi k predchozimu ptikladu.

Priklad 2.4. Vychéazejme opét ze stejného zadani jako v predchozich prikla-
dech, kde ptredpokladdme osm pozorovani o dvou proménnych x; = (1,2)7,
xo = (2,47, x3 = (1,4)7, x4 = (5,6)7, x5 = (6,7)7, x¢ = (4,8)T, x; = (2,9)7,
xg = (3,9)7 a uvazujeme dva shluky, tj. K = 2.

Reseni: Vysledny siluetovy graf byl vykreslen opét za vyuziti statistického soft-
waru R pomoci piikazu plot(fanny), nebot jsme vychazeli z vysledki algoritmu

fuzzy shlukovani.

23



n=8 2 clusters C;
j: nj|avepg s

3
1 1: 3| 0.68
2
6
8
5 2: 5] 052
7
4
[ [ [ [ [ |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Silhouette width s;

Average silhouette width : 0.58

Obrézek 4: siluetovy graf

Tento vysledny graficky nastroj nam vizualné opét potvrzuje, ze shluk 1
je tvofen pozorovanimi xi, X, a x3 a shluk 2 tvoii pozorovani x4, X5, Xg, X7
a Xg. Z vysledného siluetového grafu lze déle vy¢ist, ze primérna hodnota obrysu
pro vSechna pozorovanii = 1,...,8 je 0.58. Z toho miizeme usoudit, Ze pozorovani
jsou umisténa ve spravném shluku. Nejvyssi hodnoty obrysu nabyva pozorovani
X3, proto si mizeme byt u tohoto pozorovani témér jisti, ze lezi ve spravném

shluku.

2.4 Samoorganizujici mapy

Jednim z dalsich pfistupt shlukovani vicerozmérnych dat je vyuziti samoorga-
nizujicich map. V literatufe se také casto setkavame s alternativnim nazvem Ko-

honenovy mapy, Self-Organizing Maps ¢i metoda SOM. Samoorganizujici mapy
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vychazi z teorie umélych neuronovych siti (touto problematikou se zde vsak za-
byvat nebudeme). V soucasnosti jsou samoorganizujici mapy hojné vyuzivany
v oblastech mediciny, bioinformatiky, antropologie atp.

Kapitola zabyvajici se samoorganizujicimi mapami byla sepsana za vyuziti
literatury [5] a [8].

Primarnim cilem této metody je redukce vysoké dimenze vstupnich dat na pro-
stor nizsi dimenze, nejcastéji na prostor dvou nebo tii dimenzi. Vyslednym pro-
duktem této metody je miizka (nebo sit) tvofend velkym poc¢tem uzli (nebo
umélych neuroni). V piipadé dvou dimenzi mohou byt takové uzly znizornény
do ¢tvercové, obdélnikové ¢i Sestitthelnikové sité. Na zakladé téchto uzli jsme dale

schopni identifikovat shluky.

Obrézek 5: étvercova a Sestitthelnikovéa sit

Predpokladejme napfiklad dvoudimenzionalni m¥izku, kde Iy = {1,2,..., K}
je mnozina fadki a Ky = {1,2,..., K2} je mnozina sloupci, kde vyska mfizky K
a délka miizky K, jsou zvoleny uzivatelem. Potom uzel sité je dvojice (l1,103) €
(K1 x Kq) a celkovy pocet uzlu v siti je K = K;K5. Tento pocatetni velky
pocet uzli se béhem algoritmu zmensuje. Pro dalsi praci s jednotlivymi algo-
ritmy metody SOM je potfeba jednotlivé uzly usporadat a preindexovat. Tedy
uzel (I1,15) € (K1 x K1) opatfime indexem k = (I} — 1)Ky + 1y € K, kde K =
{1,2,...,K}.

Nyni si predstavime dva algoritmy metody samoorganizujicich map, pficemz si
vsimneme zna¢nych podobnosti téchto algoritmii s metodou & primeéri. Oba po-
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stupy totiz na poc¢atku svého algoritmu voli reprezentanty danych skupin a v prubéhu
algoritmu jednotlivd pozorovani umistuji do shlukti, které obsahuji nejblizsiho
reprezentanta k danému pozorovani. Oznacme reprezentanta k-tého shluku jako
my € RP, kde k£ € K. Obdobné jako v metodé k priumért jsou reprezentanti

jednotlivych shlukt na pocatku zvoleni nahodné.

2.4.1 On-line algoritmus

Hlavni myslenkou on-line algoritmu je postupné zarazovani jednotlivych po-
zorovani do shlukt. Jinak feceno se v kazdém kroku zabyvame jedinym pozoro-
vanim, a to v ndhodném poradi. V nasledujicich fadcich se s algoritmem on-line

seznamime po jednotlivych krocich.

e V prvnim kroku on-line algoritmu zvolime velikost sité, tedy zvolime K
a K5 anahodné zvolime pocateéni mnozinu reprezentanti {my} pro vSechna
k € K.V dalsich krocich budeme predpokladat, Ze vstupni vektor x je na-

hodné vybran ze vstupni mnoziny pozorovani.

e Nasledné spocitame euklidovskou vzdalenost mezi vektorem x a vektorem
reprezentanti my pro vSechna k € K, pricemz hleddme minimum z téchto
vzdalenosti, tj.

kE* = ming{||x — my||}.

Pak my. je nejblizsi reprezentant a k* je vitézny shluk vstupniho vektoru

X.

e Nyni se podivame, které shluky sousedi s vitéznym shlukem. Rekneme, Ze
shluk &’ € K je sitovy soused shluku k* € K, jestlize euklidovska vzdalenost
mezi my a myg« je mensi nez néjaky predem zvoleny prah ¢ > 0. Mnozinu ta-
kovych blizkych shlukd nazyvame sousedstvim vitézného shluku a znacime

N(k*).

e V dalsich krocich budeme aktualizovat reprezentanty vsech sousednich shluki.

Jednotlivé vektory my pro k € N.(k*) aktualizujeme pomoci nasledujiciho

26



vztahu

mk+a(x—mk) — my, ke Nc(k‘*),

kde véha a € (0,1). Pro k& ¢ N.(k*) bychom dosadili & = 0 a m;, by tak
zistalo nezménéno. Tento proces opakujeme nékolikrat, minimalné se vsak

doporucuje 500-krat.

Dalsi moznou alternativou pro upraveni reprezentant m; za pomoci vah

je nasledujici vztah
my, + ahi(x —my), k€ N.(k"),

kde funkce h zavisi na tom, jak jsou sousedni reprezentanti blizko vitéznému
my«. Funkce h nabyva hodnoty 1 v pfipadé nulové vzdalenosti a naopak
hodnoty funkce h se pfiblizuji k 0 s rostouci vzdélenosti, tedy pro k ¢ N.(k*)

polozime hjy = 0. Ziejmé nejpopularnéjsi tvar funkce h je nasledujici

hk‘ = exp {——Hmk — mk*H } s

202

kde k € N.(k*) a 0 > 0. Hodnoty ¢, « i o voli sdm uzivatel. Jak jiz bylo
feCeno vySe, a nabyva hodnot z (0, 1), pfi¢emz s rostoucim poctem iteraci
t algoritmu se hodnoty blizi k 0. Lze pfitom vyuzit jednu z nasledujicich

formuli funkce «/(t):

linearni
t
at) = ap <1 - T) ,
mocninné
0.005\ T
Oé( ) = O ( o ) )
inverzni
Qg
alt) = ——mor
(1+457)

kde aq je pocatecni hodnota a kde T je celkovy pocet iteraci.
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Nasledujici obrazek 6 znazornuje tvar zminénych funkci «(t) pfi pocatecéni

hodnoté a(0) = 0.5 a celkovém poctu iteraci 7" = 100.

a(t)
0.5
linearni
inverzni
0 100 t

Obrazek 6: grafické zobrazeni funkce ()

2.4.2 Hromadny algoritmus

Hromadny algoritmus (nebo také batch algoritmus) se od vySe popsaného
postupu lisi tim, Ze pracuje se vSemi daty zaroven, proto je tento postup také

rychlejsi. Nyni si ukdzeme jednotlivé kroky tohoto algoritmu.

e Obdobné jako v predchozim postupu je tfeba v prvnim kroku ndhodné

zvolit poc¢ateéni mnozinu reprezentant {my} pro vSechna k € K.

e Nisledné ke k-tému shluku, kde k& € K, pritadime vSechna pozorovani x;,

jejichz my. € N.(k).

e Na konci algoritmu jesté zaktualizujeme reprezentanty jednotlivych shluki
zprumérovanim vsech pozorovani z predchoziho kroku. Pritom lze pouzit
vazeny prumér, kde vidhy {h;-} jsou definovany stejné jako v algoritmu

on-line (tj. vztahem pro hy,). Tento proces nékolikrat zopakujeme.
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Grafickym vystupem tohoto algoritmu jsou kruhy znazornujici jednotlivé uzly,
v nichz jsou nadhodné umisténa prislusna pozorovani. Prirozené skupiny téchto
pozorovani mohou byt navic rozliSeny barevné a poté lze intuitivné najit shluky.

Dalsim moznym grafickym vystupem metod samoorganizujicich map je U-
matice. Znaceni vychazi z anglického Unified distance. Jednotlivé vstupy matice
jsou tvoteny euklidovskymi vzdalenostmi mezi sousedicimi reprezentanty. Pred-
pokladdejme napiiklad pét uzli s mnozinou reprezentantii {m;, my, ms, my, ms}.

Potom U-matice bude vektor o rozméru (1 x 9)
U - (ulu U12, U2, U23, U3, U34, Ug, U4s, U’5)7

kde u;; = |m; — mj||, kde i,j = 1,...,5 a ¢ # j, je euklidovskd vzdalenost
mezi sousednimi i-tym a j-tym reprezentantem a u; = % Malé hodnoty
U-matice pritom ukazuji na blizkost dvou sousednich uzli.

Rada statistickych softwart umoziiuje vykresleni U-matice do prostoru o dvou
i tfech dimenzich. Napftiklad v prostoru dvou dimenzi jsou shluky, hranice mezi

jednotlivymi shluky i pozorovani znazornény pomoci urcitych barev. Prostor t¥i

dimenzi hranice mezi jednotlivymi shluky znazornuje zvySenymi hiebeny.
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3 Metoda dil¢ich nejmensich ¢tverca

Dalsi vyznamnou moderni metodou mnohorozmérné statistiky je metoda PLS?
neboli metoda dil¢ich nejmensich ¢tvercli, o niz se poprvé zminil statistik Her-
man Wold v roce 1975. Na vyvoji této metody se pozdéji podilel i jeho syn Svante
Wold, ktery nasel uplatnéni metody PLS v chemometrii. Pravé v tomto oboru
je metoda dodnes nejvice vyuzivana. Specifikum chemometrickych dat je pfitom
zejména v tom, ze pocet proménnych vyrazné presahuje pocet pozorovani.

P1i zpracovani kapitoly o metodé dil¢ich nejmensich ¢tverct a jejich algorit-
mech byly vyuZity predevsim zdroje [9], [11], [12], [13] a dale také [1], [2], [3], [5]
a [7].

3.1 Vychozi metody

Metodu PLS lze pouzit zejména pro feseni regresnich problémt. V takovém
pripadé metodu chapeme jako spojeni metody hlavnich komponent a mnoho-
nasobné, pripadné mnohorozmérné linearni regrese. Proto se nejprve zamérim

na tyto pomocné metody jednotlive.

3.1.1 Metoda hlavnich komponent

V soucasnosti velice popularni metoda hlavnich komponent byla zavedena
Karlem Pearsonem jiz v roce 1901 jako nastroj k redukci mnohorozmeérnych dat.
V dalsich letech dochézelo k jejimu zobectiovani. Nyni je metoda velmi oblibena
a muze byt povazovana za startovaci krok u mnoha jinych mnohorozmérnych me-
tod, nebot redukce mnohorozmérnych dat zjednodusuje jejich naslednou analyzu.

Jak jiz bylo naznaceno, cilem metody hlavnich komponent je redukce dimenze
dat, tedy nahrazeni velkého neptfehledného poc¢tu ptivodnich proménnych men-
$im poc¢tem proménnych tak, aniz by doslo k velké ztraté informace. Tyto noveé
vytvorené proménné jsou nejcastéji umelé proménné, tzv. hlavni komponenty.

Jedna se o linearni kombinace ptivodnich proménnych a hlavni komponenty musi

?Nazev metody PLS vychazi z anglického Partial Least Squares.
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byt vzajemné nekorelované. Algoritmus metody vytvaii nové proménné postupné
a s klesajici dulezitosti, ktera je ztotoznéna s rozptylem prislusné hlavni kompo-
nenty. Nejvyznamnéjsi je prvni hlavni komponenta, ktera vysvétluje nejvétsi cast
variability ptivodnich proménnych. V praxi se nejcastéji setkavame se situaci, kdy
jsou puvodni proménné nahrazeny dvéma nebo tfemi hlavnimi komponentami,
které vysvétluji asi 70 az 80 procent variability pivodnich proménnych (pfitom
ovSem zalezi na poc¢tu pivodnich proménnych).

Pti tvorbé kapitoly o metodé hlavnich komponent byly vyuzity zejména zdroje
[1], [2], [3] a [7].

Predpokléadejme ndhodny vektor X = (Xi,...,X,)" s varianéni matici V =

(0ij), kdei,5 =1,...,p, s p kladnymi vzajemné riznymi charakteristickymi ¢isly
At > A > ... > )\, > 0, kterd odpovidaji ortonorméalnim charakteristickym
vektorim vi,...,v,. NaSim cilem bude zredukovat X;,..., X, na mensi pocet

ndhodnych veli¢in, které by byly co nejlepsi ndhradou celého ndhodného vektoru
X. Hleddme tedy takovou linedrni kombinaci ¢’ X, ktera vycerpava co nejvétsi
¢ast variability vektoru X. Jinak feceno hleddme takovy vektor ¢ € R? : ¢f'c =1,

aby ndhodn4 veli¢ina ¢/’ X méla co nejvétsi rozptyl
var(c'X) = ¢’ Ve.

Maximalizujeme tedy vyraz ¢’ Vc za podminky c¢’c = 1. Déle si uvédomme

nasledujici vlastnost charakteristickych ¢isel symetrické pozitivné definitni matice
A.

Véta 3.1. Necht je ddna symetrickd pozitivné definitni matice A o rozméru

(p X p) s charakteristickymi cisly Ay > Ao > ... > A, prislusici ortonormdlnim
charakteristickym vektorim @, ..., x,. Pak pro kaZdy vektor © € RP splriujici
'z =1 plati

' Ax < ).

Dukaz této véty lze nalézt napt. v [1].

7 této vlastnosti plyne, ze maximalni hodnota ¢’ Ve je A\, které je dosahovana
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pri ¢ = vy. Ziskali jsme tak ndhodnou veli¢inu
Zl = VlT}(7

kterou nazyvame prvni hlavni komponenta a kde var(Z;) = ;.

Nyni je tfeba zhodnotit, nakolik prvni hlavni komponenta vysvétluje chovani

A

m je dostatecné blizky jedné, pak

celého vektoru X. Jestlize podil rozptyli
Ize Tici, ze Z; dostatecné dobre vysvétluje vektor X. Pokud je vSak zminény podil
spise blizky nule, musime v algoritmu pokracovat.

Hledame tedy analogicky dalsi linedrni kombinaci ¢’ X, ktera bude nekorelo-

vana s veli¢inou Z;. Proto obecné pro i # j, kde i,5 = 1,...,p,
cov(Z;, Z;) = 0.

Pritom se opét snazime, aby nova ¢-t4 hlavni komponenta Z; méla co nejvétsi
rozptyl, uvedenym postupem obdrzime var(Z;) = A\;, kdei =1,...,p.

Pti kazdém kroku tohoto algoritmu je tfeba vzdy zhodnotit, nakolik vsechny
vyjadfené hlavni komponenty (prostfednictvim vysvétlené variability) dostateéné
vysvétluji chovani vektoru X.

Nyni si ukazeme, jak lze vytvorené komponenty v pripadé vybérové obdoby
metody hlavnich komponent shrnout do jednoho vyrazu. Predpokladejme matici
X o rozméru (n X p), kde n je pocet pozorovani a p je pocet proménnych. Necht
déle X je vybérovy primeér a Xxx je vybérova varian¢ni matice. Vyuzijme dale

singularniho rozkladu matice Yxx, tj.
Yxx = UAUT,

kde sloupce matice U jsou tvofeny charakteristickymi vektory z >xx a diagonalni
matice A je tvorena vlastnimi Cisly matice Yxx.

Pak 1ze matici X nahradit matici Z vybérovych hlavnich komponent ve tvaru
Z=(X-1,x)U,

jejiz sloupce nazyvame vektory skért a sloupce matice U nazyvame zatéze j-té

komponenty, které reprezentuji vliv ptivodnich proménnjch na nové vytvorené
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komponenty. Matice Z je stejné dimenze jako ptvodni matice X, tedy (n X p),
ale protoze cilem metody hlavnich komponent je redukce proménnych, pracu-
jeme nadale jen s nékolika prvnimi komponentami, které vysvétluji nejvétsi ¢ast

informace ptivodnich proménnych.

3.1.2 Mnohonasobna linearni regrese

Prvni zminky o regresni analjze pochézi z roku 1885, kdy Francis Galton
vyuzil pfedchozich znalosti 0 metodé nejmensich ¢tvercti a pokusil se o studii za-
vislosti vysky postavy rodic¢t a jejich déti. Od této doby regresni analyza prochézi
velkym rozvojem. Vedle linearni regrese byla vyvinuta i nelineadrni regrese, kte-
rou se zde vsak zabyvat nebudeme. Nejjednodussi formou regrese je situace, kdy
jedina vystupni proménné zavisi na jediné vstupni proménné. Nyni zde popisu
nejcastéjsi podobu regrese, tzv. mnohonasobnou linearni regresi.

Kapitola o mnohondsobné linearni regresi byla sepsana za pomoci zdroju [5]
a [13].

Predpokladejme, Ze vystupni neboli zavisla ndhodna proménna Y je linearné
zavisla na vstupnich neboli nezavislych nenahodnych proménnych z, ..., z,. Pak

pro i-té pozorovani uvazujeme model

p
Y,»:bo—l—ijxij—kei, i:17...,n,

j=1

kde e; je ndhodni chyba se stiedni hodnotou 0 a rozptylem o2 > 0 a kde
by, b1,...,b, jsou neznamé parametry. Linearita tohoto regresniho modelu pfi-
tom vychézi z linearity téchto neznamych parametri.

Cilem metody linearni regrese je odhadnout hodnoty parametrt by, by, ..., b,
a 02, abychom byli schopni ohodnotit vliv jednotlivych nezavislych proménnjch
na zavisle proménnou Y, pfipadné pocet nezavislych proménnych zredukovat. Od-
had téchto neznamych parametri ziskdvame metodou nejmensich ¢tvercti. Tato

velice znama metoda odhady parametrti urc¢uje minimalizaci ¢tvercovych odchy-
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lek skutecnych hodnot od téch odhadnutych,

n
Z(Y; — b() — bll'ﬂ — bgl‘iz — .. bp.I'ip)Q — man.
i=1
Dalsim cilem této regresni metody muze byt predikce hodnoty Y na zakladé

budoucich hodnot 1, ..., z, a vyhodnoceni pfesnosti této predikce.

Poznamka 3.1. Vedle mnohonasobné regrese se mizeme setkat i s mnohoroz-
mérnou regresi, ktera se lisi v tom, ze predpokladame kromé jedné ¢i vice neza-

vislych proménnych i vice zavislych proménnych.

3.2 Regresni metoda PLS

Jak jiz bylo feceno, metodu PLS lze vyuzit k feSeni regresnich problémt neboli
k modelovani vztahu zavislosti mezi dvéma bloky proménnych. Predpokladejme
obecné, ze R™ je m-rozmérny prostor nezavisle proménnych a R? je g-rozmérny
prostor zavisle proménnych. Naméfenim n pozorovani jsme pak schopni pomoci
metody PLS identifikovat vztah mezi proménnymi z téchto dvou bloki.

Jednodussi podobou metody PLS je metoda PLS1, kdy uvazujeme pouze je-
dinou zavisle proménnou. Tedy predpokladejme matici X nezavisle proménnych
rozméru (n X m) a n-rozmérny vektor y zavisle proménné. Jinak feceno, predpo-
kladame n pozorovani, u kterych sledujeme m vlastnosti. Cilem metody, oznaco-
vané jako PLS1, je pak za vyuziti metody hlavnich komponent a mnohonasobné
regrese kvantifikovat vztah

y = Xb + e,

kde b je vektor regresnich koeficient a e je ndhodny vektor chyb, maticové tedy

Y: Ti1 .- Tim by €1

Y., Tnl - Tpm b, e

Ulohu miizeme zobecnit tim, Ze budeme pfedpokladat (n x ¢)-rozmérnou ma-

tici Y zavisle proménnych. Tuto situaci fesime pomoci metody PLS2, kterou
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obdobné chapeme jako propojeni metody hlavnich komponent a tentokrat mno-

horozmeérné regresni analyzy. Cilem je zde opét analogicky najit vztah
Y =XB + E,

kde B je (m X ¢)-rozmérnd matice regresnich koeficientt a E je (n x g)-rozmérna

matice chyb, rozepsano

Yil Yqu r11 ---Tim bll '--blq €11 ...€14
Yoi .. Y, Tnl - Tom bt . bimg €nl - -Cng

Jesté pred vyfesenim tohoto vztahu (tj. pfed odhadem regresnich koeficienti)
je treba si uvédomit, ze matice X i Y, jejichz sloupce jsou z divodu snadnéjsiho
znaceni dale centrovany, jsou modelovany umélymi komponentami opét s vyuzi-
tim regresniho modelu, pracujeme tedy s nasledujicimi dekompozicemi matic X
ayY

X = TPT + Ex,

Y = UQT+EY7

kde Ex o rozméru (n x m) a Ey o rozméru (n x ¢) jsou matice chyb a kde
(n x a)-rozmérné matice skéra T, resp. U jsou tvofené linedrnimi kombinacemi
ptvodnich nezavislych, resp. zavislych proménnych a matice P o rozméru (m x a)
a Q o rozméru (g X a) jsou matice zatéz. Vsechny tyto matice T, U, P i Q maji
a sloupcii, kde a je dany pocet komponent a plati a < min{m,n, q}.

Pro nalezeni regresniho vztahu budeme maximalizovat kovarianci mezi sloz-
kami, reprezentovanymi sloupci matic X a Y, nebot pravé kovariance kombinuje
vysoky rozptyl jednotlivych slozek v matici X a vysokou korelaci mezi slozkami
z X a Y. Kovarianci mezi vektory t a u, kde t = Xw a u = Yc¢, mtizeme odhad-
74 pebo £ za podminek [[t]| = [lu]| = 1, které

n

nout napiiklad pomoci vztahu
nam zajisti jednoznac¢nost feseni:
coo(Xw, Ye) = maz t] = [Xw] =1, |u] = [Ye| = 1.
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Maximalizaci uvedené kovariance za danych podminek pro vektory t a u zis-
kame vektory t; a u;.

Analogickou maximalizaci kovariance za stejnych podminek bychom ziskali
dalsi vektory, které vSak musi byt navic ortonorméalni k predchozim ziskanym
vektoriim, tedy tJt; =0aulu, =0prol1<j<I<a.

Dalsim krokem u témér vSech algoritmii metody dil¢ich nejmensich ¢tverci je

odhadnuti vektort zatézi ze vztahti pro dekompozice matic X a Y, a to

Pir a q.

Presné vztahy pro p; a q; budou ukazany v jednotlivych algoritmech.

Tyto kroky analogicky opakujeme pro vSechna j = 2, ..., a. Pfitom vétsina al-
goritmil vyzaduje na konci tohoto kroku ocisténi matice X. Pfesny vztah pro ocisténi
matice X bude nésledné uveden v jednotlivych algoritmech.

Vratme se nyni zpét k hlavnimu cili regresni metody PLS. Hlavnim tkolem
této metody je vysvétleni vztahu mezi proménnymi z matic X a Y a predikovani
hodnot z Y. Vyuzijme proto pfedchozich vztahii a nasledujiciho rozkladu matice
U do linearniho vztahu

U=TD+H,

kde D je ¢tvercova diagonalni matice s prvky dy, ..., d, a H je (n X a)-rozmérna

matice chyb. Nyni jsme schopni predikovat Y, tedy
Y =UQ" +Ey = (TD+H)Q" + Ey = TC' + E*,

kde CT = DQ” je (a x q)-rozmérné matice regresnich koeficientti a E* = Ey +

HQ” je matice rezidui.

Poznamka 3.2. V nasledujicich kapitolach budou popséany jednotlivé algoritmy
pro TeSeni regresni metody PLS. Jesté predtim je vSak tfeba uvést poznamku
o znaceni. Obdobné jako v dostupné literatufe vénujici se metodé PLS zde ne-
budeme odlisovat odhady a teoretické hodnoty regresnich parametrti. Odhady

parametri oznacime st¥iskou jediné tam, kde by mohlo dojit k nedorozumeéni.
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3.2.1 Algoritmus NIPALS

Historicky prvnim zvefejnénym algoritmem, ktery fesi problém regrese meto-
dou dil¢ich nejmensich ¢tverci, je algoritmus NIPALS. Nazev algoritmu NIPALS
vychézi z anglického Nonlinear Iterative Partial Least Squares. Nyni si tento al-
goritmus predstavime postupné.

Predpokladejme, Ze u; je inicializovan naptiklad prvnim sloupcem matice Y.

e V prvnim kroku algoritmu NIPALS urcime vektor wy, kde

w
w; = X u;(ufu;))™!  spliuje podminku  w, = ﬁ
w1
Dale urcime prislusny vektor skére t; = Xwy.
e Obdobné urcime vektor cq, kde
c
c; = YTt (tTt,)™" spliuje podminku ¢, = ”—1H
C1

Rovnéz zde urcime prislusnou linearni kombinaci uj = Yc;, navic
o x
up = uj —uy,
Au = uhua.

Pokud Au < ¢, kde ¢ je dostatecné malé, napiiklad 10~%, budeme pokra-
covat v dalsich krocich algoritmu. V opac¢ném pripadé polozime u; = uj

a cely algoritmus zopakujeme od prvniho kroku.
e Nasledné vypocitame vektory zatézi p; a qq,
p; = X"t (tt) ",
q = Yiu (ulu) ™
e Poté algoritmus NIPALS vyzaduje oc¢isténi jak matice X, tedy

X1 =X — t1p¥1
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e Vsechny tyto kroky algoritmu opakujeme pro vsechna j = 2,..., a, pricemz
vzdy pracujeme s jiz o¢isténou maticii X;.
e Na zavér vypocitame odhady regresnich parametrti z ptivodniho regresniho

vztahu Y = XB + E, tedy
B =W(PTW)'C”,
kde matice W, P a C jsou matice tvorené sloupcovymi vektory w;, p; a ¢;,
kde j=1,...,a.
Takto popsany algoritmus nyni aplikujeme na jednoduchy piiklad.

Priklad 3.1. Necht jsou déna t¥i pozorovani, u kterych sledujeme ¢&tyii pro-
ménné. Tedy predpokladejme matici nezavislych proménnych X o rozméru (3 x4)

a 3-rozmérny vektor y zavisle proménné

31 2
X=|52 3
701

Zjistéme vztah mezi proménnymi z matice X a vektoru y pomoci algoritmu NI-

PALS.

Reseni: Cely algoritmus byl vyfesen pomoci statistického softwaru R v knihovné

chemometrics. Pomoci prikazu
plsl nipals(X,y,a = 2),

kde a = 2 vyjadiuje pozadovany pocet komponent, jsme ziskali vyslednou matici

zatézi P, matici skéra T a dale matice W a C:

0.8466 —0.1703
p_ —0.2540 —0.5959
| —0.2540 —0.5959 |’

0.3951 —0.5108
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—2.1758  0.9274
T=1 —0.3108 —1.5457 |,
2.4867  0.6183

0.8393 —0.1703
W — —0.2798 —0.5959 ,
—0.2798 —0.5959

0.3730  —0.5108
C = (2.1541 0.1622).

Vedle toho jsme déale pomoci uvedeného piikazu ziskali vektor regresnich koefi-
cientl b, ktery nas informuje praveé o vztahu mezi nezavisle proménnymi a zavisle

promeénnou:

1.7861
—0.7013
—0.7013

0.7233

b =

Z tohoto vysledného vektoru regresnich koeficientii lze usoudit, Ze nejveétsi
vliv na hodnoty zavisle proménné ma proménné x;. Mensi vliv na hodnoty za-
visle proménné ma také proménna x4 a vliv proménnych xy a z3 je jesté méné

vyznamny.

Poznamka 3.3. Moznou modifikaci algoritmu NIPALS je algoritmus O-PLS,
jehoz néazev vychazi z anglického Orthogonal Projections to Latent Structures.
Tento algoritmus patii mezi nejmodernéjsi postupy metody PLS (algoritmus byl
predstaven Tryggem a Woldem v roce 2002).

Hlavni myslenkou postupu O-PLS je rozdéleni matice vstupnich proménnych
X na dvé ¢asti. Prvni ¢ast je tvorena témi proménnymi, které nejsou ortogonalni
k vystupnim proménnym z Y, druhda ¢ast je potom tvorena proménnymi z X,
které jsou ortogonalni k proménnym z Y, tj. jsou nekorelované. Matici X proto

miizeme vyjadrit pomoci nasledujici dekompozice

X =T,P] +T,P] +E,
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kde Ty, resp. Py reprezentuji skory, resp. zatéze ortogonalni ¢asti X a pro predikci
Y vychéazime pouze z T, a P,. Algoritmus tedy pracuje pouze s o¢iSténou matici
X — ToPJ.

3.2.2 Jadrovy algoritmus

Jednim z dalsich moznych ptistupt, jak vyresit regresni ilohu metodou dilé¢ich
nejmensich ¢tvercd, je jadrovy algoritmus (v cizojazy¢né literatufe se setkavame
s nazvem Kernel algorithm). Tento postup byl zvefejnén v roce 1993 Fredrikem
Lindgrenem a kol. Zaklady tohoto algoritmu stoji na dekompozici vyrazu XY
na vlastni vektory. V nasledujicich bodech si predstavime jednotlivé kroky tohoto

algoritmu.
e V prvnim kroku jadrového algoritmu urc¢ime vlastni vektory
w1 — piislusi nejvétsimu vlastnimu &slu virazu X7 YY7TX,
c1 — piisludi nejvétsimu vlastnimu ¢slu virazu  YZXXTY.

Pfitom oba tyto vektory spliiuji podminku || Xw;|| = ||Yci|| = 1. Timto

jsme tedy nasli linedrni kombinace t; = Xw; a u; = Yc;.

e Nisledné jsme schopni vypoéitat odhad vektort zatézi z virazu X = TP? +

Ex, a to pomoci vztahu
P = (tit) 't X.

e Pro opakovani predchozich krokt algoritmu a vyhledani dalsich komponent

je tfeba matici X ocistit, tedy

X1 =X — tlp{

e Dalsi komponenty t; a p;, kde j = 2,...,a, najdeme stejnym postupem

jako t; a py, pficemz vzdy pracujeme s jiz o¢isténou matici X. Analogickym
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zplisobem bychom mohli najit i u; a q; pro vSechna j = 1,...,a pomoci

vztahi
u; = YCj,
T T, \—1.T
q; = (uju;) u; Y.
Vypocet vektort u; a q; pro vSechna j = 1,. .., a vSak neni nutny pro odhad

regresnich koeficientl z matice B.

e Zavérecnym krokem jadrového algoritmu je vypocet odhadu regresnich ko-
eficientt v matici B z ptivodni tlohy. Tento odhad ur¢ime pomoci stejného

vztahu jako v algoritmu NIPALS, t;.
B=WwW(P"W)'C”,

kde matice W, P a C jsou matice tvofené sloupcovymi vektory w;, p; a ¢;,

kde j=1,...,a.

Takto popsany algoritmus je vhodny zejména pro pripady, kdy uvazujeme
velky pocet pozorovani n. V situaci, kdy uvazujeme spise velky pocet proménnych

p, bychom postupovali nasledovné.
e V prvnim kroku bychom opét urcili vlastni vektory
w1 — piislusi nejvétsimu vlastnimu &slu virazu XX7YY7,
c, — piislusi nejvétsimu vlastnimu &slu virazu  YY' XX
e V dalsich krocich bychom postupovali stejné jako v predchozim algoritmu.

3.2.3 Algoritmus SIMPLS

Jednim z dalsich moznych postupt regresni metody PLS je algoritmus SIM-
PLS, jehoz néazev je zkratkou anglického Statistically Inspired Modification of the PLS.
Tento algoritmus byl navrzen Sijmenem de Jongem v roce 1993.

Zésadni odlisnosti algoritmu SIMPLS od jadrového algoritmu a algoritmu

NIPALS je absence oc¢isténi matic X a Y. Algoritmus SIMPLS vSak ocisténi

41



provadi u matice S = XTY. Proto se vysledky téchto algoritmt shoduji jen
po prvni zjisténou komponentu.

Nyni si presny postup algoritmu SIMPLS popiseme v jednotlivych krocich.

e Nejprve polozme

So =X"Y.
e Pro 5 = 1 polozime S; = Sy a spocitdme w; jako prvni vlastni vektor
matice S; spliujici podminku w; = Hz_iﬂ Poté jsme schopni vypocitat

prvni komponentu t; pomoci zndmého vztahu

t1 = XW1

t1
[t1] "

za podminky t; = |
e Dale vypocitame odhad zatézového vektoru p,, tedy
p, = XTt,.
e Tyto kroky opakujeme pro vsechna j = 2,...,a, pricemz vzdy pracujeme
s jiz ocisténou matici S;
S; =81 —P; (PP, 1) 'PS;
kde matice P;_, = [py,...,P; 1]

e Nakonec jsme schopni vypocitat odhady parametr z ptivodniho regresniho

vztahu Y = XB + E, tedy
B=wT"Y,
kde matice W, T jsou tvoieny sloupcovymi vektory w;, t;, 7 =1,...,a.

Priklad 3.2. Vychazejme ze stejného zadéani jako v predchozim prikladu. Pred-
pokladdejme matici nezavislych proménnych X o rozméru (3 x 4) a 3-rozmérny

vektor y

s
I
- ot w
=Y R
— W N
NGNS

42



y=1| 2
4

Pomoci algoritmu SIMPLS zjistéme vztah mezi proménnymi z matice X a vektoru

y.

Reseni: Kompletni algoritmus byl vyiesen opét za pomoci statistického softwaru

R, tentokrat vsak v knihovné pls. Vyuzili jsme pritom nésledujiciho prikazu
simpls = mor(Y ~ X, ncomp = 2, method =" simpls”),
kde ncomp = 2 je pocet pozadovanych komponent. Dale jsme pouzili prikaz
b = as.vector(coe f(simpls)),

ktery nam jiz vygeneroval vysledny vektor regresnich koeficientii

0.5333
—0.2333
—0.2333

0.2000

b:

Na zékladé tohoto vysledku bude zavér prikladu obdobny jako v prechozim
prikladu. Lze totiz usoudit, Ze nejvétsi vliv na hodnoty zavisle proménné ma
proménna x;. Uréity vliv na hodnoty zavisle proménné méa také proménnd x,
(v kladném smyslu) a proménné z, a x3 (v zdporném smyslu).

Pro zajimavost jsme zkusili cely algoritmus zopakovat s rozdilem, zZe tentokrat

uvazujeme pouze jednu komponentu, tedy opét pomoci prikazt
simpls = mor(Y ~ X, ncomp = 1, method =" simpls”),
b = as.vector(coe f(simpls))
jsme ziskali vektor regresnich koeficientii
0.5447
—0.1816

—0.1816
0.2421

b:

Dosli jsme k obdobnému vysledku, pfedchozi zavér lze tedy jen potvrdit.
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Poznamka 3.4. V ptedchozich odstavcich byly uvedeny ty nejzndmnéjsi al-
goritmy pro Teseni regresni metody PLS. Kromé nich se vSak miizeme setkat
i s dalsimi postupy. Jednim z nich je algoritmus vlastnich vektort, ktery je
jakousi jednodussi formou jadrového algoritmu. Na rozdil od jadrového algo-
ritmu, kde hledame vlastni vektory pfislusejici nejvétsim vlastnim ¢islim matic
XTYYTX a Y'XXTY, budeme v algoritmu vlastnich vektort hledat vlastni
vektory pq,...,P,, esp. 4y, ..., d, prislusejici a nejvétsim vlastnim ¢islim ma-
tic XTYYTX, resp. Y'XXTY. Takto najdeme linearni kombinace t; = Xp;
a u; = Xq; pro vSechna j = 1,...,a. Pfitom ani nebylo zapotiebi matici X
oCistit.

Vice informaci o téchto a dalsich algoritmech lze nalézt napfiklad v [13].

Na konec této kapitoly poznamenejme, Ze dalsim krokem po urceni odhadi
regresnich koeficientli je testovani, které z nich jsou statisticky vyznamné. Toto
v pripadé metody dil¢ich nejmensich ¢tverct provadime kiizovou validaci pomoci
metody jackknife. Jeji pouziti na konkrétnim piikladu si ukdzeme v néasledujici

kapitole.
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4 Prakticky priklad

V nasledujici kapitole budou predchozi teoretické poznatky aplikovany na nu-
mericky piiklad. Realna data pochazi z prostiedi Fakultni nemocnice v Olomouci
a z divodu citlivosti téchto dat je tfeba dodrzovat urcitou anonymitu. Proto
vychozi data nebudou k této praci ptilozena.

Pti zpracovani praktické ¢asti této prace jsem vychéazela z napovédy statistic-

kého softwaru R, kterou lze nalézt v [10].

4.1 Shlukova analyza

Mame k dispozici 67 pozorovani, na kterych byly sledovany hladiny urcitych
latek - 14 typi aminokyselin. Mezi témito pozorovanimi jsou pritom pozorovani
ziskana z kontrol zdravych osob a dale pozorovani ziskana od pacientti, kteri
maji urcitou poruchu metabolismu spojenou s aminokyselinami. Pfesné rozdéleni

téchto vzorku je blize popsano v nasledujici tabulce.

kontr./nemoc | pozorovani

kontrola 1,...,50

nemoc 1 51, 52, 53, 54, 58
nemoc 2 55, 59, 60, 61, 62, 63
nemoc 3 56, 57

nemoc 4 64

nemoc 5 65, 66

nemoc 6 67

Pomoci néasledujicich metod se pokusime najit shluky mezi pozorovanimi a rozlisit
vzorky ziskané z kontrol a vzorky pacientii s riznymi chorobami neboli poruchami
metabolismu.

Vsechny metody shlukové analyzy byly vypocteny pomoci statistického soft-
waru R a jeho knihovny cluster. Data z excelového souboru byla na¢tena pomoci
prikazu = = read.csv2(”metabol.csv”). Z divodu jejich lepsi interpretace jsme
na tato data aplikovali centrovanou logratio (clr) transformaci - tentokrat s uzi-

tim knihovny robCompositions pomoci piikazu X = cenLR(z)$z.clr. Obecné
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clr transformaci pozorovani x o p proménnych definujeme pomoci nasledujiciho

vztahu

cr(x) =

I In—*p '
@Hf:l”vi?”'7 @H?:lmi ‘

Vice informaci o clr transformaci lze nalézt v [4].

Aglomerativni shlukovani

Spolecnym pocatecnim krokem algoritmi hierarchického shlukovani je vy-
pocet matice vzdalenosti, kterou jsme ziskali pomoci ptikazu d = dist(X). V tomto
ptipadé jsme obdrzeli matici vzdalenosti o rozméru (67 x 67). Déle byl pouZit pii-
kaz helust = helust(d, method = ” complete”), kde jsme parametr method v zé-
vislosti na pouzitém vztahu pro vypocet vzdéalenosti mezi pozorovanimi (shluky)
zménili na "average” nebo ”single”. Nasledné jsme pro vykresleni jejich prislus-

nych dendrogramu uzili funkei plot(hclust).
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Obrazek 7: dendrogramy transformovanych dat

Pro srovnani uvedeme i dendrogramy ptivodnich netransformovanych dat. Pti-
tom si lze vSimnout (viz. podrobna analyza vysledki dale), Ze struktura den-
drogramii ptivodnich dat je méné prehledna a vytvorené shluky neodpovidaji
skutecnému rozdéleni pozorovani do skupin tak dobie, jako dendrogramy trans-
formovanych dat. Proto budeme v této kapitole nadale vychazet z dendrogrami

clr transformovanych dat.
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Obrazek 8: dendrogramy ptivodnich dat
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Urceni shlukd pozorovani z vyslednych dendrogramii je velice subjektivni.
V zéavislosti na vysce fezu vétvi v grafu dostaneme vzdy trochu jiny pocet shluki.
Obecné lze vsak fici, Ze nejjednodussi strukturu rozdéleni pozorovani ndm dava
v obrazku 7 prvni dendrogram, ktery vychéazi z metody ”single”, tedy single
linkage. Tato jednoducha struktura grafu vsak skutecné rozdéleni dat vystihuje
htfe nez zbylé dva dendrogramy.

Ve vsech tfech dendrogramech si mtizeme vSimnout odlehlého pozorovani 62.
Také pozorovani 56, 57 a 65, 66 by se mohla zdat jako odlehla, ale jedna se o dva
malé shluky dvou chorob po dvou pozorovanich. Obdobné je tomu u pozorovani
64 a 67, kterd odpovidaji dvéma chorobam, které maji ve vstupnim datovém
souboru jen po jednom vzorku.

V dendrogramech vychazejicich ze vzorctt ”"complete” a ”average” je velice
¢itelné rozpoznatelny shluk o pozorovanich 15, 51, 52, 53, 54 a 58, ktera odpovi-
daji jedné chorobé (pozorovani 15 je vSak kontrolni vzorek, u kterého jsme tak
identifikovali pfiznaky této choroby). Obdobné je tomu u dalsi choroby, pro kte-
rou lze v téchto dendrogamech najit shluk o pozorovanich 55, 59, 60, 61, 62 a 63.
V téchto dendrogramech lze vidét dale dva vétsi shluky, pricemz oba odpovidaji
vzorklim z kontrol. Jeden z téchto dvou shluki je tvoren pozorovanimi 2, 3, 4, 5,
6,9, 11, 17, 20, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 34, 35, 37, 39, 40, 41, 43, 44, 46, 47 a 48.
Druhy shluk je tvoren pozorovanimi 1, 7, 8, 10, 12, 13, 14, 16, 18, 19, 21, 22, 29,
30, 31, 32, 33, 36, 38, 42, 45, 49 a 50.

Vysledky 1ze tedy interpretovat tak, ze dendrogramy nam rozlisily pozorovani
ziskana z kontrol od pozorovani odpovidajici chorobam a zaroven dokazaly rozlisit

jednotlivé choroby.
Divizivni shlukovani

Shluky ve skupiné zadanych pozorovani jsme v metodé divizivniho shlukovani
nasli pomoci ptikazu diana = diana(d), kde parametr d je matice vzdalenosti
pozorovani, ktera byla pouzita i v predchozi metodé. Interpretovatelné vysledky

zde lze ziskat opét z dendrogramu, ktery vytvofime piikazem plot(diana).
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Obréazek 9: dendrogram divizivniho shlukovani

Rozdéleni jednotlivych pozorovani do shluki je zde témér stejné jako v pred-
chozim aglomerativnim shlukovani. Dendrogram tedy i tomto piipadé dokazal
rozlisit pozorovani ziskana z kontrol a pozorovani odpovidajici jednotlivym cho-

robam.
Metoda k pruméru

Vysledky ziskané metodou k priameérta jsou pro stejna data pokazdé trochu
jiné v dtisledku ndhodného pocatecniho rozdéleni pozorovani do shluki. Vyuzili
jsme zde piikazu kmeans(X,2), kde parametr 2 znaci pozadovany pocet shluki.
Nasim cilem totiz je, aby byl algoritmus schopen rozlisit vzorky ziskané z kontrol
a vzorky pacientt, ktefi maji nékterou chorobu.

Timto algoritmem jsme ziskali nasledujici rozdéleni pozorovani. Jeden ze shlukt
je tvoren 12-ti pozorovanimi 15, 51, 52, 53, 54, 55, 58, 59, 60, 61, 62 a 63. Zbyla
pozorovani pak tvori druhy shluk. V porovnani s piivodnimi daty lze usoudit, ze
data jsou viceméné rozdélena na skupinu vzorkl ziskanych z kontrol a skupinu
vzork®l nemocnych pacientii.

Pomoci uvedeného ptikazu jsme rovnéz ziskali primeéry obou shlukt dle vSech

proménnych, které zde pro prehlednost uvedeme v nasledujici tabulce.
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latka Kl ig
Arg | -0.15| 0.01
Gln 1.40 | 1.53
Gly 0.95| 0.95
His -0.57 | -0.32
Met | -1.70 | -1.42
Orn | -0.88 | -0.69
Phe 0.45 | -0.61
Pro | -0.11 | 0.16
Ser 0.12 | 0.27
Thr | -0.06 | -0.01
Trp | -0.62 | -0.42
Tyr |-0.84 | -0.39
Val 0.93 | 042
xLeu | 1.08 | 0.52

Pomoci funkce kmeans(X,2)$totss jsme navic dostali informaci o celkovém
souctu ctvercit jednotlivych pozorovani od prislusnych primeéri, tedy ESS =

115.04.
Fuzzy shlukovani

V pripadé fuzzy shlukovani je opét nasi volbou, do kolika shluk chceme
pozorovani rozdeélit. Stejné jako v predchozi metodé se pokusime data rozdélit
do dvou shlukii, vyuzijeme tedy pitkazu fanny = fanny(X,2, memb.exp = 1.1).

Vysledek jsme ziskali po 17 iteracich. Rozdéleni pozorovani do dvou shlukt
zde vyslo uplné identicky jako v metodé k primért. Nasli jsme dva shluky, kde
jeden z nich je viceméné tvoren vzorky pacientii s chorobami a druhy shluk tvori
zbyla pozorovani.

Piislusny siluetovy graf zde ziskame zavolanim funcke plot(fanny), ktery ndm

prislusné vysledky interpretuje graficky.
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n=67 2 clusters C;
jr njlavepg's

1: 55 | 0.46

2: 12 ] 001

I T T T T 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Silhouette width s;

Average silhouette width : 0.38

Obrazek 10: siluetovy graf pro dva shluky

Priimérna hodnota obrysu je 0.38, z ¢ehoz mizeme usoudit, Ze rozdéleni pozo-
rovani do téchto shluki neni uplné jednoznac¢né. Specielné hodnota obrysu shluku
vyse vyjmenovanych 12-ti pozorovani je 0.01, coz nam tika, ze takova pozorovani
lezi mezi dvéma shluky. To je zfejmé zptisobeno tim, ze je tento shluk tvoren
pozorovanimi, kterda odpovidaji dvéma mensim shluktim, které v predchozich me-
todach odpovidaly dvéma typtm chorob. Hodnota shluku zbylych 55 pozorovani
je 0.46.

Pokud bychom chtéli ovérit podrobnéjsi rozdéleni pozorovani do mensich shluki,
jak jiz bylo ukézano v pfedchozich (hierarchickych) metodéach, upravili bychom
v piikazu pozadovany pocet komponent, tedy fanny(X,5, memb.exp = 1.1).
Interpretaci vysledného rozdéleni pozorovani do péti shlukii popiSeme pomoci

nasledujiciho siluetového grafu.
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n=67 5 clusters C;
jr njlavepg's

1: 22| 0.14

2: 18 | 0.17

3: 16 | -0.05

4: 5033

5: 6| 047

I T T T T 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Silhouette width s;

Average silhouette width : 0.15

Obrézek 11: siluetovy graf pro pét shluki

Primérna hodnota obrysu je tentokrat 0.15, coz nas upozornuje na nezcela
dobré rozlozeni pozorovani do shlukt. Ale podivame-li se na tyto shluky jednot-
liveé, 1ze fici, ze takto nizka primérné hodnota obrysu je zpiisobena nespolehlivym
rozdé€lenim prvnich tii shluki, avsak ctvrty, resp. paty shluk, jejichz hodnoty
obrysu jsou 0.33, resp. 0.47, jsou mnohem zreteln€jsi. Tyto dva shluky pfitom

odpovidaji zcela presné pozorovanim odpovidajicim dvéma chorobam.
Samoorganizujici mapy - hromadny algoritmus

Hromadny algoritmus metody samoorganizujicich map lze na dana data apli-
kovat rovnéz ve statistickém softwaru R, tentokrat vSak v knihovné class. Pomoci
nasledujiciho souboru prikazii vykreslime uzlovy graf a pokusime se v ném na-
jit sedm shlukd pozorovani, které odpovidaji vzorktim z kontrol a dale vzorktim

pacientt s Sesti riznymi chorobami.
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V prvnim kroku algoritmu je tfeba zavést oznaceni jednotlivych dat, kdy po-
moci ¢isel 0 az 6 rozlisime vzorky ziskané z kontrol a vzorky pacientii se Sesti
riznymi nemocemi, tedy oznac = factor(c(rep(”0”,50),rep(”1”,5), rep(”"2”, 6),
rep(”3”,2),rep("4”,2),”5”,76")). Déale pomoci ptikazu sit = somgrid(zdim =
8,ydim = 6,topo = ”hexagonal”) navrhneme Sestitthelnikovou sit o 48 uzlech.
Pocate¢ni mnozinu reprezentantii nechdame sestavit nahodné a poté lze na data
aplikovat samotny hromadny algoritmus pomoci batch = batchSOM (X sit, ¢(1)),
kde parametr ¢ urcuje prah vzdalenosti sousednich shlukt, které identifikujeme
pomoci pitkazu soused = as.numeric(knnl(batch$code, X, 0 : 47)).

Nyni lze ziskané vysledky interpretovat graficky pomoci ptrikazu
plot(batch$grid, type = "n”), pficemz specielné pro hromadny algoritmus jsou
uzly znézornény jako kruhy, tedy symbols(batch$grid$pts|, 1], batch$Sgrid$pts|, 2],
circles = rep(0.5,48),inches = FALSE,add = TRUE). Do takto vytvofenych
uzlt je tfeba umistit piislusna pozorovani ve znaceni, jaké jsme zavedli na zacatku
algoritmu, pficemz tato pozorovani jsou v prislusném uzlu umisténa nahodné,
proto vyuzijeme tohoto posledniho ptikazu algoritmu text(batch$grid$pts[soused, |

+ rnorm(67,0,0.1), as.character(oznac)).

Obrazek 12: uzlovy graf

Z vysledného grafu lze ziejmé usoudit, ze pozorovani odpovidajici kontrolnim
vzorklim, kterd jsou zde znacCena cislem 0, tvoii jeden shluk. Také pozorovani

znacena Cislem 1, kterd zastupuji jednu z chorob, ziejmé tvori shluk. O dalsim
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rozdéleni dat do shluki lze Spatné usoudit. V tomto pripadé neni uzlovy graf v po-
rovnani s predchozimi metodami nejvhodnéjsi metodou pro interpretaci vysledki

shlukovani.

4.2 Metoda dilé¢ich nejmensich ¢tvercu

Protoze jsou algoritmy metody dil¢ich nejmensich ¢tvercti vhodné také pro si-
tuace, kdy pocet proménnych prevysuje pocet pozorovani, vyuzijeme datovy sou-
bor s takovou vlastnosti. Tentokrat tedy budeme vychazet z 11 pozorovani o 23
proménnych, kde prvnich 14 proménnych jsou jednotlivé typy aminokyselin (Arg,
Gln, Gly, His, Met, Orn, Phe, Pro, Ser, Thr, Trp, Tyr, Val, xLeu) a dalsich
9 proménnych jsou jednotlivé druhy acylkarnitina (C0, C10, C10.1, C10.2, C12,
C12.DC, C12.1, C14, C14.1). Datovy soubor je tvofen 5-ti pozorovanimi, které
odpovidaji kontrolnim vzorktm, zbylych 6 pozorovani jsou vzorky téch pacienti,
ktefi trpi stejnou chorobou. Pravé toto rozdéleni vzorkti budeme nadale pova-
zovat za zavisle proménnou, kde kontrolni vzorky oznacime ¢islem —1 a vzorky
odpovidajici chorobé oznacime ¢islem 1. Pomoci nésledujicich algoritmi se po-
kusime zjistit, kterd latka (ktery typ aminokyseliny ¢i acylkarnitinu) ma nejvétsi

vliv na danou nemoc.
Algoritmus NIPALS

Jak jiz bylo uvedeno v teoretické ¢asti prace, algoritmus NIPALS fesime v soft-
waru R v knihovné chemometrics. Vypocet tohoto algoritmu zaddme pomoci
prikazu plsl_nipals(X,y,a = 2), pficemz pozadujeme, aby vSechny pivodni pro-
ménné byly nahrazeny dvéma novymi proménnymi.

Nasim cilem je ziskat vektor regresnich koeficientti, ktery je pro prehlednost

uveden v nasledujici tabulce.
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latka odhad | latka odhad

Arg  -0.07332 | Val 0.48864
Gln 0.24681 | xLeu -0.04287
Gly 0.22233 | CO 0.11423
His -0.03819 | C10 -0.00064

Met 0.07354 | C10.1 0.00154
Orn 0.02354 | C10.2 0.00030
Phe 2.66587 | C12 0.00028
Pro 0.86567 | C12.DC  0.00041
Ser -0.51338 | C12.1 0.00446

Thr 0.10479 | C14 -0.00004
Trp  -0.00391 | C14.1 -0.00002
Tyr  -0.08810

Z téchto vyslednych odhadt regresnich parametri lze usoudit, Zze na danou
nemoc maji obecné vétsi vliv hodnoty aminokyselin. Vliv hodnot acylkarnitinii
je v porovnani s vlivem aminokyselin témét zanedbatelny. Vyrazné nejvetsi vliv

na tuto chorobu maji vsak hodnoty aminokyseliny znacené Phe.
Algoritmus SIMPLS

V tomto algoritmu budeme vychézet ze stejného zadani jako v algoritmu
NIPALS a pokusime se potvrdit jeho zavér. Navic zde provedeme testovani vy-
znamnosti odhadt parametri prostiednictvim kiizové validace.

Jedna se o proces, kdy nahodné rozdélime vstupni data na V' zhruba stejné
velkych disjunktnich mnozin. Jednu z téchto mnozin odebereme a oznacime T'.
Ze zbylych V' — T mnozin (ozna¢. L) vytvoirime model, jehoz vysledky otestu-
jeme na mnoziné T'. Tento proces opakujeme V-krat a dosazené vysledky vyuzi-
jeme k vyhodnoceni prislusného modelu. V pripadé pouziti krizové validace typu
”Leave One Out” je mnozina T' tvorena vzdy jednim pozorovanim.

Vice informaci o kiizové validaci lze nalézt naptiklad v [5].

Ve statistickém softwaru R v knihovné pls aplikujeme na nactena data algorit-
mus SIMPLS pomoci funkce simpls = mur(y ~ X, method =" simpls” , validation

="L0OO0", jackknife = TRUFE).
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Pro otestovani statistické vyznamnosti odhadt regresnich parametri vyuzi-
jeme dale funkci t_test = jack.test(simpls,ncomp = 2), kde pozadujeme, aby
ptivodni proménné byly nahrazeny dvéma novymi proménnymi. V nésledujici

tabulce jsou uvedeny odhady vsech regresnich parametr.

latka odhad | latka odhad
Arg -0.0001006 | Val 0.0015780
Gln 0.0012405 | xLeu 0.0002367
Gly 0.0006365 | CO 0.0003533
His -0.0000177 | C10 -0.0000072

Met 0.0002411 | C10.1 0.0000060
Orn 0.0001490 | C10.2 0.0000011
Phe 0.0021149 | C12 0.0000009
Pro  0.0028245 | C12.DC  0.0000014
Ser -0.0013424 | C12.1 0.0000172
Thr 0.0004676 | C14 -0.0000002
Trp 0.0000473 | C14.1 -0.0000003
Tyr -0.0001356

Na zakladé téchto vysledki lze opét obecné usoudit, Ze hodnoty aminokyselin
maji zfejmé vétsi vliv na danou nemoc nez hodnoty acylkarnitini. Navic nejvy-
znamnéjsi latkou je zde aminokyselina znacena Pro a dale také aminokyselina
Phe.

Testovani vyznamnosti odhadt regresnich koeficientii zde vysvétlime na grafu.
Statistickd vyznamnost jednotlivych odhadi byla testovana pomoci kiizové vali-
dace, kdy byly empiricky urc¢eny smérodatné odchylky jednotlivych odhadt pa-
rametri a nasledné pro kazdy regresni parametr vypoctena hodnota testovaci
statistiky, tvorené podilem odhadu a pfislusné smérodatné odchylky. Absolutni
hodnoty testovaci statistiky byly porovnany s (%)-kvantilem normélniho normo-
vaného rozdéleni pii o = 0.05. Pomoci néasledujici funkce jsme v softwaru R
vykreslili graf, kde na ose x jsou jednotlivé indexy proménnych a na ose y jsou
hodnoty testovaci statistiky, tedy plot(1 : ncol(X), drop(t_test$tvalues), cex =
0.6, zlab = 7 Indexy prom.” ,ylab =" Hodnota test. stat.”). P¥itom jsme pomoci

funkce abline(h = 1.96,lty = "dashed”) zvyraznili jednu krajni hodnotu kritic-
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kého oboru ug.g75 = 1.96. Druhou krajni hodnotu ug 925 = —1.96 nebylo v tomto

pripadé potieba aplikovat.
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Obrazek 13: grafické znazornéni statistické vyznamnosti parametri

7 grafu lze urcit, ze jediny statisticky vyznamny odhad parametri je odhad
proménné Phe. Ackoliv se tedy z vektoru regresnich parametri zdalo, Ze nej-
vyznamnéjsi proménnou bude aminokyselina Pro a druhé nejvyznamnéjsi bude
aminokyselina Phe, 1ze na zakladé vysledku testovani vyznamnosti téchto para-
metrt potvrdit vysledek predchoziho algoritmu, a sice, ze na danou nemoc ma

podle obou algoritmt vliv jedind proménna Phe.
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Zavér

P1i prizkumu velkého mnozstvi metod mnohorozmérné statistické analyzy,
ze kterych jsem vybirala ty, jimiz se zabyvam v této praci, jsem byla ohromena
jejich nazornosti a vyuzitelnosti v praxi. Takto ziskany ptfehled je pro mne velkjym
prinosem ve studiu mnohorozmeérné statistiky.

Za velkou zkusenost rovnéz povazuji praci se statistickym softwarem R, ve kte-
rém jsem zpracovavala realna data na zakladé ziskanych teoretickych poznatki.
Diky tomu, Ze jsem se v praci nezabyvala jedinou oblasti mnohorozmérné sta-
tistiky, meéla jsem moznost pracovat s nékolika rtznymi knihovnami softwaru
R a vérim, ze mnoho jinych zajemch o tuto problematiku oceni uvedené a po-
psané funkce, které byly v algoritmech pouzity. Zajimava pro mne byla i ¢asto
opomijena situace, kdy jsem statisticky zpracovala data, kde pocet proménnych
prevysoval pocet pozorovani. Pritom tato situace je v praxi, a to zejména v ob-
lastech mediciny a chemie, velice ¢astou. Jedinym problémem, se kterym jsem se
v diplomové praci potykala, byl nedostatek vhodné zakladni literatury pfi studiu
metody samoorganizujicich map, ktery byl zfejmé dan urcitou specificnosti uziti
tohoto algoritmu.

Podle mého nazoru byl tedy cil prace, vytvorit teoreticky prehled vybranych

metod a teorii aplikovat na realnd data pomoci softwaru R, splnén.
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