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Uvod

Se studiem kuzelosecek se setkdvame na stiedni Skole v Casti analytické geometrie.
Pojem kuzelosecky zahrnuje dva typy — regularni kuzelosecky a singularni kuzelosecky. Se
singularnimi kuzeloseckami se bézné setkavame, ale timto terminem je vétsinou ve Skolské
matematice neoznacujeme. Zatimco regularni kuzelosecky, to jest elipsa (véetné kruznice),
hyperbola a parabola, se probiraji podrobnéji, jak analyticky, tak konstrukéné. Analyticka
podoba je soucasti statni maturitni zkouSky z matematiky. Konstrukéni podoba se probira
spiSe az na vysokych Skolach.

Cilem bakalafské prace je ucelené zpracovani informaci a vlastnosti o jednotlivych
typech kuzelosecek, kterymi se zabyvam piedevsim V teoretické Casti. V praktické Casti se
vénuji porovnani jednotlivych typi kuzelosecek z hlediska analytického a konstrukéniho.

Teoretickou ¢ast jsem rozd¢lila do kapitol, které napovidaji, o jaky typ kuzelosecky se
jedna. V prvni kapitole vytvaiim obecny ndhled do oblasti kuzelosec¢ek. V dalsich dvou
kapitolach uz se zabyvam konkrétnéjsim rozdélenim kuzelosecek, a to jestli je kuzelosecka
regularni (vlastni) ¢i singularni (nevlastni). Kapitola o singularnich kuzeloseckéach neni tak
rozsahla jako ta o kuzeloseckach regularnich, jelikoz o nich neni tolik informaci. Kapitolu
o regularnich kuzeloseckach dale délim na podkapitoly, kde uz se zabyvam problematikou
jednotlivych kuzeloseéek. Jednotlivé kuzelosecky rozebiram dopodrobna. Dozvidame se
0 jejich néakresu a obecnych vlastnostech. Dale popisuji slovné i symbolicky konstrukce
kuzelosecky i hyperoskulac¢nich kruznic, rovnice, které jsou s danou kuzelose¢kou spojeny,
vzéajemnou polohu kuzelosecky s pfimkami v roviné a dal$i informace o tecné kuzelosecky.

Praktickou ¢ast rozdé€luji do ¢tyi podkapitol — kruznice, elipsa, hyperbola a parabola.
Jednotlivé podkapitoly dale délim na analytickou geometrii kuzelose¢ky a konstrukéni
geometrii  kuzelosecky. V analytické casti, jak uz nazev napovida, podrobné pocitam
jednotlivé kuzeloseCky vcetné vrcholli, ohnisek, os, teCen, bodi dotykti a podobné.
V konstrukéni ¢asti vzdy zaddvam néjaké parametry, body ¢i pfimky a podle riznych
vlastnosti jednotlivych kuzelosecek je konstruuji. Konstruuji pomoci bodi, piimek ¢i tsecek,
kruznic popf. dalsich geometrickych utvart. Kazdy ptiklad zahrnuje rozbor, popis konstrukce,
konstrukei, dikaz a diskuzi. Rozbor by mél obsahovat nacrtek a samotny rozbor piikladu, ale
jelikoz priklady rysuji pomoci software Geogebra, tim padem nacrtky vynechavam. Kazdou
analytickou c¢ast propojuji s konstruk¢ni, a to tak, ze napt. prvni piiklad v analytické Casti

paraboly, kde vypocitam vSechny parametry a vSe, co se Vzadani zada, pak konstruuji



v prvnim pfikladu paraboly V konstrukéni ¢asti. Pracuji S témito vypocitanymi parametry,
takze si mizu ovéfit, zda vSe souhlasi, jak v analytické, tak v konstrukéni ¢asti.

Inspiraci u piikladid v praktické casti ¢erpam mimo jiné ze dvou stiedoskolskych
ucebnic (Analytickd geometrie a Sbirka tUloh z deskriptivni geometrie od nakladatelstvi
PROMETHEUS).

Grafickou stranku této prace rysuji pomoci software Geogebra, ktery je volné

dostupny pro instalaci nebo se da i rysovat online piimo ve webové aplikaci.



1 KuZeloseCky

Definice

1.1

Kuzelosecky jsou kiivky, ve kterych rovina protina rotacni kuzelovou plochu.

Rovnice kuzelosecky:
a11X2 + zalzxy + azzyz + 2a13x + 2a23x + a3z = O
Maticovy tvar kuzelosecky:
A1 A1z A13\ /X
(x,y,1)| 21 G2 a3 <y> =0
az; A3z azz/ M\
Velky determinant kuzelosecky:

ay;; A4qz Qg3
a1 Qpz QA3
asz; dzz; dsz

A=

Maly determinant kuzelosecky:

a1 Qg2
6= |
a1 Az

Rezy na kuZelové plose

Jak uz nam nézev kuzelosecek napovida, ziskame je fezem rotaéni kuzelové plochy.

Jednotlivé druhy regularnich kuzelosecek ziskame tim, kde protne se¢na rovina kuzelovou

plochu.

Obrazek 1 - jednotlivé fezy rotacni kuzelové plochy
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Protne-li secnéd rovina kuzelovou plochu, kterd je rovnobézna s rovinou kruhového
fezu, nazveme ji kruznici. KuzeloseCku nazyvame elipsou, jestlize vrcholovd rovina
rovnob€zna s rovinou fezu protina rovinu fidici kruznice kuzelové plochy v piimce, ktera je
vnéjsi pfimkou kruznice. Hyperbolu pozname podle toho, ze vrcholova rovina rovnobézna
S rovinou fezu protina rovinu fidici kruznice v seén¢ ke kruznici. Poslednim typem je parabola
vyznacujici se tim, ze vrcholova rovina je rovnob€zna s rovinou fezu a protina rovinu fidici

kruznice v tecné ke kruznici. (Hodanova a kol., 2005)

1.2 Rozdéleni

Kuzelosecky délime do dvou kategorii, a to na singularni (nevlastni) a regularni
(vlastni).

Za singularni kuzeloseCky oznacCujeme piipady, kdy prinikem kuzelové plochy
a roviny vznikne bod (téZ uzivame nazev singularni elipsa), dvojice riznobézek (singularni
hyperbola), dvojice rovnobézek ¢i mnozina piimek (oba ptipady spadaji pod nazev singularni
parabola). Za regularni kuzelosecky oznacujeme jiz vySe zminéné utvary — kruznice, elipsa,
hyperbola a parabola, u kterych zavisi na velikosti thlu, ktery svira rovina fezu s rovinou
kolmou k ose rota¢ni kuzelové plochy.
Definice

Bud’ K # @ kuZelosecka, F jeji libovolna matice v nékteré bazi. Rekneme, Ze K je
regularni, jestlize A4 # 0. V opa¢ném piipadé¢ fekneme, ze K je singularni.
Véta 1

Bud’ K kuZeloseCka, B libovolnd baze a F nckterd matice kuzelosecky K Vv této bazi,
A, & necht jsou po fadé velky a maly determinant, A nékteré z vlastnich ¢isel matice F.

Pak plati:

A=0A8=0AhKF)=#1
A=0A8=0ARF)=1

K je dvojice rovnobézek, nebo K = @,

A+0AN6>0AN24<0 = K je elipsa (v¢. kruznice),
A+0AN65§>0ANA24>0 <  K=0,
A+0AN6<0 S K je hyperbola,
A+0AN6=0 S K je parabola,
A=0A6>0 & K je jednobodova mnoZina,
A=0AN6<0 = K je dvojice riznobézek,
=
=

K je ptimka. (Jukl, 2006)



Véta 2

Bud’ K neprazdna kuzelosecka, F jeji libovolna matice Vv libovolné bazi. Pak

- nulovost ¢i nenulovost A,

- znaménko 9,

- h(F),

jsou jednoznacné uréeny kuzeloseCkou K (jde o geometrické vlastnosti). (Jukl, 2006)
Definice

Bud’ K # @ kuzelosecka, F jeji libovolnd matice v n¢které bazi. Kuzelosecka K se
nazyva

- eliptického typu, jestlize § > 0,

- hyperbolického typu, jestlize 6 < 0,

- parabolického typu, jestlize § = 0.

Tabulka 1 - utfidéni kuzelosecek

singularni kuZelosec¢ka: regularni kuzZelosecka:
A=0 A+0
elipticky typ: § > 0 jednobodova mnoZina elipsa
hyperbolicky typ: 6 < 0 dvojice riznobézek hyperbola
dvojice rovnobézek
parabolicky typ: § = 0 parabola
pfimky
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2 Singularni kuzelosecky
Singularni kuzelosecky vzniknou prinikem vrcholové roviny s rotacni kuzelovou

plochou. Vrcholova rovina je rovina prochazejici vrcholem.

2.1 Jednobodova mnoZina
Definice
Je dana kuzelose¢ka K nazveme takovy bod X [x, y], pro ktery plati
a;1x +apy +a;3 =0
az1X + Azy + a3 =0
az1X +azy +azz =0
Singularni bod kuzeloseCky je bodem kuzeloseCky a zaroven jejim stiedem.

Protina-li vrcholova rovina pouze vrchol, je vysledkem bod.
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Obrazek 2 - singularni bod

2.2 Dvojice riznobézek

KuZelosecka se sklada ze dvou rlznych piimek pravé tehdy, protina-li vrcholova

rovina kuzelovou plochu a zaroven je hyperbolického typu.

Obrazek 3 - dvojice rtiznobéinych pfimek

11



2.3 Dvojice rovnobézek, primka
Kuzelosecka se sklada z dvojice rovnobézek ¢i piimky pravé tehdy, protina-li
vrcholova rovina kuzelovou plochu a zaroven je parabolického typu. Dvojice rovnobézek je

pouze imaginarni, jelikoz Ize spocitat, ale neda se predstavit.
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Obrazek 4 - dvojice rovnobéznych pfimek
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Obrazek 5 - pfimka
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3 Regularni kuzelosecky

3.1.1 Quételetova-Dandelinova véta’

Rovina o, ktera neprochazi vrcholem kuzelové plochy, a ktera svira s rovinou kolmou
k ose rota¢ni kuzelové plochy uhel f mensi neZ je thel a, ktery sviraji povrchové piimky
kuzelové plochy s rovinou kolmou k ose rotace, protina kuzelovou plochu v elipse. Je-li thel
a roven thlu £, potom rovina ¢ protina kuzelovou plochu v parabole. Je-1i thel f vétsi nez
uhel a, potom fezem roviny o a kuzelové plochy je hyperbola. Ohniska F' a F'"' popf. ohnisko
F v ptipad¢ paraboly, jsou body dotyku kulovych ploch k', k" vepsanych kuzelové plose,

které se zaroven dotykaji roviny fezu o. (Pech, 2004)

Obrazek 7- fezem je elipsa

! ¢ist: [Kételetova — Dandelenoval, L. A. J. Quételet, G. P. Dandelin jsou dva slavni matematici z pfelomu 18.
a 19. stoleti
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Obrazek 8 - fezem je hyperbola

Obrazek 9 - fezem je parabola
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3.2 KruzZnice
Definice
Kruznice je mnozina vSech bodi v roving, které maji od daného bodu S stejnou
vzdalenost r.
Symbolicky:
k={Xe€p; |SX|=r}

k

e

Obrazek 10 - kruZnice

Kruznici znac¢ime k, bod S nazyvame sttedem, r je polomér kruznice a d nazyvame
prumér, d = 2r. Je to specialni ptipad elipsy, kde se rovnaji velikosti poloos a excentricita e
je rovna nule.

S kruznici jsou blizce spojeny pojmy kruh a tétiva. Kruh je mnozina bodi, ktera se
sklada z kruznice a jeji vnitini Casti. T¢tiva je UseCka, kterd spojuje v kruznici dva body,
prochazi-li Gisecka stfedem kruZnice, nazveme ji primérem. KruZnice miiZze byt opsana nebo
vepsand. Opsand prochazi vSemi tfemi vrcholy trojuhelniku. Vepsana lezi uvnitt trojahelniku,

dotyka se jeho vSech tii stran.

3.2.1 Konstrukce kruznice

Ur¢ime si bod S, ktery je sttedem. Vezmeme si kruzitko a narysujeme kruznici k

o poloméru r. V postupech se znaci k (S, 7).

15



3.2.2

3.2.3

Rovnice kruznice

Obecna rovnice kruznice je rovna:

x*+y*—2mx—2ny+p=0,p=m?+n*—r?

Stfedova rovnice kruznice je rovna:

(x—-m)?+ @y —n)?=r?
U stfedové rovnice, kde mame stied posunut. Soutadnice stiedu jsou S [m; n].
x? + y? = 12
U stfedové rovnice, kde nemame stied S nijak posunut a soufadnice jsou S [0; 0].

Rovnice teény ke kruZnici v bodé& dotyku T je rovna:

(o —m)x —m) + (yo —M)(y —n) =17
Soufadnice bodu dotyku jsou T [xq; yo] aS [m; n].

Vzajemna poloha kruZnice a pfimky v roviné

U kruznice a pfimky rozliSujeme tii varianty vzajemné polohy, a to ze pfimka je

seCnou kruznice — pfimka protind kruznici ve dvou bodech. Ptimka je tecnou ke

kruZnici — pfimka ma s kruznici spole¢ny jen jeden jediny bod, ktery se nazyva bod dotyku T.

Poslednim pfipadem je pfimka, kterd nema s kruznici spole¢ny Zddny bod. Tato pfimka se

nazyva vnéjsi piimka.

Vnitini oblast kruznice nazyvame mnozinou boda X roviny, pro které plati |SX| < r,

kde r je polomér kruznice.

Vngjsi oblast kruznice nazyvame mnozinou bodt X roviny, pro které plati [SX| > r,

kde r je polomér kruznice.

Obrazek 11 - se¢na ke kruznici
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Obrazek 12 - tecna kruznice

Obrazek 13 - vnéjsi pfimka ke kruznici

17



3.3 Elipsa

Definice

Prostorové definice: Elipsa je prasec¢nou kiivkou rovinného fezu na rotacni kuzelové
plose, jestlize fezné rovina neni kolma k ose rotacni kuzelové plochy a rovina s ni rovnobézna
jdouci vrcholem ma s kuzelovou plochou spolecny pouze vrchol.

Ohniskova definice: Elipsa e je mnozina vSech bodii v dané roviné p, jejichz soucet
vzdalenosti od dvou riznych pevné danych bodu E, F je roven danému Cislu 2a, které je vetsi
nez vzdalenost boda E, F.

Symbolicky:

e ={X €p; |[EX|+ |FX| = 2a,0 < |EF| < 2a}

Obrazek 14 - elipsa

Body A, B nazyvame hlavni vrcholy a body C, D nazyvame vedlejsi vrcholy elipsy.
Velikost |AB| = 2a nazyvame délkou hlavni poloosy, |CD| = 2b délkou vedlejsi poloosy.
Body E, F nazyvame ohniska a bod S je stfedem elipsy. Vzdalenost ohnisek E, F od jejich
vedlejsich vrcholt C, D je |EC| = |FC| = |ED| = |FD| = a. Vzdalenost vedlejsich vrchola
od stfedu S je |CS| = |DS| = b. Vzdalenost ohniska od stiedu elipsy je |ES| = |FS| = e,
e nazyvame excentricitou a tedy |EF| = 2e.

Bod M je libovolny bod elipsy, tisecky ME a MF jsou pravodi¢e bodu M. Uhel mezi
body E, M, F nazyvame vnitinim uhlem privodi¢t bodu M. Pravouhly trojuhelnik ESC
nazyvame charakteristickym trojuhelnikem elipsy.

Kruznice je zvlastnim ptipadem elipsy, kde ohniska splyvaji se sttedem a excentricita

jerovnanule, tje = 0.
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3.3.1 Konstrukce elipsy
Sestrojime hlavni body A, B a ohniska E, F na hlavni poloose elipsy, |AB| > |EF]|.

Vsechny Ctyfi body lezi na hlavni ose elipsy o0;. Pod konstrukci elipsy si narysujeme
pomocnou useéku XY (|AB| = |XY|) a na ni zvolime bod P (|PX|— |PY| < |EF]). Dale
narysujeme kruznici k; se stfedem v bodé¢ E o poloméru |PX| a kruznici k, se stfedem
Vv bod¢ F o poloméru |PY|. V mistech, kde se nam protne k; s k, vzniknou body M; a M,,
jsou to libovolné body elipsy. Zvolenim dalsich a dalSich bodii P a pfi jejich opakovaném
postupu nam vzniknou dal$i body elipsy. Uprostied pfimky AB narysujeme bod S. Kolmo na
hlavni poloosu ve stiedu S narysujeme vedlejsi poloosu a na ni vedlejsi body C a D. Vedlejsi
osu znac¢ime 0,. Této metod¢ fikdme bodova konstrukce elipsy.

Poznamka: hlavni osu o4 i vedlejsi osu o, rysujeme ¢erchovang.

U konstrukce elipsy nesmime zapomenout na hyperoskulacni kruznice, které
znazorhuji pomoci oblouki v oblasti hlavnich a vedlejSich vrcholu ¢ast elipsy. Sestrojime
¢tvrty vrchol V tak, abychom doplnili trojahelnik ASC na obdélnik ASCV. Z bodu V vedeme
poloptimku p, kterd je kolma na pfimku AC. V priniku polopiimky p hlavni poloosy elipsy
nam vznikne bod 0;, nyni sestrojime kruznici [; se sttedem v bod¢ 0; a polomérem |0,A4]|.
Stejnym postupem pii protnuti polopiimky p s vedlejsi poloosou elipsy vznikne bod 0,.
Narysujeme kruznici [, se sttedem vbodé O, o poloméru |0,C|. Stejnym postupem
sestrojime i kruznice l5 a [, v bodech B a D. Kruznice [y, l,, I3 a I, nazyvame hyperoskula¢ni

kruznice v bodech 4, B, C, D.

Symbolicky zapis konstrukce elipsy:
1. sestrojime body 4, B, E, F

2. 05; 04 je hlavni osa elipsy

s;5 =142
2

05; 0, € 5,0, 1 0g

usecka mimo elipsu XY; |XY| = |AB|
libovolny bod P; P € XY

kyi; ki (E, |PX])

ka; ko (F,|PY])

My, My; ky 0 ky = {My, M3}

© © N o 0o b~ W

10. elipsa
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Symbolicky zapis konstrukce hyperoskulaénich kruznic:
1. V; V € obdélniku ASCV
2. p;p L AC,V € p
3. 01;0,€pno;
4. ly; 15 (01,10:41)
5. 05,0, €pno,
6. 1i; 11 (02,10,C))
7

. Stejnym postupem sestrojime kruznice I3, 1,

Obrazek 15 - konstrukce elipsy

3.3.2 Rovnice elipsy

Obecné vztahy:
- velikost hlavni poloosy elipsy: a = |AS| = |BS]|
- velikost vedlejsi poloosy elipsy: b = |CS| = |DS]|
- excentricita: e = |ES| = |FS|, e = |[EM| — |FM|

a’ = e? + b?
\M,E| + |M,F| = 2a

Obecna rovnice elipsy je rovna:

px? +qy?+2rx+2sy+t=0,(pq > 0)

Stifedova rovnice kruznice je rovna:

(x-m? (-—n?
Z

U stiedové rovnice, kde mame stied posunut. Soufadnice stfedu jsou S [m; n]. Hlavni

1

0sa je rovnob¢zna s 0SOU X.
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(x-m? (—mn)? _
b? a2 1
U stiedové rovnice, kde mame stied posunut. Soufadnice sttedu jsou S [m; n]. Hlavni

osa je rovnobézna s 0S0U .
2 2
Xy
2 =t
U stiedové rovnice, u které nemame stied S nijak posunut. Soufadnice stiedu jsou

S [0; 0]. Hlavni osa je rovnobézna S 0SOU x.

x2 y2

e

U stiedové rovnice, u které nemame stfed S nijak posunut. Soufadnice stiedu jsou

=1

S [0; 0]. Hlavni osa je rovnobézna s 0SoU y.

Rovnice teény k elipse V bodé& dotyku T je rovna:

(o —m)Gx—m)? | (o —my —m)? _

a? b? 1
— _ 2 _ _ 2
(%o ml)?gx m) N o nzlgy n) —1

Soufadnice bodu dotyku jsou T [xy; Yol aS [m; n].

3.3.3 Vzijemna poloha elipsy a pfimKy v roviné

Se vzajemnou polohou pifimek v roviné to u elipsy mame stejné jako u vzajemné
polohy pfimek a kruZnice, proto vSe shrneme do jednoho nakresu. Opét existuji tfi varianty,
a to Ze bud’ ptimka prochézi elipsou ve dvou bodech, nazyvame ji se¢nou elipsy. Nebo piimka
prochazi v jednom bodg elipsy, se stfetnutim v bodé dotyku T, tuto ptimku nazyvame tecnou.
V poslednim piipadé nema piimka s elipsou zadny spoleény bod. Pfimka se nazyva vngjsi
primka elipsy.

Vnitini oblasti elipsy s hlavni délkou osy |EF| < 2a nazveme mnozinu bodi M
roviny, pro které plati |EM| + |FM| < 2a.

Vnéjsi oblasti elipsy s hlavni délkou osy |EF| < 2a nazveme mnozinu bodd M roviny,

pro které plati |[EM| + |FM| > 2a.
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Obrazek 16 - vzajemna poloha pfimek a elipsy

3.3.4 Tecna elipsy
Definice

Necht M je libovolny bod elipsy. Piimka, prochazejici bodem M, ktery je
dvojnasobnym pruseéikem této piimky s elipsou, nazyvame tena elipsy s dotykovym
bodem M. Piimka, prochazejici bodem M, ktera je kolma na te¢nu, nazyvame normalou
v bod¢ M. (Pech, 2004)

Ptimky EM; a F M, (obrazek €. 15) jsou privodice bodu M; a rozdéluji rovinu na Ctyti
thly. Uhel, ktery obsahuje stfed S, nazyvame vnitini thel privodiét. Uhel k nému vedlejsi
nazyvame vn¢j$im thlem privodict bodu M;. Osa vnéjSiho uhlu privodicu je te¢nou elipsy
v bodé M, . Normala elipsy je pfimka n kolma na te¢nu v bodé M. (Hodanova a kol., 2005)
Véta 1

Tecna elipsy, sestrojena v libovolném bod¢, je osou vnéjsich thli priivodica tohoto
bodu dotyku. (Hodanova a kol, 2005)

Véta 2

Tecna elipsy pili vnéjsi thly pravodic¢i bodu dotyku. (Pech, 2005)
Véta 3

Mnozina vSech bodi, které jsou soumérné sdruzené s jednim ohniskem elipsy podle
teCen, je kruznice se sttedem v druhém ohnisku o poloméru rovném velikosti hlavni osy

elipsy. (Hodanova a kol., 2005)
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Véta 4
Mnozina vsech pat kolmic, které jsou spustény z ohnisek elipsy na vSechny jeji tecny,
je kruznice opsand okolo stfedu elipsy polomérem rovnym velikosti hlavni poloosy.

(Hodanova a kol., 2005)

Vypocet teCny
Bod M [m; n] je bod elipsy s rovnici
x2 yZ
; + ﬁ =1 (3341)

Bodem M povedeme jakoukoliv pfimkou r
rix =m+ut
y=n+uvt (3.3.4.2)
U = (u, v) je smérovy vektor piimky r, t je parametr
Budeme hledat spole¢né body elipsy a piimky r, dosadime tedy do rovnosti (3.3.4.1) a

(3.3.4.2). Dostaneme rovnici pro t ve tvaru

At? +2Bt+C =0 (3.3.4.3)
m2+2mut+t)? = n2+2nvt+wt)?
- + IR = (3.3.4.4)
b?(m? + 2mut + (ut)?) + a>(n? + 2nut + (vt)?) — a?b?> = 0 (3.3.4.5)

odtud dostaneme
A = a’v? + b*u?
B = vna® + umb?
C = b*m? + a®n? — a®b? (3.3.4.6)
Rovnice (3.3.4.3) je kvadraticka a z (3.3.4.6) plyne, ze A # 0, jelikoz bod M nalezi
elipse, je C = 0. Rovnice je tedy
At? + 2Bt =0 (3.3.4.7)
Jednim kofenem je pro nas nula. Kofen vede po dosazeni do rovnice (3.3.4.2)
k praseciku bodu M elipsy a piimky r. Bod M bude dvojnasobnym praseéikem elipsy
a ptimky r, jestlize nula bude dvojnasobnym kofenem t(At + 2B) = 0 ¢ili bude-li B = 0. Ze
vztahu vna? + umb? = 0 = B dostaneme soufadnice smérového vektoru U piimky 7.

Smérovy vektor U je vZdy nenulovy a ptimka r existuje v kazdém bod¢ elipsy. (Pech, 2004)
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3.4 Hyperbola

Definice

Prostorova definice: Hyperbola je prise¢nou kiivkou rovinného fezu na rotaéni
kuzelové plose, jestlize feznad rovina ma takovou polohu, ze rovina s ni rovnobéznd jdouci
vrcholem protina kuzelovou plochu ve dvou rtiznobéznych ptimkach.

Ohniskova definice: Hyperbola h je mnozinou v§ech bodt v dané roviné p, pro néz je
absolutni hodnota rozdilu vzdélenosti od dvou riznych pevnych boda E, F rovna danému
¢islu 2a, které je mensi nez vzdalenost bodil E, F.

Symbolicky:

h ={Xep; ||[EX| — |FX|| = 2a,0 < 2a < |EF|}

Obrazek 17 - hyperbola

Body A, B nazyvame hlavnimi vrcholy a body C, D vedlejsimi vrcholy hyperboly.
Body E a F jsou ohniska hyperboly, |AB| < |EF|. Pfimku o, ktera prochazi hlavnimi
vrcholy i ohnisky, nazyvame hlavni osou hyperboly. Lezi na ni stfed hyperboly S. Stredem
hyperboly prochazi vedlejsi osa o0,, kolma na hlavni osu o,. Hlavni délka poloosy je rovna
|AS| = |BS| = a. Vedlejsi délka poloosy je rovna b. Je-li a =b nazyvame takovouto
hyperbolu rovnoosou. Vzdalenost ohniska ke stfedu je rovna excentricité e, vzdalenost obou
ohnisek je rovna 2e a nazyvame ji ohniskova vzdalenost.

Hyperbola ma sviij charakteristicky obdélnik, ktery prochazi body A, B, C, D. V tomto

obdélniku se nachazi charakteristicky trojuhelnik hyperboly, kde pteponu tvori cast
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uhlopricky od stiedu S k jednomu z vrcholi obdélniku, vzdalenost pfepony je rovna stiedové
vystiednosti. Uhlopti¢ky obdélniku tvoii asymptoty a; a a,. Hyperbola se sklada ze dvou
¢asti — vétvi. Bod M je libovolny bod, ktery lezi na jedné z vétvi, ptimky EM a FM nazyvame
pravodice bodu M, |EM| — |FM| = 2a. Kromé& délkové vystiednosti u hyperboly pocitame
jesté Ciselnou vystiednost, kterd je rovna € = % a délkova vystiednost je vzdy vétsi nez délka

hlavni poloosy.

3.4.1 Konstrukce hyperboly

K sestrojeni hyperboly si vybereme bodovou konstrukci. Nejprve narysujeme hlavni
0Su 04 a na ni hlavni vrcholy A, B a ohniska E, F. Velikost use¢ky AB musime mit mens$i nez
velikost Gsecky EF. Uprostied hlavni osy, tedy uprostied tisecky AB, narysujeme stfed S. Na
poloptimce EF zvolime libovolny bod H. Z obou ohnisek narysujeme kruznice k4, k,, k3, k4
tak, ze k; a k, maji stted v bod¢ E, k; ma polomér |BH| a k, je o poloméru |AH|. K5 a k,
maji stfed v ohnisku F, k; ma stejny polomér jako k;. Kruznice k, ma stejny polomér jako
k,, tedy |AH|. V pruniku prvni a posledni kruznice nam vzniknou body Ms, M,, které leZi na
jedné vétvi hyperboly. V mistech, kde se protnou k, a ks, vzniknou body M; a M,, které lezi
na druhé vétvi hyperboly.

Nyni budeme provadét konstrukci hyperoskula¢nich kruznic hyperboly. Ve vrcholu A
sestrojime kolmici k hlavni ose, ktera je zaroven i te¢nou hyperboly. To samé zopakujeme
i ve vrcholu B, ve kterém opét vyneseme kolmici k ose. Ze stfedu S narysujeme kruznici v,
kterda se nazyva vrcholova. Vrcholova kruznice ma polomér o velikosti excentricity
¢ili v(S, e), polomér je roven |ES| = |FS|. Vrcholy charakteristického obdélniku hyperboly
vzniknou v mistech, kde se protinaji teény s kruznici v. Asymptoty a, a a, vedeme
uhloptickami charakteristického obdélniku. Z libovolného vrcholu obdélniku, narysujeme
kolmici k obéma asymptotam (ke kazdé asymptoté z jednoho vrcholu). V bod¢, kde se
kolmice protne s hlavni poloosou, vznikne bod S;, ktery je stfedem prvni hyperoskula¢ni
kruznice m; o poloméru |S;A|. Stejny postup provedeme u druhé asymptoty a vznikne nam

tak na hlavni poloose stfed S, druhé hyperoskulaéni kruznice s polomérem |S,B]|.

Symbolicky zapis konstrukce hyperboly:
1. sestrojime body A, B,E,F
2. 04; A, B,E,F € 04, 04 je hlavni osa hyperboly
3. §; S € 04, S je stied hyperboly
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. libovolny bod H; H € EF
. 0y, 0y ES,OZ 1 01

4
5
6.
-
8
9

ki; kq (E,|BH|)

. ka; ko (E,|AH])
. ks; ks (F,|BH])
. ka; ky (F,|AH])

10. M3, M4_, kl N k4_ = {M3, M4}
11. Ml' Mz, kz N k3 = {Mll Mz}
12. hyperbola

Symbolicky zapis hyperoskula¢nich kruznic:

1.
2.
3.

tl; tl 1 Ol,A € tl
tz; tz 1 Ol,B € tz
v, v(Se)

. obdélnik IJKL; v n (ty,t;) ={I,],K,L}
. a3 a1 €lLa €EK

4
5
6.
;
8
9

ar; a, E],a1 el

. Ny g L a,nq el
. Sl’ Sl eEon nq
. my; My (Sl, ISIAD

10. hyperoskula¢ni kruznici m, ziskdme stejnym postupem jako m;

Obrazek 18 - konstrukce hyperboly
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3.4.2 Rovnice hyperboly
Obecné vztahy:
- velikost hlavni poloosy hyperboly: a = |AS| = |BS]|
- velikost vedlejsi poloosy hyperboly: b = |IA| = [JA|
- excentricita: e = |ES| = |FS|, e = Va? + b?
|EM,| — |FM,| = 2a

- Ciselnd vystfednost: € = %
, . , b
- thel mezi asymptotou a hlavni osou: tg ¢ = -

Obecné rovnice hyperboly je rovna:

px? +qy?+2rx+2sy+t=0,(pqg < 0)

Stiedova rovnice hyperboly je rovna:

(x-m? (-m? _
a? bz

U stiedové rovnice, kde mame stied posunut. Soufadnice stiedu jsou S [m; n]. Hlavni

1

o0sa je rovnob&zna s 0S0U X.

-n? (x-m?
az2 b2
U stiedové rovnice, kde mame stied posunut. Soufadnice stiedu jsou S [m; n]. Hlavni

=1

osa je rovnobéznd s 0Sou .

xZ 2
2 v
a b2

U stfedové rovnice, kde nemame stfed S nijak posunut a soufadnice jsou S [0; 0].
Hlavni osa je rovnob&zna s 0SOU x.
y? 2 .
a? b2
U stfedové rovnice, kde nemame stfed S nijak posunut a soufadnice jsou S [0; 0].

Hlavni osa je rovnobéZzna s 0sou .

Rovnice asymptot:

y—-n=4= z (x—m)
U rovnice, kde mame stied S posunut. Soufadnice stiedu jsou S [m; n]. Plati pro

hlavni osu rovnobéznou s x i S y, tak jako u ptedeslych rovnic.
b

=+—-x
Y Ta

U rovnice, kde nemame stied S nijak posunut a soufadnice jsou S [0; 0]. Plati pro

hlavni osu rovnobéznou s x i s y, tak jako u piedeslych rovnic.
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Rovnice te¢ny k hyperbole v bodé dotyku T je rovna:

o —m)x—m) (o—nm)y—n) _

— 1
a? b?
Go—mly—n) Go-—mb—-m)
a? b? -

Soufadnice bodu dotyku jsou T [xq; yo] @S [m; n].

3.4.3 Vzajemna poloha hyperboly a piimKy v roviné

Opét mohou nastat tfi varianty vzajemné polohy hyperboly a piimky — secna
S; @ Sy), teCna t s bodem bodem dotyku T a vnéjsi ptimka v. Seéna muze v hyperbole
prochéazet bud’ dvéma body hyperboly na jedné vétvi, nebo miiZze prochédzet jednim bodem na

jedné vétvi a druhym bodem na vétvi druhé.

Obrazek 19 - vzajemna poloha hyperboly a pfimek

3.4.4 Tecna hyperboly

Definice

Necht M je libovolny bod hyperboly. Pfimka prochazejici bodem M, ktery je
dvojnasobnym prisecikem této pifimky s hyperbolou, se nazyva tecna hyperboly s dotykovym
bodem M. Pfimka prochazejici bodem, ktera je kolma na te¢nu, se nazyva normala v bodé M.

(Pech, 2004)
Hyperbola déli rovinu, vnitini a vn&jsi oblast hyperboly. Je-li libovolny bod M bodem

hyperboly, pak plati, ze ||EM | — |FM || = 2a. Je-li bod M vnitinim bodem hyperboly, plati,
7e ||EM| - |FM|| > 2a. Je-li bod M vnéjsim bodem hyperboly, pak plati, Ze
||IEM| — |[FM|| < 2a.
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Véta 1
Tecna hyperboly je pfimka, které ma s hyperbolou jediny spole¢ny bod, jejiz ostatni
body jsou vnéjsi. (Pech, 2004)

Véta 2
Véta 3

Mnozina vSech bodii soumérnych s jednim z ohnisek hyperboly podle jejich tecen je
kruZnice se sttedem v druhém ohnisku o poloméru 2a. (Hodarnova a kol., 2005)
Véta 4

Mnozina vSech pat kolmic spusténych z ohnisek hyperboly na jeji teny je kruznice se
sttedem ve stiedu hyperboly a polomérem a. (Kralova a kol., 2005)
Vypocet tecny

Bod M [m; n] je bod hyperboly s rovnici
S | (3.4.3.1)
Bodem Mpovedeme piimkou r

rix =m-+ut
y=n+uvt (3.4.3.2)

U = (u, v) je smérovy vektor piimky r, t je parametr
Budeme hledat spolecné body hyperboly a ptimky r, dosadime tedy do rovnosti

(3.4.3.1) a (3.4.3.2). Dostaneme rovnici pro t ve tvaru

At? +2Bt+C =0 (3.4.3.3)
m2+2m:2t+(ut)2 _ n2+2n;;§+(vt)2 —1 (3.4.3.4)
b%[m? + 2mut + (ut)?] — a?[n? + 2nut + (vt)?] — a?b?> =0 (3.4.3.5)
odtud plati
A = b*u? — a?v?
B = b?um — a®vn
C = b?>m? + a’n? — a?b? (3.4.3.6)
Protoze bod M nalezi hyperbole, je C = 0. Rovnice je tedy
At2 +2Bt =0 (3.4.3.7)

Rovnice je kvadraticka pro A # 0, tedy pro 4 # (a,b) ¢i U # (a, —b). Zvolime tedy

smérovy vektor U piimky 7 tak, aby vyhovoval. Rovnice At?+2Bt+C =0 ma
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dvojnasobny koten, vyhovuje-li nula rovnici (At + 2B) = 0 ¢ili bude-li B = 0. Ze vztahu
b?um — a?vn = 0 = B dopo¢itime soufadnice smérového vektoru u piimky 7, ta ma
s hyperbolou dvojnasobny priseéik M [m,n]. Smérovy vektor © zvoleny napfiiklad
u = a’n,v = b?m je pro libovolné M vzdy nenulovy a ptimka r existuje v kazdém bodé&

hyperboly. (Pech, 2004)
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3.5 Parabola

Definice

Prostorova definice: Parabola je prusecnou kiivkou rovinného fezu na rotacni
kuzelové plose, jestlize feznad rovina ma takovou polohu, ze rovina s ni rovnobéznd jdouci
vrcholem se dotyka kuzelové plochy podél jedné jeji povrchové piimky.

Ohniskova definice: Parabola p je mnozinou vsech bodd v dané roviné p, jez maji
stejnou vzdalenost od dané piimky d a od daného bodu F, ktery na pfimce nelezi.

Symbolicky:

p = {Xep; |Xd| = |FX|,F ¢ d}

0 M

Obrazek 20 - parabola

Bod F, lezici na ose o, nazyvame ohnisko paraboly. Zatimco hyperbola a elipsa mély
ohniska dvé, parabola ma jen jedno. Pfimku d kolmou na osu o nazyvame fidici ptimkou
paraboly. Vzdalenost mezi fidici pfimkou a ohniskem nazyvame parametr a znacime jej p.
V misté protnuti fidici pfimky d a 0sy o se nachazi bod D. Bod, ve kterém protina parabola
osu, zna¢ime V a nazyvame ho vrcholem paraboly. Z tohoto bodu udélame kolmici v k ose o.
Piimka v ma vzdalenost od ohniska paraboly polovinu parametru, v = t,,, tedy v je te¢na
k parabole ve vrcholu V, proto ji nazyvame vrcholovou te¢nou.

Bod M je libovolnym bodem, lezici na parabole. Bod Q je pata kolmice, ktera vede
zbodu M a je kolmé na ¥idici pfimku d. Use¢ky MQ a MF nazyvame privodi¢e bodu M.
Parabola rozdéluje rovinu na dvé &asti. Cast, ktera obsahuje ohnisko F, nazyvame vnitini
oblasti paraboly. Naopak ¢ast, kterd neobsahuje ohnisko F, nazyvame vnéjsi oblasti paraboly.
Uhel 4FMQ obsahujici vrchol paraboly V nazyvame vnéj$im uhlem privodi¢i a k nému thel
vedlejsi nazyvame vnitinim thlem privodic¢u. Na ose paraboly najdeme subtangentu, coz je

|GL| a subnormalu, coz je |LI|.

31



Véta 1

Subtangenta je ptilena vrcholem V.
Véta 2

D¢élka subnormaly je rovna velikosti parametru p.
Véta 3

Soucet subtangenty a subnormaly je pulen ohniskem F.

Subtangenta je v obrazku znacena a. Subnormala je v obrazku znacena b.

RN

Obrazek 21 - subtangenta a subnormala

3.5.1 Konstrukce paraboly

K sestrojeni paraboly si opét vybereme bodovou konstrukci. Nejprve zvolime osu o
a na ni ohnisko F. Poté narysujeme fidici pfimku d. V bod¢€, kde se protne fidici pfimka
s osou, vznikne bod D. Vzdalenost ptimky DF nazveme parametrem p, tedy |DF| = p. Stied
ptimky DF oznacime jako vrchol paraboly V. Z vrcholu V' vedeme kolmici v = ¢, k ose o.
Nyni si na polopiimce VF zvolime bod X. Zbodu X narysujeme kolmici x kose o. Do
kruzitka vezmeme vzdalenost |DX|, kterou opiSeme z ohniska F. V mistech, kde se protne
kruZznice s pifimkou x nam vzniknou libovolné body paraboly M; a M,, tedy rovnost
|dM,| = |FM,| = |DX]|.

Nyni sestrojime hyperoskula¢ni kruznici. Naméfime si od vrcholu V na polopiimce
DV vzdalenost parametru p a na 0se o sestrojime bod R. Zbodu R opiseme kruznici

s polomérem parametru p.
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Symbolicky zapis konstrukce paraboly:

1.

zvolime bod F
o; F € o, o je osa paraboly
d;d Lo, |Fd|=p

2
3
4, D; dNo={D}
S.
6
7
8
9

v;vio,IFv|=§

. V;vno={V}
. X; X € DF

. x;xloXex
. k; k(F,|DX])

10. Ml'MZ; kNnx= {Ml, Mz}
11. parabola

Symbolicky zapis konstrukce hyperoskula¢nich kruZznic:

1.
2.

R;R € DF,|VR| =p
L L(R,p)

Obrazek 22 - konstrukce paraboly

3.5.2 Rovnice paraboly

Obecné vztahy:

- Parametr paraboly: p = |dF| = vzdalenost fidici ptimky od ohniska

Obecna rovnice paraboly je rovna:

x2+2rx+2sy+t=0,(s #0)
y2+2rx+2sy+t=0,(r #0)
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Vrcholova rovnice paraboly je rovna:

(y —n)? = 2p(x — m) = kladné poloosa
(y —n)? = =2p(x —m) = zaporna poloosa
U vrcholové rovnice, kde mame vrchol posunut. Soufadnice vrcholu jsou V [m; n].
Hlavni osa je rovnobézna s 0SoU x.
(x —m)? = 2p(y —n) = kladnapoloosa
(x —m)? = —2p(y —n) = zdporna poloosa
U vrcholové rovnice, kde mame vrchol posunut. Soufadnice vrcholu jsou V [m; n].
Hlavni osa je rovnobézna s osou y.
y? = 2px = kladnéa poloosa

2 = —2px = zaporna poloosa

y
U vrcholové rovnice, kde nemame vrchol V nijak posunut, tedy soufadnice jsou
V [0; 0], hlavni osa je rovnob&Zna s 0sou x.
x? = 2py = kladné poloosa

xZ

= —2py = zaporna poloosa
U vrcholové rovnice, kde nemame vrchol V nijak posunut, tedy soufadnice jsou
V' [0; 0], hlavni osa je rovnobézna s 0S0U y.

Rovnice te¢ny k parabole v bodé dotyku T je rovna:

(xo =m)(x —m) =p(yo —n) + p(y —n)
(xo —m)(x—m) = —p(yo—n) —p(y —n)
(Vo —)(y —n) =p(xo —m) + p(x —m)
(Vo —m)(y —n) = —p(xo —m) — p(x —m)
Soufadnice bodu dotyku jsou T [xq; Yol aS [m; n].
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3.5.3 Vzajemna poloha paraboly a pfimky v roviné
U paraboly nam opét existuji tfi varianty vzajemné polohy pfimky a paraboly, jimiz

jsou jiz zminované: se€na, tecna a vnéjsi primka.

Obrazek 23 - vzajemna poloha paraboly a pfimek

3.5.4 Tecna paraboly

Definice

Tecna paraboly je piimka, kterd neni rovnobéZzna s osou paraboly, ma s ni pravé jeden
spoleény bod a ostatni body jsou body vnéjsi oblasti paraboly.
Véta 1

Mnozina vSech bodi soumérnych s ohniskem paraboly podle jejich tecen je fidici

ptimka paraboly. (Dolezal, 2007)

Véta 2

Mnozin vSech pat kolmic spusténych z ohniska paraboly na jeji teCny je vrcholova
te¢na paraboly. (Dolezal, 2007)
Véta 3

Tec¢na (normala) v bod¢ paraboly puli pfislusny vné&jsi (vnitini) uhel privodica.
(Dolezal, 2007)
Véta 4

Spojnice priise¢iku R dvou ruznych teen t;,t, paraboly se stfedem Usecky urcené
jejich dotykovymi body je rovnobézna s 0sou paraboly a nazyva se pramér paraboly.
(Hodanova a kol., 2005)
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Vypocet teCny

Bod M [m; n] je libovolny bod paraboly s rovnici

y? —2px =0 (3.5.4.1)
Bodem M povedeme piimkou r

rix=m+ut
y=n+uvt (3.5.4.2)

U = (u, v) je smérovy vektor piimky r, t je parametr
Budeme hledat spole¢né body paraboly a ptimky r, dosadime tedy rovnici (3.5.4.2) do

(3.5.4.1). Dostaneme rovnici pro t ve tvaru

At? +2Bt+C =0 (3.5.4.3)
(n+vt)? = 2p(m+ut) =0 (3.5.4.4)
n? + 2nvt + (vt)? — 2pm — 2put = 0 (3.5.4.5)
odtud plati
A=v?
B=nv-—tu
C =n?—2pu (3.5.4.6)
Protoze bod M nalezi parabole, je C = 0. Rovnice je tedy
At? + 2Bt =0 (3.5.4.7)

Rovnice (3.5.4.7) je kvadraticka, jestlize A je rizné od nuly, to plati v pfipad¢, ze v je
rizné od nuly. Pii volbé smérového vektoru budeme tedy brat v potaz, aby smérovy vektor
pfimky 7 nebyl rovnobéZzny s osou paraboly. Jednim kofenem rovnice bude nula. Ten nam
sméfuje po dosazeni do rovnice (3.5.4.2) k priseciku M piimky r a paraboly. Bude-li nula
dvojnasobnym kofenem rovnice (3.5.4.7), pak bude bod M dvojnasobnym prisec¢ikem ptimky
r a paraboly, t(At +2B) =0, tedy B = 0. Ze vztahu nv —pu = 0 = B ziskame volbou
u = n,v = p soufadnice u, v smérového vektoru U zvolené primky r. Vektor & voleny timto
zpusobem bude vzdy nenulovy a piimka r tak bude existovat v kazdém bodé paraboly.
(Pech, 2004)
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4 Priklady

4.1 KruZnice
Priklad ¢. 1
Napiste rovnici kruznice s danym stitedem S a polomérem r, S [2; —1],r = 6
Reseni
(x—m)?+(y—n)?=r?
(x—2)2+ (y+ 1)% = 62
x2—4x+4+y*+2y+1=36
x2+y?—4x+2y—31=0

Priklad ¢. 2
Zjistéte, zda nasledujici rovnice jsou rovnicemi kruznic. V kladném piipad¢é urcete

stted a polomé¢r.
a) x2+y2—6x+5y+6=0
b) x2+y2—4x+7=0
Reseni
a) x2+y2—6x+5y+6=0
Rovnici si pfeskladame a rozlozime pomoci doplnéni na ¢tverec.

x*—6x+y*+5y+6=0
2
(x? — 6x — 32) /\(y2+5y+(§))

5 25
(x—3)2+(y+§)2—9—7+6=0

-3+ 4= [
2 4
nebo
(x—3)2+ (y+§)2 + 6 = 0 z obecné rovnice vime, ze p = m? + n? — r?, tedy
r’2=m?2+n?-p
r? =9+§—6
4
37

5
=3+ +5)"= |

Ano, rovnice je rovnici kruznice a r = g as [3; — g]
b) x2+y?—4x+7=0

Jiz na prvni pohled vidime, Ze rovnice neni rovnici kruznice.
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Priklad ¢. 3
Ukazte, e rovnici x? + y%2 + 6x — 8y — 39 = 0 je dana kruznice. Napiste rovnici
kruznice soustfedné, ktera prochdzi pocatkem soustavy soufadnic.
Reseni
x> +y>+6x—8y—39=0
(x+3)2+(y—-4)?-9-16-39=0
(x+3)2+(y—4)? =64
(x+3)2+(y—4)2 =82
Soufadnice stfedu jsou S [—3; 4] a polomér r = 8. Soustiednou kruZnici k této
kruznici ziskdme tim, Ze se spocitdme vzdalenost stiedu S od pocatku soustavy soutadnic.
1501 = a2 +yZ = \[(=3)7 + (A2 = V25 =5

Tedy polomér soustiedné kruznice bude r = 5. A jelikoz je to kruznice soustfedna,

tim padem maji kruznice stied stejny.

T

fom -

Obrézek 24 - fedeni k prikladu &. 3
Priklad ¢. 4

Najdéte spoleéné body kruznice dané rovnici x? +y? —2x +4y =0 a piimky
p:2x—y—8=0.
Reseni

Je-li bod X [x; y] spole¢nym bodem této kruznice a ptimky p, pak je y = 2x — 8. Po
dosazeni do rovnice dané kruznice ndm vznikne kvadraticka rovnice, po jejiz upraveni

dostaneme koteny, ze kterych nasledné vypocitame spole¢né body piimky p a dané kruznice.
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x4+ (2x—8)2—-2x+4(2x—-8)=0
x2+4x2—-32x+64—2x+8x—32=0

5x2 —26x+32=0

D =b?—4ac=(—26)2—4%5%32 =236

—b+VD _ 2616 16 16

X1;x2 = o = _10 ,tedy xl = 2 axz = ?:> [2; yl] a I:?; yZ]
8
y1=2x; —8=—4 /\yz=2xz—8:—g

Spole¢né body piimky p a dané kruznice jsou: [2; —4] a ? ; — g]
Priklad ¢. 5
Ved'te bodem A E, 3] teény ke kruznici dané rovnici x% + y? — 6x — 4y + 3 = 0.
Nejprve zjistime parametry kruznice zadani rovnici.
x> +y*—6x—4y+3=0
x2—6x+y2—4y+3=0
(x—3)2+(@y—2)2—-9-4+3=0
(x—3)2+ (@ —-2?=V10
Dana kruZnice ma tedy polomér r = v10a S [3; 2].

Nyni musime zjistit body dotyku tecen, které prochazeji bodem A E, g] :

T € k:xg? +yp° — 639 —4y,+3 =10
Tet:(xg—3)(x—3)+(y—2)(y—2)=10

AEt:(x0—3)(%—3>+(y0—2)(;—2)=10

Aet: (x0—3)(—;)+(y0—2)(;)=10/*2
A€t (xg—3)(=5)+ (yo—2)(5) =20

A€ t: (=5x, + 15) + (5y, — 10) = 20

A€t: —5xy+ 5y, —15,tedy xyg —yo +3 = x¢y =y — 3
T€k: (yo—3)*+y0> —6(yo—3)—4y,+3=0
TEk:yy>—6y,+9+y,>—6y,+18—4y,+3=0

T € k: 2y,2 — 16y, + 30 = 0, tedy y,% — 8y, + 15 = 0
D=b?>—4ac=(-8)2—4x1x15=4
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Yoy Yo, =%=82£,tedyyo1 =3 ayy, = 5apo dosazeni je xo, = 0axy, =2
Body dotyku jsou: T; [0;3] a T, [2;5].

T,et;: (0-3)x—3)+B3-2)(y—2)=10

Ti€t;: —3x+9+y—-2=10

Ti€ty: —3x+y—3=0

ti:y=3x+3

T,€t,: 2-3)(x—-3)+(5-2)(y—2)=10

T, €t,: —x+3+3y—6=10

T,€Ety: —x+3y—13=0
x 13

tyyy ==
2ty 3+3

Te¢nami zadané kruznice, které prochdzeji bodem A E ; g] jsou t;:y=3x+3

X 13
atz:y=§+?.

Priklad ¢. 6

Ur&ete rovnici te¢ny t, ktera je kolma k pfimce p: 4x — 3y + 7 = 0, k: x? + y? = 25.
Reseni
Nejprve si uréime piimku t kolmou K ptimce p, tedy t: 3x + 4y + c. A poté se postupnym
dosazovanim dostaneme ke kvadratické rovnici, kde D musime poloZit rovno nule, protoze
jedné-li se o te¢nu, pak D = 0. Z kotent této kvadratické rovnice vypocteme c; a c,, ¢imz

ziskame rovnice pro tecny t; a t,.

—4yo—cC

TEt3x0+4y0+C=0,tEdyx0= 3

TEk:x02+y02=25
—4y,—cC
T S

T € t: 16y,° + 8cy, + ¢ + 9y,* = 225

Tet(

T € t: 25y,° + 8¢y, + ¢ — 225 =0

D = (8¢)? — 4 = 25 = (¢? — 225) = 64c¢? — 100c? 4+ 22500 = —36¢2 + 22500
—36¢% + 22500 =0

_ 22500
€= /36
Cl' Cz == i25
Rovnice teCen kolmé k ptimce p jsou ty: 3x + 4y + 25 a t,: 3x + 4y — 25.
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4.2 Elipsa

4.2.1 Analyticka Cast
Priklad ¢. 7
Ukazte, ze x% + 4y? — 6x + 32y + 48 = 0 je obecna rovnice elipsy. Urdete jeji stied,
ohniska a vrcholy.
Reseni
x2—6x+4y?+32y+48=0
(x—3)2+4(y+4)?>—-9-64+48=0
(x—3)2+4(y+4)2 =25
(x—3)2+ (y+4)?

25 25 =1
4
x=3? G+49°_
5 to 5,1
=)
5 5vV3
e =+a? — b2 = 52_(5)2:%_

Soufadnice stfedu elipsy jsou S [3; —4], velikost hlavni poloosy a =5 a velikost

vedlejsi poloosy je b =§, a > b, proto je excentricita e =52£ . Ohniska jsou rovny

E [3—%5; 4] aF [3+%§; 4]. Hlavni vrcholy jsou rovny A[—2; —4] a B [8; —4],

vedlejsi vrcholy jsou rovny C [3; - 12—3] abD [3; - %]

Priklad ¢. 8

Napiste rovnici elipsy, jejimiz ohnisky jsou body E [2; 5], F [2; 1], ktera obsahuje
bod M [5; 1] a najdéte vrcholy elipsy.
Reseni

Snadno lze zjistit stfed elipsy, jelikoz excentricita elipsy je e = 2j, pak soufadnice
stfedu jsou S [2; 3].
(x-2)> (y-3)

a2 + b2

Zjistili jsme, ze a < b, ohniska lezi na vedlejsi ose elipsy, tedy ose rovnobézné s

=1

osou y. Diky vypoétu excentricity miizeme vypo&itat b? = a® + e? = a? + 4. Jelikoz ma

elipsa prochazet bodem M, musi platit:
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— 2)2 —_ 2)2
(5-2° (1-3)_

a? b? 1
Nyni nam stac¢i dosadit za b? a vypoéitat kvadratickou rovnici.
i + * 1
a? a’+4

9a? + 36 + 4a* = a* + 4a?
a*—9a*>-36=0
D =b?—4ac=(-9)>—4*1x*(—36) =225
—b+vVD 9+15

2a 2

Kofeny této kvadratické rovnice jsou a; = 12, a, = —3. Druhy kofen této rovnice

al, az =

nevyhovuje, tedy a? = 12 a b? = 16.

(x—2)2+(y—3)2 _
12 16
Hlavni vrcholy elipsy jsou A[2; 7] a B [2; —1], vedlejsi vrcholy elipsy jsou

C[2+2V3; 3]aD[2-2V3; 3]

1

Priklad ¢. 9

Urcete pruseciky pfimky dané rovnice 4x + 5y = 140 s elipsou, kterda mé rovnici
2 2

6962—5 + :/E = 1, a napiste rovnice tecen elipsy v téchto prusecicich a vrcholy elipsy.

Resent
xZ 2
Xy
252 202
Hlavni vrcholy elipsy jsou A[—25; 0],B [25; 0]. Vedlejsi vrcholy elipsy jsou
¢ [0; 20], D [0; —20].

< g 140-5
Z rovnice piimky si vyjadiime x = =

5 . . )
= 35— LY a dosadime do rovnice elipsy,
ze které nam vznikne kvadraticka rovnice, z kofenti této rovnice vypocitdme soufadnice
spole¢nych bodu s elipsou. Na zavér ptikladu k témto bodlim dopocitdme tecny.

5y 2
(35 —T> yZ

R

175 25
400 * (1225 ——y+ 1—6y2) + 625y2 = 250000

490000 — 35000y + 625y% + 625y* = 250000
1250y% — 35000y + 240000 = 0
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y2 —28y +192 =0
D =b?—4ac=(-28)2—4x1%192 = 16

Y1.¥2 =2, tedy y; = 16 ay, = 12, k tomu dopocitime x; = 15 ax, = 20

Vzhledem ktomu, ze D > 0, je pfimka senou elipsy se spole¢nymi body X [15; 16]
aY [20; 12]. Nyni vypo¢itdme teény v bodech X, Y.

15c 16y _

625 = 400

6000x + 10000y = 250000, tedy 3x + 5y — 125 = 0

20x N 12y

625 = 400

8000x + 7500y — 250000 = 0, tedy 16x + 15y — 500 = 0
Tecna v bodé X [15; 16] je piimka t;:y = 1255_3x. Tecna v bod¢ Y [20; 12] je pfimka
500-16

tz: y = 15 x.
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4.2.2 Konstrukéni ¢ast
Priklad ¢. 10

Sestrojte elipsu, znate-li: C, E, b.
1) Rozbor

Umistime body C a E. Z obecnych vlastnosti elipsy vime, ze a = |EC|, tedy pomoci
Pythagorovy véty mizeme pomoci narysovani pomocného trojuhelniku zjistit délku
excentricity e = Va2 — b2. Pomoci velikosti e a a jsme schopni najit stfed elipsy S. Hlavni
osa elipsy je o,, vedlejsi osa elipsy o0,, 0; L 0,. Pomoci stiedové soumérnosti narysujeme
body F a D. Sestrojenim kruznice v (S, a) ziskame hlavni body elipsy.
2) Konstrukce

1. sestrojime dané body C a E

2. k; k(E,e)
3. L L(CDb)
4. S;Seknl
5 v, v(S,a)
6. 0,;00€E, 00 ES
7. 0,;0,€C,0,€ES
8. F;S(S):E-F
9. A,B; vno, ={A, B}
10.D; S(S):C->D
11. elipsa

3) Dtikaz Obrazek 25 - konstrukce k ptikladu ¢. 10 a 7
V rozboru byly nalezeny nutné a postacujici podminky.
4) Diskuze

Uloha ma jedno feSeni.
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Priklad ¢. 11
Sestrojte elipsu, znate-li: libovolny bod M, E, F.
1) Rozbor
Umistime body M, E, F. Jelikoz mame ob¢& ohniska elipsy, miizeme narysovat hlavni
osu elipsy o, stied elipsy S a vedlejsi osu 0,. Vzdalenost a ziskame z vlastnosti elipsy,
||IEM| + |[FM|| = 2a. Sestrojme tedy z bodu M kruznici k, k (M, |ME|). V mist&, kde se
stietne kruznice ks polopiimkou FM, vznikne bod R a |FR| = 2a. Ze stfedu naneseme
vzdalenost a a na hlavni ose ndm vzniknou hlavni vrcholy elipsy. Poté naneseme vzdalenost a
z bodu E a na vedlejsi ose nam vzniknou vedlejsi vrcholy elipsy.
2) Konstrukce
1. sestrojime dané body E, F, M

2. 01, 01€E,01€F

E+F

3, 5;5=|T

4, OZ;OZES,Ozlol

k;k (M, |MET)
6. R; REFM Nk, |FR|=2a
7. v;v(S,a)
8. A,B; vno, ={A B}
9. 1;1(E,a)
10. C,D; LN o, = {C, D}
11. elipsa
3) Dilkaz Obrézek 26 - konstrukce k piikladu ¢. 11 a 8

V rozboru byly nalezeny nutné a postacujici podminky.
4) Diskuze

Uloha ma jedno feSeni.
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Priklad ¢. 12

Sestrojte elipsu, znate-li: A, B, t.
1) Rozbor

Umistime hlavni vrcholy A, B a te¢nu t. Jelikoz mame oba hlavni vrcholy, narysujeme

hlavni osu

sestrojime

01, stted S a vedlejsi osu 0,. Poté sestrojime Thaletovu kruznici 745, pomoci které

ohniska E, F. Diky vzdalenosti |AS| = a muZeme narysovat i vedlejsi vrcholy

elipsy, protoze vzdalenost ohniska od vedlejsiho vrcholu je rovna vzdalenosti a.

2) Konstrukce

1.
2.

3.

4.
5.

6
7
8.
9
10.
11.
12.

13.
3) Dikaz

. P P1E€EPL,p Lt

sestrojime A4, B, t
01; 0 EA,04 €EB
55 =2

2
0,; 0, € 5,0, 1 0g
Tag; Tap -~ 1haletova
kruznice

Py, Py; tap Nt = {Py, P}

P2 D2 € Pp,pp L
E; E€o,Npq

F; FEo NDP,
k; k (E, |ASD Obrazek 27 - konstrukce k prikladu ¢. 12a 9
C,D, kn 0, = {C,D}

elipsa

V rozboru byly nalezeny nutné a postacujici podminky.
4) Diskuze

Uloha ma4 jedno feseni.
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4.3 Hyperbola

4.3.1 Analyticka Cast
Priklad ¢. 13

Hyperbola je dana svymi ohnisky E [—4; 0], F [4; 0] a vrcholem A [—3; 0]. Sestrojte
nekolik jejich bodu.
Reseni
Hlavni vrchol B ma soufadnice B [3; 0]. Pomoci ohnisek Ize zjistit soufadnice stfedu S, ktery
je S[0; 0]. Ztoho lze zjistit, ze vzdalenost a = 3 a e = 4. Pythagorovou vétou dopocitame

vzdalenost b, abychom mohly zjistit rovnic asymptot a, a a,.
b=+e?—a?2=v16-9=+7

7
a;,a,:y == x=i§x
Priklad ¢. 14
Urcete stfed, vrcholy a ohniska hyperboly, kterda je dana obecnou rovnici

x% — y? = 20. Napiste rovnici te¢ny, ktera prochazi bodem X [4; 4].

Resent

X2 2
2y
20 20

Z Pythagorovy  véty  dopocCitame  excentricitu, tedy a =+/20,b =20,

621’\/2024-\/202 = 2v10. Hyperbola je rovnoosa. Hlavni vrcholy maji soufadnice

A [—\/20; 0],B [\/20; 0]. Ohniska maji soufadnice E [—ZV 10; 0],F [2\/ 10; 0]. Hlavni body
mame a nyni vypocteme te¢nu k hyperbole, ktera prochazi bodem X.

XX VYo _

20 20 1
dxy, 4y,

Xeti—— 2=
t 20 20

X € t:dxy — 4y, = 20
XEtixg—y,=0>5,tedyxy =y, +5
(Yo +5)* —yo* = 20

Vo2 + 10y + 25 — y,2 = 20
10y, = =5

9

1 1
yo—_zaxo—_z‘l‘s—z
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t:9x +y =40
Obecna rovnice pro te¢nu t, ktera prochazi bodem X [4; 4] je 9x +y — 40 = 0.

Priklad ¢. 15

2 2
Bodem K [2; 3] hyperboly "7—%= 1 vedte viechny pimky, které maji

s hyperbolou spolecny pravé jeden bod.

Reseni

Velikosti a a b jsou rovny: a = v2,b = 3. Excentricitu dopotitame z Pythagorovy

véty e =Va?+b? = \/EZ +32 =+/11. Hlavni vrcholy maji soufadnice A[—v2; 0]

aB [\/E, O], ohniska maji souradnice E [—\/H; O],F [\/ﬁ, O].

b
alfa2=iax
3 32
a1,a2=iﬁ:T
Asymptotyjsou rovny a,:y = %x aa,y= _%Ex.
XoX Yoy
2x 3y
tr ———=1
2 9

t:18x — 6y = 18
t:3x—y—3=0

Rovnice te¢ny v bodé K [2; 3] je rovna 3x —y — 3 = 0. Mame vést vSechny piimky,
spocitame tedy i pfimky, které jsou rovnobézné s nékterou z asymptot a prochazi bodem K.
q1:y =kx+gq
y==% %E x+q

3v2
KEq1:3=TZ+q
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3-3V2=gq

3v2
q:y=—x+3-3V2

2
3v2
KEq2:3=—72+q

3+3V2=gq

3v2
qz:y=—TX+3+3\/E
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4.3.2 Konstrukéni cast

Priklad ¢. 16

Sestrojte hyperbolu, znate-li: A, E, F.

Reseni

1) Rozbor

Umistime body A, E, F. Jelikoz mame ob¢ ohniska, miZzeme narysovat hlavni osu,

stied a vedlejsi osu. Hlavni vrchol B ur¢ime pomoci vrcholové kruznice v.

2) Konstrukce

1.

© ® N o U A W

sestrojime A4, E, F
04; 0 EA,04 EE
5;5="15€o0,
0,; 0, € 5,0, 1 0g
v; v (S, |AS])
pipEAD Lo
7 q€B,qlo
k; k (S, |ES])
ai,ay; aq,0; €

(knp)A(knq)

10. hyperbola

3) Dikaz

Obrazek 28 - konstrukce k prikladu ¢. 16 a 13

V rozboru byly nalezeny nutné a postacujici podminky.

4) Diskuze

Uloha mé jedno feseni.
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Priklad ¢. 17

Reseni

Sestrojte hyperbolu, znate-li: A, B, t.

1) Rozbor

Umistime body 4, B a te¢nu t. Jelikoz méme oba hlavni vrcholy, miizeme sestrojit

hlavni osu o4, stfed S i vedlejsi osu 0,. Abychom ziskali obé ohniska, musime zjistit paty

Py, P,, které vzniknou prinikem kruznice v a teny t. Z pat narysujeme kolmice na tecnu

a kde se protnou s hlavni osou o4, vzniknou ohniska Ea F.
2) Konstrukce

1.
2.

© o N o a bk~ W

sestrojime A4, B, t

01; 01 EA,Ol EB

05; 0, € 5,0, 1 0g

v; v (S, 1AS])

P, P;vnt ={P,P,}
P11 EPLpr Lt

P2 D2 € P,pp L E
E; E€o;Npy

10. F; F €0, NPy

11. hyperbola
3) Dukaz

4) Diskuze

Uloha ma4 jedno feseni.

Obrazek 29 - konstrukce k prikladu ¢. 17 a 14

V rozboru byly nalezeny nutné a postacujici podminky.
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Priklad ¢. 18
Sestrojte hyperbolu, znate-li: a, K, t, E, (K € t).

Reseni

1) Rozbor
Umistime body K,E a te¢nu t. Bod K je libovolny bod hyperboly a prochazi jim

tecna t. Abychom mohli ud¢€lat hlavni osu, musime ziskat ohnisko F. Pomoci osové

soumérnosti sestrojime pies te¢nu bod E’, 0(t): E — E'.

2) Konstrukce

1. sestrojime K, E, t
2. E'; 0o(t):E > E'
3. k; k(E',2a)
4. F; FEkNKE'
5. 05,0, €E, 0, EF T SO
i
6. 5; 5 ="
2
7. v; v(S,a)
8. A,B; vno, ={A, B}
9. hyperbola
3) Dikaz
V rozboru byly nalezeny nutné a Obrézek 30 - konstrukce k pikladu &. 18 a 15

postacujici podminky.

4) Diskuze

Uloha ma dvé feSeni.
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4.4 Parabola

4.4.1 Analyticka Cast
Priklad ¢. 19
Ukazte, Ze rovnici y? — 6x — 4y = 0 je dana parabola. Urcete jeji vrchol, ohnisko

a fidici ptimku.

Reseni
(y —n)? = +2p(x —m)
y? —4y = 6x

(y—2) —4=6x
(y—2)=6x+4

2
(y—2)2= 2*3(x+§)
Parametr paraboly je p = 3. Vrcholem paraboly V [—g; 2], ohnisko paraboly je

rovno F [—§+ 2; 2] = E; 2]. Rovnici fidici pfimky je x = —%—% = —1?3. Vzdalenost

pocatku od ohniska je \/(g)z + 22 = 2_2 +4 = 1?3

Priklad ¢. 20

Napiste rovnici teény paraboly y? = 18x, kterd je rovnob&zna s piimkou
p:3x — 4y + 17 = 0. V bod¢ dotyku urcete normalu paraboly. Napiste i jeji ohnisko, vrchol
a parametr.
Reseni

Parametr paraboly je roven p =9, protoze y? =2=x9x. Vrchol paraboly ma
soufadnice V [0; 0]. Ohnisko ma soutadnice F B ; 0] a fidici pfimka je rovna x = — 3. Jestli

ma byt teCna rovnob&zna s piimkou p, pak ji lze zapsat ve tvaru 3x —4y +c = 0. Ze
soustavy rovnic vypocteme rovnici tecny.

3x—4y+c=0

2 _ ¥
y —18x:>x—E

3y?
E—4y+c-0
y2 =24y +6c=0

D= (—24)2—4x1x6c =576 — 24c
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Jelikoz hledame te¢nu, polozime diskriminant roven nule.
576 —24c =0 = c =24
t:3x —4y + 24
Potiebuje zjistit bod dotyku T. Te€na mé rovnici t: 3x — 4y + 24 = 0, dosadime tedy

za x a vypocteme bod dotyku, ktery bude i bodem dotyku pro normalu.

2
%—4y+24=0

y2 —24y + 144 =0
y—-12)x(y—12) =0
y =12
122=18x = x =38

Bod dotyku ma soufadnice T [8; 12]. Normala k te¢né t ma tvar n: 4x + 3y + ¢ = 0.
Jelikoz te¢na i normala maji spole¢ny bod T [8; 12], mizeme ho pouzit pro dosazeni do
rovnice a zjistit tak rovnici pro normalu k vypoctené te¢n¢ t.

4x8+4+3*x124+c=0
c=—68
Rovnice normaly je tedy n: 4x + 3y — 68 = 0.

Priklad ¢. 21

Urdete parametr p tak, aby se parabola, kterd ma rovnici y? = 2px, dotykala piimky
q:y ==+ 5. Dile uréete fidici piimku, ohnisko a vrchol paraboly.
Reseni

Abychom zjistili parametr p, musime vypocitat soustavu rovnic danou parabolou

a pfimky g, jelikoz se ma ptfimka paraboly dotykat, poloZime diskriminant roven nule.

y? = 2px
= 45
qy—z
=2
2p
2
2p
ol S 5=
;YT
2
y
S _y+5=0
4p Y
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D = (—4p)? — 4+ 20p = 16p? — 80p
16p% —80p =0
lepx(p—5) =0 =p=>5

Parametr p = 5, vrchol ma soufadnice V [0; 0]. Ohnisko je rovno F E 0] a fidici

“r 5
pfimku x = — >

4.4.2 Konstrukéni ¢ast
Priklad ¢. 22
Sestrojte parabolu, znate-li: p, o, F.
Resent
1) Rozbor
Umistime bod F a osu o. Jelikoz zname velikost parametru, narysujeme kruznici
k (F,p) a sestrojime na ose o bod D a poté fidici pfimku d. Bod V je stfedem usecky DF.
2) Konstrukce

1. sestrojime F, 0

2. k; k(F,p)

3. D;Dekno
4. d:deD,d Lo
5. Vv =2£

2

6. vyvel,vlo
7. parabola
3) Dikaz

V rozboru byly nalezeny nutné a postacujici

podminky.

. Obrazek 31 - konstrukce k ptikladu €. 22 a 19
4) Diskuze

Uloha ma dvé feSeni.
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Priklad ¢. 23

Sestrojte parabolu, znate-li: F, T, t, T € t. Narysujte normalu k te¢né t.

Reseni

1) Rozbor

Umistime body F,T a tecnu t. Musime sestrojit pomocny bod @Q, kterymi spolu

s bodem T prochézi piimka rovnob&zna s osou paraboly. Ridici piimka d je kolmé na piimky

s a o a prochazi bodem Q. Bod D vznikne protnutim fidici pfimky a osy o. Vrchol paraboly

V lezi na ose o a tvofi stfed tisecky DF .

2) Konstrukce

1. sestrojime F,T,t
g, q€EF,q Lt
P, PeEqgnt
k; k (P,|PFI)
Q;Q€ekng
s;se€EQ,seT
o0l s,0€F
d;deqQ,dlLls
D:Dedno

© © N o g bk~ D

10.V;VEO,V=¥

11.nm; neT,n Lt
12. parabola
3) Dikaz

V rozboru byly nalezeny nutné a postacujici podminky.

4) Diskuze

Uloha ma4 jedno feseni.
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Priklad ¢. 24

Reseni

Sestrojte parabolu, znate-li: p, t, F.

1) Rozbor

Umistime bod F a te¢nu t. Narysujeme kolmici q na tecnu t, ktera prochazi bodem F.

Pomoci stiedové soumérnosti pies bod P sestrojime bod Q. Nad (F_Q) opiseme Thaletovu

kruznici. V miste, kde se stietne Thaletova kruznice a kruznice k, k (F,p) vznikne bod D.

rrrrrr

prochazi bodem F. Vrchol V se nachazi na ose o a je vzdaleny g od F.

2) Konstrukce

1
2
3
4.
5.
6
7
8
9

sestrojime F, t

qg; q€EF,qLlt

P; PeEtng
QSP):F-Q

Trq; Trq-.- Thaletova kruznice
k; k (F,p)

D;DEtpgNk

d; deD,deQ
0;,0€D,0ld

10.V; Veo Ve
11. parabola

3) Dukaz

V rozboru byly nalezeny nutné

a postacujici podminky.
4) Diskuze

Uloha ma dve€ feSeni.

Obrazek 33 - konstrukce k prikladu ¢. 24 a 21
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Zavér

Hlavnim cilem mé bakaldiské prace je uvést ¢tenafe do problematiky kuZzelosecek
a porovnat jejich analytickou geometrii s geometrii konstrukéni, ¢ehoz si myslim, Ze jsem se
zhostila velmi dobfe.

Myslim si, ze po pro¢teni prace by tuto problematiku pochopil jakykoliv matematicky
»lajk®“. 'V prvni poloviné je latka podrobné vysvétlena — Ctenat si zde mlze osvojit nové
informace ohledné dané problematiky ¢i si né€jaké zopakovat. Dovida se zde informace od
déleni kuzelosecek az po souhrn o jednotlivych kuzeloseckéach. Co se tyka vlastnosti a rovnic
kuzelosecek, v praci jsou vypsany vSechny zakladni informace, se kterymi se mize kazdy
clovék bézn€ setkat. Také obrazky mohou cCtenédii velmi pomoci pii orientaci v dané
problematice, snazila jsem se je vytvaret nazorné a piehledné.

V druhé poloving jsou kuzelosecky propocitany i s drobnymi pomocnymi navody, coz
muze poslouZit nejen pro kontrolu ¢tenafova postupu, ale také k piipadnému nasmérovani
spravnym smérem. Ptiklady v konstruk¢éni ¢asti obsahuji samotny postup konstrukce, coz také

muze byt ¢tendii ndpomocno pfi feseni danych tloh.
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