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1 Uvod

oy e

veédeli, provazi je celou povinnou $kolni dochazkou. S rovnicemi v daleko vétsi mife
pracuji studenti stfedni Skol a gymnazii. Pravé proto se tato diplomova prace zabyva

rovnice a soustavami rovnic pro stiedni skoly.

Jednim z hlavnich cila diplomové prace je vytvofit sbirku FeSenych piiklada
na rovnice a soustavy rovnic. OvSem nejedna se o piiklady z béznych ucebnic pro
stiedni Skoly, nybrz o ty z matematickych olympiad. Sbirku mohou ucitelé stfednich
Skol pouzivat se studenty v matematickém krouzku nebo k prohlubovani uciva
talentovanych studentli. Prace je rozdélena do dvou hlavnich kapitol. Teoretickd cast
obsahuje informace o matematické olympiadé a vyuce rovnic na zakladnich potazmo na

stfednich skolach.

Sbirka fesenych piikladi na rovnice a soustavy rovnic je uvedena v dalsi
kapitole. Ptiklady jsou rozdéleny podle jednotlivych kategorii, kde jsou dale ¢lenény
podle kola, ve kterém se objevily. Samotné piiklady jsou fazeny podle obtiznosti od
doplnéna vlastnimi feSenimi a pro lepsi srozumitelnost komentafi. Dale se prace zabyva
analyzou feSeni pracovnich listli, které vypracovali studenti Pedagogické fakulty,

JihoCeské univerzity. Vypracované listy jsou zcela anonymni.
Hlavni cile této diplomové prace jsou:

- vypracovat prehled o matematické olympiadé kategorie A, B, C (historie a organizace

matematické olympiady danych kategorii)

- vytvotit sbirku fesenych tloh na rovnice a soustavy rovnic, které se vyskytuji

vV matematickych olympiadach

- ukazat obtiznost jednotlivych tloh a zplisob hodnoceni vypracovanych feseni



2 Matematicka olympiada

Matematickd olympiada (dale jen MO) vznikla roku 1951 v tehdejSim
Ceskoslovensku. Padesata 1éta byla v Ceskoslovensku jak po hospodaiské, tak i po
politické strance velmi slozitad. O to vice se musi ocenit iniciativa matematikli v Cele
s profesorem Karlovy univerzity Dr. Eduardem Cechem. Podafilo se jim zaloZit
matematickou soutéz pro studenty tehdejSich tzv. vybérovych, dnesnich stfednich $kol,
ktera se pozdéji rozsifila i na zakladni 8koly. Profesor Dr. Eduard Cech pracoval jesté
pted 2. svétovou valkou v Brn€, odkud znal Dr. Frantiska Kahudu, ktery v padesatych
letech nejdfive vykonaval funkci naméstka, poté byl né€kolik let ministrem Skolstvi,
a pln€ podpofil vznik a pribéh prvnich ro¢niktit MO. Dr. Kahuda byl také dlouha 1éta
predsedou Jednoty &eskoslovenskych matematiki a fyziki (JCSMF), a pravé Jednota
eskych matematikt a fyzikt je spolu s Matematickym tstavem Akademie véd Ceské
republiky odbornym garantem matematické olympiady. V padesatych letech bylo
hlavnim cilem matematické olympiady ziskat studenty stfednich kol pro studium
technickych obori, aby se stali pfiStimi budovateli, pfedev§im tézkého primyslu.
Iniciatoti MO 1 ucitelé ve Skolach videli v tomto pocinu hlavné prostfedek ke zvySeni
zajmu o matematiku. Olympiada navdzala na soutéz v feSeni matematickych tloh,
kterou vypisovala JCMF ve svém ¢asopise (byla to oviem souté trochu jiného druhu)
a také na matematické olympiady v jinych zemich, napfiklad v Polsku, Mad’arsku nebo

Vv Sovétském svazu.

Prof. Dr. Frantisek Vy¢ichlo, profesor Ceského vysokého uéeni technického byl
prvnim ptedsedou ustfedniho vyboru MO. Mimo jiné i timto bylo zdiraznéno spojeni
MO s ptipravou studentll na vysoké Skoly technického zaméfeni. Profesor Vycichlo
musel ze zdravotnich dtvoda po roce svoji funkci opustit, jeho nastupcem byl zvolen
prof. Dr. Josef Novak, feditel Matematického tustavu CSAV. Z dalsich predsedi je tieba
pfipomenout docenta Jana VySina, kterého znad vétSina kantori matematiky jako
propagatora modernizace vyuky matematiky. A dale napftiklad slovenského prof. Dr.

Jozefa Moravéika ze Ziliny, ktery vedl UV MO od 27. do 32. roéniku.

Pod slovy ,,ustfedni vybor* si je tieba piedstavit nepfili§ pocetnou skupinu

védeckych pracovnikill a ucitelli matematiky zékladnich, stfednich a vysokych skol, ktefi



nad ramec svych pracovnich povinnosti matematickou olympiddu ptipravuji. Dr. Rudolf
Zelinka, zastupce feditele MU CSAV, vykonaval funkci tajemnika ustfedniho vyboru
od vzniku této soutéze az do své smrti v roce 1956. Na tajemnikovi UV MO spoéiva
pievazné cely pribéh kazdého rocniku, jako napft. ptiprava letakd, komentait uloh,
kone¢né formulace textd uloh atd. Piedev$im se vénoval vybéru tloh, vétSinu sdm
vymyslel. Kdyz se tato nadstavbova aktivita rozsifila i do nizSich tfid a pfidalo se
programovani, vzrostl pocet soustfedéni, pocCet tajemnikii se musel zvySit na dva,
pozdéji na tfi. Samoziejmeé matematicka olympidda nestoji pouze na praci predsedy
a tajemnikd, ale neni mozné jmenovat vSechny, kteti se v riznych letech podileli na
praci pro tuto vzdélavaci aktivitu. Dale se zminim jesté o dvou pracovnicich. Doc. Dr.
Jifi Sedlacek byl ¢lenem UV MO od 16. ro¢niku soutéZe, pracoval vsak pro MO i
pfedtim, pfipravoval ulohy, mél na starosti soustfedéni Zzakii na mezinirodni
matematické olympiady a také psal texty pro feSitele uloh MO. V poslednich letech se
0 vybér uloh staraji dvé ulohové komise, jedna pro kategorie Z — zakladni Skoly, druha
pro kategorie A, B, C — stfedni Skoly. Vznik obou komisi inicioval doc. Dr. Jaromir
Simsa z pobo¢ky Matematického ustavu AV v Brné. Obé komise pracuji spoleéné se
slovenskymi kolegy akolegynémi. Vysledkem jsou stejné terminy i stejné ukoly
jednotlivych kol MO u nas i na Slovensku.

Neni mozné opomenout praci tisict ucitelek a ucitelli, profesorek a profesorii
matematiky na zékladnich a stfednich Skolach, ktefi informuji své Zaky a studenty
o existenci MO, predkladaji jim ulohy, pomahaji navodnymi ulohami, doporucuji

vhodnou literaturu.

V roce 1986 vznikla kategorie P- programovani. Z této kategorie je tfeba zminit
doc. Dr. Pavla Topfra z MFF UK Praha, ktery je autorem vétSiny tloh v kategorii P.
Dale zakovska teSeni hodnoti, sepisuje k iloham komentafe a pfipravuje Studenty

na mezinarodni soutéze v informatice.

Kategorie A (pro studenty 3. a 4. roc¢nikii stfedni Skoly) a kategorie P jsou
kazdym rokem zakonceny celostatnim kolem MO. V prvnich letech se celostatni kolo
konalo vzdy v Praze na matematicko-fyzikalni fakulté, od 10. ro¢niku MO se jednotlivé
kraje v uspofadani celostatniho kola stiidaly, za organizaci zodpovidal z povéteni

MSMT odbor $kolstvi piislusného krajského narodniho vyboru. To se v poslednich



letech zménilo a celostatni kola organizuje opravdu dobrovolné vzdy nékterd stiedni

Skola, ktera je ochotna se tohoto tikolu ujmout.

2.1 Korespondenéni seminare

Korespondenc¢ni seminaf je dalsi forma péce o nadané studenty. Vznikl ve 24.
rocniku MO, za ucelem individualni péce pro studenty, ktefi neméli moznost
nav§tévovat seminafe na specialnich Skolach. Hlavnim cilem koresponden¢nich
seminaru tedy je zlep$it individualni pfipravu studentd, ktefi ukazali svlij matematicky
talent. Ulohy jsou studentim zasilany piimo domi. Vyfe$ené ulohy zasilaji zpdt
organizatorim. Organizatofi opravené ulohy zasilaji poStou zpét feSiteli vcetné
vzorového feSeni a nové sady uloh. Tento proces se opakuje nékolikrat za rok.
Organizatory korespondencnich seminafti jsou u nds piedev§im studenti stfednich

a vysokych 8kol pod vedenim uditeld.

Tato soutéz slouzi k vytipovani zaka resp. studenti (koresponden¢ni seminare
jsou poradané pro zaky zakladnich Skol, ale i pro studenty stfednich $kol) s talentem
a také k udrzovani a rozvoji zdkova zajmu o matematiku. Seminar vytvari vhodné klima

ke zvySovani ptizn€ o matematiku.

V CR je spektrum korespondenénich seminaiti opravdu bohaté. Kazdy
korespondencni semindf ma svij ndzev 1 svd upfesnéni. Seminafe se 1i$i napiiklad
v poctu kol, v poc¢tu tuloh, které jsou v jednotlivych kolech posilany, v obtiznosti uloh
dle vékové skupiny pro kterou jsou ureny nebo ve zplsobu komunikaci mezi

organizatory a tesiteli, ale také ve zvetfejiiovani vysledkil a odmény pro fesitele.

V roce 1980 v Kosicich probéhl historicky prvni seminai. Seminai byl uréen pro
zéaky stfednich Skol a zZaky vysSich ro¢nikli gymnazii. O rok pozdéji, tedy roku 1981 byl

zalozen koresponden¢ni seminaf 1 pro zaky zékladnich skol.

Korespondenéni seminafe pro studenty stfednich Skol jsou celorepublikové,

v souvislosti se zaky zakladnich $kol mluvime spise o regionalnich.

10



Forma koresponden¢nich seminafti se v pribéhu let ménila. Hlavni zménou
proslo zadani uloh. Prvotni izolované ulohy v jednotlivych sériich byly obménény do

podoby literarnich piib¢hi.
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3 Vyuka rovnic a soustavy rovnic

ey ee

feSené priklady nejsou pfimo prezentovany jako rovnice ¢i soustavy rovnic. Poméhaji
jim pfi feSeni béznych situaci, se kterymi se setkdvaji nejen ve Skole. Dle Ramcové

vzdélavaciho programu se tato latka zavadi na druhém stupni obvykle v osmé tiide.

3.1 Narodni program vzdélavani

Podle Vyzkumného ustavu pedagogického (2007) ptinesl systém kurikuldrnich
dokumentii revoluci ve vzdélavani. Tyto dokumenty jsou vytvofeny ve dvou urovnich.

Prvni Uroven statni a druhd uroven $kolni.

Dle Vyzkumného ustavu pedagogického (2007) vymezuje narodni program
vzdélavani pocatecni vzdélavani jako celek. Radmcové vzdélavaci programy udévaji
jednotlivé ramce vzdélani pro predskolni, zakladni a Skolni vzdélavani. Ramcove
vzdélavaci program vymezuje povinny obsah, rozsah a podminky vzdélavani, podle

kterych jsou na Skol4ch vytvéieny Skolni vzd€lavaci programy.

NARODNI PROGRAM VZDELAVANI
STATNI
UROVEN 3
RAMCOVE VZDELAVACI PROGRAMY
RVP GV
—_— OSTATNI
RVP PV — RVE ZV ' RVP”
— RVP SOV
$KOLNI —
UROVEN SKOLNI VZDELAVACI PROGRAMY

Obr. 1 Narodni program vzdélavani

12



Zdroj: http://tvormeskolu.webnode.cz/vyuka/pedagogika/skolsky-system-a-skolske-
dokumenty/

Pted ptichodem ramcové vzdélavacich programi, byly na Skolach osnovy, které
obsahovaly ptfesny plan uciva, jenz se m¢l v daném meésici a tydnu splnit. Od skolniho
roku 2007/2008 je povinné na vSech Skolach realizovat $kolni vzdé&lavaci program.
Podle Kitzbergera (2010) nyni mame k dispozici modern¢ pojaté kurikulum, které je

v souladu s evropskymi trendy.

3.2 Ramcové vzdélavaci program

Ramcové vzdélavaci programy (dale jen RVP) jsou vytvafeny pro vSechny
stupné vzdélani — od matetskych Skol az po Skoly stfedni. Své programy maji zakladni
umeélecké Skoly a existuji i RVP pro zaky s lehkym mentalnim postiZenim a pro zaky se

specidlnimi vzdélavacimi potfebami.

RVP se predevSsim zamétuje na klicové kompetence, jejich spojitost se
vzdélavacim obsahem a uplatnéni ziskanych védomosti v praxi. V neposledni fadé
podporuji pedagogickou autonomii $kol a profesni odpovédnost ucitelli za vysledky

vzdélavani.
3.3 Skolni vzdélavaci program

Skolni vzdélavaci program (dale jen SVP) je dokument, ktery si podle RVP

zpracovava kazda Skola sama.

Podle Vyzkumného tustavu pedagogického (2006) vychazi SVP z konkrétnich
vzdélavacich zaméri Skoly, zohledituje podminky a moznosti Skoly, ale také potieby
7akt. Vzdélavaci proces se realizuje podle konkrétniho SVP, ktery si dana $kola sama
vypracovala. Jak zmifiuje Vyzkumny tstav pedagogicky (2006) zamérem tvorby SVP je
pfimét uclitele ke vzajemné spolupraci. Spoluprace by se méla projevit v propojovani

témat z riznych vzdélavacich obort.
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3.4 Rovnice a soustavy rovnic v ramcoveé vzdélavacim
programu

Rovnice se staly nedilnou souc¢ésti bézného zivota, proto maji nemalé zastoupeni pii
vyuce. V. Ramcové vzdélavacim programu m4ji zastoupeni v oblasti Cislo a proménna.

3.4.1 Charakteristika vzdélavaci oblasti Matematika a jeji aplikace

RVP je rozdélen do deviti vzdélavacich oblasti (Jazyk a jazykova komunikace,
Matematika a jeji aplikace, Informac¢ni a komunikaéni technologie, Clovék a jeho svét,
Clovék a spolec¢nost, Clovék a pfiroda, Uméni a kultura, Clovek a zdravi, Clovek a svét

prace) a dopliujici vzdélavaci obory (Vyzkumny ustav, 2007).

Vzdélavaci oblast Matematika a jeji aplikace klade diraz zejména na aktivni
¢innosti, které jsou pro praci s matematickymi objekty a pro vyuzivani matematiky

Vv béznych situacich charakteristické (Vyzkumny ustav pedagogicky, 2007).
Vzdé€lavaci oblast Matematika a jeji aplikace vymezuje ¢tyfi tematické okruhy:

o Cisla a pogetni operace (na 2. stupni Cislo a proménna)
o Zavislosti, vztahy a prace s daty
o Geometrie v roving a v prostoru

o Nestandardni aplika¢ni ulohy a problémy

3.4.2 Rovnice ve vzdélavaci oblasti Cislo a proménna

Do samotného uciva tykajici se rovnic na ZS fadi RVP zakladni pojmy: rovnice
— linearni rovnice, soustava dvou linedrnich rovnic se dvéma nezndmymi. Ocekdvané
vystupy v této oblasti jsou formulace a feSeni redlné situace pomoci rovnic a jejich

soustav.

Dle RVP pro SS zahrnuje tato oblast u¢ivo zabyvajici se linearnimi rovnicemi,
nerovnicemi a jejich soustavami, kvadratickymi rovnicemi (diskriminantem, vztahy
mezi kofeny a koeficienty). Dale pak obsahuje rovnice a nerovnice V soucinovém

a podilovém tvaru, rovnice a nerovnice s absolutni hodnotou, rovnice s neznidmou
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ve jmenovateli a pod odmocninou, logaritmické, exponencidlni a goniometrické
rovnice. Jeden z mnoha ocekavanych vystupti je rozlozeni mnohoclenti na soucin
vytykanim a uzitim vzorcu, aplikovani této dovednosti pii feSeni rovnic a nerovnic.
Dalsi ocekavané vystupy je feSeni linedrnich a kvadratickych rovnic a nerovnic, feSeni
soustavy rovnic, v jednodussich pfipadech diskutovani o feSitelnosti ¢i o poc¢tu feseni.
Student rozliSuje ekvivalentni a neekvivalentni Upravy. Znazorfuje feSeni rovnic,
nerovnic a soustav rovnic graficky. Analyzuje a fesi problémy, v nichz aplikuje feSeni

linearnich a kvadratickych rovnic a jejich soustav.

15



4 Sbirka

Sbirka obsahuje fesené ulohy, které se vyskytly v nékterém z ro¢niktt MO. Pro
lepsi srozumitelnost jsou vzorové feseni doplnéna komentafem. Ulohy jsou rozdéleny
do kategorii a sefazeny dle obtiznosti od nejjednodussi po nejslozitéjsi. Kazda kategorie

zacina kratkym uvodem.
4.1 Kategorie A

Kategorie A je urena pro zaky 3. a 4. ro¢niku stiednich Skol, 7. a 8. ro¢niku
osmiletych gymnazii a 5. a 6. ro¢niku Sestiletych gymnazii. Kategorie A probiha ve

Skolnim, krajském a tstfednim soutéznim kole.

4.1.1 Priklad z 52. ro¢éniku MO, kategorie A, uloha Skolniho kola

Zadani: Zjistéte, pro které redlné ¢islo p maji rovnice
x3+x2-36x—p=0, (1
x3-2x>—px+2p=0 (2
jeden spolecny koten.
Vzorové feSeni:
Z prvni rovnice vyjadiime p a dosadime do druhé rovnice
x3—2x2 — (k3 +x2—36x)x+2(x3+x%2—-36x) =0
x3—2x% —x*—x34+36x%+2x3+2x2-72x =0

x*—2x3—-36x*4+72x=0
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Vytkneme X, upravime a postupnym rozkladem zjistime koteny
x(x3—2x2—-36x+72)=0
x(x?(x—2)—36(x—2))=0

x((x —2)(x2=36)) =0

x1 =0, xp =2, x3 =6, x4, =—6

Koteny dosadime do (1)

x; =0 X3 =6

p1 =0 63+62—-36-6—p=0

Xy =2 216 +36—-216 —p =0

224+22-36:2—-p=0 ps = 36

8+4—-72—p=0 Xy, = —6

p; = —60 (=6)* + (=6)? — 36 - (—6) — p

=0

—216+36+ 216 —p =0
Dy = 36

(inspirovano feSenim z: http://mo.webcentrum.muni.cz/media/440659/A52s.pdf)

4.1.2 Priklad z 60. roéniku MO, kategorie A, uloha skolniho kola

Zadani: Urcete vSechna realna ¢isla ¢, pro kterd ma rovnice
2 5
x° + 5 +c=0 (1

dva realné koteny, jez lze zatadit s ¢islem c do troj¢lenné aritmetické posloupnosti.
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Vzorové feSeni:

Diferenci aritmetické posloupnosti oznac¢ime d.

Reseni rozdélime na dva piipady.

Prvni piipad: ¢ lezi uprostied kotent X a Xo,

plati Xy =c—d 2)
X, =c+d (3)

Mezi kofeny X1, X2 a koeficienty a, b, ¢ kvadratické rovnice ax’+bx+c=0 plati dle

N I o W b
Vietovych vztahti tento vztah pro soucet x; + x, = — "
Sectenim rovnic (2) a (3) dostavame

X, +x, = 2cC

. , b
Z rovnice (1) dosadime a, b do vztahu x; + x, = -
5
—_ 2
X1 + xz -
1
5
Xl + xz = —=
2
5 5
2 4

Dosadime ¢; do (1) a rovnici vyfeSime pomoci diskriminantu

2,5 5_,
X Zx 4—

_—bi\/bz—4ac
X1 X2 = 2a

5 25 20 5 9-5
o __ 2N 2N
1= 2 1= 2
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x1= 2 x2=
5 3
Xy = +3V5
xZ_
5 25 20
2 NE YT
Xy, = 5 X =

Druhy ptipad: ¢ je krajnim ¢lenem aritmetické posloupnosti
x1=c+d 4)
X, =c+2d 5).

Pro soucet kotent dle Vietovych vztahil tentokrat vychazi

o %

X1+x2=_

Xy +x, =2c+3d

2c+3d =—-

3d=—2—2¢
2

d=-2_2¢
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Postupné dosadime diferenci d do vztahti (4) a (5) a Gpravami zjistime po fadé X; a Xz

. 5 2 43 5 2
X =¢C G 3c X, =¢C (6 30)
_6c—4c—5 B 10 4
X1 c X, =¢C G 3c
1 5 6c —8c — 10
X1=§C_g x2= 6

1 5
2= 73073

Oba koteny dosadime do Viétovych vztahii pro soucin kotenti x; - x, = c-a

Ge-D)(-3e-9 =

Po roznasobeni dostavame

5 5 25
—=ct—=c+=c+==c
9 9 18 18
Pievedeme ¢ na levou stranu
5 25
—=ct—=c+=c—c+==0
9 9 18 18

—2¢,—23c+25=0
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Vypocitame koteny c; a c3

—b +Vb? — 4ac
6= 2a
23 ++/529 + 200
C2,C3 = _4
23+ 27
C2 = _4
I
Cyr = 2

Dosadime do ¢, a c3do (1)

25
c, = 5
2+5 25_0
XX T T
_—bi\/bz—4ac
XXz = 2a
5 [25+ 200
i} ot T
1= 2
5 [225
o __2'NE
1 2

21

23 =27
C3= _4
C3=1

_5.15

_ 2 2
X1 = >

5
x1—2

5_ [25+200
L _2 4
2 2

_>_ 225

2 4
x2= 2

_>_15

__2 2
Xy >
x2=—5



_ —btVb*—4ac
X1X2 = 2a

5, [25-16 5 [25—16
L2 ) 2 )
! 2 2 2

5 9 5 9
L __2'\3 L __2 \%
T2 272

5 3 5 3
) v - 22
! 2 2 2

1 xz——Z
x1——E
y , 5 25
Reseni ma rovnice 3: €C1=—7C=—"7, c3=1

(inspirovano feSenim z: http://mo.webcentrum.muni.cz/media/440778/A60s.pdf)

4.1.3 Priklad z 58. roéniku MO, kategorie A, uloha domaci ¢asti I.

kola

Zadani: V oboru realnych Cisel feste soustavu rovnic
2sinxcos (x +y)+siny =1,

2siny cos (y+x) +sinx = 1.

22



Vzorové feSeni:
Zadanou rovnici upravime s vyuzitim vzorce pro cos (X + V).

1. rovnice
2sinx (cosxcosy —sinxsiny) +siny =1
2sinxcosxcosx + (1 —2sin*x)siny =1
sin2xcosy + cos2x-siny =1

sinx+y) =1

Druhou rovnici upravime podobnym zpiisobem jako prvni rovnici.

2. rovnice
2sinycos(y + x) +sinx =1
2siny (cosycosx —sinysinx) +sinx =1
2sinycosycosx + (1 —2sin?)sinx =1
sin2ycosx +cos2x-sinx =1

sin(Qy +x) =1

Funkce sin nabyva hodnoty 1 v bodech %71'4‘2/(77:, kde k je celé ¢islo. Resenim rovnice

budou uspotadané dvojice (x, y) pro néz existuji cela ¢isla k, | takova, ze

2x+y=21n+2k7t

2y + x =21n+217t /(-2)

-3y =— 2m— Alm + 2kn
2

%n+ Almr-2km

V=t
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1 2
y = gn+§(21—k)-7r

1 2
X = gn+§(2k—l)-7t

(inspirovano feSenim z: http://mo.webcentrum.muni.cz/media/440742/A58i.pdf)

4.2 Kategorie B

Kategorie B je ur¢ena pro zaky 2. ro¢niku stfednich skol, 6. ro¢nikti osmiletych
gymnazii a 4. ro¢niki Sestiletych gymnazii. Kategorie B probihd ve skolnim a krajském

soutéznim kole.

4.2.1 Priklad ze 42. roéniku MO, kategorie B

Zadani: Pro ktera realna Cisla p ma soustava rovnic
x3—x+3p =6,
x3+ x +4p = 10.
alespoii jedno feSeni v oboru realnych ¢isel?
Vzorové feSeni:
x3—x+3p—-6=0
x3+x+4p—-10=0
Odectenim druhou rovnici od prvni obdrzime:

(x3—x+3p—-6)—(x3+x+4p—10)=0
x3—x+3p—-6—x3—x—4p+10 =0

—2x—p+4=0
—2x=p—4
x="2L+2
2
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Dosadime-li do prvni rovnice zadané soustavy, dostaneme rovnici s jednou neznamou p

Po tpravé dostavame:

(Z+2) - (Z+2)+3p=6

2 3
8—6p+3%—%+§—2+3p—6=0

“3p+32-Z42=0 /8
—24p+12p?> —p3+4p =0
—p3 +12p* —20p =0
p(p?—12p+20=0
p(—2)(p-10)=0

Resenim jsoup; = 0, p, = 2, p3 = 10

Hodnoty p1. p2, ps dosadime za parametr p do zadané soustavy a vypocitame X Xp, X3

P1:

x3—x=6

x34+x=10

x}—x—-6=0

x34+x—-10=0

P.:

2x3—-16=0
2x3 =16
x3=28

x1=2

x*—x+3(10) = 6
x3+x+4(10) = 10

x3—x+30—-6=0
x34+x+40-10=0
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2x3+54=0

2x3 = =54
x3 = -27
Xy, = —3
P x3—x+3(2) =60

x3+x+4(2)=10
x3—x+6-6=0

x34+x+8-10=0
2x3—-2=0
2x3 =2

x3=1

x3=1

(inspirovano fesenim z: BOCEK, HORAK. [1])

4.2.2 Priklad z 50. roéniku MO, kategorie B, uloha domaci ¢asti I.

kola

Zadani: Reste v oboru kladnych ¢&isel soustavu rovnic

3x + Vio = 598,6,
X10 + Zy = 723,4,

V niZ Xq0 @ Y10 0znacuji po fade ¢isla X a y zaokrouhlena na desitky.
Vzorové feSeni:

X= Xo+m, y=y0+n -5<m<5 -5<n<5 (1)
Oznacime

a = 3x19 + Y100 b= X190 + 2Y10. (2)
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Cisla a, b jsou nasobky deseti a pivodni soustavu rovnic mizeme piepsat do tvaru

a=15986—3m, b=7234—2n. (3)

Cislam, n jsou z intervalu <=5, 5), proto a € {590, 600, 610} a b € {720, 730}.

Dale z (2) dostavame
1 1
X10 = 3 (2a—=b), yi0= = (3b — a). (4)

Vidime, Ze Cisla 2a — b a 3b — a museji byt délitelna padesati, a proto prichazeji
v uvahu jen dvojice [a, b] = [590,730], [a, b] = [610,720]. Nalezené hodnoty ¢isel a, b

postupné dosadime do (4) a (3). Pomoci (1) uréime x a y.

A) [a,b]=[590,730]

x10 = = (2 590 — 730) = 90

Yio = £ (3 - 730 — 590) = 320 )
590 = 598,6 — 3m

m = 2,86

730 = 723,4 — 2n

n= —33 (3)

B) [a, b] = [610,720]
Xy = Si (2- 610 — 720) = 100

Yio =+ (3 730 — 590) = 320 @)
610 = 598,6 — 3m

m= —3,8

720 = 723,4 — 2n

n= 1,7 (3)

Hledana feSeni jsou:
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x =90+ 2,87 =92,86 x =100 — 3,8 = 96,2
y =320-3,3=316,7 y =310 + 1,7 = 311,7

(inspirovano fesenim z: http://mo.webcentrum.muni.cz/media/440733/B57s.pdf)

4.2.3 Priklad ze 42. roéniku MO, kategorie B

Zadani: Zapiste, pro ktera realna ¢isla a ma soustava rovnic feSeni v oboru realnych

Cisel a vyfeste ji

x+y=2z+2, (1)
x?+y?=2z%+4, (2)
x3+y3=2z%+a. (3)

Vzorové reSenti:

Vidime, ze rovnice (1) m& mocninu prvniho fadu a absolutni ¢len je 2, rovnice (2) ma
mocninu druhého tadu a absolutni ¢len rovna se 4 (22 = 4). Rovnice (3) ma mocninu

tietiho Fadu absolutni &len a bude tedy rovno 8, protoze 2°= 8.
Jiné feSeni:
Rovnici (1) umocnime druhou mocninou a ode¢teme od rovnice (2)
(x+y)2=(z+2)?
x2+2xy+y?=z2+4z+4
x> +y*=2z+4
—x?2—2xy—y?=—2z2—4z—4

2xy =4z
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Celou rovnici vydélime 2
Xy =2z 4)
Rovnici (1) umocnime tfeti mocninou a odetteme od rovnice (3)
(x+y)3=(=z+2)3
x3 4+ 3x2y+3xy?+y3 =23+ 622 +12z+8
x3+y3=2z%+a
—x3 —3x%y—3xy? —y3=—-23-62z2-12z-8
3x2y +3xy? =6z2+12z+8—a
3xy(x +y)=6z2+12z+8—a (5)
Rovnici (4) spoletnd s rovnici (1) dosadime do rovnice (5)
322)(z+2) =6z2+12z+8—a
6z>+12z=6z2+12z+8—a
a=28

Vsechna feSeni pro a = 8 jsou tedy trojice (X, y, z) ve tvaru (2, t, t) nebo (t, 2, t), kde t je

libovolny parametr.

(inspirovéano fesenim z: BOCEK, HORAK [17])
4.3 Kategorie C

Kategorie C je urcena pro zaky 1. ro¢niku stfednich skol, 5. ro¢nikd osmiletych
gymnazii a 3. ro¢niki Sestiletych gymndazii. Kategorie C probiha ve Skolnim a krajském

soutéznim kole.
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4.3.1 Priklad z 63. roéniku MO, kategorie C, uloha skolniho kola

Zadani: Urcete, jakych hodnot miize nabyvat vyraz V = ab + bc + cd + da, spliiuji-li

realna ¢isla a, b, ¢, d, dvojici podminek

2a — 5b + 2c — 5d = 4,
3a—4b + 3c—4d = 6.

Vzorové feSeni: Pro dany vyraz V plati:
V=bla+c)+dla+c)=(a+c)(b+d)
Podobné lze upravit i ob¢ dané podminky:

2(a+c)—-50b+4d) =4,
3(a+c)+4b+d)=6. (1)

Zvolime-li tedy substituci m = a + can = b + d, feSime soustavu (1)

2m —5n =4 / +(-3)
3Im+4n =6 /+(2)

Sectenim oboru rovnic:

—-7n=20
n=20
3m=26
m=2
V=mn=20

Z danych podminek nabyva vyraz V pouze hodnoty 0.

Jiné feSeni: zadané podminky si piedstavime jako soustavu rovnic o dvou neznamych a,

b s pamametry c, d.
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2a—5b+2c—5d=4 (1)

3a+4b+3c+4d =6 (2)

Prvni rovnici soustavy vynasobime 4, druhou rovnici 5 a seCteme je.

8a — 20b + 8c — 20d = 16

15a + 20b + 15c¢ + 20d = 30

23a+ 23c = 46

Po pfevedeni parametru na pravou stranu a vydéleni celé rovnice 23

dostavame
a=2-—c

Dosadime napiiklad do (2) a vypocitame b
32—c)+4b+3c+4d =6
6—3c+4b+3c+4d =6
4b = —4d
b=-d

Hodnoty a, b dosadime do vyrazu V
V=Q-c)(-d)+(—-d)c+c-d+d(2—-0)
V=-2d+cd—cd+cd+2d—-cd

V=0

(inspirovano feSenim z: http://mo.webcentrum.muni.cz/media/440733/B57s.pdf)
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4.3.2 Priklad ze 48. roéniku MO, kategorie C, uloha skolniho kola

Zadani: Najdéte vSechny dvojice a, b nezapornych realnych ¢isel, pro ktera plati

va? +b+Vb%2+a= va%+b%+ Ja+b.
Vzorové feSeni:
Rovnici umocnime na druhou podle vzorce (a + b)? = a? + 2 ab + b?
Ja? +b++b2 +a)2 = (Va? + b? +Va + b)?
a?+b+2 Va2 +b-Vb2+a+b*+a=a®+b?+2Va?+b?-
Vva+b+a+b

Po odecteni pravé strany od levé dostavame

Jaz+b-yb2+a=+a?+b?-Va+b

Znovu umocnime na druhou a po Gpravé dostavame

(a® + b)(b? + a) = (a? + b*)(a + b)
Roznasobime

a®*+ a’b?>+b3>+ab= a®+ ab*+ a’*b+ b3

Odeéteme a®a b3 a vSechny ¢leny pievedeme na levou stranu rovnice

a’b* + ab — ab®* —a?b =0
Vytkneme ab

ab(ab+1—b—a)=0
ab(a—1)(b—-1)=0

Z posledni tpravy vidime, ze hledanéa=0,b=0,a=1, b= 1.

(inspirovano fesenim z: http://mo.webcentrum.muni.cz/media/440691/C54s.pdf)
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4.3.3 Priklad z 54. roéniku MO, kategorie C, uloha skolniho kola

Zadani: Najdéte vSechny trojice celych Cisel X, Y, z, pro ktera plati

x +yz = 2005, (2)
y + xz = 2006. (2)

Vzorové feSeni:
Z (1) si vyjadiime X
x = 2005 — yz. 3)
Rovnici (3) dosadime do rovnice (2) a dostavame
y + (2005 —yz) -z = 2006.
Upravime

y + 2005 z — yz? = 2006
y —yz? = 2006 — 2005 z
y(1—2z2%) =1+ 2005(1 — 2).

Z posledni rovnice plyne, Ze z se nemiiZze rovnat 1.
Rovnici tedy mizeme vydé€lit vyrazem a upravit na tvar
y+(1+2) = 2005+i,
leva Cast posledni rovnosti je cela — i prava ¢ast musi byt cela. Proto z = 0 nebo z = 2.
Dosazenim do rovnice (1) a (2) proz = 0 je
x = 2005, y = 2006
Pro z = 2, dosazenim do rovnic (1), (2) dostavame:

x+ 2y = 2005
2x +y = 2006 /(-2)
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—3y = —-2004
y = 668
x = 669

Obdrzeli jsme dvé feseni zadané tlohy [2005, 2006] a [669, 668]

(inspirovano fesenim z: http://mo.webcentrum.muni.cz/media/440691/C54s.pdf)
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5 Pracovni listy

Pracovni listy byly zpracovany na zakladé prostudovani riznych prament o
soutézi Matematickd olympidda. Obsahuji jeden konkrétni piiklad z kazdé kategorie,
ktery se objevil v minulych ro¢nicich soutéze. Dva piiklady jsou ze skolniho kola a tieti
z krajského kola olympiady. V ¢asti Skolni kolo je vzdy u feSeni napsan i postup, jak
jednotlivda feSeni vyhodnotit a obodovat. Na zdkladé¢ tohoto hodnoceni byly
vyhodnoceny ptiklady jedna a tfi. V krajském kole jiz tyto kroky nenajdeme. Proto do
pracovnich listd byl zafazen pravé jeden ptiklad, ktery se objevil v krajském kole

soutéze. K tomuto ptikladu byla navrzena metrika pro vyhodnoceni.

Pracovni listy byly rozdany studentim JihocCeské univerzity, Pedagogické
fakulty, katedry Matematiky. Studenti fesili Glohy v jedné u¢ebné a méli na vypracovani
stejny ¢as. Neméli k dispozici zadné pomticky, pouze papiry na pomocné vypocty, které
se neodevzdavali. Proto také mohlo dojit ke statistickému zpracovani feSeni, coz bylo

hlavnim cilem tohoto prizkumu.

5.1 Zadani

Zde jsou zadani pracovniho listu. Piiklady jsou z riznych ro¢niktl i z riznych ¢asti
Matematické olympiady.

1. Urcete vSechny dvojice (a, b) realnych ¢isel, pro néz maji rovnice

x>+ @Ba+b)'x+4a=0, x>+@Bb+a)x+4b=0

spole¢ny kofen.
(57. ro¢nik matematické olympiady kategorie B, Skolni ¢ast)
2. Najdéte nejmensi ¢tyfmistné ¢islo n, pro néZ ma soustava
x3+ y3+ y?x + x%y =n,

x2+ y2+x+y=n+1

pouze celoc¢iselna redlnd feSeni.

(50. rocnik matematické olympiady kategorie A, krajské kolo)
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3. Najdéte vsechny dvojice nezapornych celych Cisel a, b, pro néz plati

a’+b+2=a+ b%
(59. ro¢nik matematické olympiady kategorie C, Skolni kolo)
5.2 Vzorova reSeni uloh

Nize najdeme vypracovana feSeni upravena autorkou DP.

521 PF.1

x?+@Ba+b)x+4a=0, (1)

x?+@Bb+a)x+4b=0. (2

Rovnice budou mit spol¢eny koten X. Rovnici (1) a (2) roznasobime
x?+3ax+bx+4a=0 (1)

x?+3bx+ax+4b=0 (2

Rovnici (2) vynasobime —1 a secteme s rovnici (1)
2ax — 2bx +4(a—b) =0,
2x(a—b)+4(a—b) =0.
Celou rovnici vydélime 2
x(a—b)+2(a—b) =0,
(a=b)-(x+2)=0.
Uvazujme dvé mozna feSeni: a = b nebo x = —2.
Pokud a=b dosazenim do (1) nebo (2) dostaneme

x’+4ax+4a=0
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Pomoci diskriminantu vypocitame interval parametru a

D =bh? —4ac

D=16a?— 16a

Po vydéleni 16 dostaneme

a? —a >0

a(a—1)=0 nulové body: a; =0, a, =1
a € (—,0) U (1,0)

Pro X = —2 dosadime do jakékoliv zadané rovnice v nasem ptipadé do (1) a

vypocteme
(=22)+3a(-2)+b(-2)+4a=0
4—6a—2b+4a=0

—2a—2b+4=0

a+b—2=0
b=2-a
Zaveér: Rovnice maji aspon jeden spolecny kofen x = —2 pro vSechny dvojice (a, 2 —

a), kde a je libovolné realné ¢islo, a pro vSechny dvojice (a, a), kde a € (—o,0) U
(1, ).

5.2.2 Pt. 2
x3+ y3+ y2x + x%y =n, (1)
x>+ y’+x+y=n+1 (2)

Predpokladejme, ze parametr n je Ctyfciferné prirozené Cislo.
Upravime rovnici (1)
X2+ y>)(x+y) =n

Ozname a = x2 + y? a b= x+y,
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plati: a+b=n,
ab=n+1.
Cisla a, b jsou kofeny rovnice g2 —(n+ 1)g +n = 0.
Roznasobime a dostaneme
q*—(qn+q) +n=0,
g’ —qn—q+n=0.
Postupnym vytykanim dostaneme
q(qg—1)—n(g—-1) =0,
(@—1(@q—n)=0.
Nulové body {1, n} = {a, b}

Dvojice x, y je fesenim soustavy prave, tehdy, kdyz feSeni jedné ze soustav je

. x+y=1 (1) . x+y=n (3
x2+y%=n (2 x2+y2=1 (4)
l. x =k

Z (1) vyjadiime y; y = 1 — k a dosadime do (2)
K2+(1-k)?2-n=0

Podle vzorecku (a — b)? = a? — 2ab — b? roznasobime zavorku (1 — k)?
k>+(1—-2k+k*)—n=0
2k* =2k+1-n=0

Pomoci diskriminantu zjistime kofeny x a y

D = b? - 4ac

D=-4+8n
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Celou pravou stranu vydélime 4

D=-14+2n
2 ++vVb2 — 4ac
2a
2+vV2n—1
4
2++V2n—1 2—V2n—-1
X = y:—
4 4
1+vV2n—-1 1—-+v2n-1
X = — y=—-
2 2
1. X =k

Z (3) vyjadiime y; y = n — k a dosadime do (4)
K2+ (m—-k?2—-1=0
Podle vzore¢ku (a — b)? = a? — 2ab — b? umocnime zavorku (n — k)?
k*+n?—-2nk+k*—1=0
2k? —=2nk+n?>—-1=0
Pomoci diskriminantu zjistime kotfeny x a y
D = b% —4ac
D =4n*-8(n*-1)
D =4n?>—-8n*+8
D =4(2 - nz)
Od zacatku predpokladame, ze n je pfirozené ¢islo, proto pfichdzi v uvahu pouze n = 1.

Pak jsou soustavy I. a II. totozné a neexistuji jina feSeni nez

1+vV2n-1 1-v2n-1
oy} = 5= =

Zaver: Zjistili jsme, ze pro kazdé ptirozené ¢islo n jsou feseni soustavy v oboru
realnych cisel
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1+v2n-1 1-v2n-1

2 ! 2

v} ={ }

Pokud je 2n — 1 druhou mocninou piirozeného ¢isla jsou x, y cela ¢isla. Aby bylo ¢islo
n ctyfmistné, musi platit n > 1000. Z toho plyne, Ze 2n — 1 = 1999. Nejmens$i mozna
druh4 mocnina je 2025 = 452 (feSenim jsou i dal$i druhé mocniny lichych &isel vétsi
nez 45).

Z rovnice 2n — 1 = 2025 vypocitame n

n = 1013.

523 PI. 3
a?+b+2=a+ b?

Konstantu 2 dame na jednu stranu rovnice a neznamé na druhou stranu rovnice
2= —a*+a+b*-b
2=(0b%*—-a*)—(b—a)

Prvni zavorku na pravé strané rozlozime podle vzorce pro rozdil ¢tverct b? —a? =

(b—a)(b+a)
2=Mb—-a)b+a)—(b—a)
Vytkneme vyraz (b — a)
2=Mb—-a)b+a-1)
Protoze hledame pouze nezaporna cela- Cisla, tak uvazujeme ¢tyfi moznosti feseni:
a) (b—a)=1, - b+a-1)=2
a=1
b=2
by (b—a)=—-1 > b+a—-1)=-2

Z4dna dvojice nezédpornych kotent.

o) (b—a)=2 - b+a-1)=1

a=20
b=2

d b—a)=-2 > b+a—-1)=-1
a=20
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b = 0, toto fedeni nevyhovuje 1. rovnici.

Uloha ma tedy dvé feseni: a =1,b=2neboa =0,b = 2.

5.3 Statistika reseni

Pracovni listy vypracovalo 8 studenti Pedagogické fakulty, JihocCeské
univerzity, katedry Matematiky. Cilem bylo zjistit, jak si budouci ucitelé matematiky
povedou pfi feSeni ne zcela typickych uloh, se kterymi se setkévaji pii vyucovacich
hodinach matematiky. Zadany byly tii pfiklady, které se objevily v minulych letech ve
Skolnich a krajskych kolech MO.

5.3.1 Vyhodnoceni prikladu ¢islo 1

Tento priklad se vyskytl v 57. roéniku MO, kategorie B, Skolniho kola. Za
uspésné vyreseni piikladu bylo mozno ziskat maximalné 6 bodi. Ptiklad byl ohodnocen

dle zvefejnéného bodovani.

Statistika Uspésnosti
Ziskané body
RESITEL 1 1
RESITEL 2 0
RESITEL 3 0
RESITEL 4 2
RESITELS 0
RESITEL 6 1
RESITEL 7 0
RESITEL 8 2
Modus 0
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Ziskané body

6
5
4
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Obr. 2 Ziskané body p¥iklad 1
Je patrné, ze plného poctu bodl nedosahl zadny fesitel. Modus, neboli nejéastéji

se vyskytované bodové ohodnoceni je 0 bodu.

5.3.2 Vyhodnoceni prikladu ¢€islo 2

Tento priklad se vyskytl v 50. ro¢niku MO, kategorie A, krajského kola. Za
uspesné vyteseni prikladu bylo mozno ziskat maximalné 6 bodu. Pro tento ptiklad byla
sestavena vlastni metrika bodovéni, nebot’ u ptikladl z krajského kola neni zvefejnén

postup bodovani.

Statistika Uspésnosti
Ziskané
body
RESITEL 1 0
RESITEL 2 0
RESITEL 3 2
RESITEL 4 1
RESITEL 5 1
RESITEL 6 6
RESITEL 7 2
RESITEL 8 0
Modus 0
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Ziskané body
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Obr. 3 Ziskané body p¥iklad 2

Z grafu je patrné, ze plného poctu bodi dosahl jeden student oznaceny jako
RESITEL 6. Jeho vzorové vypracovani tilohy viz kapitola Zajimavéa feseni. Modus,

neboli nejcastéji se vyskytované bodové ohodnoceni je 0 bodil.

5.3.3 Vyhodnoceni prikladu ¢islo 3

Tento priklad se vyskytl v 59. ro¢niku MO, kategorie C, Skolniho kola. Za
uspésné vyteseni piikladu bylo mozno ziskat maximalné 6 bodii. Ptiklad byl ohodnocen

dle zvefejnéného bodovani.

Statistika Uspésnosti
Ziskané
body
RESITEL 1 0
RESITEL 2 0
RESITEL 3 4
RESITEL 4 6
RESITEL 5 0
RESITEL 6 0
RESITEL 7 2
RESITEL 8 1
Modus 0
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Ziskané body
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Obr. 4 Ziskané body p¥iklad 3
Z grafu je patrné, ze plného poctu bodii dosdhl jeden student oznaceny jako
RESITEL 4. Jeho vzorové vypracovani ulohy viz kapitola Zajimava feSeni. Modus,

neboli nejéastéji se vyskytované bodové ohodnoceni je 0 bodt.

5.3.4 Celkové vyhodnoceni pracovnich listu

Za kazdou uspésné vyreSenou ulohu mohl student ziskat maximalné 6 bodi. Za
nefeSenou Ulohu se zadné body nestrhavaly. Celkem za vSechny ulohy tedy mohl

maximalné ziskat 18 bodu.

Pomér fesenych prikladl
Priklad 1 | Priklad2 | Priklad 3
RESITEL 1 Ano Ano Ano
RESITEL 2 Ano Ano Ano
RESITEL 3 Ano Ano Ano
RESITEL 4 Ano Ano Ano
RESITEL 5 Ano Ano Ne
RESITEL 6 Ano Ano Ne
RESITEL 7 Ano Ne Ano
RESITEL 8 Ano Ano Ano
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Pocet fesenych prikladt

M Ano

M Ne

Obr. 5 Pomér FeSenych piikladi
Z grafu vyplyva, Ze vétsina piikladl byla feSena. Za Spatnd feSeni se neodc¢itaji
body, to napomohlo k tomu, Ze studenti se alespont pokusili o vyfeseni, i kdyZ nemé&li
ucelenou piedstavu o postupu feSeni daného ptikladu. Piiklad 3 z kategorie C, tedy pro
1. ro¢niky stfednich $kol a gymnazii netesili dva respondenti. Ptiklad 2 z kategorie B

netesil jeden respondent.

Celkem ziskanych bodl
PFklad1 | Ptiklad2 | Priklad3 | Celkem
RESITEL 1 1 0 0 1
RESITEL 2 0 0 0 0
RESITEL 3 0 2 4 6
RESITEL 4 2 1 6 9
RESITEL 5 0 1 0 1
RESITEL 6 1 6 0 7
RESITEL 7 0 2 2 4
RESITEL 8 2 0 1 3
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Celkem ziskané body
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Obr. 6 Celkem ziskané body

Maximalnich 18 bodl nedosahl zadny fesitel. Nejvice boda ziskal student oznaceny
jako RESITEL 4, ktery ziskal 9 bodi. Je tedy patrné, Ze tyto piiklady jsou opravdu

obtizné a do bézné vyuky se témef nezafazuji.

Celkem ziskanych bodl
Priklad 1 | P¥iklad 2 | P¥iklad 3
RESITEL 1 1 0 0
RESITEL 2 0 0 0
RESITEL 3 0 2 4
RESITEL 4 2 1 6
RESITEL 5 0 1 0
RESITEL 6 1 6 0
RESITEL 7 0 2 2
RESITEL 8 2 0 1
Primeér 0,75 1,5 1,625
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Primérné ziskané body v jednotlivych

prikladech

6

5
34
=]
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\g 3
2
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Ptiklad 1 Pfiklad 2 Ptiklad 3
Priklad

Obr. 7 Pramérné ziskané body v jednotlivych piikladech
Z grafu vyplyva, ze pro studenty byl Ptiklad 3 nejlehéim, ackoliv byl nejméné
feSeny. Priklad 2, ktery byl z krajského kola, kategorie A, tedy pro nejstarSi vékovou

skupinu dopadl 1épe nez Ptiklad 1, ktery nevyzadoval takové znalosti.

Celkem ziskanych bod
Piiklad 1 | Piklad 2 | Piiklad3 | Celkem | Relativni
Cetnost %
Neresil 0 1 2 3 13
0 4 2 2 8 33
1 2 2 1 5 21
2 2 2 1 5 21
3 0 0 0 0 0
4 0 0 1 1 4
5 0 0 0 0 0
6 0 1 1 2 3
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Relativni cetnhost v %
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Obr. 8 Relativni éetnost v %

Jak je patrné, z grafu nejCastéji se v hodnoceni vyskytovalo 0 bodi. A to

dokonce osm krat. tii a pét bodi neziskal zadny fesitel.

Ze ziskanych udaji 1ze odvodit, Ze narocné a nestandartni piiklady objevujici se
Vv Matematickych olympiddach jsou problematické, jak pro zaky, tak pro testované
studenty Pedagogické fakulty katedry Matematiky. Proto jsou zde uvedena podrobna
feSeni stézejnich prikladi véetné zajimavych feseni studentii. Takto vypracovana feSeni

1ze vyuzZit pro pifipravu na dalsi rocniky MO.

5.4 Zajimava feSeni

Pti vyhodnocovani jednotlivych pracovnich listii se objevila i zajimavé a neobvykla
feSeni. Ktera byla nasledn¢ analyzovana. Ne vSechna neobvykla feSeni vedla ke
spravnému vyteseni piikladt podle zadani.

54.1

Ulohu &islo 2 zajimavé, originalnim zptisobem, fesil student oznagen jako RESITEL 6.
Jeho doslovné feSeni:

Prvni rovnici prepiseme: (x + y) (xz + yz) =n

druhou:(x + y)(x +y+1) =n+ 1+ 2xy
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obé secteme (x + Y)(x* + y* +x+y+1) =2n+ 1 + 2xy,
tedy (x +y)(n+2) =2n+ 1+ 2xy.

Je jasné, ze pokud jedno z ¢isel neni 0, musi byt jedno zaporné, zaroven x +
v musi byt kladné. Jediné reseni rovnice je tedy x +y =1a 2xy = —n +
1.

Dosadime: x? + y? =n tato rovnice lze odvodit z piedchozich dvou,
nemusime se s ni zabyvat, takze resenim jsou vSechna cisla lisici se v abs.
Hodnoté o jednicku, kde jedno je zaporné a druhé kladné a jejichz soucin
krat dve da ctyrmistné cislo, prvni cisla vyhovujici této podmince jsou -22,
23 a posledni -70 a 71. ReSenim této uilohy je tedy 1013.

54.2

Ulohu ¢&islo 3 spravné a zajimavé vyfesil student oznaden jako RESITEL 4. Jeho
doslovné feseni:

a’?—a+2=>b*>—-b
X
a

—a—c=

c=—-24+x

DINO|O|X
1
N
1
1

20 18 - -
30 | 28 - -
42 | 40 - =
56 | %4 - =

O NO|ORWIN L IO|T
-
N
=
o
1
1
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1+vV1+4c

djdy=
Vi+4c —  celéliché
Mocniny | 4c
0 -1
1 0
4 3
9 8
16 15
25 24
36 35
49 48
64 63
91 90
100 99
4c =4x—8

4de+1=4x—7
[a,b] € {[0,2];[1,2]}
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6 Zaver

Cilem prace nebylo pouze seznamit Ctenare se soutézi Matematickd olympiada,
ale také zmapovat problematiku rovnic a soustav rovnic na zdkladnich a stfednich

skolach.

Pro splnéni vSech cilti diplomové prace je prvni kapitola ryze teoretickd. Nejprve
byl kladen duraz na historii a organizaci MO a poté je ¢tenaf seznamen s vyukou rovnic

na zakladnich resp. stfednich Skolach podle ramcové vzdélavaciho programu.

V praktické ¢asti byla vytvorena sbirka feSenych uloh na rovnice resp. soustavy
rovnic, které se objevily v MO. Sbirka byla rozdélena na tii podkapitoly. Ulohy byly
v podkapitolach fazeny dle stupné obtiznosti od nejjednodussich po ty slozité. Dale
praktickd ¢ast obsahuje analyzu a hodnoceni pracovnich listd. Pracovni listy byly
slozeny ze tii ptikladt, kazdy z jedné kapitoly MO pro stiedni Skoly. Pracovni listy
vypracovali studenti Pedagogické fakulty, Jihoeské univerzity v Ceskych

Budéjovicich. Listy byly nasledné opraveny a vyhodnoceny dle zadanych kritérii.

Prace je predevSim urcend ucitelim stfednich Skol a gymndzii, ktefi mohou
jednotlivé piiklady vyuzivat v béznych hodinach matematiky nebo v matematickych
krouzcich. Ucitelé nejsou ovSem jedini, kdo miize praci vyuzivat. Muaze také slouzit
talentovanym studentim k prohlubovani jejich znalosti, ¢i k pfipravé na matematické

soutéze.
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8 PFilohy

V této Casti jsou uvedeny pracovni listy, které vypracovali studenti JihoCeské
univerzity, Pedagogické fakulty, katedry Matematiky. Vytesené listy byly opraveny a

doplnény slovnim hodnocenim a ziskanym poctem bodd.
[A]RESITEL 1
[B]RESITEL 2
[C]RESITEL 3
[D]RESITEL 4
[E] RESITEL 5
[F] RESITEL 6
[G]RESITEL 7

[H]RESITEL 8



Piiloha A

PRACOVNI LIST

1. Urcete vSechny dvojice (a, b) realnych isel, pro néz maji rovnice
X*+((3a+b)-x+4a=0, x*+(3b+a)-x+4b=0
spole¢ny kofen.

(57. roénik matematické olympiady kategorie B)

2. (1 iy Mosir
v +(hath) x "Ha = 0

K+ L( TR X

1
\/A (2a, ‘0“,‘)-/’5‘/&0-/‘// P
(w—F]|+ (245)
g
R;JY'{e ¢ doley, L b =
5 thwdnb' WTO:ffe Mo znReyg X:‘l) /a,&; U2 éfe\{ ﬂeo/o\mw,-g

Za cele resen gogtayg! 1 bod. .



2. Najdéte nejmensi Ctyfmistné &islo n, pro néz mé soustava

B+ Y3+ yix+xPy=n,
2+ y’+x+y=n+1

pouze celo¢iselna realna fe3eni.

(50. ro¢nik matematické olympiady kategorie A)
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3. Najdéte viechny dvojice nezépofn)’/ch celych ¢isel a, b, pro néZ plati
a’+b+2=a+ b2

(59. ro¢nik matematické olympiady kategorie C)

e h?) - (h-a) -4
l
ATl 0 5% (W8 (ah)

ReSidel slslave s 3 prcklac 0 bore.



Piiloha B

=

o T
Resttel nedodel k vhodne' u?m,m roveie, s Liere’ by

by ty patne podminks  xz-y, a -t ?Os&,&e, £ efeh
PRACOVNI LIST Vyye/amm Clekala) U bk,
1. UrCete v3echny dvojice (a, b) realnych &isel, pro néz maji rovnice

X*+(Ba+b):-x+4a=0, x>+ (3b+a)-x+4b=0
spole¢ny kofen.

(57. ro¢nik matematické olympiady kategorie B)
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x5 (ﬁé*a,)x ;< 4% o
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2. Najdéte nejmensi Styfmistné Cislo n, pro néz ma soustava

3+ y3+ y2x +xty =n,
2+ y?+x+y=n+1l

pouze celogiselna redlnd feSeni.

(50. rotnik matematické olympiddy kategorie A)
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3. Najdéte viechny dvojice nezapornych celych &isel a, b, pro néz plati
a’+b+2=a+ b2

(59. ro¢nik matematické olympiady kategorie C)
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Pfiloha C

F

PRACOVNI LIST

1. Urcete vSechny dvojice (a, b) redlnych &isel, pro néz maji rovnice

X+ (Ba+b)-x+4a=0, x>+ (3b+a)-x+4b=0
spole¢ny koren.

(57. ro¢nik matematické olympiady kategorie B)
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| 2. Najdéte nejmensi ¢tyfmistné ¢islo . pro néZ mé soustava

¥+ yi+ yix +x¥y=n, »
X+ y*+x+y=n+1 §~H‘):(&
X hbl-_t

pouze celo¢iselnd redlna feSeni.

(50. roénik matematické olympiddy kategorie A)
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3. Najdete vSechny dvojice nezapornych celych &isel @, b, pro néz plati
a’+b+2=a+ b2

(59. ro¢nik matematické olympiady kategorie C)
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Piiloha D
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Proto d&sw‘m' < bzrvb/u :
PRACOVNI LIST

1. Urcete v3echny dvojice (a, b) realnych &isel, pro néz maji rovnice

X’+(Ba+b)-x+4a=0, X’+(3b+a) - x+4b=0

spole¢ny kofen.

(57. ro¢nik matematické olympiady kategorie B)

X’Z"(Z‘l f/() X féu =~ 2
X° 7‘<3%*0\)>< + 44 ~o

LA 0’_014/@; ):o\ = Kj — PRk JSE RO VNICE

< SHO&UJ('
= : ! il
S (_m.fK)x Fa~ o > 1A QgpLE CNE
= ‘F/zo‘#,/\/y % S po®ENY

} xq' +($6\‘(’6->)4 -l-l?(k =0
,{L + box th =0

v = /
Bl WAl e e eyl IR

(N’,ﬂé (foO,07U44|"°\) 2B, ):0\, =t

<0’dlo A SPOLECN KOLEN ; Elﬂ: {E—-O:;—-j-']iu' 12()

Caev e
e —y



2. Najdéte nejmensi Ctyfmistné ¢islo n, pro néZ ma soustava

B3+ y3+ yix+xty=n,
2+ y2+x+y=n+1l

pouze celo¢iselna realna feseni.

(50. roénik matematické olympiady kategorie A)
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3. Najdéte viechny dvojice nezapornych celych Cisel a, b, pro néz plati
a’+b+2=a+ b2

(59. ro¢nik matematické olympiady kategorie C)
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Pfiloha F

PRACOVNI LIST

1. Urcete vSechny dvojice (a, b) realnych &isel, pro néz maji rovnice

X*+(3a+b) x+4a=0, x’+(3b+a)-x+4b=0

spole¢ny kofen.

(57. roénik matematické olympiady kategorie B)
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2. Najdéte nejmensi Styfmistné ¢islo n, pro néz ma soustava

¥+ ¥y + yix+x?y=n,
¥+ y?+x+y=n+1

pouze celo¢iselna realna feseni.
(50. roénik matematické olympiady kategone A)
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Piiloha H

|

PRACOVNI LIST

1. UrCete vSechny dvojice (a, b) redlnych &isel, pro néz maji rovnice

X*+(Ba+b)-x+4a=0, x’+(3b+a)-x+4b=0

spole¢ny koren.

(57. ro¢nik matematické olympiady kategorie B)
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2. Najdéte nejmensi Etyfmistné &islo n, pro néz ma soustava

B+ Y3+ yix+xty=n,
2+ YR+ x+y=n+1

pouze celo¢iselna realna feseni.

(50. ro¢nik matematické olympiady kategorie A)
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3. Najdéte viechny dvojice nezapornych celych ¢isel g, b, pro néz plati
a?+b+2=a+ b2

(59. ro¢nik matematické olympiady kategorie C)
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