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Abstrakt

Piedlozena diplomova prace se zabyva problematikou provozni modalni analyzy, ktera je
jednou z nov¢jSich oblasti strukturalni dynamiky umoznujici odhad modalnich vlastnosti
zkoumané struktury pfimo za jejiho provozu. Cilem prace bylo provést teoreticky rozbor
provozni modalni analyzy, konkrétné pak metody FDD. Déle pak tuto metodu aplikovat na
vybranou strukturu a ovéfit dosazené vysledky pomoci vypoctového modelovani
a experimentalni modalni analyzy. Byla pouzita technika rozdéleni experimentu na vice
méfeni za vyuziti referenéniho snimace. Nasledné vyhodnoceni provozni modalni analyzy
metodou FDD bylo provedeno pomoci vlastni vytvorené funkce pro software MATLAB, a
dale pomoci komer¢niho softwaru PULSE Operational Modal Analysis. Spravnost ziskanych
vysledkt byla ovéfena vypoctovym modelovanim a experimentalni modalni analyzou.

Abstract

This diploma thesis deals with the issue of operational modal analysis, which is one of the
newer areas of structural dynamics that makes it possible to estimate modal properties of
structures directly during their operation. The aim of this work is to create theoretical basis of
operational modal analysis, more specifically of Frequeny Domain Decomposition method.
Furthermore, apply this method to a selected structure and verify the achieved results using
computational modelling and experimental modal analysis. The technique of dividing the
experiment to separate measurements using reference sensor was used. Evaluation of the
operational modal analysis was performed using self-created function for the MATLAB
software and using the commercial PULSE Operational Modal Analysis software. Obtained
results were verified by computational modelling and experimental modal analysis.

Klic¢ova slova

provozni modalni analyza, vlastni tvary, vlastni frekvence, modalni vlastnosti, modalni
analyza, dekompozice ve frekven¢ni oblasti

Key words

operational modal analysis, mode shapes, natural frequency, modal properties, modal
analysis, frequency domain decomposition
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1 Uvod

Vibracemi lze oznacit jev, pii némz dochazi k opakovanému pohybu télesa okolo rovnovazné
polohy. Lze se setkat s vibracemi, které jsou zadouci, napt. vibra¢ni dopravniky, energy
harvestory nebo tieba hudebni nastroje, ale také s vibracemi, které jsou nezadouci. Mezi tyto
Ize zatadit napt. vibrace kiidel letadel, obrabécich stroji zptisobujici horsi kvalitu obrabéného
povrchu, mosti a budov zhorSujici jejich Zivotnost, vibrace automobild, jez se pfenaseji na
organismus ¢lovéka a maji na né&j negativni vliv, atp. Obecné plati, Ze ve vétsiné piipadii se
nelze vibracim zcela vyhnout, je ale snaha se alespon vyvarovat tzv. rezonanénim stavim,
které zpusobuji pii uréitych frekvencich vyrazne zesileni vibraci. Tyto frekvence, pti kterych
dochazi krezonanci, jsou nazyvany vlastni frekvence soustavy. Jednotlivym vlastnim
frekvencim soustavy pak lze priifadit jim odpovidajici vlastni tvary, které popisuji tvar
deformace, snimz soustava na dané vlastni frekvenci kmita. Identifikaci téchto
tzv. modalnich vlastnosti se zabyva modalni analyza, kterd je v dne$ni dob& nevyhnutelnou
soucasti vyvoje valné vétSiny novych vyrobkl, kdy je sjeji pomoci snaha piedchazet
negativnim vliviim, jez jsou s nadmérnymi vibracemi spojeny.

Modalni analyzu lze provadét bud’ vypoctove, v dnesni dobé nejcastéji pomoci metody
kone¢nych prvki, anebo také experimentdlné pomoci vibracnich zkouSek provadénych na
realnych objektech, pficemz pii vyvoji novych vyrobkl se pak Casto voli kombinace obou
téchto ptistupti.

Piedlozena diplomova prace se zabyva provozni modalni analyzou, kterd je jednou
z novéjsich oblasti spadajicich do experimentalniho odvétvi modalni analyzy. Klasicky
pristup experimentalni modalni analyzy spociva ve vybuzeni vibraci soustavy pomoci
kontrolovanych silovych ucinki, které jsou pak spole¢né s vibraéni odezvou soustavy zaroven
meéfeny. Inzenyrska praxe se ale bézné setkava s ptipady, kdy pfi vibra¢nich zkouskach neni
mozné méfit buzeni zkoumané soustavy, napt. mosty, budovy, letecké konstrukce, jaderné
elektrarny. Provozni modalni analyza umoziuje vyuzit pro buzeni soustavy silovych ucinkt
z jejiho okoli, jako je napt. dopravni provoz, vitr, seismicita, pohyb osob, nebo buzeni
vyvolané samotnou soustavou pii jejim provozu. Odhad modalnich vlastnosti je pak proveden
pouze z namétené vibracni odezvy.

Hlavni ptednosti provozni modalni analyzy je moznost provedeni experimentu piimo za
provozu zkoumané soustavy a neni tedy potieba provadét jeji odstavku. Dalsi vyhodou je, Ze
budici Gc¢inky z okoli jsou pfi experimentu vyuzivany, kdezto pii klasickém pfistupu je
potieba se té€chto okolnich vlivli vyvarovat, protoze zpusobuji chyby ve vysledcich. Moznost
provadéni experimentu pfimo za provozu zaroven otevird dvefe pro nepfetrZitd monitorovaci
meéfeni soustav.

Cilem této diplomové prace je ptedstavit provozni modalni analyzu po teoretické
strance, a dale podrobné&ji rozebrat jednu z jejich metod, metodu FDD. Nasledné pak
v praktické ¢asti tuto metodu pomoci nabytych teoretickych poznatkii aplikovat na vybranou
strukturu a ziskané vysledky verifikovat pomoci metody kone¢nych prvka a klasické
experimentalni modalni analyzy.

15
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2 Motivace, formulace problému a cile prace

2.1. Problémova situace

Jednou ze standardné provadénych tuloh na Ustavu mechaniky téles, mechatroniky
a biomechaniky (UMTBM) je experimentalni modelovani zkoumané soustavy za uéelem
odhadu jejich modalnich vlastnosti. Dlouhodob& se pro tuto ulohu na UMTBM pouziva
Experimentalni Modalni Analyza (EMA), kterd Kk uréeni modalnich vlastnosti vyuziva
znamych budicich sil. V inzenyrské praxi se vyskytuji soustavy, u nichz nelze méfit jejich
buzeni. V poslednich letech 1ze z komer¢ni sféry pozorovat narust poptavky po méfenich
dynamickych vlastnosti soustav, u kterych bud’ nelze, nebo Ize velmi obtizng, ur¢it budici
ucinky. Pro tyto pfipady lze vyuzit provozni modalni analyzu, ktera k urceni modalnich
vlastnosti vyuziva neméfené buzeni soustavy z okoli, ¢i buzeni vyvolané vlastnim provozem
soustavy. Méfeni lze tudiz provadét za provozu zkoumané soustavy. UMTBM ma k dispozici
software od firmy Briel & Kjer disponujici provozni modalni analyzou, konkrétné metodou
FDD (Frequency Domain Decomposition). Aby bylo mozné tuto metodu spravné pouZzivat
aziskavat tak korektni vysledky, je potieba porozumét jejimu teoretickému zakladu
a pochopit princip, na kterém je zaloZena.

2.2. Formulace problému

Provést teoreticky rozbor provozni modalni analyzy a metody FDD, a dale tuto metodu
aplikovat na vybranou strukturu. Verifikovat dosazené vysledky pomoci experimentalni
modalni analyzy a metody kone¢nych prvku.

2.3. Cile prace

e Seznamit se s problematikou provozni modalni analyzy a provést na dané téma resersi.

e Urcit modalni vlastnosti vybrané struktury pomoci vypoétového modelovani a pomoci
experimentalni modalni analyzy.

e Pouzit provozni modalni analyzu na vybranou strukturu.

e Porovnat a zhodnotit dosazené vysledky.

17
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2.4.

Systém podstatnych velicin

Systém podstatnych veli¢in ),(Q) byl vypracovan dle publikace [1] a jeho struktura obsahuje
nasledujici podmnoziny:

18

Podmnozina S0

Tato podmnozina popisuje okoli objektu , jimz je obklopujici vzduch a pracovni stul
¢i vibracni stolice, ke kterym je struktura upnuta.

PodmnozZina S1

Do této podmnoziny spadaji veli¢iny popisujici geometrii a topologii objektu €, kterymi
jsou: rozméry geometrie tyCe (vysSka, Sitka a polomér prifezu, jeji délka), geometrie
svaru, rozmé&ry zakladové kostky.

Podmnozina S2

Obsahuje podstatné vazby ( na jeho okoli, jimiz je upnuti struktury k pracovnimu stolu
¢1 k vibracni stolici.
Podmnozina S3

Tato podmnozina zahrnuje aktivaci Q zptsobujici na Q procesy, kterymi jsou uderné
razy modalniho kladivka, nebo vibra¢ni buzeni zptisobené vibra¢ni stolici.

Podmnozina S4

Podmnozina popisujici ovliviiovani procesu z okoli. Touto veli¢inou je sila vyvolana
pohybem objektu v obklopujicim vzduchu. Tato veli¢ina bude z divodu jejiho
nepodstatného vlivu pro dany problém zanedbana.

Podmnozina S5

Do této podmnoziny spadaji veli¢iny popisujici material objektu Q (Youngiv modul,
Poissonovo ¢islo, hustota materialu).

Podmnozina Sé6

Tato podmnoZina popisuje procesy objektu  vyvolané jeho aktivaci, jimiz jsou vibrace
vyvolané buzenim soustavy pomoci modalniho kladivka, nebo vibra¢ni stolice.

Podmnozina S7

Podmnozina zahrnujici veli¢iny popisujici projevy Q vyvolané procesy, do niz lze
zaradit vlastni frekvence a vlastni tvary.

Podmnozina S8

Podmnozina veli¢in popisujicich disledky projevii (1 na okoli. Tato mnozina je pro
dany feSeny problém prazdna.
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3 ResSerse

Cilem této kapitoly je provést reSerSni studii dostupné literatury zabyvajici se tématem
provozni modalni analyzy, konkrétné pak metodou FDD.

3.1. Védecké ¢lanky a disertacni prace

e Rune BRICKNER, Lingmi ZHANG, Palle ANDERSEN

Modal identification of output-only systems using frequency domain
decomposition [2] + Modal Identification from Ambient Responses using
Frequency Domain Decomposition [3]

Jedna se o dva témér identické ¢lanky publikované ve védeckych casopisech v letech
2000 a 2001, ve kterych byla poprvé piedstavena metoda FDD jakoZto nova technika
pro uréovani moddalnich vlastnosti soustav pouze z méfeni jejich vibra¢ni odezvy.
V ¢lancich je zminén teoreticky zaklad metody FDD a lze zde také nalézt odstavec
vénujici se identifikacnimu algoritmu. Déle je uveden prakticky ptiklad analyzujici
simulovanou odezvu modelu dvoupatrové budovy, ktery byl nadefinovan tak, aby se
v ném vyskytovaly dvojice vzajemné blizkych vlastnich tvart. Byly simulovany tii
ptipady: bez zasuméni, s 10% zasuménim a s 20% zasuménim. V ¢lanku je ilustrovano,
ze metoda FDD je schopna odhadnout vzajemné blizké vlastni tvary, a ze pridané
zaSuméni neovlivnilo spravnost vysledkt. Piedposledni ¢ast ¢lanku [2] dale zmifiuje
schopnost metody FDD indikovat $pi¢ky ve spektru odezvy soustavy, které nejsou
vyvolany piitomnosti vlastnich tvart, ale které jsou disledkem nerovnomérného spektra
buzeni (to muze byt zplisobeno napt. rotacnim pohybem nékteré ze soucasti zkoumané
soustavy).

e Alessandro Cabboi

Automatic Operational Modal Analysis: Challenges and Applications to Historic
Structures and Infrastructures [4]

Tato disertacni prace z roku 2014 je, jak jiz jeji ndzev napovida, zaméfena na moznost
pouziti provozni modalni analyzy pro nepfetrzitd monitorovaci méfeni historickych
budov, mostii a obdobnych struktur. V prvni ¢asti prace je popsana teorie, na které je
OMA zalozena. Dale zde lze nalézt popis ruznych metod OMA, v¢etné metody FDD.
V druhé casti prace jsou pak pouZity pokroc€ilejSi metody OMA pro monitorovaci
méfeni ocelového Zelezni¢niho mostu z roku 1889 a kamenneé zvonice z 12. stoleti.
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20

Knihy zabyvajici se provozni modalni analyzou

Rune BRINCKER, Carlos VENTURA

Introduction to Operational Modal Analysis [5]

Kniha z roku 2015, ktera byla napsana pro ¢tenafe se zamérem hlubsiho pochopeni
provozni modalni analyzy. V knize lze nalézt pichled teorii, které jsou potiebné pro
porozuméni tématu, a dale zpusoby, jak je mozné tyto teorie vyuzit v praxi. Jednim
z autoru této knihy je zarovenn i autor védeckého ¢lanku, v némz byla poprvé
piedstavena metoda FDD. V knize je vysvétlena myslenka, na které je zalozena metoda
FDD, a je zde mozno také nalézt popis piedpokladi a omezeni této metody. Daéle je
odiivodnéna schopnost identifikace vzajemné blizkych vlastnich tvarti pomoci metody
FDD. V knize lze rovnéz nalézt postup pro sestavovani dil¢ich vlastnich tvard do
globalnich v piipadé provedeni vice méfeni S uzitim referen¢nich snimac¢t. Kniha
zahrnuje prakticky piiklad provozni modalni analyzy budovy Heritage Court Tower
(postavena roku 1998 v kanadském Vancouveru), ktera byla provedena v komerénim
softwaru ARTeMIS.

Siu-Kui AU
Operational Modal Analysis
Modeling, Bayesian Inference, Uncertainty Laws [6]

Tato kniha z roku 2017 prezentuje provozni modalni analyzu pomoci Bayesovskeho
pfistupu, a diva se tak na OMA jinym pohledem nez sou¢asné konvenéni piistupy, které
jsou piedev§im ne-Bayesovské [6]. Ackoliv jsou v knize primarné diskutovany
Bayesovské metody pro identifikaci modalnich vlastnosti, které jsou nad ramec této
diplomové prace, lze v Gvodnich kapitolach nalézt obecny teoreticky zaklad provozni
modalni analyzy.

Carlo RAINIERI, Giovanni FABBROCINO

Operational Modal Analysis of Civil Engineering Structures
An Introduction and Guide for Applications [7]

Jedna se o knihu publikovanu v roce 2014, jez se zabyva pouzitim provozni modalni
analyzy ve stavebnim inzenyrstvi a zahrnuje jak teorii, tak aplikace. V knize je
zpracovan popis metod OMA, mezi kterymi Ize nalézt i metodu FDD.
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4 Kmitani mechanickych soustav

Tato kapitola obsahuje ivod do teorie kmitani mechanickych soustav, ktery slouzi jako zaklad
pro navazujici kapitolu tykajici se provozni modalni analyzy.

4.1. Soustava s jednim stupném volnosti

Kmitani soustavy s jednim stupném volnosti (SDOF soustavy — z anglického Single Degree
Of Freedom) je nejjednodussi ptiklad kmitani, jehoz porozuméni je ovSem potiebné pro

vvvvvv

x(t)

.
k
—\\VV— F(t)
b -
[
L bez tifeni

Obrézek 4.1 Model soustavy s jednim stupném volnosti.

Na obrazku 4.1 lze vidét model SDOF soustavy. T€leso o hmotnosti m, které je spojeno se
zakladnou pomoci pruziny o tuhosti k a viskézniho tlumice s koeficientem tlumeni b. Na
téleso pusobi sila F(t) a jeho vychylka od rovnovazné polohy je x(t). Z Newtonova druhého
zakona je pohybova rovnice tohoto modelu

mi(t) + bx(t) + kx(t) = F(t) 4.1)

4.1.1. Vlastni frekvence

Uvazujme soustavu s jednim stupném volnosti bez tlumeni a bez budicich ucinkt (netlumené
volné kmitani), b = 0 a F(t) = 0. Pohybova rovnice ma tvar

mx(t) + kx(t) =0 4.2)

coz je obycejna diferencidlni rovnice druhého fadu homogenni, jejiz feSeni lze predpokladat
ve tvaru

x(t) = Ae'@ot (4.3)
Dosazenim vztahu (4.3) do (4.2) lze ziskat

(—mwy? + k)Ae'®ot = 0 (4.4)

21



VUT Brno — FSI, Ustav mechaniky téles, mechatroniky a biomechaniky

Protoze Ae'®ot # 0 pro vechna t, jinak by x(t) = 0, musi platit

—mwy?+k=0 (4.5)
Odtud lze jednoduse vyjadrit
k
m

kde wg[rad/s]je vlastni Uhlova frekvence netlumené soustavy, kterou lze pievést na
vlastni frekvenci fy[Hz]

wo

= 4.7)

fo

a dale pak pomoci nésledujiciho vztahu na periodu T[s], ktera odpovida dobé¢ jedné oscilace.

1 2T
T=—=—

fo - Wo (48)

4.1.2. Tlumené volné kmitani

V realnych soustavach se vzdy vyskytuje disipativni efekt, kterému v modelu SDOF soustavy
na obrazku 4.1 odpovida viskozni tlumi¢ s koeficientem tlumeni b. D¢lenim rovnice (4.1) m
a nahrazenim k/m = w,? Ize ziskat

¥(t) + 2b, wox(t) + wo’x(t) = p(t) (4.9)

F(t) - fo : . b . -y
kde p(t) = % je budici sila na jednotku hmotnosti a b, = N bezrozmérna konstanta
soustavy nazyvana pomeérny utlum.

Uvazujme nyni soustavu s jednim stupném volnosti s tltumenim, ale bez budicich t¢inkt

(tlumené volné kmitani). Pohybovou rovnici Ize zapsat ve tvaru
#(t) + 2b, wox(t) + we?x(t) =0 (4.10)

Rovnice (4.10) je obycejna diferencialni rovnice druhého fadu homogenni, jejiz feSeni lze
predpokladat ve tvaru

x(t) = Ae™t (4.11)
Dosazenim (4.11) do (4.10) lze ziskat
(A2 + 2b, ol + wy?)Aett = 0 (4.12)
Protoze Ae’t # 0 pro viechna t, jinak by x(t) = 0, musi platit

A2 4+ 2b,wod + w2 =0 (4.13)

22



Diplomova préce I 2019

kofeny rovnice (4.13) jsou

/‘{1,2 = _ber i (O /brz -1 (414)

V praktickych piipadech vétSinou byva b, < 1 (tzv. podkritické tlumeni), kofeny jsou tedy
komplexni a z tohoto divodu se standardné vztah (4.14) piepisuje do nasledujiciho tvaru [8]

:

/‘{1,2 = _ber i i(l)o 1-— brz (415)

A1 2 jsou nazyvany jako viastni cisla, nebo téz poly soustavy. Realna Cast odpovida tlumeni
soustavy a komplexni ¢ast odpovida frekvenci kmitani soustavy. Lze zavest

/11’2 =-0+ l:(l)d (416)
kde
8 = b,w, (4.17)

je konstanta oznacovand jako soucinitel doznivani urcujici rychlost utlumeni kmitani, a déle

kde
Wy = Wy /1 — b,* (4.18)

je tlumena vlastni uhlova frekvence odpovidajici frekvenci kmitd tlumené soustavy. Pro
prabéh odezvy tlumené SDOF soustavy plati, ze se sklada z periodické slozky, ktera osciluje
na frekvenci wy, a dale ze slozky, ktera v ¢ase exponencialné klesa v zavislosti na &

x(t) = Ae 0teiwat (4.19)

Ukazku pribéhu odezvy tlumeného volného kmitani soustavy pro ptipad 0 < b, < 1 Ize vidét
na obrazku 4.2.

x(t)

K

Obréazek 4.2 Ukazka odezvy tlumene SDOF soustavy pro 0 < b, < 1.
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Vlastni ¢isla soustavy lze zobrazit v Gaussové komplexni roviné jako komplexné sdruzené
poly lezici v levé poloroving (A, = A;"), viz obrazek 4.3.

Im(7)

Re(1)

Obréazek 4.3 Zobrazeni viastnich c¢isel SDOF soustavy v Gaussové komplexni roviné.

4.1.3. Harmonické buzeni

Necht’ je nyni SDOF soustava buzena harmonickou silou ve tvaru F(t) = F, - e!“*. Délenim
hmotnosti m lze obdrzet silu na jednotku hmotnosti

Fy . .
PO =7 e =pore (4.20)

Dosazenim (4.20) do vztahu (4.9) se ziska
¥(t) + 2b,wox(t) + wo?x(t) = py - 't (4.21)

Rovnice (4.21) je obyc¢ejna diferencialni rovnice druhého fadu nehomogenni, pro kterou plati,
Ze jeji feSeni se sklada z homogenniho feseni x;, (t) odpovidajiciho rovnici s nulovou pravou
stranou, a z partikularniho feSeni x,, (t)

x(t) = x,(t) + x,(t) (4.22)

Pro podkriticky tlumenou soustavu odpovida piispévek od homogenniho feseni tlumenému
volnému kmitani, a tedy plati, Ze se s rostoucim ¢asem utlumi na neméftitelnou hodnotu

lim x, (£) = 0 (4.23)

Lze ftici, ze partikularni fesSeni vyjadiuje tzv. ustaleny stav soustavy [9]. Partikularni feseni 1ze
predpokladat ve tvaru

x, () = Qe™* (4.24)
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Dosazenim (4.24) do (4.21) 1ze obdrzet

_ Po
0= wo? — w? +i2b,wyw (4.25)

Upravou vztahu (4.25) Ize ziskat

Do (W — w?) — i2b, wyw B

wo? — w? +12b,wow  (wy? — w2) — i2b, wew

Po(wo” — w%) — poi2b, wow

(w2 — w?2)? — i2b, wew (W — w?) + i2b, wew(Wy* — W?) — (i2b, Wow)? B

_ po(wy” — w?) — ipy2b, wyw _
(wo? — w?)? + (2by wyw)?

_ po(@p” — w?) i Po2by wow
(0)02 - wZ)Z + (Zbrwow)z (wOZ - wZ)Z + (Zbrwow)z

a tedy pro realnou a imaginarni slozku Q = Qg, + iQy,,, plati

Po(wo2 - 0)2) . Po2b,wow

_ 4.26
(0% — D)2 + (2b,wow)? ' (Wo? — w22 + (2b, wow)? (4.26)

Q:

Q je tedy komplexni ¢islo zavislé na budici uhlové frekvenci w s amplitudou |Q| a fazi ¢.

Plati
1Q| = /QRJ + Qpm” (4.27)

¢ = —arccos (%) (4.28)

Dosazenim z (4.26) do (4.27) 1ze obdrzet

p
0] = ° (4.29)
V(@o?% — w?)? + (2b,wow)?
a dosazenim (4.26) a (4.29) do (4.28) lze ziskat
2_ 2
Qp=— arccos( (@ — @) ) (4.30)
V(@o? = ©?)? + (2b, wpw)?

Vysledna ustalena odezva na harmonické buzeni ma amplitudu o velikosti |Q| a je za buzenim
zpozdéna o fazovy thel ¢. Pro w = 0 lze z rovnice (4.29) ziskat

25



VUT Brno — FSI, Ustav mechaniky téles, mechatroniky a biomechaniky

_oy= P _fom_Fo_ 431
=0l =tp =220y (@31
kde x,; odpovida statické vychylce soustavy pro ptipad nulové budici frekvence.

Pomoci vyse uvedenych vztaha (4.29) a (4.30) lIze vykreslit amplitudovou a fazovou
charakteristiku v zavislosti na budici uhlové frekvenci w. Pro w = w,; nabyva amplituda
odezvy nejveétsi hodnoty. Tento jev se bézn€ oznacuje jako rezonance a ve vétsing piipadu je
snaha se mu z divodu zesileni vibraci vyhnout. Viz obrazek 4.4.

12 T
_br=().01
_br:().()5
b =0.08
10 —br=0.13 7]
b =025
br=0.4
_br:0.6
8 r ‘ i
b
R \
>~ 6f .
©
4 - -
2 |
0 | 1 | 1 |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
w/wo

Obrazek 4.4 Amplitudova charakteristika SDOF soustavy.

Prabéh faze, o kterou se zpozd'uje odezva za buzenim, je zndzornén na obrazku 4.5. Lze
vidét, Ze pfi rezonanci je zpozdeéni ¢ = —90° nezavisle na velikosti pomérného utlumu b,..
V oblasti pted rezonanci pak plati, ze ¢ € (0°,—90°), a za rezonanci plati ¢ € (90°, —180°),
pficemz pro w = oo nabyva ¢ = 180°.
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-45

-135

-180

Obrazek 4.5 Fazovéa charakteristika SDOF soustavy.

4.1.4. Funkce frekvencniho prenosu SDOF soustavy

Funkce frekvenéniho pienosu H(w), dale FRF (z anglického Frequency Response Function),
je funkce nezavisla na buzeni, ktera je rovna poméru spektra odezvy k spektru buzeni.
Fyzikalné odpovidd FRF amplitudé a fazi ustaleného stavu soustavy buzené harmonickou
silou o jednotkové amplitudé a uhlové frekvenci w [5].

H(w) = % (4.32)

Pro pfipad buzeni soustavy harmonickou silou o jednotkové amplitudé py = l;_o = %a uhlové
frekvenci w, je Q(w) = H(w). Pro FRF soustavy s jednim stupném volnosti plati
1

1
- 4.33
H(w) m wy? — w? +i2b,wow (4.33)

Ktivky pro amplitudu a fazi funkce frekvencniho pfenosu v zavislosti na w maji tedy stejny
tvar jako kiivky na obréazcich 4.4 a 4.5.

Funkce frekvenéniho ptenosu ve vztahu (4.32) odpovida poméru spektra vychylky viici
spektru buzeni, v tomto piipadé¢ se FRF oznacuje jako poddajnost. FRF Ize definovat také
pomoci veli¢in rychlosti nebo zrychleni, viz tabulka 4.1.

Tabulka 4.1 Alternativy funkci frekvencniho prenosu.

Poddajnost . Akcelerance
(Receptance) Pl ot (Inertance)

_ X(w) . _ X(w) . X(w)

H(w)—m H(w)—m H(w)—m
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4.2. Soustava s vice stupni volnosti

Pro popis chovani realnych objekti je zpravidla potieba pouzit model soustavy s vice stupni
volnosti (MDOF soustavy — z anglického Multi Degree Of Freedom). Pohybovou rovnici
soustavy s n stupni volnosti Ize zapsat ve tvaru

Mx(t) + Bx(t) + Kx(t) = F(t) (4.34)

kde M je (n x n) matice hmotnosti, B je (n X n) matice tlumeni, K je (n X n) matice tuhosti,
x(t) je (n x 1) vektor v ¢ase ménicich se poloh (posuvii nebo natoceni) a F(t) je (n x 1)
vektor budicich uc¢ink.

4.2.1. Vlastni frekvence a vlastni tvary

Podobn¢ jako u SDOF soustavy, uvazujme nyni soustavu s n stupni volnosti bez tlumeni a
bez budicich ucinkia. B = 0 a F(t) = 0. Pohybova rovnice ma tvar

Mx(t) + Kx(t) =0 (4.35)
Reseni Ize piedpokladat ve tvaru
x(t) = ye'®t (4.36)
kde v je (n x 1) vektor konstant. Dosazenim vztahu (4.36) do (4.35) lze ziskat
—w’My + Ky =0 (4.37)

Tato rovnice vede na problém vlastnich ¢isel a vlastnich vektort, nasobenim rovnice inverzni
matici M~! 1ze obdrzet

(MK - w?E)y =0 (4.38)
kde E je jednotkova matice (n X n). Pro netrivialni feSeni w # 0 musi platit
det(M™'K — w?E) = 0 (4.39)

PoloZenim determinantu ve vztahu (4.39) rovno nule se ziska polynom n-tého tadu, jehoz
kofeny je m vlastnich ¢&isel w2, w2, w32, ..., w,*. Odmocnénim vlastnich &isel lze ziskat
vlastni uhlové frekvence soustavy wq, w,, w3, ..., w,. Pro vlastni thlové frekvence Ize obdrzet
jim odpovidajici vlastni vektory y ,y,,y,, ..., ¥, , které se ziskaji zpétnym dosazenim

vlastnich ¢isel do rovnice (4.38).

4.2.2. Normovani vlastnich vektoru

Pokud je w, vlastni uhlova frekvence soustavy a y_je jeji odpovidajici vlastni vektor, pak
pro libovolny skalér « je vektor {awr} rovnéz vlastni vektor odpovidajici w,. To Ize dokazat
pomoci rovnice (4.37). Pokud plati Ky = wZM\yr, musi téZ platit K(ay,) = a)ZM(a\pr).
Z tohoto ditvodu se provadi tzv. normovani vektord. Piikladem miiZe byt Euklidovska norma,
kter4 normuje vektory na jednotkovou délku, viz vztah (4.40).
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4.2.3. Modalni dekompozice a proporcionalni tlumeni

V piipadech strukturalni dynamiky vétSinou plati, Ze matice M a K jsou realné a symetrické.
Z tohoto divodu je vysledkem problému vlastnich ¢isel, vztah (4.38), vzdy n vlastnich
vektort, které jsou linearné nezavislé a zaroven jsou ortogonalni [6]. Pro r # s plati

v, My =0 v Ky =0 (4.41)

Rayleigho tlumeni (proporcionélni tlumeni) je model tlumeni kdy plati, ze matice tlumeni B je
dana linearni kombinaci matice hmotnosti M a matice tuhosti K pomoci konstant a a 8

B = aM + K (4.42)

Pro tento pfipad plati, ze vlastni tvary takto tltumené soustavy jsou identické s vlastnimi tvary
netlumené soustavy [5] a také plati

v."By =0 pro r#s (4.43)

V této stati bude dale ukazano, ze pokud matice M, B a K, splituji vySe uvedené vlastnosti, 1ze
soustavu S m stupni volnosti rozlozit na n SDOF soustav. JelikoZ je {\|11,\|12,\|13, ,wn}

mnozina n linearné nezavislych vektord, jedna se o bazi n-dimenzionalniho prostoru a nabizi
se tedy, ze v libovolném ¢ase t Ize odezvu soustavy x(t) zapsat jako linearni kombinaci
téchto vektort

X(®) = ) v, 7,() (4.44)
r=1

kde n,(t), n,(t), ny(t), ..., () jsou casové proménlivé funkce modalnich soufadnic.
Dosazenim (4.44) do rovnice (4.34) a nasobenim obou stran \IIST Ize ziskat

> 0w, M) (0 + ) (v, B0+ Y (v, Ky )0, (0 =y, RO (445)
r=1 r=1 r=1

Protoze pro r # s plati vztahy (4.41) a (4.43), 1ze rovnici (4.45) ptepsat do tvaru
(v,"My ) 77,(6) + (w,"By) 11, (1) + (w, Ky )1, () = v, F(t) (4.46)

Zavedenim y "My _=m,, y "By =b;, v Ky =k, ay "F(t) =F(t) lze pak pro
libovolny s-ty vlastni tvar ptepsat rovnici (4.46) do tvaru

ms7j () + bs 7} (6) + ks (£) = K (1) (4.47)

coz je pohybova rovnice SDOF soustavy odpovidajici s-tému vlastnimu tvaru. Hodnoty m,
b, a k, byvaji oznacovany jako modalni hmotnost, modalni tlumeni a modalni tuhost.
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Z predeslého vyplyva, ze tlohu zjisténi odezvy soustavy s n stupni volnosti lze pfevést na
ulohu zjisténi odezev n SDOF soustav, a vysledna odezva MDOF soustavy je pak déana
vztahem (4.44). Tato skuteCnost byva oznacovana jako modalni dekompozice soustavy.
Modalni dekompozici 1ze rovnéz vyjadiit v maticovém tvaru

[P M¥P[ii(t) + [¥TBY]n(t) + [¥TK¥n(®) = ¥TF(t) (4.48)

kde ¥ je (n X n) matice vlastnich vektort, [¥" M¥] je (n x n) diagonalni matice modalnich
hmotnosti, [¥"BY] je (n x n) diagonalni matice modalnich tlumeni, [¥"K¥] je (n x n)
diagonalni matice modalnich tuhosti, ¥7 F(¢) je (n x 1) vektor modalnich budicich sil a n(t)
je (n x 1) vektor modalnich soutadnic. Pro odezvu soustavy potom plati

x(t) = ¥n(t) (4.49)

4.2.4. Funkce frekvenc¢niho prenosu MDOF soustavy

Odezva MDOF soustavy na harmonickém buzeni je ddna matici funkci frekvenénich pienost
(FRF matici). V piipad¢ soustavy s n stupni volnosti ma FRF matice H(w) rozmér (n X n)
a jeji jednotlivé prvky H,;(w) odpovidaji amplitudé a fazi ustdleného stavu odezvy v misté
stupné volnosti 7 V zavislosti na buzeni harmonickou silou o jednotkové amplitudé a thlové
frekvenci w v misté stupné volnosti s. Pro matici frekvenénich pienosit MDOF soustavy plati

H(w) = [-w?M + iwB + K] ™! (4.50)

Na obrazku 4.6 je znazornén piiklad kiivek funkei frekvenénich pfenosi (jednotlivych prvki
FRF matice) vybrané soustavy s n = 4 stupni volnosti. V kiivkach 1ze nyni pozorovat ne
pouze jednu $picku, jako je tomu v piipadé SDOF soustavy, ale n Spicek, které odpovidaji
jednotlivym vlastnim frekvencim.

T T T T

log|H|

/» 4% \\'Y/ <7 { e

| | 1 1

wl w2 w3 w4

Obrézek 4.6 Ukdzka krivek funkci frekvencnich prenosit MDOF soustavy.
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5 Provozni modalni analyza

Provozni modalni analyzu (OMA — z anglického Operational Modal Analysis) lze vymezit
jako oblast vinzenyrstvi, ktera se zabyva odhadem modalnich vlastnosti soustav za
provoznich podminek. Techniky OMA se staly v posledni dobé atraktivnimi z dtivodu jejich
nizkych cenovych nakladu, rychlosti realizace experimentu, a také diky pokroku méticiho
vybaveni. Zakladni mysSlenkou provozni modalni analyzy je vyuzit pro excitaci soustavy
voln¢ dostupnych uéinkd z okoli, jakymi jsou napf. dopravni provoz, vitr, seismicita, pohyb
osob nebo jiny ndhodny proces vyvolavajici vibrace zkoumané soustavy [5]. Predpokladem
je, ze buzeni ma priblizn¢ charakter bilého Sumu, a tedy ze je jeho energie rozlozena
v sirokém frekvenénim pasmu. Avsak i v piipad¢, kdy buzeni neodpovida bilému Sumu, 1ze
provozni modalni analyzu pouzit a s jeji pomoci ziskat rozumné vysledky; dulezité je, aby
byly vybuzeny vSechny vlastni tvary soustavy, které chceme pomoci experimentu urcit.

Piedstavme si nyni, Ze chceme provést experiment S cilem odhadnout modalni
vlastnosti. V ptipad¢é uziti experimentalni modalni analyzy by bylo ur¢ité nutné prerusit
provoz zkoumané soustavy, a pokud mozno piemistit soustavu do laboratoie za ucelem
vylouceni jakéhokoliv jiného nez kontrolovaného buzeni. Uvazujme nyni misto EMA pouziti
provozni modalni analyzy. NejenZe pro jeji pouziti neni potfeba vyfadit z provozu zkoumanou
soustavu, ale dale je dobré zminit, ze jsou navic pomoci OMA odhadovany skutecné provozni
modalni vlastnosti soustavy, které se mohou liSit od vlastnosti odpovidajicich soustavé
Vv laboratornich podminkach. Nelze vSak fici, Ze by provozni modalni analyza méla oproti
EMA pouze samé vyhody. Prehled vyhod a nevyhod OMA (nejen vici EMA) je zpracovan
v tabulce 5.1 [5, 6].

Tabulka 5.1 Shrnuti vyhod a nevyhod provozni modalni analyzy.

Vyhody Nevyhody
+ rychlost realizace experimentu — Urovenl méfen¢ho signalu odpovida
] ] vibracim  vyvolanym  provozem
+ experiment Ize realizovat za provozuy, soustavy, a zpravidla neni tak velka
coz otevira dvefe pro monitorovaci jako u experimenttl s kontrolova-
meéfeni soustav bez potieby jejich nym buzenim
odstaveni
— odhadnuté  modalni  vlastnosti
+ mozZnost meéfeni soustav, které pro pomoci OMA maji zpravidla mengi
méfeni EMA nelze, nebo lze velmi pesnost nez pomoci EMA
tézko, vybudit (budovy, mosty), navic
vibrace vyvolané buzenim z okoli — nelze piimo identifikovat modalni
nerusi odhad modélnich parametru, ale hmotnost
naopak je OMA vyuziva

+ nizké cenove naklady
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Identifika¢ni techniky provozni modalni analyzy lze rozdélit do dvou skupin. Jedna se
0 metody pracujici v ¢asové oblasti (time domain methods) a metody pracujici ve frekvencni
oblasti (frequency domain methods). Metody pracujici v ¢asové oblasti vyuZivaji
k identifikaci modalnich parametri ¢asové odezvy nebo korelacéni funkce, kdezto metody
pracujici ve frekvenéni oblasti jsou zalozeny na analyze funkci vykonové spektralni
hustoty [5, 7]. Tato prace se vénuje predev§im metodé zvané Frequency domain
decomposition? (FDD), ktera, jak jiz jeji nazev napovida, spada do skupiny metod pracujicich
ve frekvenéni oblasti. Z tohoto divodu prace nevénuje vEtsi pozornost metodam pracujicim
V Casové oblasti.

5.1. Vykonova spektralni hustota

., Vykonova spektralni hustota je funkce, ktera vyjadifuje intenzitu zastoupeni harmonickych
slozek s uhlovou frekvenci w v nahodném procesu.“ [10] Pro piipad slab&é stacionarniho
nadhodného procesu x(t) s nulovou stfedni hodnotou je vykonova spektralni hustota S, (w)
Fourierovou transformaci autokorela¢ni funkce R, (7)

17 |
Sec@) =5 [ Ru(@err (5.1)

kde pro R, (1) plati
Ry (1) = E[x(©)x(t + 7)] (5.2)

Obdobné Ize definovat vzajemnou (t€z zvana kiizova) vykonovou spektralni hustotu S, (w)
dvou nahodnych procesi x(t) a y(t)

[00]

1 .
Syy (W) = o f R,y (T)e "t dr (5.3)

kde R,y (7) je jejich vzajemna korela¢ni funkce
Ry (1) = E[x(®)y(t + 1)] (5.4)
V piipadé n nahodnych procest x;(t),x,(t),x3(t),...,x,(t) uspofadanych do (n x 1)

vektoru x(t) lze definovat (n x n) matici vykonovych spektralnich hustot S, (w), pro kterou
plati

S, (w) = % f R, ()e dr (5.5)

1 Do Ceského jazyka lze pielozit jako Dekompozice ve fiekvencni oblasti (pieklad autora), v praci je vSak
dale pouzivan ptivodni anglicky nazev.
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kde R, (1) je (n X n) matice korela¢nich funkci

R, (7) = E[x(O)x(t + )T] (5.6)

5.1.1. Odhad vykonové spektralni hustoty

Uvazujeme-li naméfené signaly, jedna se vzdy o zméfené procesy konecné délky, a v tomto
ptipad¢ lze vyhodnotit pouze odhad vykonové spektralni hustoty. Pro odhad lze vyuzit
nasledujici vztah? [5, 11].

S, (@) = X(w)X(w)" (5.7)

kde X(w) je Fourierova transformace namétenych signalti x(t) 0 kone¢né ¢asové délce.

5.1.2. Vykonova spektralni hustota a FRF

Jednou ze zakladnich rovnic, kterou vyuziva provozni modalni analyza, je vztah3 mezi matici
FRF funkci H(w), matici vykonovych spektralnich hustot budicich ucinkt S¢(w) a matici
vykonovych spektralnich hustot odezev soustavy S, (w)

Sy () = H(w)*Sy(w)H(w)" (5.8)

Ze vztahu (5.8) vyplyva, ze funkce vykonovych spektralnich hustot odezvy soustavy jsou
tvarovany funkcemi frekvenénich pfenosi soustavy. Dusledkem je, Zze v piipadé, kdy buzeni
soustavy neobsahuje vyrazné Spicky ve vykonovém spektru (v idealnim ptipadé uvazujeme
buzeni bilym Sumem), propisi se do vykonového spektra odezev soustavy pouze Spicky
odpovidajici jejim vlastnim frekvencim, které lze vyuzit pro identifikaci modalnich parametri
[4,5,7].

5.2. ldentifikace ve frekvencni oblasti

Klasicky ptistup ve frekvencni oblasti, ktery lze v cizojazycné literatufe nalézt pod nazvem
Basic Frequency Domain approach (BFD), je pouZzivan pro identifikaci modalnich vlastnosti
jiz nékolik desetileti [5]. Modalni vlastnosti jsou odhadovany pomoci $pic¢ek v grafech funkci
spektralnich hustot. Pfedpokladem je, Ze frekvence odpovidajici vlastnim tvarim soustavy
jsou od sebe dostate¢né vzdaleny, tedy plati, Ze v blizkém frekvencnim okoli daného vlastniho
tvaru je odezva soustavy uréena vyhradné timto vlastnim tvarem. Pro odezvu soustavy, ve
které je dominantni pouze r-ty vlastni tvar, lze zapsat, ze je rovna

X(t) = v, 7,(t) (5.9)

2,3 Ve vztazich (5.7) a (5.8) oznacuje symbol ,,x* vektor ¢i matici s komplexné sdruzenymi prvky.
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kde y_ je vektor odpovidajici r-tému vlastnimu tvaru a 7, (t) je jemu odpovidajici modalni

soufadnice. Dosazenim (5.9) do (5.6) Ize pro matici korela¢nich funkci odezev R, (1) ziskat
vztah

R, (v) = E[x(Ox(t + D] = w,E[n,(0) 7.t + D ]y,” = R, (D, y," (5.10)

kde R, (1) je autokorela¢ni funkce modalni soufadnice. Pouzitim Fourierovy transformace
obou stran rovnice lze ptevést vztah (5.10) do tvaru

Sc(w) =S, (W)y,y," (5.11)

kde S, (w) je matice vykonovych spektralnich hustot a S, (w) je vykonova spektralni hustota

funkce modalni soufadnice. Ze vztahu (5.11) vyplyva, ze jakykoliv sloupec matice
spektralnich hustot je proporcionalni danému vlastnimu vektoru [5, 7], tedy jakykoliv sloupec
matice vykonovych spektrélnich hustot S, (w) = [s1,S;,S3,...] lze pouzit jako odhad
vlastniho tvaru

y_ =S, (5.12)

kde s, je odhad daného vlastniho tvaru dle r-tého sloupce matice S, (w), odpovidajiciho
r-tému kanalu pfi méfeni. Vysledny odhad vlastniho tvaru lze ziskat jako primér odhadd ze
vSech sloupcti matice S, (w).

Pokud jsou splnény vySe zminéné piedpoklady, umoznuje technika BFD ziskat kvalitni
odhady modalnich parametrd. Vyhodou je jednoduchost metody. V pfipad¢é ptitomnosti
vzajemné blizkych vlastnich tvari se vSak mohou vyskytnout chybné vysledky, jelikoz
metoda ve skute¢nosti uréuje provozni tvary kmiti* [7].

5.3. Metoda FDD

Metoda FDD je zalozena na singularnim rozkladu (SVD rozkladu — z anglického Singular
Value Decomposition) matice spektralnich hustot. Hlavnimi vyhodami jsou moznost uréeni
vzdjemné blizkych vlastnich tvard a shrnuti veskerych informaci pro uréeni modalnich
parametrt do jednoho grafu. Metoda byla piedstavena v ¢lancich [2, 3].

5.3.1. Predpoklady metody FDD

Metoda FDD je zalozena na nésledujicich pfedpokladech [4, 5]:
e buzeni soustavy pfiblizné odpovida bilému Sumu
¢ vlastni tvary soustavy jsou ortogonalni
e funkce modalnich soufadnic jsou vzajemné nekorelované

e soustava je lehce tlumena

4 Provozni tvary kmith popisuji tvar kmitani struktury odpovidajici danému buzeni. Na rozdil od vlastnich
tvartl jsou zavislé na buzeni a lze je definovat pro libovolnou frekvenci. Pro podrobné&jsi popis viz [5].
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Pokud jsou tyto ptedpoklady splnény, vystupem FDD jsou piesné spravné vysledky. Pokud
predpoklady splnény nejsou, metoda i Vtomto piipadé dava zpravidla rozumné vysledky,
jedna se vsak uz vice o ptiblizné feSeni. Vysledky metody FDD jsou ale vzdy spravnéjsi ve
srovnani s klasickou metodou BFD [4].

5.3.2. Myslenka metody FDD

MySslenkou metody je, Ze Casovou odezvu soustavy Sn stupni volnosti x(t) lze rozlozit
pomoci vlastnich tvart soustavy a jim odpovidajicim modalnim soufadnicim, viz vztah (4.49)

x(6) =y 0, (O) + w0, (0) + wym,(©) + -+, 77, (6) =¥n(t)
dosazenim do vztahu (5.6) pro matici korela¢nich funkci R, () plati
R, (1) = Ex(O)x(t + D"l = YEM®nt+ ) ¥" =¥R,(O¥" (5.13)

kde R,(tr) je matice korelacnich funkci modalnich soufadnic. Uzitim Fourierovy
transformace Ize ziskat

Sy (@) =¥S, ()T (5.14)

kde S,(w) je matice spektralnich hustot modalnich soufadnic. Jsou-li splnény uvedené
predpoklady, pak je matice S, (w) diagonalni, a dale plati, Ze pro libovolnou frekvenci lze
matici S, (w) rozlozit pomoci singularniho rozkladu

S (w) = U(w)V(0)W(w) (5.15)

kde V(w) je diagonalni matice singularnich hodnot vy, v,,vs, ..., v,, které lze piimo
interpretovat jako vykonové spektrdlni hustoty modalnich soufadnic, coz odpovida matici
S,(w), a dale kde U(w) = [uy,uy, u3,...] je matice singularnich vektord, jejiz sloupce lze
piimo interpretovat jako vlastni tvary soustavy [5].

5.3.3. Odhad vlastnich frekvenci a vlastnich tvara

Jak bylo zminéno Vv ptedeslé stati, singularni hodnoty v matici V(w) a singularni vektory
v matici U(w) ve vztahu (5.15) mohou byt pouzity pro odhad vlastnich frekvenci a vlastnich
tvari zkoumané soustavy. JelikoZ je mozné singularni hodnoty pfimo interpretovat jako
vykonové spektralni hustoty modalnich soufadnic, 1ze rovnéz pro libovolné w interpretovat
singularni hodnoty jakozto pfispévky k odezvé soustavy od jejich jednotlivych vlastnich
tvart. Vysledkem singulérniho rozkladu jsou singularni hodnoty v sestupném potadi. Pobliz
rezonance odpovida prvni singularni hodnota dominantnimu vlastnimu tvaru na této
frekvenci. Vlastni tvary lze tedy odhadnout pomoci $pi¢ek prvni singularni hodnoty. Odhadu
vlastniho tvaru pak odpovida prvni singularni vektor. Ostatni singularni hodnoty piislusi
ptispévkim od ostatnich vlastnich tvart [4, 7].

Metoda FDD umoznuje odhad vzajemné blizkych vlastnich tvart pomoci analyzy
kiivek jednotlivych singularnich hodnot (SVD kiivek). Pokud jsou pfitomny dva blizké
vlastni tvary, 1ze pozorovat nariist i druhé singularni hodnoty, ktera zpravidla vytvoii Spicku
mezi frekvencemi odpovidajicim jednotlivym vlastnim tvarim (vzdy vSak plati, Ze prvni
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singularni hodnota je vétsi nez druha singulérni hodnota), viz obrézek 5.1. V tomto ptipadé je
vhodné provést odhad jednotlivych vlastnich tvarti na frekvencich, kde je rozdil mezi prvni a
druhou singularni hodnotou co nejvétsi. Pro podrobnéjsi popis viz [5].

v1(w1)

] ] .
'

wq () w
Obrazek 5.1 SVD krivky v pripadé dvou vzajemné blizkych viastnich tvaru [5], (upraveno).

Skutecnost, Ze singularni hodnoty lze pfimo interpretovat jako vykonové spektralni hustoty
modalnich soufadnic, je mozné dale vyuzit k identifikaci vyraznych harmonickych slozek
(Spicek) ve spektru buzeni vyvolanych napf. rota¢nim pohybem néckteré z Casti zkoumané
soustavy. V tomto piipadé dojde pro danou frekvenci k vyraznému naristu vsech singularnich
hodnot. Pokud Ize tedy ve vSech SVD kiivkach pozorovat $pi¢ky na totozné frekvenci, je
mozné tento jev povazovat za indikaci vyskytu Spicky ve spektru buzeni a nepovaZovat nutné
tyto $picky v SVD ktivkach za dusledek vyskytu konkrétniho vlastniho tvaru.

5.4. Pouziti referenc¢nich snimacua

Pokud je pozadovédno na zkoumané soustavé meéfit vice bodu neZ je k dispozici snimact, je
nutné rozdélit experiment do vice jednotlivych méfeni S vyuZitim tzv. referenénich snimaci.
Necht’ je N pocet pozadovanych métenych bodl a N; je pocet snimact a plati N > Nj.
Pokud bude potieba provést M méieni, aby byly pokryty vSechny pozadované body, bude
naméfeno M datasett, a tedy pro kazdy vlastni tvar soustavy bude ziskano M dil¢ich
vlastnich tvarti odpovidajicich jednotlivym méfenim. Tyto dil¢i tvary vSak nelze bez
jakychkoli uprav sloucit dohromady. Buzeni pii provozni modalni analyze neni méfeno, a
protoZe pii jednotlivych métfenich nemusi byt buzeni nutn€ stejné, je potfeba v kazdém
méfeni pouZit referencnich snimacu, které zlstavaji pro jednotlivd méfeni na stejném miste a
slouzi k sjednoceni fazi a amplitud dil¢ich vlastnich tvart. Skupinu snimact 1ze tedy rozdélit
na N,.; referen¢nich snimacl a N, posouvajicich se snimaci, které pro jednotlivda méfeni
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méni sva umistnéni, plati Ny.r + Np,s = Ns. Dil¢i vlastni tvary z jednotlivych méfeni mohou
byt potom rozdéleny do dvou ¢asti

v k,ref
k —
v, = {W:k,pos} (5.16)

kde y_* je (N; x 1) vektor odpovidajici -tému vlastnimu tvaru z méfeni k, y "¢/ je
(Nyep X 1) cCast vektoru odpovidajici referentnim snimac¢im a wrk' P25 je (Npos X 1) Cast
vektoru odpovidajici posouvajicim se snima¢im. Pro jednotlivé dil¢i tvary lze zavést
pomérovou konstantu [5, 7]

er,ref — arl,k .wrk, ref (5.17)

kde a1 je pomérova konstanta odpovidajici r-tému vlastnimu tvaru mezi méfenimi 1 a k.
Urceni pomérové konstanty lze pro ptipad vice referenénich snimacu provést pomoci metody
nejmensich ¢tverct, naznaceno na obrdzku 5.2, v ptipadé jednoho referen¢niho snimace se
pak jedna piimo o pomér mezi jednotlivymi métenimi. Pro sestaveni vysledného globalniho
vlastniho tvaru plati vztah (5.18).

A
Amplitudy referen¢nich

snimac¢u r-tého vl. tvaru
pro méfeni k > 1

L.
>

Amplitudy referenc¢nich
snimaci r-tého vl. tvaru
pro méteni 1

Obrazek 5.2 Urceni pomérové konstanty mezi jednotlivymi mérenimi [7], (upraveno).

( wrl, ref 3

1, pos
v, P

1,2, 2,pos
a, -

Y, =1 a3y 3,pos 3 (5.18)

r

1,M M,
\a, 7y, PO
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5.5. MAC Kkritérium

Kritérium modalni vérnosti® (MAC — z anglického Modal Assurance Criterion) je &islo
z intervalu (0,1), dle kterého lze posoudit zavislost vlastnich tvard na sobé samych. Pokud
jsou vlastni tvary ortogonalni, plati MAC = 0. V ptipad¢ podobnosti vektorti pak hodnota
MAC vrista az k Cislu jedna, kdy pro MAC = 1 je prvni vlastni tvar piesnym ndsobkem
druhého vlastniho tvaru. Hodnotu MAC lze vy¢islit pomoci vztahu

vy |
MAC = s 'r (5.19)
(v, v, (v, "y,

5V geské literatuie se lze rovnéz setkat s prekladem ,,Kritérium modalni vérohodnosti.

6 Symbol »H oznacuje transponovany vektor s komplexné sdruzenymi prvky.
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6 Uvod do praktické ¢asti

Prakticka ¢ast této diplomové prace spocivala v pouziti provozni modalni analyzy, EMA a
vypoctového modelovani metodou kone¢nych prvka (MKP) na vybranou strukturu, kterou lze
vidét na obrazku 6.1. Jedna se o valcovanou ocelovou ty¢ ptivafenou k ocelové zakladové
kostce.

Cilem bylo aplikovat metodu FDD popsanou V teoretické casti v podkapitole 5.3 na
realnd namérfend data a spravnost dosazenych vysledkl ovérit pomoci MKP a EMA. Metoda
FDD neumoziuje odhad modalnich tlumeni, ztohoto divodu nejsou provedeny odhady
hodnoty modalnich tlumeni ani pomoci EMA.

Vyhodnocovany byly vzdy prvni Ctyfi ohybové vlastni tvary ve sméru ohybu kolem
osy Z (viz obrézek 6.2) a jim odpovidajici vlastni frekvence. Vyhodnoceni modalnich
vlastnosti pomoci OMA bylo provedeno dvéma zptisoby: pomoci vlastni vytvoiené funkce
pro software MATLAB, a déle pak pomoci komeréniho softwaru PULSE Operational Modal
Analysis.

Obréazek 6.1. Vybrana struktura pro pouZiti provozni modalni analyzy.

Y

Smér ohybu odhadovanych
vlastnich tvart

Obrazek 6.2. Smér ohybu odhadovanych viastnich tvarii.
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7 Urceni modalnich vlastnosti pomoci MKP

Piedmétem této kapitoly je vytvofeni vypoctového modelu pro urceni modalnich vlastnosti
vybrané struktury pomoci metody kone¢nych prvki. Pro vypocet byl pouzit software
ANSYS Workbench. Vysledky vypoétového modelovani byly déle vyuzity jako vstupni
informace pro planovani nasledujicich experimenti a byly porovnany s jejich vysledky.

7.1. Model materialu

Pro vypoctovy model byl nastaven linearné elasticky izotropni material, jehoz materialové
charakteristiky lze nalézt v tabulce 7.1.

Tabulka 7.1 Materidlové charakteristiky pouzitého modelu materialu.

Youngiiv modul: 210 GPa
Poissonovo ¢islo: 0,3
Hustota: 7850 kg - m™3

7.2. Model geometrie

Model geometrie byl vytvoien v softwaru SolidWorks, ze kterého byl ve formatu STEP
nasledn¢ importovan do ANSYSu. Svar byl vymodelovan jako jednoduché zkoseni pod
Uhlem 45° po obvodu ty¢e. Vytvoreny model geometrie 1ze vidét na obrazku 7.1.

60 500
60 5x45°

Obrazek 7.1 Vytvoreny model geometrie pomoci SolidWorks.
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7.3. Konecnoprvkova sit

Koneénoprvkova sit’” byla vytvotena z linearnich objemovych prvki SOLID185. V piipadé
modalni analyzy neni nutné dbat na zjemnéni sité v oblastech koncentratorti napéti, spise je
vhodné dbat na celkovou rovnomérnost a pravidelnost sit€. Z tohoto diivodu nebyla vénovana
vEtsi pozornost mistu spojeni prutu se zakladovou kostkou. Pro oblast odpovidajici ty¢i byla
piedepsana velikost prvku 3 mm, coz spole¢né s roz¢tvrcenim prifezu pomoci ploch XY a
XZ vyustilo ve ¢tyfi prvky po vySce prafezu. Vysledna koneénoprvkova sit’ je zobrazena na
obrazku 7.2.

Obrazek 7.2 Vytvorend konecnoprvkova sit.

7.4. OKkrajové podminky

Na vypoc¢tovém modelu byly nastaveny okrajové podminky na vrchni a spodni horizontalni
plochu zakladni kostky piedepisujici nulovy posuv ve viech smérech u, = u, = u, = 0, viz
obrézek 7.3.

Uy =u, =u, =0

Obrazek 7.3 Predepsané okrajové podminky.
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7.5. Vysledky vypoctového modelovani

Z vysledku byly vybrany prvni étyfi ohybové vlastni tvary ve sméru ohybu kolem osy Z, které
byly nasledné odhadnuty pomoci experimentalnino modelovani. Vlastni frekvence
odpovidajici odhadnutym vlastnim tvaram jsou zapsany v tabulce 7.2. Vlastni tvary pak Ize
vidét na obrazku 7.4.

Tabulka 7.2 Vysledné vlastni frekvence MKP.

Cislo tvaru Frekvence [Hz]
1 33,5
2 209,4
3 584,6
4 1141,1

Tvar 1

Tvar 2

Tvar 3

Tvar 4

Obréazek 7.4 Vizualizace viastnich tvari ziskanych pomoci MKP.
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8 Experimentalni modalni analyza vybrané struktury

Tato kapitola je vénovana pouziti EMA na vybranou strukturu. Cilem bylo experimentalné
ziskat prvni ¢tyfi ohybové vlastni tvary ve sméru ohybu kolem osy Z a jim odpovidajici
vlastni frekvence. Ziskané vysledky byly dale vyuzity pro ovéteni vysledku ziskanych pomoci
provozni modalni analyzy. Fotku z provadéného experimentu lze vidét na obrazku 8.1.

Obrazek 8.1 Pohled na experimentélni modalni analyzu vybrané soucdsti.

Experimentalni modalni analyza urcuje modalni vlastnosti z experimentalné
naméfenych funkei frekvencnich pfenosti méfenych mezi body predem vytvorené sité na
struktuie. Do jednoho z bodi sité (pfipadné i do vice bodu sit€) je umistén referenéni snimaé
odezvy, a déle je pak do jednotlivych bodu sité aplikovano kontrolované méfené buzeni, napt.
pomoci modalniho razového kladivka, nebo modalniho shakeru. Casové zaznamy jsou dale
pomoci FFT ptevedeny do frekvencni oblasti a vysledné funkce frekvenénich ptenosu jsou
pak spocteny jako pomér spektra odezvy vici spektru buzeni soustavy. Popis principu EMA
Ize nalézt napiiklad v [8, 12].

Mg¢feni bylo provedeno pomoci softwaru PULSE LabShop a nasledné vyhodnoceno
v softwaru PULSE Reflex.
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8.1. Pouzity hardware

Pro méfeni odezvy byl pouzit jeden referen¢ni jednoosy piezo akcelerometr, funkce
frekven¢nich pienosu byly tedy ziskadny vypoétem ze zdznamu zrychleni. Buzeni soustavy
bylo provedeno pomoci modalniho kladivka. Hardware pouZity pro experiment lze nalézt
v tabulce 8.1. Zapojeny méfici fetézec 1ze vidét na obrazku 8.2.

Tabulka 8.1 Pouzity hardware EMA.

Pristroj Vyrobce Typ Vyrobni ¢islo  Citlivost / Zesileni
Akcelerometr Briel & Kjeer 4374 10529 0,1565 pC/ms™

Modalni " )

kladivko Briel & Kjeer 8203 1476674 3,74 pC/N

Zesilovac Briel & Kjeer 2647A 2333475 1mV /1pC

Zesilovac Briel & Kjeer 2647A 2333476 1mVvV /1pC

Analyzator Briel & Kjeer ~ 3050-A-060  3050-101128 -

Referen¢ni snimaé Modalni Analvzét
zrychleni kladivko halyzator

| Zesilovace signalu g SeA e

TSR T A

Obréazek 8.2 Meérici retézec EMA.
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8.2. Sit mérenych bodli a umisténi referenc¢niho snimace

Prut byl po délce rozdélen na Sestnact intervalli, ¢emuz odpovidd sedmnact bodl sité.
Umisténi referen¢niho snimac bylo zvoleno do bodu 5 od vetknuti, na spodni plochu tyce.
Zobrazeni métenych bodi 1ze vidét na obrazku 8.3.

Umisténi referenéniho snimace
(na spodni plochu)

Obrazek 8.3 Sit merenych bodii pro EMA.

8.3. Nastaveni analyzy

Pro analyzu byl vybran frekvencni rozsah od 7 Hz do 1600 Hz. RozliSeni ziskanych FRF
funkci bylo nastaveno na 3200 ¢ar ve spektru, a tedy pro vysledny frekvenéni krok platilo
Af = 0,5 Hz. Odpovidajici delka jednoho ¢asového zaznamu byla T = 2 s. Pro kazdy bod
bylo provedeno 5 méfeni, které byly nasledné zprimérovany. Vzorkovaci frekvence byla
softwarem zvolena na 4096 Hz a tedy At = 0,0002441 s, viz tabulka 8.2.

Tabulka 8.2 Nastaveni analyzy EMA.

Polozka Hodnota
Maximalni frekvence 1600 Hz
Pocet ¢ar ve spektru 3200

Frekven¢ni krok 0,5 Hz
Délka zaznamu 2s
Pocet pruméra 5

Vzorkovaci frekvence 4096 Hz
Casovy krok 0,2441 ms

47



VUT Brno — FSI, Ustav mechaniky téles, mechatroniky a biomechaniky

8.4. Vysledky EMA

Vysledné experimentalné zjisténé funkce frekvencnich ptenosii 1ze vidét na obrazku 8.4,
V obrazku je vynechana kiivka frekven¢niho pfenosu mezi bodem 1 a 5 odpovidajici tderu do
mista vetknuti. Na kiivkach jsou jednozna¢né patrné Ctyii Spicky odpovidajici vlastnim
frekvencim. Vysledné vlastni frekvence jsou zapsany v tabulce 8.3 a jim odpovidajici vlastni
tvary lze vidét na obrazku 8.5.

10*

10° E

Amplituda FRF [ (ms )N ]

Tabulka 8.3 Vysledne vlastni frekvence pomoci EMA.

Cislo tvaru

Frekvence [Hz]

1

32,5
203,5
567,5

1102,0

1 1 1 1 1

600 800 1000 1200 1400 1600

Frekvence [Hz]

Obréazek 8.4 Experimentdlné zjistené funkce frekvencnich prenosii.
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Obrazek 8.5 Vlastni tvary ziskané pomoci EMA.
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9 Pouziti provozni modalni analyzy

V této kapitole je popsano pouziti provozni modalni analyzy na vybranou strukturu. Pro
odhad vlastnich frekvenci a vlastnich tvar bude pouzita metoda FDD, kterd byla blize
popsana v podkapitole 5.3. Méfeni bylo provedeno v programu PULSE LabShop. Odhad
vlastnich frekvenci a vlastnich tvard byl proveden nejprve pomoci vytvorené funkce
pro software MATLAB, a dale pomoci softwaru PULSE Operational Modal Analysis
(PULSE OMA). Dosazené vysledky jsou mezi sebou, a také s vysledky ziskanymi pomoci
MKP a EMA, porovnany v nasledujici kapitole.

9.1. Sit mérenych bodli a mérici sekvence

Sit’” méfenych bodl byla pouzita stejnd jako pro EMA, prut byl po délce rozdélen na 16
intervald, ¢emuz odpovida 17 bodi. Z divodu omezeného poctu kanall na analyzatoru, a také
z divodu, ze autor chtél vyzkouSet techniku pouziti referencniho snimace popsanou
v podkapitole 5.4, byl pouzit jeden referen¢ni snimag¢, a dale pak ¢tyfi posouvajici se snimace.
Referen¢ni snimac byl opét umistén na stejné misto jako pti EMA, tedy do bodu ¢islo 5, na
zadni plochu. Pro posouvajici se snimace zbylo 16 bodl. Z tohoto diivodu byl experiment
rozdélen do Ctyf samostatnych méteni. Sit' méfenych bodi a méfici sekvenci lze vidét na
obrazku 9.1.

Umisténi referenéniho snimace
(na spodni plochu)

meéreni 2

Obrazek 9.1 Sit merenych bodii a merici sekvence pro OMA.
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9.2. Pouzity hardware

Jak jiz bylo zminéno v piedeslé stati, pro experiment byl opét pouzit jeden referencni snimac,
jednoosy piezo akcelerometr. Jako posouvajici se snimace pak byly pouzity dal$i Ctyfi
jednoosé piezo akcelerometry. Buzeni bylo zajisténo pomoci vibracni stolice, K niz byla
zkoumana struktura upevnéna pomoci zakladové kostky. Rizeni vibraéni stolice bylo zajisténo
pomoci snimace zrychleni. Vykonova spektralni hustota buzeni byla nastavena konstantni
s hodnotou 1-1073 G%/Hz do frekvence 2000 Hz. Hardware pouZity pro experiment lze
nalézt v tabulce 9.1. Fotky z provadéného experimentu jsou zobrazeny na obrazcich 9.2 a 9.3.

Tabulka 9.1 Pouzity hardware OMA.

Piistroj Vyrobce Typ Vyrobni ¢islo  Citlivost / Zesileni
Akcelerometr Briel & Kjer 4374 10529 0,1565 pC/ms™
Akcelerometr Briel & Kjer 4374 10944 0,1585 pC/ms™
Akcelerometr Briel & Kjer 4374 10531 0,1537 pC/ms™
Akcelerometr Briel & Kjeer 4374 998248 0,1190 pC/ms™
Akcelerometr Briel & Kjeer 4374 1493858 0,1080 pC/ms™

Zesilovac Briel & Kjeer 2647A 2333475 1mV /1pC

Zesilovac Briel & Kjeer 2647A 2333476 1mV /1pC

Zesilovad Briel & Kjaer 2647 2306545 1mV /1pC

Zesilovad Briel & Kjaer 2647 A 2782293 1mV /1pC

Zesilovac Briel & Kjer 2647 A 2782295 1mV/1pC

Analyzator Briel & Kjeer ~ 3050-A-060  3050-101128 —

Vibracni RMS SW1507 7774 -
stolice
Ridici Brilel & Kjer 4507 B0O1 10330 0,992 mV/ms™

akcelerometr
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Analyzator Zesilovace
i signalu -

.
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Ridici akcelerometr
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Obréazek 9.2 Pohled na provadeény experiment OMA.

'5 AT A ¥« h Eh & ’
g1 Referencni Posouvajici “
snimac R se snimace

: !
i | ! Bl

Obrazek 9.3 Pohled shora na provadeny experiment OMA.
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9.3. Nastaveni analyzy

Nastaveni analyzy bylo obdobné jako pro EMA. Byl vybran frekvenéni rozsah do 1600 Hz.
Rozliseni ziskanych funkci spektralnich hustot bylo nastaveno na 3200 bodu, a tedy pro
vysledny frekvencéni krok plati Af = 0,5Hz . Pro jednotliva méfeni bylo nastaveno
200 praméra a piekryv byl zvolen na 66,67 %. Casovéa délka jednoho priméru byla T = 2 s,
a tedy celkova délka jednoho méfeni byla 134,7 s. Vzorkovaci frekvence byla softwarem
zvolena na 4096 Hz, a tedy At = 0,0002441s, viz tabulka 9.2.

Tabulka 9.2 Nastaveni analyzy OMA.

Polozka Hodnota
Maximalni frekvence 1600 Hz
Pocet ¢ar ve spektru 3200

Frekvenc¢ni krok 0,5 Hz
Pocet pramérta 200
Piekryv 66,67 %
Délka jednoho praméru 2s
Délka jednoho méfeni 134,7 s
Vzorkovaci frekvence 4096 Hz
Casovy krok 0,2441 ms
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9.4. Vyhodnoceni modalnich vlastnosti pomoci MATLAB

Tato podkapitola obsahuje popis postupu odhadu vlastnich frekvenci a vlastnich tvard
zkoumané struktury z naméfenych ¢asovych odezev pomoci metody FDD. Pro vyhodnoceni
modalnich vlastnosti byla vytvofena funkce pro software MATLAB, jejimiz vstupy jsou
Casové zdznamy odezev a vzorkovaci frekvence. Vytvoienou funkci pro software MATLAB
Ize nalézt v ptiloze B.

9.4.1. Odhad matice vykonovych spektralnich hustot

Jak bylo zminéno, v rdmci experimentu byla provedena Ctyfi jednotlivd méfeni, pii kterych
byly naméfeny &tyfi datasety ¢asovych odezev x¥, k € {1, 2, 3,4}

( ]

xk ={ ki pos2 $ (9.1)
|
)

kde prvni prvek x*7¢/ vzdy odpovida asové odezvé referenéniho snimace, a nasledujici
Styii Gasové zaznamy odpovidaji étyfem posouvajicim se snimaétm. Jednotlivé datasety x*
byly rozdéleny na N, = 200 usekdt x*7, r € {1,2,3,...,N,}. Délka jednoho Useku byla
N = 8192 vzorki. Nasledn¢ byly jednotlivé useky vynasobeny Hanningovym oknem
h= {hl, hy, hs, ..., thft} a prevedeny do frekvenéni oblasti pomoci vztahu

Ngfe
(X (@)} = Z hy - x0T gmio(=DAt (9.2)
s=1

Odhad matice vykonovych spektralnich hustot jednotlivych datasetd S*(w) byl ziskén
zprumérovanim pres jednotlivé nadélené useky, viz nasledujici vzorec, ktery vychazi ze
vztahu (5.7)

Ny
~ 1
§8(@) = ) (X*T (@) (X7 (@) (9.3)
P =
Ziskané odhady matice spektralnich hustot byly nasledné rozdéleny pomoci SVD rozkladu,
viz vztah (5.15)

Sk (w) = U (w)V*(w)WH*(w) (9.4)

9.4.2. Vlastni tvary a vlastni frekvence

Matice singularnich hodnot z jednotlivych méfeni V¥(w) byly nisledné zprimérovany a
vysledné kiivky singularnich hodnot byly vykresleny, viz obrazek 9.4.
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Na obrézku 9.4 lze v kiivce prvni singularni hodnoty dobie vidét ¢tyfi Spicky odpovidajici
vlastnim frekvencim. Odectené hodnoty odhadu vlastnich frekvenci Ize nalézt v tabulce 9.3.
Dale byly ziskany dil¢i vlastni tvary, které byly uréeny z prvnich sloupcti matic U¥(w) pro
frekven¢ni ¢ary odpovidajici odhadnutym vlastnim frekvencim. Dil¢i vlastni tvary byly
nasledné slouéeny do vyslednych globalnich vlastnich tvari pomoci postupu uvedeného ve

stati 5.4, a dale byly znormovany pomoci vztahu /y”y = 1. Vysledné odhadnuté vlastni
tvary lze vidét na obrazku 9.5.

104 T T T T T T T

— SVD kiivka |
—— SVD kfivka 2

SVD kiivka 3
— SVD kiivka 4
— SVD kiivka 5
O vl. frekvence

1072

10

Singularni hodnota [ (ms'z)z/Hz ]

107
A 3\
10—8 B e %,_,.x—v-"“"‘ "'AMWL\J‘I \LMMM.AWW "“*‘%J-Jw’“l‘rv ! "JWJ/JW A\Lkw
107 10 1 ] 1 1 1 1 I
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

Frekvence [Hz]

Obrazek 9.4 Krivky singuldrnich hodnot zpriimérované pres jednotliva méreni.

Tabulka 9.3 Odhadnuté vlastni frekvence pomoci OMA — MATLAB.

Cislo tvaru Frekvence [Hz]
1 32,0
2 202,5
3 567,5
4 1106,5
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Obréazek 9.5 Vlastni tvary odhadnuté pomoci OMA — MATLAB.
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9.5. Vyhodnoceni pomoci softwaru PULSE OMA

Vyhodnoceni experimentu bylo déle provedeno metodou FDD v softwaru PULSE OMA.
Softwarem vypoétené kiivky singularnich hodnot Ize vidét na obrazku 9.6. Vlastni frekvence
Ize nalézt v tabulce 9.4 a jim odpovidajici vlastni tvary zobrazuje obrazek 9.7.

dB | (1 m/s?)?/ Hz Singular Values of Spectral Densities of All Test Setups
40
Lines
i : SVD Line No. 1
510} B2 15 T I e A e e e T YTt en SVD Line No.2 |......
q : p : SVD Line No. 3
SVD Line No. 4
SVD Line No. 5

h\w"*’"‘%f Ao
‘v f W;\

Al o\
pre ¥ .‘MW‘ 2 A

A
FONACTM oo APV | VR e I
N W‘,v‘v,wmlﬂﬂ o t : e

en .‘.‘.:‘u',,hwhm,w!!... ' Y i

-100
0
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Frequency [Hz]

Obréazek 9.6 Krivky singuldrnich hodnot ze softwaru PULSE OMA.

Tabulka 9.4 Odhadnuté vlastni frekvence pomoci OMA — PULSE.

Cislo tvaru Frekvence [Hz]
1 32,0
2 202,5
3 567,5
4 1106,5
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Obréazek 9.7 Vlastni tvary odhadnuté pomoci OMA — PULSE.
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10 Porovnani a ovéreni dosazenych vysledki

Tato kapitola je vénovana porovnani dosazenych vysledku ziskanych v piedeslych kapitolach
s cilem ov¢fit vysledky ziskané pomoci provozni modalni analyzy.

10.1. Vlastni frekvence

Nejprve je uvedeno porovnani vlastnich frekvenci. Hodnoty vlastnich frekvenci ziskané

pomoci jednotlivych pistupt jsou uvedeny v tabulce 10.1. Na obrazku 10.1 jsou pak tyto
vlastni frekvence graficky zndzornény.

Tabulka 10.1 Vlastni frekvence ziskané jednotlivymi pristupy.

Frekvence OMA OMA
[Hz] MKP EMA MATLAB PULSE
Tvar 1 33,482 32,5 32,0 32,0
Tvar 2 209,40 203,5 202,5 202,5
Tvar 3 584,57 567,5 567,5 567,5
Tvar 4 1141,1 1102,0 1106,5 1106,5
Tvar 1 Tvar 2 Tvar 3 Tvar 4
250 600 1200
500 f 1000 |
200 -
_ _ __ 400 ¢ __ 800}
T z 1507 ) )
% g % 300 % 600 F
% "“E 100 | % %
= = ey = 00t
50 +
100 200 |
0 0 0
I MK P T EMA B OMA - MATLAB [ OMA — PULSE

Obrazek 10.1 Grafické zndazornéni viastnich frekvenci ziskanych jednotlivymi pristupy.
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Obréazek 10.2 zobrazuje procentudlni rozdil vlastnich frekvenci ziskanych pomoci jednotli-
vych piistupt vztazeny k vlastnim frekvencim ziskanym pomoci provozni modalni analyzy
vyhodnocené v softwaru MATLAB. Hodnoty procentualniho rozdilu jsou pak uvedeny
v tabulce 10.2.

Tabulka 10.2 Procentualni rozdil vlastnich frekvenci vzhledem k OMA — MATLAB.

Rozdil OMA OMA
[%] MKP EMA" MATLAB  PULSE
Tvar 1 4,63 1,56 0 0
Tvar 2 3,41 0,49 0 0
Tvar 3 3,01 0 0 0
Tvar 4 3,13 0,41 0 0
10 T T
—t— MKP
EMA
8 == OMA - MATLAB |
OMA - PULSE

Rozdil [%]
.

Cislo tvaru

Obréazek 10.2 Zobrazeni procentudlnich rozdili viastnich frekvenci.

Hodnoty vlastnich frekvenci vyhodnocenych pomoci OMA v softwaru MATLAB
a Vv softwaru PULSE OMA jsou totozné. Vlastni frekvence ziskané pomoci EMA se pak
nepatrné lisi, to miZze byt zpisobeno trochu odliSnym zptGsobem upnuti struktury, coz mize
mit za nasledek mirnou zménu okrajovych podminek. V piipadé MKP pak mirny rozdil
v hodnotach vlastnich frekvenci muze byt zplisoben materialovym modelem (skute¢né
materidlové charakteristiky struktury jisté nejsou ptesné rovny hodnotdm materialovych
charakteristik pouzitého modelu, navic svar v jeho okoli mohl zpiisobit nehomogenitu
materialu), anebo teoretickou podobou okrajovych podminek upnuti struktury, ktera se Gplné
neshoduje se skute¢nosti. Maximalni rozdil hodnot z experimentd vSak nepfesahuje dvé
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procenta, coz lze z praktického hlediska povazovat za zanedbatelnou hodnotu. Obdobné pro
rozdil hodnot vlastnich frekvenci ziskanych pomoci MKP a OMA nepiesahujici pét procent
plati, Zze se jednd o velmi pfijatelnou hodnotu.

10.2.Vlastni tvary

Na obrazku 10.3 jsou nejprve porovnany vlastni tvary ziskané pomoci provozni modalni
analyzy v softwaru MATLAB a v softwaru PULSE OMA.. Lze vidét, ze tvary jsou prakticky
totozné, cemuz odpovidaji i hodnoty kritéria modalni vérnosti v tabulkach 10.3 a 10.4.

—6—O0MA - MATLAB  — # —OMA — PULSE
0.5 T
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Meéfené body
Obrazek 10.3 Porovnani viastnich tvarii ziskanych pomoci MATLAB a PULSE OMA.
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Obrézek 10.4 zobrazuje porovnani vlastnich tvart ziskanych pomoci MKP, EMA a OMA
vyhodnocenych v softwaru MATLAB. Vlastni tvary ziskané softwarem PULSE OMA jsou
pro lepsi ptehlednost obrazku vynechdny vzhledem Kk jejich praktické totoznosti s tvary
ziskanymi v softwaru MATLAB.
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Obrézek 10.4 Porovnani viastnich tvari ziskanych pomoci MKP, EMA, OMA — MATLAB.

Na obrazku 10.5 jsou pak vyneseny hodnoty Kritéria modalni vérnosti mezi jednotlivymi
vlastnimi tvary, které byly spocteny pomoci vztahu (5.20). Konkrétni hodnoty MAC kritéria
jsou uvedeny v tabulkach 10.3 a 10.4. Samotné vlastni tvary je mozné nalézt v piiloze A.
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Ze ziskanych vlastnich tvart Ize vyvodit, Ze pro experimentaln¢ ziskana data vyhodnotila
vlastni vytvorena funkce pro software MATLAB prakticky totozné vysledky jako komercni
software PULSE OMA. Zaroven je pak potvrzena spravnost odhadnutych vlastnich tvara
pomoci provozni modalni analyzy porovnanim s vysledky ziskanymi pomoci MKP a EMA.

Kritérium modalni vérnosti
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Obrazek 10.5 Kritérium moddlni vérnosti jednotlivych viastnich tvarii.
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Tabulka 10.3 Hodnoty kritéria moddlni vérnosti (¢dast prvni).

Tvar 1 Tvar 2
MAC
OMA OMA OMA OMA
MKP EMA MATLAB PULSE MKP EMA MATLAB  PULSE
MKP 1,0000 0,9884 09991 09996 @ 0,0139 0,0123 0,0117 0,0119
— EMA 0,9884 1,0000 0,9872 09875 | 0,0193 0,0184 0,0167 0,0170
3
£ | OMA
MATLAB 0,9991 0,9872 1,0000 0,9996 @ 0,0168 0,0148 0,0142 0,0144
OMA 0,9996 0,9875 0,9996 1,0000 | 0,0128 0,0112 0,0106 0,0108
PULSE 1 1 1 1 1 1 1 1
MKP 0,0139 0,0193 0,0168 0,0128 | 1,0000 0,9992 0,9983 0,9985
~ EMA 0,0123 0,0184 0,0148 0,0112 | 0,9992 1,0000 0,9990 0,9991
g
~ OMA
MATLAB 0,0117 0,0167 0,0142 0,0106 | 0,9983 0,9990 1,0000 1,0000
F%'\(I?E 0,0119 0,0170 0,0144 0,0108 | 0,9985 0,9991 1,0000 1,0000
MKP 0,0148 0,0147 0,0192 0,0174 | 0,0153 0,0120 0,0077 0,0080
& EMA 0,0096 0,0095 0,0133 0,0118 | 0,0151 0,0112 0,0075 0,0078
g
— OMA
MATLAB 0,0118 0,0119 0,0160 0,0143 | 0,0169 0,0133 0,0088 0,0091
F%I\lilébl\z 0,0118 0,0119 0,0159 0,0143 | 0,0171 0,0134 0,0089 0,0093
MKP 0,0156 0,0150 0,0140 0,0134 | 0,0164 0,0182 0,0162 0,0163
= EMA 0,0137 0,0128 0,0122 0,0118 | 0,0084 0,0097 0,0082 0,0083
g
= OMA
MATLAB 0,0110 0,0104 0,0098 0,0093 | 0,0103 0,0117 0,0102 0,0103
OMA 0,0110 0,0104 0,0098 0,0093 | 0,0103 0,0117 0,0102 0,0103
PULSE 1 1 1 1 1 1 1 1
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Tabulka 10.4 Hodnoty kritéria moddlni vérnosti (¢ast druha,).

Tvar 3 Tvar 4
MAC
OMA OMA OMA  OMA
MKP EMA MATLAB PULSE MKP EMA MATLAB PULSE
MKP | 00148 00096 00118 00118 00156 00137 00110 0,0110
| EMA | 00147 00095 00119 00119 00150 00128 00104  0,0104
&
£ | omA
e | 00192 00133 00160 00159 00140 00122 00098 0,008
OMA | 50174 00118 00143 00143 00134 00118 00093  0,0093
PULSE 1 1 1 1 1 1 1 1
MKP | 00153 00151 00169 00171 00164 00084 00103 00103
~ | EMA | 00120 00112 00133 00134 00182 00097 00117 00117
S
2| omA
| 00077 00075 00088 00089 00162 00082 00102 0,102
F%'\E'SAE 0,0080 00078 00091 00093 00163 00083 00103 0,0103
MKP | 1,0000 09970 009972 009969 00168 00276 00216 00216
w | EMA | 00970 1,0000 09981 00980 00103 00175 00138 0,0138
g
£ | oMA
a1 09972 09981 10000 10000 00070 00143 00100 0,000
F?U'\E'SAE 00969 009980 1,0000 10000 00068 00140 00097  0,0097
MKP | 00168 00103 00070 00068 10000 09918 09933 09933
< | EMA | 00276 00175 00143 00140 09918 10000 09974  0,9974
g
£ | omA
| 00216 00138 00100 00007 09933 09974 10000 10000
OMA | 50216 00138 00100 00097 09933 00974 1,0000 1,0000
PULSE 1 1 1 1 1 1 1 1
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Na obrazku 10.6 je zobrazena komplexita jednotlivych ziskanych vlastnich tvaru. Je patrné, ze
zadny ze ziskanych vlastnich tvart nevykazuje vyraznou komplexitu. Dale Ize pozorovat, ze
vlastni tvary ziskané pomoci provozni modalni analyzy jsou dokonce méné komplexni nez
vysledky ziskané pomoci EMA.

Tvar 1 Tvar 2 Tvar 3 Tvar 4

120° o0 60° 120° o0 60° 120° o0 60° 120° o0 60°
150° 30° 150° 30° 150° 30° 150° 30°
180° @sssssssssce ()0 | [B()0e—e—e—emoemen  ()° | [§()° eoe—wmwae— (° | [§)Oe—oocwssmesn  ()°
210° 330° 210° 330° 210° 330° 210° 330°

240° 270° 300° 240° 2700 300° 240° 2700 300° 240° 2700 300°

120° 907 60° 120° o0 60° 120° o0 60° 120° o 60°
150° 30° 150° 30° 150° 30° 150° 30°
180° 0° | 180° 0° | 180° 0° | 180° 0°
210° 330° 210° 330° | 210° 330° 210° 330°

240° 270° 300° 240° 270° 300° 240° 270° 300° 240° 270° 300°

120° o0° 60° 120° o 60° 120° o0 60° 120° o 60°
150° 30° 150° 30° 150° 30° 150° 30°
180° musesesses ()° | 18(° e—o—s—emmmena ()2 | |B(° w—o—meoewes ()° | [§)° somosesmamm ()
210° 330° 210° 330° 210° 330° 210° 330°

240° 2700 300° 240° 270° 300° 240° 270° 300° 240° 270° 300°

120° o0 60° 120° o0 60° 120° o0 60° 120° o 60°
150° 30° 150° 30° 150° 30° 150° 30°
180° 0° | 180° 0° | 180° 0° | 180° 0°
210° 330° 210° 330° 210° 330° 210° 330°

240° 270° 300° 240° 2700 300° 240° 270° 300° 240° 2700 300°

| ——MKP EMA —— OMA - MATLAB OMA - PULSE

Obrézek 10.6 Komplexita ziskanych viastnich tvarii.

68



Diplomova préce | 2019

11 Zaveér

Hlavnim cilem této diplomové prace bylo provést teoreticky rozbor provozni modalni
analyzy, konkrétné¢ pak metody FDD, popsat princip, na kterém metoda funguje, a dale
s pomoci zjisténych poznatkt tuto metodu aplikovat na vybranou strukturu a ziskané vysledky
ovétit pomoci vypoctového modelovani a pomoci experimentalni modalni analyzy.

Pfed zahajenim samotného teoretického rozboru byla provedena stru¢na reSerSe
literatury zabyvajici se provozni modalni analyzou. V této reSersi lze nalézt dva védecké
¢lanky, v nichz byla poprvé publikovana metoda FDD.

V teoretické Casti je nejprve uvedena teorie kmitani mechanickych soustav, ktera je
potfebna pro pochopeni principu provozni modalni analyzy a metody FDD. Déle nésleduje
samotna ¢ast vénovand provozni modalni analyze, ve které lze nalézt zakladni princip, na
némz je OMA zalozena, a také jeji predpoklady, vyhody a nedostatky. Prace se zabyva pouze
uréovanim modalnich vlastnosti ve frekvencni oblasti. Konkrétné je pak proveden podrobnéjsi
teoreticky rozbor metody FDD, pro kterou je zaroven popsan algoritmus odhadu vlastnich
frekvenci a vlastnich tvart. Déle je rozebran postup provedeni experimentu s vétsim poctem
métenych bodl, kdy se vyuziva referencnich snimaci.

Jadrem prace je prakticka ¢ast, kde byla pouzita provozni modalni analyza na vybranou
strukturu, valcovanou ocelovou ty¢, ktera je piivafena k z&kladové ocelové kostce.
Vyhodnocovany byly prvni ¢tyfi ohybové vlastni tvary ve zvoleném sméru a jim odpovidajici
vlastni frekvence.

Pied samotnym provedenim provozni modalni analyzy byly nejprve odhadnuty modalni
vlastnosti struktury pomoci vypoc¢tového modelovani, které bylo provedeno v softwaru
ANSY'S Workbench, a nasledné také pomoci experimentalni modalni analyzy. Pti EMA bylo
buzeni soustavy zajisténo modalnim kladivkem a odezva byla sniména pomoci jednoosého
piezo akcelerometru. Mé&feni dat bylo provedeno v softwaru PULSE LabShop a nasledné
vyhodnoceni v softwaru PULSE Reflex.

Provozni modalni analyza byla provedena pomoci péti jednoosych akcelerometri,
pti¢emz jeden z nich byl pouzit jako referen¢ni snimac. Experiment byl rozdélen do &tyt
samostatnych méteni, coz bylo v souladu s ambici vyzkouset variantu experimentu s pouZzitim
referen¢nich snimacd popsanou V teoretické ¢asti. Pro excitaci soustavy byla pouzita vibra¢ni
stolice, ktera do soustavy vnasela buzeni s plochym vykonovym spektrem. Méfeni dat bylo
provedeno v softwaru PULSE Labshop. Né&sledné vyhodnoceni provozni modalni analyzy
bylo provedeno pomoci metody FDD dvéma zpisoby: pomoci vlastni vytvofené funkce pro
software MATLAB a pomoci komeréniho softwaru PULSE OMA.

Vlastni frekvence ziskané pomoci vytvoiené funkce a pomoci softwaru PULSE OMA
byly totozné. Ve srovnani s EMA pak byl maximalni rozdil 1,56 %, coz bylo pfisouzeno
zméné okrajovych podminek vlivem odlisného upnuti struktury. Ve srovnani s MKP byla
maximalni odchylka ve vlastnich frekvencich 4,63 %, coz bylo pfisouzeno odlisnosti
teoretického materialového modelu od skute¢nosti. Tyto odchylky vsak byly vyhodnoceny
jako zcela prtijatelné a porovnanim vysledkd byla potvrzena spravnost vlastnich frekvenci
odhadnutych pomoci provozni modalni analyzy.

Odhadnuté vlastni tvary pomoci vytvorené funkce pro software MATLAB a pomoci
softwaru PULSE OMA byly téméf shodné, viz hodnoty MAC kritéria v tabulkéach 10.3 a 10.4.
Vlastni tvary ziskane pomoci MKP a EMA nevykazovaly vyraznou odlisnost od tvari
ziskanych pomoci provozni modalni analyzy, a rovnéz tak potvrdily spravnost dosazenych
vysledkd.
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Vystupem diplomoveé préace je tedy i vytvoiena funkce pro software MATLAB, kterou
lze pouzit pro vyhodnoceni modalnich vlastnosti z libovolnych ¢asovych zaznamu vibra¢ni
odezvy metodou FDD.

V budoucnosti by bylo vhodné zabyvat se metodou EFFD, ktera je rozsifenim metody
FDD a umoziuje odhad modalnich tlumeni, a dale pak vyzkouSet schopnost provozni
modalni analyzy urcit modalni vlastnosti v pfipadé, kdy budici spektrum obsahuje vyrazné
nerovnosti.
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Seznam pouzitych zkratek a symbolt

EFFD
EMA
FDD
FFT
FRF
MAC
MDOF
MKP
OMA
SDOF
STEP
SVD
UMTBM
arl,k

)
n,(®)
n(t)

Enhanced Frequency Domain Decomposition
Experimentalni modalni analyza

Frequency Domain Decomposition

Fast Fourier Transform (rychla Fourierova transformace)
Frequency Response Function (funkce frekvenéniho pfenosu)
Modal Assurance Criterion (kritérium modalni vérnosti)
Multi Degree Of Freedom (vice stupiiti volnosti)

Metoda konecnych prvki

Operational Modal Analysis (provozni modalni analyza)
Single Degree Of Freedom (jeden stupen volnosti)

Standard for the Exchange of Product model data

Singular Value Decomposition (singularni rozklad)

Ustav mechaniky téles, mechatroniky a biomechaniky
pomé&rova konstanta odpovidajici r-tému vlast. tvaru mezi métenimi 1 a k
soucinitel doznivani

modalni soufadnice odpovidajici r-tému vlastnimu tvaru

vektor modalnich soutadnic

vlastni ¢islo soustavy

faze [rad]

uhlova frekvence [rad/s]

vlastni thlova frekvence [rad/s]

tlumena vlastni uhlova frekvence [rad/s]

vlastni vektor, vlastni tvar

r-ty vlastni vektor, r-ty vlastni tvar

vektor odpovidajici r-tému vlastnimu tvaru z méteni k
¢ast vektoru wrk odpovidajici referenénim snimaciim
¢ast vektoru wrk odpovidajici posouvajicim se snimaciim
matice vlastnich tvart

objekt

systém podstatnych veli¢in

amplituda

tlumeni [Ns/m]
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b, pomérny utlum

b, modalni tlumeni odpovidajici s-tému vlastnimu tvaru
B matice tlumeni

fo vlastni frekvence [Hz]

Af frekvenéni krok [Hz]

F(t) sila [N]

F, amplituda harmonické budici sily [N]

E(t) modalni budici sila odpovidajici s-tému vlastnimu tvaru
F(w) spektrum budici sily

F matice budicich G¢inku

h Hanningovo okno

H(w) funkce frekven¢niho pfenosu SDOF soustavy

H(w) matice funkci frekven¢nich prenosi

k tuhost [N /m]

kg modalni tuhost odpovidajici s-tému vlastnimu tvaru

K matice tuhosti

m hmotnost [kg]

m, modalni hmotnost odpovidajici s-tému vlastnimu tvaru
M pocet méteni

M matice hmotnosti

N pocet poZzadovanych méfenych bodi

Negy pocet vzorkil v primérovanych tsecich

N, pocet priimérovanych usekt

Npos pocet posouvajicich se snimach

Nyer pocet referencnich snimact

N; pocet snimaci

p(t) sila na jednotku hmotnosti [N /kg]

Po amplituda harmonické budici sily na jednotku hmotnosti [N /kg]
Q amplituda ustaleného stavu odezvy pii buzeni harmonickou silou
Qim imaginarni ¢ast Q

Qre realna cast Q

R, (T) autokorelaéni funkce

R,y (7) vzajemna korela¢ni funkce

R, (1) matice korela¢nich funkci odezvy
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R, (7) matice korela¢nich funkci modalnich soufadnic

Syx (W) vykonova spektralni hustota

Syy (@) vzéjemna vykonova spektralni hustota

Sy, (@) vykonova spektralni hustota modalni soufadnice

S, r-ty sloupec matice S, (w)

Sr(w) matice vykonovych spektralnich hustot budicich u¢inkt
S, (w) matice vykonovych spektralnich hustot odezvy

S, () odhad matice vykonovych spektralnich hustot odezvy
S, (w) matice spektralnich hustot modalnich soufadnic

t ¢as [s]

At casovy krok [s]

T délka jednoho ¢asového zaznamu, doba jedné oscilace (perioda) [s]
U, posuv ve sméru osy x [m]

u, r-ty sloupec matice U(w)

U(w) matice singularnich vektort

U*(w) matice singularnich vektort k-tého datasetu

A r-ta singularni hodnota

V(w) matice singularnich hodnot

VE(w) matice singularnich hodnot k-tého datasetu

x(t) poloha [s]

xp (t) homogenni feseni [s]

X, (1) partikularni feSeni [s]

Xt staticka vychylka soustavy [s]

xk:pos3 casova odezva tfetiho posouvajiciho se snimace
xkoref Casova odezva referen¢niho snimace

X(w) spektrum odezvy polohy

x(t) vektor poloh

xk dataset ¢asovych odezev z k-tého méteni

xkr r-ty Usek z datasetu k-tého méfeni

{(Xk(w)} prevedeni x*'7 do frekvenéni oblasti
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Priloha A
Prvni viastni tvary ziskané jednotlivymi pristupy.
Tvar 1
méeny MKP EMA MATLAB PULSE
bod
real imag real imag real imag real imag
1 0,00001 0,00000 | -0,00820 -0,01081 | 0,00237 0,00114 | 0,00376  0,00090
2 0,00282  0,00000 | 0,01026 -0,00533 | 0,00503  0,00079 | 0,00637  0,00060
3 0,01153 0,00000 | 0,01953 -0,01969 | 0,01478  0,00055 | 0,01611  0,00038
4 0,02569 0,00000 | 0,02974 -0,01343 | 0,02824 -0,00007 | 0,02963 -0,00015
5 0,04472  0,00000 | 0,03819 0,02205 | 0,05419 0,00000 | 0,05572  0,00000
6 0,06811 0,00000 | 0,04597 -0,00982 | 0,07097 -0,00172 | 0,07329 -0,00151
7 0,09528 0,00000 | 0,10857 0,00471 | 0,09861 -0,00280 | 0,10204 -0,00209
8 0,12570  0,00000 | 0,11384 -0,06587 | 0,12132  -0,00480 | 0,12541 -0,00400
9 0,15886  0,00000 | 0,13859 0,02550 | 0,15266 -0,00549 | 0,15810 -0,00451
10 0,19426  0,00000 | 0,21147 -0,00098 | 0,18690 -0,00704 | 0,19226 -0,00773
11 0,23144  0,00000 | 0,20964 -0,01175 | 0,22464 -0,00788 | 0,23084 -0,00886
12 0,26996  0,00000 | 0,25646 0,00251 0,25786  -0,00993 | 0,26487 -0,01099
13 0,30947 0,00000 | 0,32978 0,01350 | 0,29674 -0,00976 | 0,30474 -0,01110
14 0,34962 0,00000 | 0,34123 -0,00235 | 0,35579 -0,01807 | 0,35219 -0,01566
15 0,39015 0,00000 | 0,39208 0,02983 | 0,39991 -0,01826 | 0,39483 -0,01497
16 0,43086 0,00000 | 0,41927 0,00087 0,43715 -0,02358 | 0,43205 -0,02019
17 0,47161 0,00000 | 0,48226 0,04226 | 0,47269 -0,02570 | 0,46639 -0,02223
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Druhé vlastni tvary ziskané jednotlivymi pristupy.

Tvar 2
méeny MKP EMA MATILAR PULSE
bod
real imag real imag real imag real imag
1 0,00006  0,00000 | 0,00030 0,00019 | 0,00630  0,00369 | 0,00573  0,00330
2 0,01655 0,00000 | 0,02189  0,00038 | 0,02714  0,00279 | 0,02657  0,00242
3 0,06180  0,00000 | 0,06999 0,00175 0,07373 0,00151 0,07324 0,00123
4 0,12436  0,00000 | 0,13222 0,00146 0,13526  -0,00016 | 0,13498 -0,00032
5 0,19271  0,00000 | 0,20043  0,00000 | 0,20930  0,00000 | 0,20912  0,00000
6 0,25621  0,00000 | 0,26396 -0,00441 | 0,26801 -0,00146 | 0,26722  -0,00128
7 0,30568 0,00000 | 0,31125 -0,00489 | 0,31914 -0,00186 | 0,31848 -0,00162
8 0,33381  0,00000 | 0,33472 -0,00287 | 0,33627 -0,00448 | 0,33568 -0,00419
9 0,33561 0,00000 | 0,33222 -0,00671 | 0,33591 -0,00418 | 0,33534 -0,00355
10 0,30862 0,00000 | 0,30554 -0,01033 | 0,30658 -0,00255 | 0,30685 -0,00234
11 0,25273  0,00000 | 0,25266  -0,00621 | 0,25086 -0,00197 | 0,25112  -0,00185
12 0,17028 0,00000 | 0,16976 -0,00472 | 0,16429 -0,00241 | 0,16451 -0,00234
13 0,06535 0,00000 | 0,06689 -0,00099 | 0,05466 -0,00047 | 0,05480 -0,00046
14 -0,05664  0,00000 | -0,05630  0,00263 | -0,05725 0,00049 | -0,05730  0,00037
15 -0,18983 0,00000 | -0,18862  0,00615 | -0,18966  0,00113 | -0,19004  0,00098
16 -0,32878 0,00000 | -0,32214  0,01547 | -0,32356  0,00433 | -0,32428 0,00411
17 -0,46951 0,00000 | -0,46239  0,02541 | -0,44848 0,00424 | -0,44948 0,00401
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Treti viastni tvary ziskané jednotlivymi pristupy.

Tvar 3
méeny MKP EMA MATLAB PULSE
bod
real imag real imag real imag real imag
1 0,00020 0,00000 | 0,00148 -0,00055 | 0,00183  0,00280 | 0,00513  0,00244
2 0,04340 0,00000 | 0,05937  0,00093 | 0,05757  0,00158 | 0,06014  0,00135
3 0,14667  0,00000 | 0,16685 0,00333 0,16313  -0,00022 | 0,16479  -0,00038
4 0,25909  0,00000 | 0,27426 0,00184 0,27234  -0,00034 | 0,27314 -0,00046
5 0,33707  0,00000 | 0,34703  0,00000 | 0,35694  0,00000 | 0,35687  0,00000
6 0,35149  0,00000 | 0,34893 -0,00817 | 0,35233 -0,00143 | 0,35176 -0,00135
7 0,29294  0,00000 | 0,28144 -0,00468 | 0,28431 -0,00105 | 0,28343 -0,00091
8 0,17161  0,00000 | 0,16287 -0,00429 | 0,15445 -0,00181 | 0,15361 -0,00175
9 0,01459  0,00000 | 0,00577  0,00002 | -0,00981 0,00021 | -0,01037  0,00018
10 -0,14138 0,00000 | -0,15394  0,00504 | -0,15366  0,00019 | -0,15392  0,00028
11 -0,25858 0,00000 | -0,26282  0,00858 | -0,26840 -0,00012 | -0,26831 -0,00003
12 -0,30752  0,00000 | -0,30929 0,01514 | -0,30205 0,00221 | -0,30171  0,00229
13 -0,27290 0,00000 | -0,27703  0,01207 | -0,26387  0,00074 | -0,26346  0,00081
14 -0,15719  0,00000 | -0,15995 0,00820 | -0,15503  0,00041 | -0,15555 0,00080
15 0,02208 0,00000 | 0,01763  -0,00057 | 0,02372 0,00014 0,02394 0,00019
16 0,23865 0,00000 | 0,22883 -0,01497 | 0,24105 -0,00190 | 0,24132 -0,00212
17 0,46775 0,00000 | 0,44672 -0,03971 | 0,44758 -0,00120 | 0,44756 -0,00170
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Ctvrté viastni tvary ziskané jednotlivymi pristupy.

Tvar 4
méeny MKP EMA MATILAR PULSE
bod
real imag real imag real imag real imag
1 0,00048 0,00000 | 0,00365 -0,00009 | 0,00825 0,00279 | 0,00805  0,00252
2 0,07905 0,00000 | 0,10945 -0,00214 | 0,10764  0,00150 | 0,10749  0,00135
3 0,23562  0,00000 | 0,25927 -0,00345 | 0,25977 -0,00112 | 0,25968 -0,00118
4 0,34335 0,00000 | 0,34529 -0,00349 | 0,35252 -0,00064 | 0,35247 -0,00067
5 0,32398 0,00000 | 0,30205  0,00000 | 0,32452  0,00000 | 0,32454  0,00000
6 0,17116 0,00000 | 0,12916 -0,00105 | 0,14003 -0,00061 | 0,14006  -0,00056
7 -0,05234 0,00000 | -0,09717  0,00491 | -0,09382  0,00023 | -0,09379  0,00023
8 -0,24831 0,00000 | -0,26929  0,01045 | -0,26631  0,00266 | -0,26630  0,00265
9 -0,32923  0,00000 | -0,33468 0,01119 | -0,33350 0,00106 | -0,33349 0,00104
10 -0,25978 0,00000 | -0,24864  0,00835 | -0,24447 0,00077 | -0,24453  0,00079
11 -0,07279  0,00000 | -0,06156  0,00003 | -0,04943  0,00005 | -0,04944  0,00003
12 0,14408 0,00000 | 0,15309 -0,00732 | 0,15472 -0,00136 | 0,15474  -0,00140
13 0,28797  0,00000 | 0,29157 -0,01226 | 0,29762 -0,00101 | 0,29769  -0,00108
14 0,28613 0,00000 | 0,28798 -0,01700 | 0,28373  -0,00049 | 0,28389  -0,00069
15 0,12531  0,00000 | 0,12991 -0,00454 | 0,12494 0,00001 0,12503  -0,00003
16 -0,14883 0,00000 | -0,14471  0,00840 | -0,15089  0,00152 | -0,15076  0,00159
17 -0,46593 0,00000 | -0,44888  0,04923 | -0,43254 0,00142 | -0,43251 0,00154
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