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Uvod

Jak uz nazev napovida, cilem této prace je zkoumat vliv hladiny antimiillerianského
hormonu na pravdépodobnost otéhotnéni u zen lé¢enych na neplodnost. Tento hormon
ovliviiuje zrani vajicek ve vajec¢niku a jeho hladina souvisi pravé s jejich poctem. Muzeme
tedy Tici, ze je jakymsi ukazatelem ovaridlni rezervy u zZen. Analyzu budeme provadét
na realnych datech metodou logistiké regrese, kterou si nejprve podrobné predstavime.

Logisticka regrese neboli také logisticky regresni model ¢i model logistické regrese je
regresni model navrzeny v roce 1958 Davidem Coxem [0] jako alternativa k metodé nejmen-
sich ¢tvercii. V soucasnosti se tato metoda hojné vyuziva v nejriznéjsich oborech od bio-
logie a mediciny, pres bankovnictvi az napriklad po kriminologii. Cilem logistické regrese
je najit model, ktery popise vztah mezi nezavislymi vysvétlujicimi proménnymi a zavislou
vysvétlovanou proménnou, ktera je diskrétniho typu. Tato zavisla proménna predstavuje
nastoupeni ¢i nenastoupeni néjakého jevu ¢i stavu. Naptiklad zda Zena otéhotni ¢i neoté-
hotni, zda onemocnime néjakou konkrétni chorobou ¢i nikoli, v bankovnictvi zda je dana
osoba schopna splacet ivér nebo ve skolstvi, zda je zak schopen slozit zkousky.

Zavisla proménna tedy muze nabyvat dvou a vice hodnot a podle jejiho typu rozlisujeme

nésledujici druhy logistickych regresi[l5]:

e Bindrni logisticka regrese — vysvétlovand proménnd je alternativni (binérni, dichoto-
mickd), nabyva tedy pouze dvou moznych hodnot, napiiklad nastoupeni ¢i nenastou-

peni néjakého jevu, Zena ¢i muz, prezil ¢i neprezil.

e Ordindlni logisticka regrese — jak nazev napovida, vysvétlovand proménna je ordi-
nalniho typu, tedy nabyva vice nez dvou hodnot, které miizeme seradit, naptiklad
znamky studenttt u zkousky nebo sportovni vykony pri hodnoceni nizky vykon, pod-
prumeér, prumér, nadprameér a vysoky vykon.
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e (multi)nominélni logistické regrese — v tomto pripadé je vysvétlovand proménna opét
kategorialni a nabyva nejméné tii riiznych drovni, pricemz mezi nimi neexistuje po-

radi, pouze odlisnost, napiiklad krevni skupina, barva, atd.

Zatimco na zavislou proménnou mame vyse popsanou podminku kategorizace, vysvétlujici
proménnda muze byt jak kategorialniho typu, tzv. faktor, tak i typu spojitého, tzv. prediktor.
Prikladem tak miize byt vliv véku, pohlavi, rodinnych dispozic, koureni, BMI, sedavého
zpusobu zivota a hladiny cholesterolu na vyskyt infarktu.

V této préci si predstavime binarni logistickou regresi, nebot chceme zkoumat pravdeé-
podobnost otéhotnéni ¢i neotéhotnéni zeny, tedy tspéchu a netspéchu.

V prvni kapitole si predstavime zavislou proménnou vstupujici do logistické regrese,
zavedeme néktera potiebnd znaceni a popiSeme si princip vystavby logistického modelu.
Druha kapitola nas sezndmi s metodami a postupy pro odhad regresnich koeficientt.
Ve treti kapitole se budeme zabyvat metodami pro vybér vhodného modelu. V kapitole
¢tvrté si predstavime hodnotici metody, které nam poskytnou informace o kvalité nami vy-
tvoreného modelu. Nakonec, v paté kapitole provedeme praktickou analyzu vlivu hladiny

antimiillerianského hormonu na pravdépodobnost otéhotnéni zen 1é¢icich se na neplodnost.



Kapitola 1

Uvod do logistické regrese

V této kapitole si popiseme, jaky tvar ma vysvétlovana nahodna velic¢ina v logistické re-
gresi, zavedeme si néktera znaceni a zakladni pojmy. V druhé ¢asti této kapitoly si popiseme
princip vystavby logistického modelu. Vychazime pfitom ze znalosti pravdépodobnosti a

matematické statistiky na trovni vysoké skoly, napt. [12].

1.1. Zakladni poznatky

Logisticka regrese se snazi predikovat pravdépodobnost nastoupeni resp. nenastoupeni
néjakého jevu ¢i stavu na zakladé nezavislych nahodnych veli¢in. Tyto vysvétlujici neza-
vislé proménné si oznac¢me jako Xi,..., X, a vysvétlovanou zavislou proménnou jako Y.
Realizace ndhodné veli¢iny Y nas informuje o tom, zda jev nastoupil ¢i nikoli. V pripadé
nastoupeni jevu budeme mluvit o tspéchu, naopak v pripadé nenastoupeni jevu o nedspé-
chu. Predpokladame tedy, ze nahodna veli¢ina Y méa alternativni rozdéleni s parametrem
m, m € (0,1), zna¢ime Y ~ Alt(m). Nahodn4 veli¢ina Y nabyva hodnoty 1 (znaci tspéch)

nebo 0 (znad¢i netispéch) s nasledujicimi pravdépodobnostmi:

PY=0)=1-mr, P(Y=1)=n. (1.1)

Jinak Tec¢eno, pravdépodobnost netspéchu je rovna 1 — 7 a pravdépodobnost tspéchu je

rovna 7. Plati

P(Y=1)=1-P(Y =0). (1.2)
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Muzeme psat

T, y=1,
P(Y:y) =S 1-—m y=0, (1'3)
0, jinak.

Stredni hodnota a rozptyl takovéto nahodné velic¢iny je:

E(Y)=n, var(Y) = (1 — 7). (1.4)

Pro tplnost mizeme uvést pravdépodobnostni funkci ndhodné velic¢iny Y':

PY =y)=7'(1—-m)'"", y€{0,1}. (1.5)

Nékdy nas muze zajimat informace, kolikrat je vyssi pravdépodobnost tspéchu oproti
neuspéchu. Odpovéd na tuto otdzku nam dava sance (anglicky odds), kterou definujeme
jako podil pravdépodobnosti nastoupeni jevu ku nenastoupeni jevu. V této praci budeme

Sanci znacit feckym pismenem w:

(1.6)

logit (P (Y = 1)) = In(w(1)) = In (;) . (1.7)

Je dobré povsimnout si faktu, ze z veli¢iny Y, kterd nabyvala pouze dvou hodnot {0, 1},
jsme ziskali Sanci, kterd nabyva hodnot v intervalu (0, co) a nakonec logitovou funkei, ktera

se realizuje na intervalu (—oo, 00).

1.2. Tvorba regresniho modelu

Je zfejmé, ze pri tvorbé regresniho modelu, kdy je zavisla proménnd alternativni, ne-
miizeme postupovat stejné jako v pripadé, kdy je vysvétlovana proménné spojitého typu
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(tedy jako u klasické linearni regrese). Jestlize bychom vyuzili model
EY[(Xy,...,Xn)) = Bo+ 51 X1+ BoXo + ... B Xom,

pak by pro i-té pozorovani platilo Y; = Bo+ 51 X1+ BoXoi+. .. BnXmite€,0 =1,...,n, kde
Bo, - - - Bm jsou neznamé parametry, Xi,...,X,, jsou vysvétlujici proménné a ¢; nahodna
chyba pri i-tém pozorovani. Vysledky, které bychom dostali timto postupem by byly zjevné
chybné a nedavaly by zadny smysl, nebot leva strana této rovnosti by nabyvala pouze
hodnot 0 nebo 1, zatimco na strané pravé budou hodnoty zajisté jiné. Je tedy tieba najit
zpusob jak prevést binarni proménnou na spojitou, ktera muze nabyvat libovolnych hodnot.

Jak jiz ale bylo feceno v uvodu této kapitoly, logisticka regrese se snazi predikovat
pravdépodobnost toho, ze ndhodné veli¢ina Y nabude néjaké hodnoty. Diky rovnosti (1.2)
si muzeme sami zvolit, zda budeme modelovat pravdépodobnost nastoupeni ¢i nenastoupeni
jevu. V této praci budeme modelovat pravdépodobnost, Ze jev nastoupi, tedy, ze se zavisla

veli¢ina Y realizuje hodnotou 1. Dostavame:

Leva strana rovnice nyni predstavuje pravdépodobnost a nabyva pouze hodnot z in-
tervalu (0,1), zatimco na pravé strané rovnice mame spojité a kategoridlni proménné a
nezndmé parametry J3;, pro které plati —oo < 3; < oo. Pfi odhadech nezndmych pa-
rametra fy, ... S, se mizeme dostat do situace, kdy predikované hodnoty pravdépodob-
nosti pro néjakou konkrétni realizaci x1,, . . . , x,,; ndhodnych veli¢in X1, ..., X,, budou lezet
mimo interval (0,1).

Reseni tohoto problému jsme si nastinili uz difve, nebot sance téz modeluje pravdépo-
dobnost P(Y = 1). Nicméné sance nam také nestaci, nebot jeji hodnoty lezi v intervalu
(0, 00), zatimco logit, tedy hodnoty logaritmované sance se realizuji na intervalu (—oo, 00).
Logit je prikladem spojovaci funkce, nebot urcuje vztah mezi zavislou proménnou a regresni

funkci. Plati tedy rovnost

m( P(Y =1)

1_P<Y':1)> :B0+ﬁle+/82X2+...ﬁme. (18)
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Na tomto misté je vhodné poznamenat, ze parametr 3y je roven velikosti logitu pro re-
ferenéni kategorie (nulové hodnoty) vsech vysvétlujicich proménnych. Pro 5y > 0 je Sance,
ze Y =1 vétsi jak jedna, tedy = > 0.5. Naopak pro [y < 0 je tato sance mensi jak jedna
(m < 0.5) a nakonec pro fy = 0 je tato sance vyrovand, neboli 7 = 0.5

Pred dalsimi upravami si zavedeme znaceni 8 = (5o, ...0n) a X = (1, Xy, ..., X)),
které nam usnadni zapisy. Nyni si uvedenou rovnici (1.8) upravime, abychom ziskali vztah
pro pravdépodobnost P(Y = 1). V prvnim kroku se budeme chtit zbavit pfirozeného
logaritmu, proto celou rovnici odlogaritmujeme a dostaneme:

PY =1) _ BX
1-PY =1) ’
ve druhém kroku se zbavime zlomku na levé strané vynasobenim celé rovnosti jmenovate-
lem, tedy
P(Y =1)=[1—-P(Y =1)]#X.
Déle roznasobime zavorku na pravé strané a ¢len obsahujici P(Y = 1) prevedeme na stranu
levou
P(Y =1)+ P(Y =1)fX = X,
Nakonec na levé strané vytkneme P(Y = 1) a celou rovnici vydélime vyrazem (1 + 8'X),

dostaneme tak

eBX
PY=1)= T X (1.9)
Analogicky lze urcit P(Y = 0) vyuzitim vztahu 1 — P(Y = 1):
eB'X 1
PY =0)=1~ % = T ax. (1.10)
Ozna¢me jako x = (1,z1,...,x,)" realizace ndhodného vektoru X. Zjevné pravdépo-

dobnosti (1.9) a (1.10) budou pro ruzné realizace x nabyvat riznych hodnot. Proto je tfeba

tyto pravdépodobnosti uvazovat jako podminéné, tj.

eB'x 1

MiZeme si povsimnout, ze na vysvétlujici ndhodné veli¢iny nejsou kladeny zadné pod-

minky, tim se logistickd regrese stava velmi praktickou.
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Zbyva zavést pojem pomer Sanci (anglicky odds ratio), obvykle jej oznacujeme OR.
Umoznuje nam srovnani dvou riznych skupin pomoci sanci. Jeho interpretace se lisi podle
typu proménné. V piipadé spojité proménné OR(X) fikd, kolikrat se zvétsi Sance, aby
nahodna veli¢ina Y nabyla hodnoty 1, jestliZze se hodnota spojité vysvétlujici proménné X
zvysi o jednotku a zbylé vysvétlujici ndhodné velic¢iny (celkem m -1 proménnych) zistanou
nezménéné, coz zachycuje nasledujici vztah:

W(P(Y = 1|X1 == $17...,Xj,1 = J}j,l,X]‘ =T, + 17Xj+1 = .I'j+17...,Xm = .%‘m)>

OR(X,) =
%) WPY =1|Xy =m1,..., X1 =2 1, Xj =25, Xjp1 = 241, .., Xy = )

(1.12)

Tento vztah si upravme. Uvazujme nejprve pouze citatel, do kterého dosadme z (1.6):

PY = 1‘X1 =x1,...,Xj1=2j-1,X;=2; + 1, X1 =Tj41,..., Xn = Tp)
1—P(Y: 1’X1 :xl,...,Xj_l :xj—hXj :{Ej—i-l,Xj_H :.’f;'j+1,...,Xm:.%'m)'

(1.13)

Nésledné dosadme z (1.11) vztahy pro dané pravdépodobnosti:

660+B1E1+---+ﬂj,11j,1+ﬂj (zj+1)+5j+1rj+1+-~-+5mwm

1+650+B1wl+4--+,3j,11j,1+,3j (Ij+1)+5]‘+11j+1+--»+ﬁmzm

(1.14)
eﬁo+ﬁ111+m+ﬁj712]’71+ﬁj (Ij+1)+3j+1zj+1+m+ﬁmzm

1+eﬁ0+ﬁ121+-<-+ﬁj_1zj_1+ﬁj (Ij+1)+ﬁj+1lj+1+m+ﬁmzm

Toto lze upravit a zkratit na vyraz:

ePotBrait.+Bj— 12148 (@ +1)+Bj 1241+ A Bmam (1.15)

Vyraz ve jmenovateli OR si vyjadiime analogickym zpusobem a dostaneme:

eBotPraite 481z 1482+ 11251+ +BmTm (1.16)

Podle pravidel pro poc¢itani s mocninami muzeme prejit ke kraceni, pricemz nam zustane

jedinny ¢len v ¢itateli a to . Dostali jsme vztah:

OR(X;) =€ j=1,....m. (1.17)

Pro kategoridlni proménnou je interpretace OR odlisna. V tomto ptripadé potfebujeme
tzv. referencéni (vijchozi) kategorii. Ostatni kategorie dané proménné poté srovnavame prave
s referencni. V pripadé, ze ma uvazovana proménna pouze dvé kategorie, postupujeme tak,
ze jednu z nich zvolime jako referenc¢ni. Prislusny regresni koeficient S poté interpretujeme
jako zménu Sance na uspéch oproti vychozi kategorii.

V pripadé, Ze ma uvazovand nezavisld proménna vice nez dvé kategorie (r > 2), zave-

deme r—1 nezavislych indikatorovych proménnych. Tyto proménné odpovidaji jednotlivym
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kategoriim ptivodni proménné a nabyvaji hodnot 0 nebo 1 podle toho, zda dané pozorovani
do prislusné kategorie patii ¢i nikoli. Vynechana kategorie je referenc¢ni. Celkem tak zis-
kame r — 1 regresnich koeficientt1, které interpretujeme jako zménu Ssance na tspéch oproti
referenc¢ni kategorii.

Nyni vime, jak interpretovat parametry f3;, j = 1,...,m. Zbyva vysvétlit interpretaci
pro parametr 3. Parametr 3y je roven velikosti logitu pro nulové hodnoty vsSech vysvét-
lujicich proménnych. Jestlize je tedy tento parametr roven nule, znamenda to, ze Sance
na uspéch i netuspéch jsou vyrovnané (m = 0.5). Pro kladné hodnoty parametru S, je
sance na uspéch oproti neuspéchu vétsi (r > 0.5) a naopak pro zaporné hodnoty tohoto

parametru je tato Sance mensi (7 < 0.5).
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Kapitola

Odhad koeficientt logistického
modelu

Pro konstrukci odhadu koeficienti se v logistické regresi vyuziva metody maximalni
vérohodnosti [1, 2, 23], kterd vyusti v soustavu nelinearnich rovnic. Vysledné odhady ko-
eficient ziskdme pouzitim vhodného iterac¢niho algoritmu, ¢asto vyuzivana je Newtonova-

Raphsonova metoda [1, 2, 8].

2.1. Metoda maximalni vérohodnosti

Metoda maximalni vérohodnosti (anglicky mazimum-likelihood estimation, zkracené
MLE) je spojena s pojmem funkce vérohodnosti (anglicky likelihood function). Cilem MLE
je najit takovy odhad parametru, resp. vektoru parametru 6, pro néjz bude funkce véro-

hodnosti maximalni.
Abychom mohli funkci vérohodnosti zavést, je nutné znat sdruzené rozdéleni nahodného

vektoru Y. Méjme nédhodny vektor Y = (Yi,...,Y,), kde Y;, i = 1,...,n, jsou nezavislé
nahodné velic¢iny se stejnym rozdélenim pravdépodobnosti. V pripadé spojitého rozdéleni
s hustotou f(y|@) a v piipadé diskrétniho rozdéleni s pravdépodobnostni funkei p(y|@), kde
0= (61,...,0,) € je vektor neznamych parametri.

Predpokladejme diskrétni rozdéleni. Sdruzena pravdépodobnostni funkce ndhodného

vektoru Y ma tvar

p(y1,-- -, ynl0) = p(yl0) = Hp v16), (2.1)

/

pricemz @ zde stoji v roli parametru a y = (yi,...,¥,)" uvazujeme jako proménné. Vé-

rohodnostni funkci definujeme stejnym predpisem jako tuto sdruzenou hustotu, ale s tim
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rozdilem, ze @ bude nyni predstavovat proménnou, y1, .. ., y, parametry a budeme ji znacit

L(f)y). Funkce vérohodnosti mé tedy tvar

waw:ﬁp@wy (2.2)

MLE muzeme interpretovat jako metodu, ktera hleda takovy odhad é, ktery maxima-

lizuje pravdépodobnost, ze pozorované hodnoty pochézeji z predpoklddaného rozdéleni.
Odhad 8 nazveme mazimdlné verohodny prave tehdy, kdyz hodnota vérohodnostni funkce
bude pro tento odhad vétsi nebo rovna hodnoté vérohodnostni funkce pro jiné odhady 6
pti fixnim y = (y1,...,yn)"

V nékterych ptipadech mize byt maximalizovani funkce vérohodnosti v tomto tvaru
je prilis komplikované. Zjednodusit jej muzeme logaritmovanim, diky kterému prejdeme

od nasobeni ke sc¢itani. Ziskame tak tzv. logaritmickou funkci vérohodnosti, pisSeme

inci0y) =1 T 00)) = St 23)

i=1 i=1

Maximum logaritmické vérohodnostni funkce hleddme pomoci parcialnich derivaci této
funkce podle vsech proménnych, které srovname s nulou. Nakonec je tieba ovérit, ze takto
nalezeny odhad opravdu maximalizuje vérohodnostni funkci. Pfedpokladejme tedy, ze loga-
ritmicka vérohodnostni funkce ma parcialni derivace alespon druhého radu na mnozineé €.

Nejprve pomoci prvnich parcialnich derivaci vytvorime tzv. systém vérohodnostnich rovnic

Jln L(8y)

20, =0,i=1,...,m. (2.4)

Protoze feseni tohoto systému rovnic nelze najit obecné v algebraickém tvaru, je nutné
pouzit numerické metody. Jednou z nejpouzivanéjsich numerickych metod v logistické re-
gresi je Newtonova-Raphsonova metoda, kterou si ukazeme pozdéji. Prozatim predpokla-
dejme, zZe jsme toto TeSeni nalezli a oznacme si jej 6.

Zbyva pomoci Hessovy matice druhych parcialnich derivaci logaritmické vérohodnostni
funkce ovérit, ze nase feseni opravdu maximalizuje logaritmickou vérohodnostni funkci.
Aby toto platilo, musi byt Hessova matice negativné definitni. P¥i ovérovani vyuzijeme

faktu, Ze obecné matice A je pozitivné (semi)definitni praveé tehdy, kdyz je matice -A
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negativné (semi)definitni. Staci nam tedy ovérit, ze minus Hessova matice je pozitivné

definitni dle definice: x # 0 = x’Ax > 0. Hessova matice je definovana jako

H(9) = (W) : (2.5)

2,j=1

2.1.1. Vlastnosti maximalné vérohodnych odhadt

Predpokladem pro platnost nasledujicich vlastnosti je dostatecné velky pocet pozoro-
vani. Tento predpoklad nesmi byt porusen, nebot vlastnosti ML odhadii jsou asymptotické
a jeho porusenim bychom mohli ziskat zavadéjici vysledky.

Nez si tyto vlastnosti ptiblizime, je tfeba zavést tzv. Fisherovu informacni matici [3],
kterd predstavuje miru informace o parametru @ obsazenou v jednom pozorovani. Fisherovu
informacni matici znac¢ime J(@) a jeji prvky ziskdme jako kovariance parcidlnich derivaci

logaritmu sdruzené hustoty ndhodného vybéru Y podle ; kde ¢+ = 1,...,m, tj.

B Ol f(Y|#) Oln f(Y|0)\ Oln f(Y|@) Oln f(Y|6)
J;i;(8) = cov ( a6, , o, =F ao, 2, . (2.6)
Prvky Fisherovy informac¢ni matice lze vyjadrit i v nasledujicim tvaru:
B 9?1In f(Y]0)

Nyni si uz mtizeme predstavit vlastnosti odhlada nalezenych metodou maximalni véro-

hodnosti.

e Asymptotickda normalita - pro dostatecné velky pocet pozorovani n ma 6 priblizné

normalni rozdéleni, tj.

e (Slabd) konzistence - s rostoucim poc¢tem pozorovani konverguje podle pravdépodob-

nosti odhad parametru 6 ke skute¢né hodnoté 0, tj.

n—oo

lim P <Hé —0”2 < e> =1,Ve > 0,V0 € O.

e Asymptoticka eficience - neboli vydatnost znamend, ze nas odhad ma mezi dalsimi

konzistentnimi odhady nejmensi rozptyl.
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2.1.2. MLE v logistické regresi

Zacnéme opét sdruzenym rozdélenim ndhodného vektoru. Uvazujme ndhodny vybér
Y = (Y3, ...,Y,) zalternativniho rozdéleni s parametrem 7 a realizacemiy = (y1,...,yn)"

Pro pravdépodobnostni funkci ndhodné veli¢iny Y; dle vztahu (1.5) plati:

PYi=y)=m(1—-m)'""% ¢ €{0,1},i=1,...,n. (2.8)

Sdruzenou pravdépodobnostni funkci ndhodného vektoru Y muzeme s vyuzitim predpo-

kladu nezavislosti ndhodnych veli¢in Y; a vztahu (2.8) zapsat jako:

Py, yn) = [[ 77 (1 —m)¥, yie{0,1},i=1,...,n. (2.9)

i=1
Déle vime, ze 1 = E(Y;) = P(Y; = 1) a1l — 7w = P(Y; = 0). Ze vztahu (1.11) si mizeme
vyjadrit podminénou pravdépodobnost toho, ze se ndhodna veli¢ina Y; realizuje hodnotou
1 za podminky, Ze se ndhodny vektor X, realizoval hodnotami z;. Protoze tato hodnota

zavisi na konkrétnich realizacich nahodného vektoru X;, oznac¢me si ji jako m;:
eﬂ/xi

m(B) = P(Y; = 1|X; = x;) = 15 o

(2.10)
Pravdépodobnost P(Y; = 0|X; = x;) ziskdme analogicky a oznacime jako 1—m;(8). Dosaze-
nim téchto vztaht do sdruzené pravdépodobnostni funkce dostaneme vérohodnostni funkci

proménnych [y, ..., B, s parametry yi,...,y,. Potom vérohodnostni funkce je ve tvaru:

n eﬂlxi Yi 1 1=y n 6’3 Xz)yz
L(B) = 2.11
B -1 o) (o) -~ 2.1)
Logaritmicka vérohodnostni funkce je néasledné ve tvaru

n n

ImL(B) =1(B) = > vi(B'xi) — > In(1 + F). (2.12)

i=1 =1

Systém vérohodnostnich rovnic ziskdme z parcidlnich derivaci této funkce podle vsech

proménnych, které srovname s nulou.

8lnL nopeBx
0= i L ”7,, 1 =0,1,...,m. 2.13



Tento systém lze dale upravit

n eBxi

Ziskali jsme nelinedrni soustavu m + 1 vérohodnostnich rovnic o m + 1 neznamych.

Resenim soustavy jsou odhady ,B = (Bo, Bl, cee Bm)’ , které, jak uz bylo fe¢eno, budeme
hledat iteracné. Tento postup si ukdzeme pozdéji, nyni predpokladejme, ze jsme Teseni
nalezli. Zbyva tedy sestavit Hessovu matici, ktera slouzi k ovéreni, zda nami nalezené

odhady opravdu maximalizuji vérohodnostni funkeci:

LB PmLB) . 2InL(B)
92 03091 9B00Bm
2WInL(B) WmLB)  9’WL(p)
9B10 a2 9B10Bm
H(B) = 51. Bo .51 ' 51. B
PinLE) . PhLe)
0Bm9Bo 02Bm

Prvky této matice ziskdme nasledujicim postupem:

€ﬂ/xi$@'k (1 + eﬁ’xi) _ eﬁlxixikeﬁ/)(i
(14 eB'xi)?

0B;0Br OBk

9*1In L(B) 0 | L pgeP "
> vitij — ZW = —i:leij

i=1 =1

Ve 4 / . 7’ 7’
Po vytknuti virazu z;,e? ™ ziskidme:

2 n B'x; 1+ B'x; _ B'x; n B'x;
0%In L(B) _ _injxike ( e e ) _ _szjxik< e )( 1 >
i=1

85366143 =1 (]_ —+ eﬁ/Xz‘)Q 1+ eB'xi 1+ eB'xi

Nyni je tfeba ovérit, ze je matice s témito prvky skutecné negativné definitni. Jak
uz bylo Teceno vyse, ovéreni provedeme pomoci minus Hessovy matice, kterda musi byt
pozitivné definitni (x # 0 = x’'[-H]x > 0,Vx € R™, kde m je pocet sloupct matice H).

Prvky minus Hessovy matice miizeme zapsat jako:

Zn: o - k=20
_ J— T;i%; y S , s =U,...,m.
2 i\ T \ T )

i=1

pravdépodobnost>0
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S vyuzitim (2.10) a dosazenim B za B si tento vztah vyjadiime maticové jako:

—Hj, = —x;Uxy, j,k=0,...,m, (2.15)

kde U = diag (71'1(3)(1 —m(B)), ..., m(B)(1 - Wn(B))) je diagonalni matice n x n s prvky

A A

mi(B)(1 — m(B)), kde i = 1,...,n na digondle a x;,x; jsou sloupce regresni matice X

(matice planu). Maticovy zapis minus Hessovy matice je ve tvaru:

-H = X'UX.
Odtud vidime, ze bude platit podminka pro pozitivni definitnost minus Hessovy matice.
Tedy:
—x'[H]x > 0,Vx € R™,x # 0.

Je-li tedy minus Hessova matice pozitivné definitni, mizeme Tici, ze Hessova matice je
negativné definitni. Jinak feceno, vérohodnostni funkce pro logistickou regresi ma negativné

definitni Hessian.
Hessovu matici lze kromé ovéreni, ze nami nalezeny odhad vektoru parametri maxima-

lizuje vérohodnostni funkci, vyuzit i pro odhad varian¢ni matice maximalné vérohodnych

odhadi B . Jak jsme si uvedli, jednou z vlastnosti MLE odhadi je asymptotickd normalita,
pficem? varian¢ni matice je ve tvaru [J(8)]~!. Fisherova informacn{ matice je definovan4

jako:

(2.16)

JB) = —EHQp) = —E (M> Gi=1,...,m.

95300,

A

V praxi ovsem skutecnou hodnotu nezndme a hleddme pouze jeji odhad J(8). Postu-
pujeme tak, zZe nejprve nalezneme minus matici druhych parcidlnich derivaci logaritmické

vérohodnostni funkce podle proménnych, tedy minus Hessovu matici, kterou vycislime

pro B = B . Prvky Fisherovy informacni matice jsou dany jako:

a n GB'Xi 1 ‘

‘]Jk’(:B) = ;xl]xlk<1 4 elélxi> (1 i €B,Xi>7]> k= 07 ceey M (217)

2.2. Iteracni metody vypoctu koeficientti logistického
modelu

V této podkapitole si predstavime nékteré iteracni metody slouzici k vypoctu koefici-

entil modelu logistické regrese ze systému vérohodnostnich rovnic, které jsme si diive vy-
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jadrili ve tvaru (2.12). Vyuziti iteracnich algoritmu je nezbytné, nebot tyto rovnice nejsou
linedrni vzhledem k hledanym parametrim. Ze znamych algoritmi miizeme jmenovat na-
priklad Newtonovu-Raphosonovu metodu, Bohningovu metodu, iterativni vazeni nebo mo-
difikované iterativni vazeni.[1(] V této praci si blize predstavime Newtonovu-Raphosonovu

metodu a iterac¢ni vazenou metodu nejmensich c¢tverct.

2.2.1. Newtonova-Raphosonova metoda

Nejprve si popisme, jak tato metoda funguje a jak je definovana. Méjme tedy obecné

soustavu m nelinearnich rovnic o m neznamych:

f1<l’1,...,$m> = O

fm(xla ce >$m> =0.

Tuto soustavu miizeme zapsat vektorové jako:

F(x)=0, xeR™0=(0,...,0) € R™ (2.18)

Regenim tohoto systému nelinedrnich rovnic ozna¢me vektor & = (&1,...,&,), bude tedy
platit F(§) = 0.
Pred samotnou definici Newtonovy-Raphsonovy metody je treba definovat Jacobiovu

matici funkce F, kterou oznacujeme Jp(x) a je ve tvaru:

0fix) .. 9fi(x)
ox1 OTm
Jr(x) = ST
Ofm(x) . Ofm(x)
ox1 Oxm

Necht je matice Jg(x) regularni (det(Jg(x)) # 0 a existuje inverzni matice Jg'(x)).
A déle necht ma matice Jg(x) spojité prvky v okoli bodu € (tento predpoklad je dulezity
pro existenci jednotlivych iteraci). Vyuzitim Taylorova rozvoje funkce F(x) v okoli bodu

x@ (kde x® je pocatecni aproximace) dostaneme:

F(x)=0
F(x) * F(x°) + Jp(x")(x = x") = 0= x~x" - Jp' (x")F(x"). (2.19)
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Potom metodu

sk — b JEl(xk)F(Xk), k=0,1,2,..., (2.20)

kde x* je k-t4 iterace maximalné vérohodného odhadu ¢ (index k udava pofadi iterace), na-

zyvame Newtonovou-Raphsonovou metodou pro feseni nelinearniho systému rovnic F(x) =

0. O podminkéach konvergence posloupnosti {xk}:o_o k feseni & pojednéava nasledujici véta.

Véta 2.1 Necht & je korenem rovnice F(x) = 0. Necht Jp(x) je reguldrni matice se
spojitymi proky v okoli O(€) bodu &, pricemz

[T (@) < K, K = konst.,

pro vsechna x z tohoto okoli. Necht funkce f;;i = 1,...,k, maji spojité druhé parcidlni

derivace v okoli O(€) bodu &.

o0
Posloupnost {a:’“} urcend urcend Newtonovou-Raphosonovou metodou konverguje

ke kotenu € za predpokladu, Ze pocitecni aprorimace & leZi dostatecné blizko bodu €.[11]

Vyrazem HJEI(X)H chépeme fddkovou normu matice Jp'(x), kterou ziskdme tak, 7e
oo

po Tadcich seéteme absolutni hodnoty prvk matice a z nich vybereme maximum.
Nyni miizeme tyto znalosti aplikovat na nas systém vérohodnostnich rovnic, ktery mame

ve tvaru (2.14). Oznacme si tedy tilohou jako:

V(B) = 0. (2.21)

Jacobiova matice Jv(B) funkce V je ve tvaru:

VoB) ... V()
860 8;8m
Jv(B) = o =V'(B).
OVm(B) ... 9Vim(B)
860 a,Bm

V nasem piipadé je Jacobiho matice Jv(B8) rovna Hessové matici H(8) a také minus

Fisherové informaéni matici J(8), tedy:

Jv(B) = H(B) = —J(8) (2.22)



Déle je tieba ovérit podminku regularity matice Jv(8) z véty 2.1. Protoze je Fisherova
informacni matice J(B) pozitivné definitni, je matice Jyv(8) negativné definitni. Podle
Sylvestrova kritéria plati pro determinanty negativné definitni matice néasledujici pravidlo:
znaménka determinanti Dy, . .., D,, se stfidaji po¢inaje zapornym, tedy Dy < 0. Podminku
regularity Jacobiovy matice (det(Jv(8)) # 0) mame splnénou.

Posledni podminkou konvergence posloupnosti {,Bk}zo_o k Feseni B = (BO, ce 5;1)/ je

volba poc¢ateéni aproximace B kterd musi byt dostatecné blizko TFeSeni B Pocatecni
aproximaci B(®) lze uvazovat jako vektor pocatecnich aproximaci 37 pro jednotlivé rov-
nice Vi, k =0,...,m. Tyto pocatecni aproximace lze odhadnout naptiklad pomoci dalsich
itera¢nich metod viz [7].

Necht je B° poéatecni aproximace a ,B = (Bg, o ,30)’ je TeSenim systému nelinedrnich
rovnic V(8) = 0. Potom jsou splnény predpoklady véty 2.1 a itera¢ni rovnice pro nalezeni

odhadu parametri 8 pomoci Newtonovy-Raphosonovy metody je ve tvaru:

BE =" — IV (BN V(B"). (2.23)

Tento iteracni algoritmus poté konverguje k FeSeni B = (51, . Bk)’ . Algoritmus probih&
dokud neni splnéna podminka H,BN - BN *1H < €, kde € je predem urcena mald konstanta

(napiiklad € = 107®). Jinak Teceno, pozadujeme, aby vektorovd norma vektoru rozdili dvou
po sobé jdoucich iteraci byla mensi nez zadana (mald) konstanta. Poté prohlasime posledni
provedenou iteraci - obecné BV (po N krocich) numerickym FeSenim systému nelinearnich
rovnic V(B) = 0.

Dalsi iteracni metodou pro odhad regresnich koeficientti u modelu logistické regrese je
tzv. Fisherova skorovaci metoda, ktera se v obecném pripadé od Newtonovy-Raphsonovy
metody lisi, nicméné v pripadé logistické regrese davaji obé metody totozné odhady. Ite-
racni rovnice pro nalezeni odhadu regresnich koeficientu B pomoci Fisherovy skérovaci

metody je v nésledujicim tvaru:
B =Br + IH(BY)V(BY). (2.24)

Tato metoda tedy vyuziva k vypoctu odhadu regresnich koeficientti Fisherovu informacni
matici J(B). V pripadé logistické regrese je vSak tato matice rovna minus Hessové matici a
tedy také minus Jacobiho matici (J(8) = —H(B) = —Jv(8)). Po dosazeni minus Hessovy
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matice (resp. minus Jacobiho matice) do rovnice (2.24) dostavame Newtonovu-Raphsonovu
metodu, kterou mame ve tvaru (2.23). [1]

Alternativou k Newtonoveé-Raphsonove metodé je iterativni vaZend metoda nejmensich
ctvercu, kterou ziskdme modifikaci pravé vyse posané metody. Abychom mohli provést po-
tfebné upravy, je tfeba si vyjadrit Newtonovu-Raphsonovu metodu v maticovém tvaru.
Objevuje se ndm zde Fisherova informacéni matice J(B) (resp. jeji inverze) a systém véro-

hodnostnich rovnic.
Prvky Fisherovy matice mame ve tvaru:

n B'x; 1
e .
J(B) = Z%ﬂ%k(l _|_€ﬁ’xz»> (1 +eﬁ'xi>"7’k =0,...,m.

i=1
Maticovy zépis je s vyuzitim matice U zavedenou v (2.15) nésledovny:

J(B) = X'U(B)X, (2.25)

Systém vérohodnostnich rovnic jsme oznacili jako V a je ve tvaru:

/
P xi

T = mi(B). Oznaéme si jako w(B) n-rozmérny vektor podminé-

Opét je zde clen

nych pravdépodobnosti m;(8). Maticovy zapis systému vérohodnostnich rovnic bude poté

ve tvaru:
V(B) =X'(Y —7(B)) =0. (2.26)
Nyni si mizeme vyjadrit Newtonovu-Raphsonovu metodu v maticovém tvaru:
g = pF — [X'U(YX]| X (Y —m(8)). (2.27)

Nésledné provedeme nékolik tiprav. Nejdiive ¢len S* na pravé strané vynasobime Fishero-

vou matici i jeji inverzni matici, poté vztah formalné upravime a dostavame:
B = [X'U(BY)X] X'U(BY)XB" — [X'U(BHX] X' (Y —n(8")) =

= [x'U(BYX] XU [XBF + U (BY) (Y — n(8")] =
25



= [XUBYX] X'UBNZ(BY).

kde Z(B*) = XBF+ U1 (B*) (Y - ﬂ'(,Bk)) Tento tvar je podobny tvaru vypocetniho vztahu

pro odhad metodou vazenych nejmensich ¢tverct u linearni regrese, odtud nazev metody

vypoctu koeficientil.
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Kapitola 3

Vybér vhodného modelu

Nyni jiz vime, jak vytvorit model a odhadnout koeficienty tohoto modelu. Pokud mame
vice vysvétlovanych proménnych, nastava otédzka, které z nich do modelu zahrnout, a které

vynechat. Pravé této problematice se vénuje nasledujici kapitola.

3.1. Test pomérem vérohodnosti

Cilem tvorby regresniho modelu je vzdy sestavit takovy model, ktery bude dobte vy-
svétlovat pozorovana data a zaroven bude obsahovat co nejméné proménnych.

U linearni regrese se pro posouzeni kvality modelu vyuziva rezidualniho souc¢tu ¢tverc,
u logistické regrese vyuzivame verohodnostni pomer, neboli tzv. devianci. Nez si testovou

statistiku predstavime, zavedeme si nékolik pojm.

e Saturovany model - neboli maximalni model, obsahuje vSechny proménné, hodnotu

jeho logaritmické vérohodnostni funkce, oznacme g

e Nulovy model - naopak uvazuje pouze absolutni ¢len, tedy konstantu, hodnotu jeho

logaritmické vérohodnostni funkce oznacme Iy

e Zkoumany model - obsahuje ndmi uvazovanych p proménnych a konstantu, tedy

celkem p+1 parametrii, oznac¢me [; hodnotu jeho logaritmické vérohodnostni funkce

Deviance se zavadi jako dvojnasobek rozdilu mezi hodnotou logaritmu vérohodnostni
funkce saturovaného modelu a hodnotou logaritmu vérohodnostni funkce nami uvazovaného

modelu, znac¢ime D [1, 2, 23], tedy

D = 2(Is — Lu). (3.1)
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Interpretace devianci je obdobna jako u rezidudlniho souctu ¢tverctt v linearni regresi.
Plati totiz, ze ¢im je hodnota deviance vétsi, tim htite model popisuje nase data. Saturovany

model ma hodnotu deviance nula.
Problémem samotnych devianci je upfednostnovani modela s vice parametry. Pokud

bychom tedy srovnavali pouze deviance dannych modeli, zjistili bychom, zZe nejlepsi model
je saturovany, coz ovsem z praktického hlediska neni.

Deviance nyni vyuzijeme pro zkonstruovani testu pomeérem vérohodnosti, ktery budeme
znacit AD. [2, 18] Uvazujme tedy dva modely popisujici nase data. Model M; s p parametry
a model M, s p—1 parametry, ktery vznikl vynechanim j-tého regresoru. Testem pomérem

vérohodnosti nyni miizeme testovat hypotézu:
Hoﬁ]:() VS. Hlﬁj#o

Testujeme tedy vyznamnost j-té vysvétlujici proménné v modelu. K testovani pouzijeme

testovou statistiku:

Al)M1Mz - DM2 - DM1 - 2(lM1 - lM2) ~ X2(1)‘ (32)

Nulovou hypotézu zamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti «, jestlize ADys, n, >
Xi_o(1), kde x%__(1) je (1 — a)-kvantil x*rozdélen{ o 1 stupni volnosti. Pocet stupit
volnosti 1 odpovida rozdilu poc¢tu parametru jednotlivych modelu, tedy: p — (p — 1) = 1.
Jestlize zamitneme nulovou hypotézu, znamena to, ze j-ty regresor je statisticky vyznamny
a nelze pristoupit k jednodussimu modelu pouze s p — 1 parametry.

Obecné lze tuto metodu vyuzit pro testovani hypotéz o podmodelech. Uvazujme model

M; s ki a model M, s ky parametry, kde ky > ko. Nulova hypotéza je ve tvaru:

Hy : Model M, je podmodelem modelu M.

Testujeme pomoci statistiky (3.2), kterd ma v tomto pifpadé asymptoticky x? rozdéleni
0 k1 — ks stupnich volnosti. Zamitnut{ nulové hypotézy ( ADus,ar, > X3_, (k1—k2)) znamend,
prilis zjednodusuje a hrozi ztrata informace.

Pro zjisténi, zda jsme v nasem zkoumaném modelu nevynechali néjakou vyznammnou
proménnou, mizeme srovnat nas model se saturovanym. Testujeme hypotézu, zda je nés
zkoumany model podmodelem saturovaného. Zamitnuti nulové hypotézy znamena, ze v na-
sem modelu skutec¢né chybi néjaka statisticky vyznamna proménna. Na stranu druhou mi-
zeme chtit zjistit, zda se nas model vyznamné lisi od pouhé konstanty, v tomto pripadé

budeme srovnavat nas zkoumany model s nulovym.
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3.2. Koeficienty determinace

Koeficienty determinace jsou vyledkem snahy rozsitit index determinace z linearni re-
grese téz do logistické regrese, a to v navaznosti na znac¢nou podobnost devianci a rezidu-
alniho souctu ¢tverca. Tyto koeficienty mtizeme interpretovat jako miry snizeni neurcitosti

v datech, kterého se povedlo doséhnout nalezenym modelem.[2; 15]

e McFaddenuv koeficient:

Pripomenme, ze [3; je hodnota logaritmické vérohodnostni funkce pro zkoumany model a
lo pro model nulovy. B2, € (0,1) a plati, Ze &m bliZe je tento koeficient roven jedné, tim je
model lepsi. V praxi lze McFaddentv koeficient vyuzit k porovnani dvou model, pricemz
lepsi model ma vyssi hodnotu koeficientu. Nevyhodou této statistiky je nadhodnocovani
modelu s vys$sim poc¢tem pozorovani. McFaddentuv koeficient poté relativné snadno dosa-
huje hodnot blizkych 1 a model nadhodnocuje. Tento problém se snazi vytesit nasledujici
statistika.

e Coxové-Snelluv koeficient:

Pov§imnéme si, Ze na rozdil od predchoziho koeficientu, se zde objevuji hodnoty Ly, (hod-
nota vérohodnostni funkce pro zkoumany model) a Ly (hodnota vérohodnostni funkce

pro nulovy model). OvSem i tato statistika mé svoji nevyhodu. Nedosahuje totiz maxi-

malni hodnoty jedna, ale hodnoty 1 — [LO]%, coz je mensi nez jedna a vyrazné znesnadiiuje
interpretaci. Toto maximum vsak zavisi pouze na hodnoté 7 a to nasledujicim zptsobem
[3]:

max = 1 — {ﬂ” (1-— W)(lfﬂ)r :
Miizeme si tedy snadno vypoditat, Ze pro 7 = 0.5 je maximdln{ hodnota koeficientu R%
0.75. Dale napriklad pro hodnoty m = 0.9, resp. # = 0.1 je tato hodnota 0.48. Predstavme
si jesté upraveny Coxové-Snelliv koeficient, téz nazyvany Nagelkerkiiv koeficient, jehoz

hodnoty lezi v intervalu (0, 1).
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e Nagelkerktv koeficient:

S

RJQV — 1- (IibOI)Q )
1—(Lo)"

Vidime, Ze se jedna o ptivodni koeficient RZ ¢ vydéleny jeho maximdln{ hodnotou. Spolec-

nou nevyhodou vsech téchto koeficientii je zvyhodnovani modeli s vétsim poctem parame-

vvvvvv

najit upravené statistiky, které budou néjakym zptsobem penalizovat pocet parametrii

v modelu.

3.3. Informacni kritéria

Informacni kritéria jsou modifikaci devianci. Opét poskytuji pouze moznost vzajemneé
porovnat modely, ale neposkytuji informaci o kvalité modelu samotného. V praxi predpo-
kladame, ze pti vytvoreni jakéhokoli modelu dochézi ke ztraté informace obsazené v dato-
vém souboru. Nasim cilem je vybrat takovy model, ktery tuto ztratu minimalizuje. Cim
nizsi hodnotou informacniho kritéria model ma, tim je pro nas vhodnéjsi. Nejcastéji uzi-

vanym je tzv. Akaikeho informacni kritérium, definované jako

AIC = =21y + 2p, (3.3)

kde p je pocet parametri v modelu. Oznacme AIC,,;, minimalni hodnotu mezi dalsimi
hodnotami AICY,..., AICs, kde s je pocet uvazovanych (zkoumanych) modeld, potom

muzeme vyjadrit pravdépodobnost, ze i-ty model minimalizuje ztratu informace jako

(AIC’mm — AIC’Z-)
erp .

; (3.4)

Dalsim typem informacniho kritéria je Bayesovo informacni kritérium, které je dano

vztahem

BIC = =2y + pln(n), (3.5)

kde n je pocet pozorovani. V porovnani s AIC Bayesovo kritérium silnéji penalizuje pocet
odhadovanych parametrii. Tyto dvé informacni kritéria rozhodné nejsou jedinnd, nicméné

pro ucely této prace postaci.
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3.4. Walduv test

Pti rozhodovani, které vysvétlujici proménné je vhodné zaradit do modelu, nam muze

pomoci i Waldiv test.[1, 2] Stejné jako testem pomérem vérohodnosti testujeme hypotézu:
Hy:B;=0 vs. Hy:5; #0.

Waldtv test je asymptoticky, je tedy mozné jej pouzit pouze pro dostatecné velky pocet
pozorovani. Za platnosti nulového hypotézy ma Waldova statistika asymptoticky normalni
normované rozdéleni, tj.:

Z; = LA ~ N(0,1), (3.6)
var(;)

kde \/W(ﬁj) je odhad smérodatné chyby pro prislusny odhad parametru, ktery ziskame
, - . v/ . , — A' _ A -1 7
z odhadnuté Fisherovy informacni matice. Plati /var(f;) = (J (B) )jj. Jednd se tedy

o analogii pro t-test u linearni regrese. Pokud je vsak absolutni hodnota odhadu regres-
niho koeficientu velkd a je téz velka hodnota prislusného odhadu smérodatné chyby, pak
je hodnota Waldovy statistiky mald a vede k selhani zamitnuti nulové hypotézy, v tako-
vém pripadé se pouziti Waldovy statistiky nedoporucuje.[l4|Poznamenejme, Ze lze pouZit
i statistiku Z7, ktera méd piiblizné x* rozdélenf s jednfm stupném volnosti.

Pomoci Waldova testu lze testovat téz hypotézu Hy : ; = 0 pro j = 0,...,m, tedy
ze vsech m + 1 koeficientti je rovno nule, pripadné s vyloucenim koeficientu [, hypotézu
Hy: B =0proj=1,...,m. V tomto ptipadé bude Waldova statistika v néasledujicim

tvaru:

Al

Z2=Bmr®)] B ~ V). (3.7)

kde [vfa\r(ﬁ)]_l je odhad Fisherovy inverzni matice, tedy matice [J(B)]*l a p je pocet
testovanych parametri .

Dodejme, ze pro velké rozsahy dava Waldova statistika i test pomérem vérohodnosti
priblizné stejné vysledky. Naopak pri malém rozsahu pozorovani se tyto vysledky mohou
lisit. Ve vétsiné pripadi je doporucovano pouzit test pomérem vérohodnosti. Naopak vel-
kou vyhodou Waldova testu je vypocetni jednoduchost, staci totiz spocitat odhady pouze

pro jeden model.
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Waldova statistika ve tvaru (3.6) nam umoznuje konstruovat pfiblizné intervaly spo-
lehlivosti pro jednotlivé koeficienty modelu. Ptiblizny 100(1 — «)% interval spolehlivosti

pro 3; je ve tvaru

<5j — ur_s\Jar(B;); B; + ur—2 W(Bg‘)> ) (3.8)

kde u1—g je 1—73 kvantil standardizované¢ho normalniho rozdéleni. Nékdy nas muze zajimat
téZ interval spolehlivosti pro pomér Sanci. Ten vytvoffme diky vztahu OR(X;) = €%, j =

1,...,m z (3.8) uzitim exponencialni funkce. Dostavame tedy:

<eXp (5]- _ ulgx/m(@» . exp <5j 4 ulgx/@(ﬁj)» . (3.9)
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Kapitola 4

Hodnoceni modelu

V této ¢asti uz predpokladejme, Ze jsme nasli model. Zbyva nalézt odpovéd na otazku,
jak dobre tento model popisuje redlna data. Metod k nalezeni odpovédi na tuto otazku je
mnoho. My si v této kapitole predstavime kiiZzovou validaci, testy dobré shody a koefici-
enty hodnotici miru asociace mezi pozorovanymi a oc¢ekavanymi hodnotami. Z grafickych
nastroju si predstavime ROC krivku. Nejdrive se ale sezndmime s klasifikaci, nebot s timto

pojmem souvisi vSechny zminéné metody.

4.1. Klasifika¢ni tabulka

Predpokladame, Ze jsme nalezli model M. Tento model na zakladé realizaci x; ..., z,,
nezavislych proménnych X; ..., X,, modeluje pravdépodobnost, Ze se zavisla proménna
Y;, i = 1,...,n, realizuje hodnotou 1. Tato pravdépodobnost se nazyva (logistické) skdre
i-tého pozorovani. Znac¢ime s; a vztah pro jeho vypocet je néasledujici:

eﬁlxi

si =7(B) = i=1,...,n (4.1)

V idealnim pripadé by méla platit rovnost y; = s;, avSak tohoto idealu nelze v praxi
nikdy dosdhnout, nebot s; znac¢i pravdépodobnost a lezi v intervalu (0, 1), zatimco reali-
zace y; nabyvaji hodnot {0,1}. Snazime se alespon k tomuto idedlu co nejvice priblizit.
Pozadujeme tedy, aby pro vétsinu realizaci y; = 1 byly hodnoty s; blizké 1, a naopak, aby
pro vétsinu hodnot y; = 0 byly hodnoty s; blizké 0. Pro pripad, kdy je s; =~ 0.5 a neni
jasné, do které skupiny toto pozorovani zaradit, se zavadi pojem prahovy bod. Prahovy
bod se znadi jako P. (z anglického cut-off point). Pokud bude hodnota s; < P., pak toto

pozorovani budeme povazovat za nedspéch, naopak, pokud s; > P., budeme jej povazovat
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za uspech. Jak takovou hodnotu zvolit si uvedeme pozdéji. Nyni predpokladejme, zZe jsme
tento prahovy bod stanovili.

Na zakladé vytvoreného modelu a stanoveného prahového bodu jsme schopni ziskat
oc¢ekavané hodnoty pro dana pozorovani. Z pozorovanych hodnot y1, ..., y, a jim odpovida-
jicich oc¢ekavanych hodnot 91, ..., 7, muzeme vytvorit tzv. klasifikacni tabulku viz tabulka

4.1, kterd slouzi k vyhodnoceni tspésnosti predikce modelu.

0 (Skutecnost) ‘ 1 (Skutecnost)

0 (Predikce) | Skutecné negativni (TN) | Falesné negativni (FN)
1 (Predikce) | Falesné pozitivni (FP) | Skutec¢né pozitivni (TP)

Tabulka 4.1: Klasifika¢ni tabulka

Zkratky pouzité v tabulce pochézi z anglickych prekladia (TN - True Negative, FP -
False Positive, FN - False Negative a TP - True Positive). Z této matice muzeme urcit
celkovou presnost (spravnost) naseho modelu jako relativni ¢etnost spravnych predikei,
tedy:

TP + TN
Py — . 4.2
TesnOSt = s N FP 4+ TN (42)

Z této tabulky muzeme vypocitat téz tzv. pozitivni a negativni prediktivni hodnoty.

e Prediktivni hodnota pozitivniho testu je pravdépodobnost, Ze je pozorovani skutecné

uspésné, jestlize bylo modelem klasifikovano jako tspésné. Vypocetni vztah je ve tvaru:

TP

Prediktivni hodnot itivniho testu = ————.
rediktivni hodnota pozitivniho testu TP + TP

o Prediktivni hodnota negativniho testu je pravdépodobnost, ze je pozorovani skutecné

neuspesné, jestlize bylo modelem klasifikovano jako netspésné. Vypocetni vztah je

ve tvaru:
Prediktivni hodnot tivniho test £
rediktivni hodnota negativniho testu = ————.
& FN + TN
V souvislosti s klasifikaéni matici si jesté predstavime McNemariv test [19]. Nulova

hypotéza pritom tika, ze procento skutecné pozitivnich je rovno procentu ocekavanych

pozitivnich. Testova statistika je ve tvaru:

(FP — FN)?

T=>"_"""7 < +2(1). 4.
FP + FN x*(1) (4.3)
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Nulovou hypotézu zamitame, jestlize T > x?__(1). ProtoZe jde o asymtoticky test, musi

byt splnéna podminka cetnosti, ktera je ve tvaru: FP + FN > 8.

Statistika zohlednujici kromé vy¢cisleni shody v procentech i pravdépodobnost nahodné

shody se nazyva Cohenovo kappa.[19] Tuto statistiku znacime x a je ddna vztahem:
Do — Pe
K= . 4.4
- De ( )

Kde p, = M je pravdépodobnost shody pozorovanych a ocekavanych hodnot a

FP+TN A  FN+TN

n

P = TPZFP . TPZFN +

a n je celkovy pocet pozorovani. V pripadé, kdy je k = 0 mluvime o velmi nizké shodé

je odhad pravdépodobnosti nahodné shody

pozorovanych a ocekavanych hodnot a celkové procento shody je rovno pravdépodobnosti
shody pri ndhodném rozhodovani. Naopak pokud je x = 1, mluvime o dokonalé shodé a

model vyhodnotil vSechna pozorovani spravneé.

4.2. Krizova validace

Jestlize chceme znéat presnost predikce pro nova data, mame nékolik moznosti jak po-
stupovat. Jednou z moznosti je rozdélit puvodni datovou sadu na trénovaci a testovaci cast,
pricemz trénovaci by méla byt vétsi nez testovaci. Vyuzitim prvni sady poté vytvorime mo-
del a ten aplikujeme na sadu druhou. V této fazi mizeme vytvorit klasifikacni matici a
urcit presnost modelu.

Nevyhod u této metody je hned nékolik. Naptiklad, jak rozdélit data? Jak velké datové
sady vytvorit? Popripadé se mize stat, ze budeme mit dat mélo. Toto elegantné fesi metoda
krizové validace.

Ktizova validace funguje obdobné, az na to, ze rozdéli cely datovy soubor na obecné k >
2 mensich datovych soubori, které jsou navzajem disjunktni. Poté vzdy jeden z mensich
soubort povazujeme za testovaci a ostatni soubory za trénovaci skupinu. Tento proces se
opakuje a vzdy je za testovaci soubor vybrana jina skupina dat. Vysledkem kiizové validace
je celkova presnost vypocitana jako primeér ze vsech k presnosti ziskanych z jednotlivych
opakovani procesu. Obvykle se voli k = 10. Existuje ale i specialni pripad ktizové validace,
a to tzv. leave-one-out, kdy je k rovno poctu pozorovani a za testovaci soubor se povazuje
vzdy prave jedno pozorovani. Tento zpusob je vSak vhodny spise pro mensi datové soubory

pravé kvuli jeho narocnosti.
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4.3. Testy dobré shody

Testy dobré shody vyuzijeme k ovéreni shody mezi ocekavanymi a skuteénymi hodno-

tami. Skutecné hodnoty jsou v nasem pripadé realizace v, . . . , y, nezavislé nahodné veli¢iny

Y. Jako ocekdvané hodnoty vezméme modelem predikované pravdépodobnosti 7;(3), tedy

logistickd skore s;. Testujeme tedy hypotézu:
H()I’yi:Si VS. leyi#si, z:l,,n
K ovéreni této hypotézy slouzi néasledujici testy [9]:

e Pearsoniv y? test

2 _ - (yi_si)z . 2
X _;71-(1—80 ~ xX(n—k-1).

Nulovou hypotézu zamitame jestlize x* > x?__ (n—k—1), kde k je pocet regresorti v modelu.

e Rozdilovy test deviace

D=-2% [siln (1 % ) +1In(1 — SZ)] A xi(n—k—1).
Nulovou hypotézu zamitame jestlize D > x3__,(n — k — 1). Hodnoty testovacich statistik
nebudou ve vétsiné pripadi shodné, avsak velké rozdily mohou poukazovat na nevyhovujici

vyuziti téchto metod.
e Hosmerovy-Lemeshowovy testy

Tyto testy jsou zalozeny na hodnotéach sy, ..., s, sefazenych podle velikosti, které poté
délime do skupin. Pravé podle zptisobu vytvareni skupin rozliSujeme nékolik metod.

Prvni metoda je zaloZzena na vytvoreni celkem G skupin (obvykle se voli G = 10),
n

G
skupinu obsahujici n, = & nejvétsich skore. Ocekava se, ze ptipady znacici neispéch bu-

dou v prvnich skupinach a naopak, pripady znacici tspéch v poslednich. Spocitame tedy

kdy prvni skupina obsahuje n; = 2 nejmensich hodnot, az postupné vytvorime i posledni

pozorované ¢etnosti ispéchtl i netspéchi v kazdé skupiné g, g =1,2,...,G:

g g

019 = Zyi Opg = Z(l - Ui)

=1 =1
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a oCekavané cetnosti v kazdé skupiné:

g

g
€19 = ZSZ‘ Opg = Z(l - Si);
i=1

i=1
kde n4 je pocet pozorovani ve skupiné g.
Testovaci statitika, kterou pro tento typ rozdéleni oznacujeme C,, je Pearsonovo x?

pocitané z tabulky (2 x G) pozorovanych a o¢ekdvanych ¢etnosti:

Cy = 21: EG: T N )
k=0 g=1 Ckg
Asymptotické rozdéleni je platné za podminky k < G, kde k je pocet parametri v modelu.
Nulovou hypotézu zamitdame, jestlize C, > xi_,(G — 2).

Druha metoda, kterou si zde predstavime je zalozena na rozdéleni skére na celkem 10
skupin podle pevné danych prahovych boda (0,1;0,2;...;0,9). V tomto ptipadé tedy neni
urcen pocet skore v kazdé skupiné. Vime ale, ze v prvni skupiné budou vsechna skoére
mensi jak 0,1 a naopak v posledni skupiné budou vsechna vétsi jak 0,9. Testova statistika,
oznacovand pro tento typ rozdéleni jako H,, je ve stejném tvaru jako Cy. Toto byl pouze
priklad nejpouzivanéjsich testi, existuje jich ale celd tfada, naptiklad dalsi Hosmerovy-

Lemeshowovy testy, Brownuv test, Stukeluv test a dalsi viz [9].

4.4. Kolmogoroviav-Smirnoviav test dobré shody

Narozdil od testit dobré shody popsanych vyse, je tato statistika zalozena na distribuc¢ni
funkci skére. Testujeme nulovou hypotézu, ktera tvrdi, ze distribucni funkce pozitivnich a

negativnich pripadi se shoduji.[! 7] Mé&me indikdtorovou funkci ve tvaru:
1 jestlize A plati
I(4) = ¢ T PR
0 jinak.

Jestlize si navic oznac¢ime ng jako pocet pozorovani, kde y; = 0 a ny jako pocet pozoro-

vani, kde y; = 1, pak jsou distribu¢ni funkce pro skére dany nasledovneé:

Fo(x) = izn:l(si <z,y;, =0),z € (0,1), (4.5)

no ;=1
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Fi(z) = izn:[(si >z,y; =1),2z € (0,1). (4.6)

n i3

Fy(x) predstavuje pravdépodobnost, ze skore s; je mensi nez prahovy bod = a Ze se zaroven
zévisld proménna realizovala hodnotou 0, zatimco F(z) predstavuje pravdépodobnost, ze
je hodnota skére s; vétsi nebo rovna prahovému bodu z a Ze se zaroven zavisla proménna
realizovala hodnotou 1. Konecné testovaci statistika je ve tvaru:
KS = sup |Fy(x) — Fi(z)| = max |Fy(z) — Fi(z)].
ze(0;1) z€(0;1)
Vyslednou hodnotu statistiky KS porovnavame s tabelovanou hodnotou K.Si_,(ng,n1),

kterou ziskame ze specidlnich tabulek pro dvouvybérovy Kolmogoroviv-Smirnoviiv test.
Konkrétné pro hladinu o = 0.05 je KSi_g05(no,n1) = 1.36,/%. Nulovou hypotézu

o shodé distribu¢nich funkci Fy(z) a Fi(z) zamitdme na hladiné vyznamnosti «, jestlize
KS > KSl,a(no, n1>.

4.5. ROC krivka

Nejcastéji pouzivanym grafickym néstrojem pro hodnoceni kvality logistického regres-
ntho modelu je ROC krivka (anglicky Receiver Operating Characteristic). Abychom pocho-
pili, co nam takovyto graf rika, vysvétleme si nejprve dva pojmy - senzitivitu a specificitu.
Oba tyto pojmy souvisi s hodnocenim predikénich schopnosti modelu. K vypoc¢tu téchto

hodnot vyuzijeme hodnoty z klasifikac¢ni tabulky:.

o Senzitivita vyjadifuje uspésnost, s jakou test spravné klasifikuje tspésné pripady.
Jedna se tedy o pravdépodobnost, ze model klasifikuje pozorovani jako tispésné, jeli

skutecné uspésné. Nabyva hodnot od 0 do 1. Vypocetni vztah je ve tvaru:

TP

TP 4PN L W= =1)

Senzitivita =

Jestlize by byla tato hodnota rovna jedné, pak by model vsechny skutecné pozitivni

pripady opravdu vyhodnotil jako pozitivni.

e Specificita vyjadruje uspésnost, s jakou test spravné klasifikuje netspésné pripady.

Jinak Teceno, specificita je pravdépodobnost, ze model klasifikuje pozorovani jako
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negativni, jeli skutecné negativni. Stejné jako senzitivita nabyva hodnot od 0 do 1.

Vypocetni vztah je ve tvaru:

TN

N p LW =0y =0)

Specificita =

Pokud by byla specificita rovna jedné, pak by model vsechny skutecné negativni

pripady vyhodnotil jako negativni.

V idedlnim pripadé chceme, aby se senzitivita i specificita testu rovnala 1. Hodnoty
téchto pravépodobnosti jsou ovlivnény volbou prahového bodu. Pokud naptiklad hodnotu
prahového bodu snizime, zvysi se pocet pozorovani predikovanych jako pozitivni (dojde
ke zvySeni senzitivity), ale také zvySime Cetnost falesné pozitivnich pozorovani (dojde
ke snizeni specificity). Prahovy bod volime tak, aby byla splnéna ndmi pozadovand pod-

minka, kterd muze byt v jednom z nasledujicich tvari:
e Dosazeni pozadované hodnoty senzitivity modelu
e Dosazeni pozadované hodnoty specificity modelu
e Maximalizace souctu senzitivity a specificity testu

Nyni se vratme k ROC kftivce, kterou konstruujeme pravé pomoci senzitivity a speci-
ficity. Jak uz bylo Teceno, tyto hodnoty zavisi na volbé prahového bodu, proto pro rizné
hodnoty P. dostaneme razné hodnoty senizitivity a specificity, a tim také rizné tvarované
ROC kiivky. ROC kiivku definujeme jako mnozZinu dvojic [4]:

{(1 —FO(CL‘),F1<I>);:L’: P. € (071)}7

kde Fy(z) a Fi(z) jsou distribuéni funkce z (4.5) a (4.6). Z toho, jak jsou tyto distribu¢ni
funkce zavedeny, muzeme nyni fict, ze Fy(x) pro prahovy bod x predstavuje specificitu a
Fi(z) senzitivitu. ROC kfivka je tedy graf zavislosti senzitivity na 1-specificité pii daném
prahovém bodu .

Na obrazku 4.1 jsou ilustracné vyznaceny tvary tii kiivek. Krivka A, ktera prochézi
body [0;0], [0;1] a [1;1] pfedstavuje kiivku pro idedlni model. K¥ivka B je kiivka pred-
stavujici dobry model a naopak kiivka C - tedy uhlopticka spojujici body [0;0] a [1;1],
predstavuje model ndhodny. Model je tedy tim lepsi, ¢im je ktivka blize ke krivce idealniho

modelu.
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Obrazek 4.1: Priklad ROC kiivky [24]

S timto grafem také souvisi pojem AUC z anglického area under curve, ktera ¢iselné
vyjadruje plochu pod ROC kiivkou. Hodnotu AUC muzeme interpretovat jako pravdeé-
podobnost, ze vybereme-li ndhodné pozorovani ze skupiny negativnich pozorovani, bude
jeho ocekavanda pravdépodobnost na tspéch mensi, nez u ndhodné vybraného pozorovani
ze skupiny pozitivnich pozorovani. Z obrazku je zfejmé, ze pro idedlni model bude hodnota
AUC =1 a naopak pro model nahodny bude hodnota AUC = 0.5.

4.6. Miry asociace

Nez si predstavime samotné koeficienty hodnotici miru asociace mezi pozorovanymi a
oc¢ekavanymi hodnotami, je treba zavést nékolik pojmii a znaceni. Méjme tedy dvé pozoro-

vani. Pro prvni plati y; = 0 a jeho skore si ozna¢me sy, pro druhé plati y; = 1 a jeho skére

si ozna¢me s;. Rekneme, Ze je par pozorovani:
e Konkordantni (ve shodé), pokud s; > s,
e Diskordantni (v neshodé), pokud s; < s,
e Vizany (vyrovnany), pokud s; = sg nebo y; = yp.

Uvazujme rozsah souboru n, potom si oznacme jako S; pocet konkordantnich part
v souboru, Sy pocet diskordantnich part, S, s pocet vazanych para v souboru s hodnotami

skore s;, S,, pocet vazanych part v souboru s pozorovinimi y; a nakonec S, ,s pocet
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vazanych pari v obou souborech. Pocet vsech takovych part je pak roven

n(n —1)

9 = Sk + Sd + Sv,s + Sv,y + Sv,ys-

Koeficienty zalozené na poradové asociaci jsou ve tvaru:

Kendallovo 7,:

Sk — Sa
a — s 4.7
T S+ Syt Sunt Suy + Sus (4.7)
Kendallovo mp:
Tb = Sk _ Sd 9 (48)
v/ (Sk + Sa+ Suy)(Sk+ S+ Su.s)
Somersovo Dy:
Sk — Sy
Dy=—""—— 4.9
S+ Sg + Sv,S ( )
Goodmanovo-Kruskalovo ~:
Sk — Sy
= _r ~a 4.10
1=35 1S, (4.10)

Hodnoty téchto koeficientu lezi v intervalu (—1,1). Jestlize jsou v souboru vsechny
pary konkordantni, koeficienty nabyvaji hodnoty 1. Jestlize jsou naopak v souboru vsechny
pary dikordantni, koeficienty nabyvaji hodnoty —1. Jestlize se budou hodnoty koeficientii
pohybovat kolem 0, znamend to, ze model Spatné rozliSuje pozitivni a negativni ptripady.

Kendallovo 7, se vyuziva pri vétsim poctu nerozhodnutych part. Somersovo D, je mo-
difikaci 7, a uvazuje pouze vazby mezi hodnotami skore s;. Goodmanova-Kruskalovo
nebere v tivahu vazané pary, pokud by tedy v souboru nebyly diskordantni pary, bude jeho

hodnota automaticky 1, prestoze by byly pritomny péary vazané. [10]
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Kapitola 5

Prakticka cast

Cilem prace je na zakladé readlného datového souboru analyzovat vliv hladiny anti-
miilleridnského hormonu na pravdépodobnost otéhotnéni u zZen lé¢enych na neplodnost.
K praktické analyze dat bude vyuzit statisticky software R. V pripadé vyuziti jinych, nez
zakladnich knihoven tohoto softwaru, bude uveden nazev odpovidajiciho balicku. V celé

této praci budeme uvazovat hladinu vyznamnosti a = 0.05.

5.1. Popis datového souboru

Datovy soubor obsahuje iidaje o zenach lécenych na neplodnost. Mame informace o cel-
kem 157 Zenach ve véku od 19 do 40 let. Kromé véku tato data obsahuji iidaje o hladiné
antimiilleridanského hormonu, o hladiné folikulostimulacniho hormonu, o poc¢tu jednotek
tohoto hormonu dodanych v pribéhu 1é¢by, o poctu vajicek, a také o tom, ktery ze dvou
lékatt mél danou zenu v péci. Dale mame informaci o tspéchu ¢i netispéchu 1écby, tj.
otéhotnéni ¢i neotéhotnéni.

Antimiilleridnsky hormon (budeme pouzivat zkratku AMH) je hormon, ktery je produ-
kovan zenskymi granul6zovymi bunkami vajeéniki, a ktery tidi dozravani vajicek. Pocet
vajicek tak zavisi pravé na jeho hladiné. Podle koncentrace tohoto hormonu v krvi lze
pomérné presné odhadnout, kolik vajicek jesté zené zbyva. Proto muze byt tento hormon
pouzivan jako ukazatel toho, zda, popripadé jak dlouho, je bezpecné odkladat téhotenstvi
z hlediska nebezpeci snizeni plodnosti, a jak velka je Sance na prirozené otéhotnéni.

Hladina hormonu AMH se méni v pribéhu celého zZivota zeny. Béhem menstruacniho
cyklu vSsak hodnoty nijak zasadné nekolisaji. K postupnému zvysovani hladiny dochézi
priblizné od 20. do 27. roku zivota, pricemz maximalnich hodnot hladina hormonu dosahuje

ptiblizné v 25. roku, kdy se pohybuje kolem 5 ng/ml. Zhruba od 27. roku zac¢ind hladina

hormonu AMH klesat az do obdobi menopauzy. Zeny starsi 40 let mivaji hladinu hormonu
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okolo 1 ng/ml a méné. Idedlni hladina u zeny v reprodukénim véku je od 2 do 6.8 ng/ml.
Z tohoto je patrné, ze hlavnim faktorem ovliviiujicim hladinu AMH je vék.[22]

V souvislosti s hladinou hormonu AMH je vhodné dodat nékolik slov o Syndromu
polycystickych ovarii (PCOS). Jedn4 se o jednu z nejcastésich endokrynnich poruch u Zen.
Postihuje Zeny v reprodukénim véku a byva jednou z hlavnich pri¢in neplodnosti. Mezi
priznaky této nemoci patii zvysend hladina hormonu AMH, kterd se muze pohybovat
od 2.41 ng/ml az do 17.1 ng/ml. [22]

Folikulostimula¢ni hormon (budeme pouzivat zkratku FSH), téz folitropin je produ-
kovdn burikami hypofyzy a u Zen podporuje rist vajeénikovych vacku (folikuli), a také
stimuluje tvorbu estrogenu. Hladina hormonu FSH se méni béhem menstruacniho cyklu.
Zvysena hodnota FSH je téz indikatorem pro blizici se prechod. Jelikoz tento hormon pri-
znivé ovliviiuje zrani vajicek, podava se lécebné pred umélym oplodnénim. Pti zkouméni
hladiny FSH je vhodné uvadét, ve které fazi se zena pravé nachazela, nebot se tyto hodnoty
méni. Pti folikuldrni fazi se hodnoty u zdravé Zeny mohou pohybovat mezi 3.85 — 8.78 IU/I,
v preovulacni fazi mezi 4.54-22.51 1U/1, luteédlni fazi mezi 1.79 — 5.12 IU/1 a v menopauze
mezi 16.74 — 113.59 IU/1. Hodnoty v nasem datovém souboru se pohybuji od 1.8 do 21.6,

coz muze byt zapri¢inéno pravé tim, ze mame udéje od nemocnych zen.[13]

5.2. Popisna statistika

V této podkapitole se blize podivame na jednotlivé proménné. Vykreslime si pro né
vybrané grafy a vypocitame ciselné charakteristiky. Nevynechame ani graf znazornujici
zavislosti mezi veli¢inami.

Pro nazornost je v tabulce 5.1 ukdzka datového souboru, jedné se o prvnich Sest radki.
Prvni sloupec obsahuje informace o véku zen, nésleduji sloupce s hodnotami hladin hor-
monit FSH a AMH. Ctvrty sloupec udéva, kolik jednotek hormontt FSH bylo Zené pii 1é6¢bé
podano. Pod zkratkou m2 se v patém sloupci skryva pocet vajicek. V sloupci nasledujicim
se pod ozna¢enim asp (srde¢ni akce plodu) skryva informace o vysledku lécby. Posledni
sloupec nam dava informaci, ke kterému ze dvou lékait zena dochézela.

Nejdrive ze vseho je tfeba zjistit, zda se v datovém souboru nevyskytuji chybéjici hod-
noty. To provedeme ptikazem which(is.na(data)), ktery nam vypise ¢isla pozorovani,
u nichz chybi néktera hodnota. V nasem datovém souboru je celkem 21 chybéjicith hodnot,
pricemz chybi 18 hodnot hladiny FSH a 3 tdaje o tom, zda Zena otéhotnéla, ¢i nikoli.

Protoze je pocet chybéjicich idaji v porovnéni s celkovym rozsahem souboru (celkem 157

43



vek | fsh | amh | jed | m2 | asp | lekar
31 | 12,5 | 1.22 | 2250 | 4 1 1
35 [21.6 | 040 | 3225 | 3 0 1
35 | 21.6 | 0.40 | 4050 | 2 0 1
35 [ 21.6 | 0.40 | 4950 | 6 0 1
37 | 14.7 | 0.40 | 2625 | 2 0 1
37 | 14.7 | 0.40 | 3100 | 4 0 1

Tabulka 5.1: Ukazka dat

pozorovani) zanedbatelny, vyradime jedince s chybéjicimi hodnotami z dalsi analyzy.

Abychom ziskali prvotni predstavu o datovém souboru, je dobré vykreslit si nékteré

grafy. My si nejprve vykreslime histogramy, abychom zjistili, jak jsou proménné rozlozeny.

Ucinime tak pro prvnich pét proménnych. K jejich vytvotreni vyuzijeme knihovnu ggplot2.

Na tomto misté uvedme ptikaz pro vytvoreni histogramu pro vek, prikazy k vytvoreni

ostatnich histogrami se tvoii analogicky. Ptikaz je ve tvaru:

>gplot (vek,geom="histogram", binwidth = 1, xlab = "V&k",
fill=I("blue"), col=I("black"), xlim=c(15,45), ylim=c(0,20))

Jednotlivé histogramy nasledné spojime do jednoho obrazku pomoci funkce multiplot [5].
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Z histogramtl na obrazku 5.1 je vidét rozlozeni proménnych. Mizeme vycist cetnosti
pro jednotlivé hodnoty danych proménnych nebo jejich maximalni a miniméalni hodnoty.
Tim se dostdvame k charakteristikdm polohy. Asi nejpouzivanéjsim grafickym nastrojem
pro znazornéni charakteristik polohy je krabicovy graf (boxplot). Opét si je vykreslime
pro prvnich pét proménnych za vyuziti knihovny ggplot2. Piikaz pro vytvoreni krabico-

vého grafu pro proménnou vék je ve tvaru:

>bl <- ggplot(newdata,aes(y=vek,x=0))+geom_boxplot(outlier.colour = "red")
>bl= bl + xlab("veék") +
theme (axis.title.y = element_blank(),
axis.text.x=element blank(),

axis.ticks.x=element blank())

Prikazy k vytvoreni grafii pro zbyvajici proménné se tvori analogicky. Pro spojeni jednot-

livych grafii do jednoho obrazku opét vyuzijeme funkce multiplot.
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Obrézek 5.2: Krabicové grafy

Na obrazku 5.2 jsou ¢ervenymi body vyznaceny odlehlé hodnoty, které mtizeme pro jed-
notlivé proménné presné detekovat pomoci funkce boxplot.stats("nazev promé&nné").
Zjisténé extrémni hodnoty zachycuje tabulka 5.2.

Po blizsim prozkouméni hodnot jednotlivych proménnych neni diivod predpokladat, ze
se jednd o chybné hodnoty. Hladina hormonu FSH mtize v nékterych ptipadech dostahovat
az hodnoty 113.59, hladina hormonu AMH u Zen az 17.1 a detekované extrémni hodnoty
pridavanych jednotek hormonti nejsou zasadné vétsi nez jiné hodnoty, které jako extrémni

nebyly oznaceny.

45



Proménna Extrémni hodnoty
FSH 21.6 21.6 21.6
AMH 11.78 11.78 9.27 11.56 12.05
jed 4950 4500 4875

Tabulka 5.2: Extrémni hodnoty

Kdyz se ale jesté jednou vratime k obrazku 5.2, zjistime, Ze z néj lze vycist priblizné
hodnoty medidnu (50% kvantilu, zna¢ime %5 ), dolniho (znacime % 95) i horniho kvartilu
(znacime Zg75), ale i maximalni nebo minimalniho hodnoty. Pfesné hodnoty mtzeme zjistit
prikazem summary("ndzev datového souboru"). K témto charakteristikdm polohy patii
také prumér (znac¢ime x) a modus (znacime Z), ktery ndm udava nejcastéji se vyskytujici
hodnoty proménné. Hodnotu priméru ziskdme pomoci stejného prikazu jako vyse uvedené
¢iselné charakteristiky polohy. Pro vypocet hodnoty modu neni v zakladnim balicku soft-
waru R funkce, proto si ji musime sami vytvorit. Jedna z moznosti, ktera vrati nejen jeho

hodnotu, ale i ¢etnost s jakou se v souboru vyskytuje, je nésledujici:

>Modus <- function(x){
a = table(as.vector(x))
return(alwhich.max(a)])

}

Hodnoty vSech zminénych c¢iselnych charakteristik pro prvnich pét proménnych shrnuje
tabulka 5.3. Charakteristiky polohy néas informuji o tom, jakych hodnot jednotlivé pro-
ménné nabyvaji, kolem které hodnoty jednotlivé realizace kolisaji nebo které hodnoty jsou

nejcastéjsi.

Proménna z T 53075 570’25 1%0’75 Tmin Tmax
Vék 30.00 | 30.35 | 30.00 | 27.75 | 34.00 | 19.00 | 40.00
FSH 870 | 9.31 | 9.05 | 6.73 | 11.55 | 1.80 | 21.60

AMH 040 | 2.83 | 2.28 | 1.15 | 3.95 | 0.02 | 12.05
jed 2250 | 2644 | 2512 | 2250 | 3000 | 1125 | 4950
m2 20.00 | 11.96 | 11.00 | 6.00 | 19.00 | 0.00 | 33.00

Tabulka 5.3: Charakteristiky polohy

Pro lepsi predstavu o datech pouzivame charakteristiky variability, které nam rikaji,
jak moc jsou data kolem charakteristiky polohy rozptylena. Mezi tyto charakteristiky patti
variancni rozpéti, kvartilové rozpeti a prumeérnd odchylka. Varianéni rozpéti mize byt zkres-

leno odlehlymi pozorovanimi, nebot se vypocte jako rozdil maximalni a minimalni hodnoty,
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kvartilové rozpéti se vypocita jako rozdil mezi hornim a dolnim kvartilem, je to tedy délka
strany krabicového grafu. Primérna odchylka jako aritmeticky primeér rozdilt pozorova-
nych hodnot od medianu. Hodnoty téchto chrakteristik shrnuje tabulka 5.4.

Proménna | R = Tmaxr — Tmin RQ = 22‘0,75 - f0725 d= % ;L:l |ZEZ - i'075|
Vék 21 6.25 4.375
FSH 19.8 4.825 3.015
AMH 12.03 2.8025 1.774
jed 3825 750 487.669
ma2 33 13 6.463

Tabulka 5.4: Charakteristiky variability

Nyni se podivejme na vztahy mezi proménnymi. Opét si nejprve vykresleme graf. V na-
Sem pripadé zvolime parovy bodovy graf, ve kterém navic barevné odlisime zZeny, kterym
se podarilo otéhotnét a zeny, kterym se to nepodatilo. Takovyto graf vytvorime pomoci

nasledujici funkce:

>pairs(newdatal[1:5], pch = 21, bg = c("red","blue") [unclass(newdata$asp)],
oma=c(3,3,3,15))

>par(xpd = TRUE)

>legend("right", £fill = c("red","blue"),

legend = c( levels(newdata$asp)), title="asp")

Parovy bodovy graf je na obrazku 5.3. Cervené jsou oznaceny zeny, kterym se otéhot-
nét nepodarilo, zatimco modra barva predstavuje zeny, které otéhotnély. Z grafu jsou vidét
zavislosti mezi velicinami. Pfimé zavislost je vidét mezi hladinou hormonu AMH a poc¢tem
vajicek (proménnd m2) a naopak nepiimé zavislost je patrnd mezi hladinou hormonu AMH
a vekem. Tyto zavislosti ostatné odpovidaji tomu, co o hormonu AMH vime. Hormon AMH
ridi zrani vajicek, ale s rostoucim vékem jeho hladina klesa. Tim se dostavame k dalsi za-
vislosti. Jestlize s rostoucim vékem klesa hladina hormonu AMH, klesa pak i pocet vajicek.
Tato neprima zavislost je z grafu téz patrna. Co se tyce véku a hladiny hormonu FSH,
zde neni viditelnad zavislost, coz také odpovida tomu, co vime o hormonu FSH, stejné tak
mezi vékem a jednotkami dodanych hormont. Co bychom ale mozna necekali je nepiima
zavislost mezi jednotkami dodanych hormoniti a poctem vajicek. Ta vsak mutze byt pouze
disledkem dodani vétsiho poctu jednotek hormonu zenam ve vyssim véku, jejichz hladina
hormonu AMH a pocet vajicek byl minimalni. Tento jev lze pozorovat v podobé shluki
¢ervenych bodu v grafu. Pokud se naptiklad podivame na proménnou AMH, zjistime, Ze

hladina tohoto hormonu je vétsinou nizka u zen, kterym se nepodarilo otéhotnét.
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Obrazek 5.3: Parovy bodovy graf

Smér a silu téchto zavislosti miizeme vyjadrit ¢iselné pomoci Spearmanova korela¢niho
koeficientu, ktery je neparametricky, pracuje s poradimi a je invariantni vaci odlehlym
pozorovanim. Zjisténé hodnoty mame na obrazku 5.4. Jedna se o tzv. heatmap, ktera
zvyrazni nejsilngjsi zavislosti a zaroven barevné rozlisi jeji smér. Graf vytvorime v knihovné

GGally prikazem:

ggcorr (newdata[1:5], method = c("everything", "spearman"),
label = TRUE, label round = 3, low = "darkblue",
mid = "white", high = "red")

Vsechny zavislosti se ukazaly vyznamné, nebot odpovidajici p-hodnoty byly mensi nez 0.05.

P-hodnoty byly zjistovany prikazem:
>cor.test("ndzev 1. proménné","ndzev 2. proménné", method="spearman")

Nejsilnéjsi zjisténa zavislost je prima zavislost mezi hladinou hormu AMH a poc¢tem va-
jicek, o které jsme se zminili jiz v souvislosti s parovym bodovym grafem. Dalsi silnym
vztahem je nepiima zavislost mezi vékem a poctem vajicek, ktery jsme téz zminovali. Tre-
tim nejsilnéjsim vztahem je nepiimé zavislost hladiny hormonu AMH a poc¢tu dodanych
jednotek hormonu FSH. Nasleduji neptimé zavislosti mezi hladinou hormonu AMH a FSH
a hladinou hormonu FSH a poc¢tem vajicek. Jako nejslabsi zavislost byla detekovana prima
zavislost mezi vékem a jednotkami dodanych hormont, nasledovana primou zavislosti mezi

vekem a hladinou hormonu FSH.
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fsh

vek 0.306

Obrazek 5.4: Spearmanovy korela¢ni koeficienty

5.3. Analyza vlivu hladiny hormonu AMH na pravdé-
podobnost otéhotnéni

V této podkapitole budeme modelovat vliv hladiny hormonu AMH na pravdépodobnost
otéhotnéni u Zen lécenych na neplodnost pomoci logistické regrese. Nez zacneme tvorit
takovyto model, vykresleme si nasi situaci pomoci grafu z knihovy ggplot2. Graf z obrazku

5.5 dostaneme zadanim funkce:

>ggplot (newdata,aes (amh,asp) )+
geom_point ()+
geom_smooth(method="glm",se=FALSE,method.args=1list(family="binomial")).
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Obrazek 5.5: Graf logistické regrese

Na ose x mame proménnou AMH a na ose y proménnou asp. Zpusob jakym jsou body
v grafu umistény je typicky pravé pro logistickou regresi, nebof zavisla proménné asp na-
byva pouze dvou hodnot. V grafu mame modre vyznacenou odhadnutou logistickou kiivku

odpovidajici nasim datim. Tuto kiivku se pokusime vyjadrit pomoci modelu logistické
regrese.

Logisticky regresni model v softwaru R nyni vytvorime piikazem glm s agrumentem
family=binomial. Informace o odhadnutém modelu zikame pfikazem summary("nazev

modelu"). Prikazy a vystup jsou ve tvaru:

>modell=glm(asp~amh,data=newdata,family=binomial)

>summary (modell)

Call:
glm(formula = asp ~ amh, family = binomial, data = newdata)

Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-2.4761 -0.9892 -0.2679 1.1389 1.4876

Coefficients:
Estimate Std. Error z value Pr(>|zl)

(Intercept) -0.89083 0.30261 -2.944 0.003242 *x*
amh 0.33180 0.09681 3.427 0.000609 *x*x*

Signif. codes: 0 “*x*x’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘x> 0.05 ‘.” 0.1 ¢ > 1

(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)
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Null deviance: 188.54 on 135 degrees of freedom
Residual deviance: 172.76 on 134 degrees of freedom
AIC: 176.76

Number of Fisher Scoring iterations: 4

Na zakladé velmi malé p-hodnoty vidime, Ze vliv hladiny hormonu AMH na pravdépo-
dobnost otéhotnéni je statisticky vyznamny. Model, ktery jsme takto vytvorili odpovida

nasledujicimu zapisu:

P(Y =1)

1—P(Y:1)> = B + 51 X1.

logit(P(Y =1)) =1In (

Pokud dosadime nalezené hodnoty regresnich koeficient, dostaneme:

. P(asp =1)
logit(P(Y =1)) =1 = —(0.89083 4 0.33180 x« AMH.
ogit(P( ) n<1—P(asp— 1)> * i

Intervaly spolehlivosti pro nalezené koeficienty [y, (1 si mizeme vypocitat pomoci

prikazu confint ("nédzev modelu"). Dostavame:

2.5 % 97.5 9
(Intercept) -1.5083201 -0.3169086
amh 0.1563611 0.5366142

Protoze ani jeden z uvedenych intervalti neobsahuje nulu, mizeme prohlasit, ze jsou oba
tyto parametry statisticky vyznamné, coz jsme ostatné vidéli jiz z predchoziho vystupu

softwaru R.
Interpretovat nalezené hodnoty v tomto tvaru je vSsak ponékud obtizné. Na konci prvni

kapitoly jsme si ale odvodili vztah OR(X;) = €. Ten nyni mtizeme vyuZit prostym
aplikovanim exponencialni funkce na nalezené koeficienty. Navic lze tuto aplikaci pouzit i
na intervaly spolehlivost pro regresni koeficienty, ¢imz ziskame intervaly spolehlivosti pro

pomeér sanci.

>exp(modell$coefficients)
(Intercept) amh
0.4103167  1.3934730

>exp(confint (modell))
2.5 %  97.5%
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(Intercept) 0.2212814 0.7283973
amh 1.1692483 1.7102067

Ted jiz muzeme interpretovat hodnoty nalezenych koeficienti. Koeficient $; nam tika,
ze pokud zvysime hodnotu hormonu AMH o jednotku, zvysi se Sance na otéhotnéni asi
1.39-krat. Koeficient [, udava sanci na otéhotnéni, jestlize bude hodnota hormonu AMH
nulova. Protoze je tento koeficient mensi nez 1, je sance na netuspéch oproti uspéchu vétsi.

Pravdépodobnost otéhotnéni pro rtizné hodnoty hladiny hormonu AMH dostaneme

7 rovnice:

P 0 exp (—0.89 + 0.33 « AMH)
asp=1) = :
P 1+ exp (—0.89 + 0.33 * AMH)

Abychom vidéli, jak se tato pravdépodobnost méni pro ruzné hodnoty AMH, vykreslime si
graf zavislosti modelem odhadnuté pravdépodobnosti otéhotnéni na hodnoté hladiny AMH
(obrazek 5.6). Pro tplnost do grafu vykreslime i napozorované hodnoty asp. Dostaneme
podobny graf jako je na obrazku 5.5, tentokrat bude ale logistickd kiivka odpovidat mo-
delem odhadnuté pravdépodobnosti otéhotnéni. Graf ziskdme opét v knihovné ggplot2

prikazem:

ggplot (newdata,aes(amh,asp))+
geom_point (aes(y=asp))+
geom_line(aes(x=amh,y=prob))+
labs(y = "Skoére",x="AMH")
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Obrazek 5.6: Modelem odhadnuté pravdépodobnost otéhotnéni pro hodnoty AMH

Z obrazku 5.6 vSak neni ptilis zfetelné, zda takto vytvoreny model dobfe popisuje nase

data. Vykresleme si proto jesté jeden graf (obrazek 5.7), ve kterém si rozdélme vysvétlujici
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proménnou AMH na intervaly o délce 1.5 jednotek hladiny AMH, v kazdém z nich si vy-
pocitejme podil ispésnych pozorovani a tyto hodnoty do grafu vykresleme namisto hodnot

napozorovanych. Piikazy, kterymi byl graf vytvoren jsou prilozeny v sekci prilohy.
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0.4-

7.5
AMH

Obrazek 5.7: Pravdépodobnost otéhotnéni v zavislosti na AMH

Nyni vyuzijeme znalosti z kapitoly 4, abychom zjistili, jak dobry nas model je. Nejprve
provedeme kiizovou validaci, kterou nechame probéhnout 10-krat s volbou prahového bodu
P. = 0.5. Za vyuziti knihovny caret dostaneme pomoci ptikazu ptilozenych v sekci Prilohy

nasledujici vystup:

>crossval
Generalized Linear Model

136 samples
1 predictor
2 classes: ’0’, ’1°

No pre-processing
Resampling: Cross-Validated (10 fold, repeated 1 times)
Summary of sample sizes: 122, 123, 122, 122, 122, 123,

Resampling results:

Accuracy Kappa
0.6263736 0.2444966

7 vystupu vidime, ze celkovy rozsah uvazovaného datového souboru je 136 pozorovani
pri jedné vysvétlujici proménné a dvou hodnotach vysvétlované proménné. Krizova vali-
dace probéhla 10-krat s testovacimi skupinami, jejichz rozsahy jsou uvedeny v Summary of

sample sizes. V kazdém opakovani tedy bylo uvazovano bud 122 nebo 123 pozorovani
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jako trénovaci a 13 nebo 14 pozorovani jako testovaci skupina. Vysledkem takto provedené
kiizové validace je hodnota presnosti 62.6% a hodnota Cohenova kappa 0.24. Je to vSak jen
jeden z vysledkil, nebot prikaz vzdy vybere skupinu trénovacich a testovacich pozorovani
nahodné. Pro presnéjsi hodnoty téchto statistik mizeme vyuzit funkci confusionMatrix,
v jejimz vystupu najdeme mj. napriklad klasifikacni matici, celkovou presnost modelu nebo

odpovidajici hodnoty senzitivity a specificity. Prikaz je ve tvaru:

>predikce=predict (model, type="response")>=0.5
>predikce <- ifelse(predikce=="TRUE",1,0)

>confusionMatrix(predikce,asp,positive="1")

Do prikazu confusionMatrix tedy dosazujeme modelem predikovany vysledek 1é¢by, po-
zorované hodnoty a je treba urcit, jak je v téchto hodnotach kédovan tspéch. Prahovy bod

prozatim ponechdme P, = 0.5. Podivejme se na vystup:

Confusion Matrix and Statistics

Reference
Prediction 0 1

0 48 31

1 20 37

Accuracy : 0.625

95% CI : (0.5379, 0.7065)

No Information Rate : 0.5
P-Value [Acc > NIR] : 0.002241

Kappa : 0.25
Mcnemar’s Test P-Value : 0.161429

Sensitivity : 0.5441
Specificity : 0.7059

Pos Pred Value : 0.6491

Neg Pred Value : 0.6076
Prevalence : 0.5000

Detection Rate : 0.2721
Detection Prevalence : 0.4191
Balanced Accuracy : 0.6250

’Positive’ Class : 1
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Nejdrive se podivejme na klasifika¢ni matici. Vidime, ze celkem 48+37=85 pozorovani
bylo klasifikovano spravné. Zatimco 31 pozorovani vyslo jako falesné negativni a 20 po-
zorovani jako falesné pozitivni. Vysledna presnost predpovédi je 62.5%, ve vystupu je i
95% interval spolehlivosti pro presnost. No Information Rate (v nasem piipadé 0.5) je
mira spravnych predikci, pokud bychom neuvazovali vysvétlujici proménné a pozorovanim
pritazovali o¢ekdvané hodnoty zcela ndhodné. P-Value [Acc>NIR] (rovna 0.002) tikd, Ze
nas uvazovany model je lepsi nez ndhodné predikce.

Nasleduje Cohenovo kappa, jehoz hodnota 0.25 znaci, ze model data predikuje o jen
néco lépe nez ndhodny proces. Dalsim idajem je p-hodnota pro McNemaruv test, ktery
podobné jako Cohenovo kappa testuje shodu procenta skutecné tspésnych a ocekavanych
uspésnych pripadi. V tomto pripadé shodu nezamitame. Pokud bychom vyuzili vzorce
z kapitoly 4.1, vysla by nam testova statistika T = 2.37 a odpovidajici kritickd hodnota
X2o5(1) = 3.84. T touto cestou tedy shodu nezamitdme, nebot T = 2.37 < 3.84.

Nasleduji hodnoty senzitivity a specificity. Pfipomenme, ze senzitivita vyjadruje tspés-
nost, s jakou model spravné klasifikuje pozorovani jako tspésné, je-li skutecné tspésné.
Tento model vyhodnotil pfiblizné 54.4% skutecéné dspésnych piipadu jako tspésné. Na-
proti tomu specificita vyjadruje tspésnost, s jakou model spravné klasifikuje pozorovani
jako netspésné, je-li skuteéné neuspésné. Nas model vyhodnotil priblizné 70.6% skutecné
negativnich jako negativni. Dalsi vypocitanou hodnotou je prediktivni hodnota pozitivniho
testu, ktera rika, ze priblizné 64.9% procent pozorovani, kterd model oznacil jako isp&sna,
jsou skutec¢né uspésna. Nasleduje prediktivni hodnota negativniho testu, kterd v tomto
pripadé 1ika, ze priblizné 60.8% pozorovani vyhodnocenych jako netspésnych, je skuteéné
neuspeésnych.

Prevalence obecné je vyskyt sledovaného jevu v populaci. V nasem ptipadé se jedna
o pocet zen, kterym se podafilo oté¢hotnét (68) ku poctu vSech Zen (136) tedy I = 0.5.
Detection Rate (0.27) je pocet spravné klasifikovanych tspésnych pozorovani ku celko-
vému poctu pozorovani. Detection Prevalence (0.42) je pocet pozorovani modelem klasi-
fikovanych jako tispésna ku poctu vsech pozorovani. Jedna se tedy o modelem vypocitanou
miru vyskytu jevu (otéhotnéni) v populaci. Balanced Accuracy (62.5%) se vypocitd jako
soucet senzitivity a specificity vydéleny dvémi. V nasem pripadé je tato hodnota rovna
hodnoté pro presnost, nebot mame v datovém souboru shodny pocet tspésnych a net-
spésnych pozorovani (tzv. vyvazené tridéni). Posledni hodnota z vystupu, oznacend jako
Positive Class, nas informuje o tom, kterou skupinu pozorovani software uvazoval jako

pozitivni ptipady (v nasem ptipadé jsou pozitivni pripady oznaeny jako 1).
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Jak uz bylo Teceno, zavislost senzitivity na 1-specificité ndm vykresluje ROC krivka,
kterou si v sofwaru R muzeme vytvorit v knihovné ROCR. Déle si mtizeme vypocitat od-
povidajici hodnotu AUC. Prikazy pro vytvoreni grafu i vypocet hodnoty AUC jsou opét
prilozeny v sekci Prilohy. Vysledny graf je na obrazku 5.8.
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Obréazek 5.8: ROC kfivka

Odpovidajici hodnota AUC je priblizné 0.7234. Na obrazku 5.8 vidime navic i barevnou
skalu, ktera predstavuje odpovidajici prahové body. Pokud bychom zvolili prahovy bod
naptiklad 0.9, potom by byly hodnoty senzitivity i 1-specificity blizko 0. Naopak pokud
bychom zvolili jako prahovy bod hodnotu 0.3, byly by obé tyto hodnoty vysoké. Otazkou
je, jak zjistit optimalni hodnotu prahového bodu.

Jednou z moznosti je zvolit prahovy bod tak, aby byla presnost modelu maximéalni.
Pro nas model je tato hodnota P. = 0.387 s odpovidajici presnosti 0.6912. Hodnota sen-
zitivity je pritom 0.8824 a specificita je rovna 0.5. Prediktivni hodnota pozitivniho testu
je rovna 63.83% a prediktivni hodnota negativniho testu je rovna fiblize 80.95%. Celou
situaci si muzeme znazornit jako graf zavislosti presnosti modelu na hodnoté prahového

bodu. Piikazy pro vypocet téchto hodnot a tvorbu grafu jsou prilozeny v sekci Prilohy.
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Obrazek 5.9: Graf znazornujici volbu prahového bodu

Jinou moznosti by byla volba prahového bodu tak, aby byly rovnomérné maximalizo-
vany hodnoty senzitivity a specifiticy. Piikaz pro zjisténi jejich hodnot a odpovidajiciho

prahového bodu je prilozen v sekci Piilohy. [20] Vysledek pro nas model je nasledujici:

sensitivity 0.7941176
specificity 0.5735294
cutoff 0.4125797

Pomoci prikazu confusionMatrix si muzeme opét vypocitat presnost pro tento pra-
hovy bod (0.6765) i preditivni hodnotu pozitivniho testu (64.63%) a prediktivni hodnotu
negativniho testu (72.22%). Zjisténé hodnoty lze interpretovat tak, Ze model spravné kla-
sifikoval 79.4% uspésnych pripadu a 57.4% netspésnych pripadu. Déle jestlize bude skére
pro dané pozorovani pritazené modelem vétsi nez 0.41, pak bude pravdépodobnost, Ze Zena
skutecné otéhotni rovna 64.63%, naopak pokud bude hodnota prirazeného skére mensi nez
prahovy bod, pak pravdépodobnost, Ze Zena opravdu neotéhotni bude 72.22%. Cohenovo
kappa je rovno 0.3529, coz je lepsi vysledek, nez pri prahovém bodu P, = 0.5. P-hodnota
McNemarova testu je vsak v tomto ptripadé rovna 0.05002.

Na obrazku 5.10 je graf znazornujici odhadnuté pravdépodobnosti otéhotnéni pti danych
hodnotach hladiny hormony AMH pro nase pozorovani. Déle je zde vyznacena hodnota
prahového bodu, ktery rovnomérné maximalizuje hodnoty senzitivity a specifitity (tedy
hodnota P. = 0.41). Pozorovani ptislusné hodnotdm pod touto ¢arou model vyhodnotil
jako neuspésné pripady a naopak nad ¢arou jako tspésné. Barevné jsou rozliseny skutecné
uspésné a neuspésné pripady. Piikaz, kterym byl graf vytvoren je ptilozen v sekci Prilohy.

Nakonec se podivejme na testy dobré shody, které nam ovéruji, zda se vyznamné ne-

lisi oc¢ekavané hodnoty (predikované modelem) a pozorované hodnoty. V tabulce 5.5 jsou
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Obrézek 5.10: Odhady pro pravdépodobnost otéhotnéni

hodnoty testovych statistik a prislusné kritické hodnoty. Z vysledki plyne, Ze pouze na za-
kladé Pearsonova testu hypotézu o shodé pozorovanych a oc¢ekavanych hodnot nezamitame.

Prislusné prikazy pro zjisténi téchto hodnot jsou prilozeny v sekci Prilohy.

Test Hodnota test. statistiky | kritickda hodnota Zaver
Pearson 146.04 160.91 Nezamitame
Roz. test deviance 172.76 160.91 Zamitame
Hosmer-Lemeshow C 21.90 15.51 Zamitadme
Hosmer-Lemeshow H, 23.48 15.51 Zamitame

Tabulka 5.5: Testy dobré shody pro modell

Podivejme se nyni na Kolmogoroviv-Smirnoviv test dobré shody. Testujeme nulovou
hypotézu, ze se distribu¢ni funkce tspésnych a netspésnych pripadia pro skore shoduji.
Hodnota testové statistiky je KS = 0.382, odpovidajici kritickd hodnota je KSg 5(68, 68) =
0.233, kde 68 je pocet ispésnych i netispésnych pozorovani. Hypotézu o shodé distribuc¢nich
funkci tedy zamitdame, nebof KS = 0.382 > 0.233, coz svédci o dobré klasifikacéni schopnosti
modelu. Priikaz pro vypocet hodnoty KS je prilozen v sekci Prilohy.

Podivejme se jesté na hodnoty koeficienti hodnotici miru asociace mezi pozorovanymi
a oCekdvanymi hodnotami. Piikazem [21] (rovnéz prilozen v sekci Prilohy) byly zjistény
hodnoty Kendallova 7,, Somersova D,, Goodmannova-Kruskalova ~, ale také procento
konkordantnich (72.12%), diskordantnich (27.44%) a vazanych péara (0.43%) v souboru.
Protoze prikaz nevypocita hodnotu Kendallova 7, vypocitame ji dodatecné prikazem
cor.test(model$fitted.values, asp, method="kendall"). Zjisténé hodnoty koefici-

entll jsou uvedeny v tabulce 5.6. Hodnoty jednotlivych koeficient jsou kladné, coz souhlasi
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s tvrzenim, Ze je vétSina part konkordantnich.

Koeficient Hodnota
Kendallovo 7, 0.225
Kendallovo 7 0.319
Somersovo Dy 0.449

Goodmanovo-Kruskalovo ~ 0.447

Tabulka 5.6: Miry asociace modelul

5.4. Analyza vlivu dalsich proménnych na pravdépo-
dobnost otéhotnéni

V této ¢asti prace se zamérime na hledani a analyzu dalSich moznych modeli, které by
vylepsily stavajici model.

Podivejme se, jak pravdépodobnost otéhotnéni ovliviiuje volba lékate. Vime, ze Zeny
meély na vybér ze dvou 1ékarti. Na obrazku 5.11 je graf znazornujici volbu lékare a vék zen,

barevné je pritom rozlisen vysledek lécby. Graf byl vytvoren v knihovné ggplot2 prikazem:

>ggplot (newdata, aes(x=lekar, y=vek, color=asp))+
geom_point ()

asp

vek
(1]
(=]
1
[ R ERERY)

lekar
Obréazek 5.11: VEk zen a volba lékare

Vidime, ze 1ékate ¢islo 1 si vybiraly o proti lékati ¢islo 2 spise starsi zeny. Vidime také,
ze vétsiné z nich se otéhotnét nepodarilo, zatimco zenam navstévujicim lékare ¢islo 2 se to

vétsinou podatilo. Piikazem table(asp,lekar) si miizeme tyto pocty vycislit.
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> table(asp,lekar)
lekar
asp 1 2
0 43 25
1 13 55
Vidime, ze priblizné 77% zen navstévujich 1ékare ¢islo 1 neotéhotnélo. Naproti tomu u
l1ékare ¢islo 2 neotéhotnélo pouze 31% zen.
Podivejme se jesté na graf zavislosti hladiny hormonu AMH a véku. Barevné rozlisme

volbu lékare. Graf vytvorime v knihovné ggplot2 prikazem:

>ggplot (newdata, aes(x=vek, y=amh, color=lekar))+

geom_point ()
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Obrazek 5.12: Graf zavislosti hladiny AMH a véku podle volby l1ékare

Z obrazku 5.12 je vidét, ze lékare ¢islo 1 navstévovaly predevsim mladsi Zeny, jejichz hladiny
hormonu AMH byly vyssi, zatimco l1ékar ¢islo 2 meél ve své péci spise starsi zeny, jejichz
hladiny hormonu AMH byly nizsi, az nulové. Rozdil v tspésnosti 1é¢by u obou doktortu
tedy muze byt dan vékovou strukturou pacientek. Z tohoto diivodu nebudeme v dalsich

modelech uvazovat vliv 1ékare jako takového, ale zkusime analyzovat vliv véku.

5.4.1. Analyza vlivu hladiny AMH a véku na pravdépodobnost
otéhotnéni

Nejprve si vykresleme graf zavislosti hladiny hormonu AMH a véku, tentokrat si ale
jednotliva pozorovani rozlisime barevné podle vysledku lécby. Graf vytvorime v knihovné

ggplot?2 prikazem:
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>ggplot (newdata, aes(x=vek, y=amh, color=asp))+
geom_point() + geom_smooth(method = "1lm",se=FALSE).
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Obrazek 5.13: Graf zavislosti AMH a véku podle vysledku 1écby

Z obrazku 5.13 vidime, ze hladiny hormonti obou skupin Zen se v mladsim véku zasadné

nelisi, tento rozdil se ale s postupem véku zvySuje. Zeny, které ve vyssim véku otéhotnély
meély vyssi hladinu hormonu AMH nez Zeny ve stejném véku, kterym se to nepodarilo.
Nejlepsi nalezeny model analyzujici vliv téchto dvou proménnych na pravdépodobnost

otéhotnéni je model ve tvaru:

logit(P(Y = 1)) = By + f1 * VEK + 3 * AMH * VEK.

Proménnou AMH v tomto pripadé zamérné do modelu nezahrnujeme, nebot odpovi-
dajici regresni koeficient poté vychazi nevyznamny. V softwaru tento model dostaneme

prikazem:

> model2=glm(asp~amh:vek+vek,data=newdata,family=binomial)
> summary (model2)

Call:
glm(formula = asp ~ amh:vek + vek, family = binomial, data = newdata)

Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-2.18059 -1.03169 -0.08937 1.03920 1.65946

Coefficients:
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Estimate Std. Error z value Pr(>|zl|)
(Intercept) 2.486200 1.173752 2.118 0.03416 =*

vek -0.103880 0.036570 -2.841 0.00450 *x
amh:vek 0.008304 0.003133 2.650 0.00805 *x
Signif. codes: 0 “**x’ 0.001 ‘%%’ 0.01 ‘%’ 0.05 “.” 0.1 ¢ > 1

(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)

Null deviance: 188.54 on 135 degrees of freedom
Residual deviance: 167.25 on 133 degrees of freedom
AIC: 173.25

Number of Fisher Scoring iterations: 4

Vidime, Ze vSechny regresni koeficienty jsou statisticky vyznamné. Hodnota Akaikeho in-
formacniho kritéria AIC je 173.25 (pfipomenme, ze hodnota AIC pro prvni model byla
176.76).

Protoze je interpretace regresnich koeficienti tohoto modelu diky interakci dvou spoji-
tych proménnych znacéné komplikovanéjsi, podivame se namisto toho na grafické vyjadreni
celého modelu (obrazky 5.14 a 5.15). Vykreslime si graf zavislosti modelem predikované

pravdépodobnosti otéhotnéni na véku a AMH. Pravdépodobnost otéhotnéni ziskame z

rovnice:

exp (2.49 —0.10 * VEK + 0.01 * VEK AMH)

Pasp=1) = — — .
+exp (2.49 — 0.10 % + 0.01 % *
( ) 1 2.49 — 0.10 * VEK + 0.01 * VEK * AMH

Protoze uvedena pravdépodobnost zavisi na dvou spojitych proménnych, vykreslime si nej-
prve na osu x proménnou AMH, na osu y modelem prirazené skére a jednotlivé body v
grafu barevné rozlisime podle véku, pricemz vykreslime body nejen pro modelem odhad-
nutd skére ale i napozorované hodnoty (obrazek 5.14). Abychom vidéli, jak se modelem
predikovana pravdépodobnost otéhotnéni pri stejnych hodnotdch AMH méni napfic¢ ruz-
nymi véky, zvolime si t¥i pevné hodnoty véku (priamér a prumér + smérodatnd odchylka).
Pro tyto hodnoty véku poté do grafu vykreslime kiivky znazornujici zavislost modelem pre-
dikované pravdépodobnosti otéhotnéni na hladiné AMH pri pevné danném véku. Prikazy,

kterymi byl graf vytvoren jsou prilozeny v sekci Ptilohy.
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Obrazek 5.14: Graf zavislosti skore a hladiny AMH s ohledem na vék

Z obrézku 5.14 vidime, ze pri stejné hladiné hormonu AMH maji vyssi ocekdvanou
pravdépodobnost otéhotnéni mladsi Zeny (zelend kiivka) a naopak pro starsi Zeny (¢ervend
kiivka) je tato pravdépodobnost nizsi. Se zvysujici se hladinou hormonu AMH se vsak tyto
rozdily zmensuji. Podivejme se nyni na oranzovou ktivku, ktera odpovida Zenam ve véku

30 let (prumérny vek). Pravdépodobnost otéhotnéni odpovida zapisu:

exp (2.49 — 0.10 %« 30 + 0.01 % 30 x AMH)

P(asp = 1|VEK = 30) = :
(asp = 1] ) = T exp (2.49 = 0.10 30 + 0.01 % 30 + AMI)

Stejnym zpusobem bychom si mohli vyjadrit pravdépodobnost otéhotnéni pro kterykoli
vék. Zamérme se vsak nyni na interpretaci regresniho koeficientu gy = 0.01, ktery odpovida

interakci proménnych. PTi dosazeni véku 30 let dostdvame:
00130 — 1 35,

Znamena to tedy, ze jednotkové zvyseni hladiny hormonu AMH u 30-ti leté Zeny znamena
1.35-krat zvyseni Sance na otéhotnéni.

Analogickym zpusobem muzeme zjistit, jak se méni modelem odhadovana pravdépo-
dobnost otéhotnéni pro stejné véky pri ruznych hladindch hormonu AMH. Na obrazku 5.15
mame odpovidajici graf, kde na ose y je modelem pritazené skore, na ose x je proménna vek
a body jsou barevné rozliSeny podle hladiny hormonu AMH. Do grafu jsou dale vykresleny

i body odpovidajici napozorovanym hodnotam.
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Obrazek 5.15: Graf zavislosti skore a véku s ohledem na hladinu AMH

Opét jsou zde vykresleny tii kiivky, které odpovidaji modelem odhadovanym pravdépo-
dobnostem otéhotnéni pro ruzné hodnoty véku pri pevné danych hodnotach hladiny AMH
(praumér + smérodatna odchylka). V tomto pripadé maji nizsi odhadovanou pravdépodob-
nost otéhotnéni pri stejnych hodnotach véku Zeny s nizs$i hladinou hormonu AMH (zelena
kiivka) a naopak Zeny s vyssi hladinou hormonu AMH maji tuto pravdépodobnost vyssi.

Podivejme, jak je vyjadrena pravdépodobnost otéhotnéni pti riznych hodnotach véku
pro prumérnou hodnotu hladiny AMH (2.83 ng/ml), kterou v grafu 5.15 predstavuje oran-

zova kiivka.

exp (249 — 0.10 % VEK + 0.01 + AMH  2.83)

P(asp = 1|AMH = 2.83) = = :
14 exp (249 — 0.10 % VEK + 0.01 « AMH % 2.83)

Odtud si miizeme vypocitat, jak se pro zenu zméni Sance na otéhotnéni za predpokladu

zvyseni véku o jeden rok pri prumérné hladiné hormonu AMH. Dostavame:

OR(Vék) — €B1+ﬁg*2.83 — 6—0.10+0.01*2.83 — 092

Zvysenim véku zeny o jeden rok se tedy za predpokladu primérné hodnoty hladiny AMH
pravdépodobnost otéhotnéni snizi 0.92-krat.
Analogickym postupem jako u modelul si miuzeme vypocitat statistiky hodnotici kva-

litu nalezeného modelu. Hodnota AUC je v tomto pripadé priblizné 0.715. Pred vypoctem
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dalsich hodnoticich statistik vsak nejprve naleznéme prahovy bod. Prahovy bod maximali-
zujici presnost tohoto modelu je P. = 0.316. Pomoci ptikazu confusionMatrix zjistime, ze
odpovidajici prenost je 0.6765. Hodnota senzitivity je 0.9706 a specificity 0.3824. Predik-
tivni hodnota pozitivniho testu je potom 0.6111 a prediktivni hodnota negativniho testu
je 0.9286. Cohenovo kappa je rovno 0.3529 (stejné jako u modelul). McNemaruv test vSak
nulovou hypotézu shody procenta skutecné pozitivnich a procenta ocekavanych pozitivnich
zamita.

Podivejme se, jaké vysledky ndm davaji testy dobré shody (tabulka 5.7), kde oproti
modelul pozorujeme zlepseni, nebot shodu pozorovanych a oc¢ekavanych hodnot zamitame

pouze rozdilovym testem deviance.

Test Hodnota test. statistiky | kritickda hodnota Zaver
Pearson 136.02 159.81 Nezamitame
Roz. test deviance 167.25 159.81 Zamitame
Hosmer-Lemeshow C 14.93 15.51 Nezamitédme
Hosmer-Lemeshow H, 12.79 15.51 Nezamitame

Tabulka 5.7: Testy dobré shody pro model2

Hodnota testové statistiky pro Kolmogoroviv-Smirnoviv test je KS = 0.353, kriticka
hodnota je opét 0.233. Stejné jako u modelul tedy zamitame hypotézu o shodé distribu¢nich
funkci skére tspésnych a netspésnych pripadi.

V tomto pifpadé mame 71.30% konkordantnich, 28.33% diskorantnich a pouze 0.37%
vazanych part. Hodnoty koeficientii hodnoticich miry asociace mezi pozorovanymi a oce-
kavanymi hodnotami jsou uvedeny v tabulce 5.8. Tyto hodnoty jsou nizsi nez u modelul,

nedoslo vsak k nijak zasadnimu poklesu.

Koeficient Hodnota
Kendallovo 7, 0.216
Kendallovo 7 0.306
Somersovo D, 0.431

Goodmanovo-Kruskalovo ~ 0.430

Tabulka 5.8: Miry asociace pro model2

5.4.2. Analyza vlivu hladiny AMH a FSH na pravdépodobnost
otéhotnéni

Opét si nejprve vykresleme graf zavislosti hladiny AMH a FSH. Barevné si rozliSme

pripady s ipésnou a nispésnou lécbou. Graf ziskdme v knihovné ggplot2 prikazem:

65



> ggplot(newdata, aes(x=amh, y=fsh, color=asp))+
geom_point() + geom_smooth(method = "1lm",se=FALSE)
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Obrézek 5.16: Graf zavislosti AMH a FSH podle vysledku 1écby

Z obréazku 5.16 vidime, ze hodnota hladiny hormonu FSH se pro skupinu tspésnych pozo-
rovani napti¢ vSemi hladinami hormonu AMH nijak vyrazné neméni a kolisa kolem hodnot
5-10 TU/1. Pro netispésnd pozorovani se vSak hladina tohoto hormonu pohybuje po celé
skale (0-20 TU/1) a odpovidajici hladina hormonu AMH se az na vyjimky pohybuje do 5
ng/ml.

Pokud bychom chtéli modelovat nejen vliv hladiny hormonu AMH, ale i hladiny hor-
monu FSH (bez interakei), zjistili bychom, Ze regresni koeficient odpovidajici pravé hor-
monu FSH neni statisticky vyznamny. Je to ddano tim, Ze hladina hormonu FSH je ko-
relovana s hladinou hormonu AMH. Pfipomenme, ze mezi FSH a AMH je Spearmantiv
korelac¢ni koeficient roven —0.513. Jestlize vSak model obsahuje interakci mezi obéma pro-
ménnymi, je odpovidajici regresni koeficient vyznamny. Nejlepsim nalezenym modelem

obsahujici obé proménné je nasledujici:

logit(P(Y = 1)) = By + (1 * FSH + 3, *x FSH * AMH.

V modelu neni zdmérné zahrnuta proménna AMH, nebot odpovidajici regresni koefici-

ent poté vychazi nevyznamny. V softwaru dostaneme tento model nasledovné:
> model3=glm(asp~amh:fsh+fsh,data=newdata,family=binomial)
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> summary (model3) # ob& proménné statisticky v§yznamné, intercept ne

Call:
glm(formula = asp ~ amh:fsh + fsh, family = binomial, data = newdata)

Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-1.8873 -0.9972 -0.1171 1.0711 1.6593

Coefficients:
Estimate Std. Error z value Pr(>|zl)

(Intercept) 0.45151 0.565642 0.813 0.41626

fsh -0.14061 0.05137 -2.737 0.00620 **
amh:fsh 0.03941 0.01299 3.033 0.00242 =*x*
Signif. codes: 0 “*%x’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘x> 0.05 “.” 0.1 ¢ ’ 1

(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)

Null deviance: 188.54 on 135 degrees of freedom
Residual deviance: 167.24 on 133 degrees of freedom
AIC: 173.24

Number of Fisher Scoring iterations: 4

Vidime, ze hodnota AIC je v tomto pripadé nejmensi. Naopak hodnota AUC je rovna 0.704
a je tak z téchto tfi model nejnizsi.

Podobné jako u predchoziho modelu si namisto intepretace jednotlivych regresnich ko-
eficienti vykreslime grafy znazornujici zavislost modelem odhadnuté pravdépodobnosti
otéhotnéni na obou uvazovanych proménnych (obrazky 5.17 a 5.18). Pravdépodobnost je

v tomto pripadé rovna:

Plasp = 1) = —=P (0.45 — 0.14  FSH + 0.04 * FSH * AMH)
@ = T exp (0.45 — 0.14 % FSH + 0.04 # FSH % AMH)

Nejprve na osu x vykreslime hladinu hormonu AMH a na osu y modelem prifazené skore.
Do grafu opét vykreslime kromé bodii odpovidajicich modelem prifazenému skore také
napozorované hodnoty. Jednotlivé body v grafu, barevné rozlisime podle hladiny hormonu

FSH (obrazek 5.17). I v tomto ptipadé zvolime t¥i hodnoty hladiny hormonu FSH (prumér
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a + smérodatnd odchylka), pro které do grafu vykreslime kiivky odpovidajici zavislosti

modelem predikované pravdépodobnosti otéhotnéni na hladiné hormonu AMH.
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Obréazek 5.17: Graf zavislosti skére a hladiny AMH s ohledem na hladinu FSH

Vidime, ze pfi hladiné hormonu AMH priblizné 3.5 ng/ml je pravdépodobnost oté-
hotnéni pro vsechny hodnoty hladiny hormonu FSH ptiblizné 0.60. Jestlize vsak budeme
uvazovat hodnoty hormonu AMH nizsi nez 3.5 ng/ml, pak maji vyssi pravdépodobnost oté-
hotnéni zeny s nizsi hladinou hormonu FSH a naopak pii hodnotach hormonu AMH vyssich
nez 3.5 ng/ml maji vyssi pravdépodobnost otéhotnéni zeny s vyssi hladinou hormonu FSH.
Dosadme si do rovnosti pro pravdépodobnost primérnou hodnotu hladiny hormonu FSH
(9.31 1U/1). Ziskame:

exp (0.45 — 0.14 % 9.31 4+ 0.04 % 9.31 « AMH)

P(asp = 1|FSH=9.31) = .
(asp =1] ) = T exp (045 — 014 9.31 + 0.04 + .31 » AMH)

Muzeme tedy opét interpretovat regresni koeficient [y odpovidajici interakci v modelu
jako zménu Sance na otéhotnéni pti jednotkové zméné hormonu AMH a pii dané hladiné
hormonu FSH. Konkrétné pro priumérnou hodnotu hormonu FSH dostavame, ze se Sance
na otéhotnéni pii jednotkovém zvyseni hladiny hormonu AMH zvys{ 904931 = 1 45-kr4t.

Zbyva zjistit, jak se méni modelem odhadovand pravdépodobnost otéhotnéni pro stejné
hodnoty hormonu FSH v zavislosti na riznych hodnotdch hormonu AMH. Opét si vykres-
lime graf (obrazek 5.18 kde na osu x vykreslime hladiny hormonu FSH, na osu y mode-

lem predikovanou pravdépodobnost otéhotnéni a body v grafu (pro skére i napozorované
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hodnoty) barevné rozlisime podle hladiny hormonu AMH. Déle do grafu vykreslime kiivky
odpovidajici modelem odhadované pravdépodobnosti otéhotnéni pro hodnoty hladiny FSH
pti pevné danych hodnotdch AMH (prumér + smérodatnd odchylka).
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Obrazek 5.18: Graf zavislosti skore a hladiny FSH s ohledem na hladinu AMH

Z obrazku 5.18 vidime, ze pti nizsich hodnotach hladiny hormonu FSH je modelem pre-
dikovana pravdépodobnost otéhotnéni pro vsechny hladiny hormonu AMH priblizné stejna.
Se zvysujici se hladinou hormonu FSH se vsak tato pravdépodobnost pro riizné hodnoty
hladiny hormonu AMH lisi, pricemz vyssi odhadovanou pravdépodobnost otéhotnéni pri
stejné hodnoté hladiny hormonu FSH maji Zeny s vyssi hladinou hodmonu AMH (¢ervend
kiivka). Naopak nizsi odhadovanou pravdépodobnost otéhotnéni maji pti stejné hodnoté
hladiny hormonu FSH Zeny s nizsi hladinou hormonu AMH (zelena krivka).

Vyjadreme si nyni rovnost pro modelem odhadovanou pravdépodobnost otéhotnéni pri

prumérné hodnoté hladiny hormonu AMH (oranzova krivka).

exp (0.45 — 0.14 * FSH + 0.04 + FSH # 2.83)
P(asp = 1] AMH=2.83) = .
(asp =1 ) = T exp (0.45 — 0.14 + FSH + 0.04  FSH # 2.83)

Z této rovnosti si muzeme vypocitat, jak se pri pramérné hladiné hormonu AMH (2.83
ng/ml) zvySenim hladiny hormonu FSH o jednotku zméni Sance na otéhotnéni. Vypocet je

nasledovny:
OR(FSH) — 6614—52*2.83 — 6—0.14+0.04*2.83 — 097
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Znamena to tedy, ze zvyseni hladiny hormonu FSH o jednotku u Zeny, ktera ma priimérnou
hladinu hormonu AMH (2.83 ng/ml), znamena 0.97-krat snizeni Sance na otéhotnéni.

Analogickym zpusobem jako u modelul muzeme opét zjistit, ze prahovy bod maximali-
zujici presnost (0.6985) je P. = 0.425. Odpovidajici hodnota senzitivity je 0.8529, hodnota
specificity je 0.5441, prediktivni hodnota pozitivniho testu je 0.6517 a prediktivni hodnota
negativniho testu je 0.7872. Cohenovo kappa je rovno 0.3971 (vyssi nez u predchézejicich
model). I v tomto pripadé vsak hypotézu McNemarova testu zamitame. Hodnoty téchto
statistik jsme opét ziskali pomoci ptrikazu confusionMatrix.

V tabulce 5.9 jsou uvedeny hodnoty testovacich statistik pro testy dobré shody vcetné
kritickych hodnot a vysledku testu.

Test Hodnota test. statistiky | kriticka hodnota Zaver
Pearson 132.21 159.81 Nezamitadme
Roz. test deviance 167.24 159.81 Zamitame
Hosmer-Lemeshow C, 11.03 15.51 Nezamitame
Hosmer-Lemeshow H, 7.80 15.51 Nezamitame

Tabulka 5.9: Testy dobré shody pro model3

I v pripadé tohoto modelu tedy zamitame hypotézu o shodé pozorovanych a ocekava-
nych hodnot pouze podle rozdilového testu deviance.

Hodnota Kolmogorovova-Smirnovova testu KS = 0.397, odpovidajici kritickd hodnota
jeopét 0.233. I v tomto pripadé tedy zamitame hypotézu o shodé distribu¢nich funkei skore
uspésnych a netspésnych pripadi.

Konkordantnich part mame 70.24%, diskorantnich 29.39% a vazanych 0.37%. Hodnoty
koeficient®t hodnoticich miry asociace mezi pozorovanymi a oc¢ekavanymi hodnotami jsou

uvedeny v tabulce 5.10. Tyto hodnoty jsou nizsi nez hodnoty pro oba predchazejici modely.

Koeficient Hodnota
Kendallovo 7, 0.206
Kendallovo 7, 0.291
Somersovo D, 0.410

Goodmanovo-Kruskalovo ~ 0.409

Tabulka 5.10: Miry asociace pro model3
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5.5. Vybér modelu

Protoze pridani dalsich proménnych do modelu nevede k jeho vylepseni, ziistaneme
u uvedenych t¥i modeli. V této ¢asti prace si vypocitame dalsi hodnotici statistiky, pomoci
kterych uvazované modely porovname.

Pfipomenme, Ze nejnizsi hodnotu AIC mé model3 (173.24) a model2 (173.25). Nejvyssi
presnost ma model3 (69.85%) a modell (69.12%). Naopak nejvyssi hodnotu AUC ma
modell (0.723) a model2 (0.715).

Vypocitejme si jesté hodnoty Bayesova informacniho kritéria pro dané modely. Pri-
model2 (181.983), zatimco pro modell je tato hodnota rovna 182.587 .

Podivejme se na hodnoty koeficientt determinace pro jednotlivé modely (tabulka 5.11).

Tyto hodnoty ziskame v knihovné pscl prikazem pR2("nédzev modelu").

McFaddentuv | Coxové-Snelliv | Nagelkerktv
Modell 0.084 0.110 0.146
Model2 0.113 0.145 0.193
Model3 0.113 0.145 0.193

Tabulka 5.11: Koeficienty determinace

Z vysledkl vidime, ze nejlépe vychazi hodnoty druhého a tfetiho modelu. I s prihléd-
nutim k predchozim hodnoticim statistikim tedy muzeme Tici, ze druhy a treti model
srovnatelné dobre popisuji dostupna data.

Shriime jesté na zavér nalezené modely, které jsou ve tvarech:
Model2 : logit(P(Y = 1)) = 2.486 — 0.104 * VEK + 0.008 * AMH * VEK.

Model3 : logit(P(Y = 1)) = 0.452 — 0.141 « FSH + 0.039 « AMH x FSH.

V tabulce 5.12 jsou pro prehlednost a snazsi porovnani uvedeny nékteré vlastnosti téchto

modelt.
Na zakladé tabulky 5.12 mizeme fict, ze model2 ma oproti modelud vyssi hodnotu

senzitivity a prediktivni hodnotu negativniho testu. Jinymi slovy, model2 méa vysokou
uspésnost ve spravné klasifikaci tspésnych pripada (jako uspésnd oznacéi 97.1% pozoro-
vani ze skutecné tspésnych) a jestlize bylo pozorovani klasifikoviano jako tspésné, potom
mame pravdépodobnost 61.1%, Ze je skutecné tispésné. Dale jestlize bylo pozorovani kla-

sifikovano jako netspésné, potom pravdépodobnost Ze je skuteéné netspésné je 92.9%. Na
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Model2 | Model3

Presnost 0.677 0.699
Senzitivita 0.971 0.853
Specificita 0.382 0.544

Pred. hod. poz. testu | 0.611 0.652
Pred. hod. neg. testu | 0.929 0.787

Tabulka 5.12: Shrnuti vyslednych modela

druhou stranu je vsak hodnota specificity tohoto testu pouze 0.382, coz znamena, ze model
ozna¢i pouze 38.2% skutecné netspésnych pripadu jako nedspésné. Oproti tomu model3
vykazuje vyssi hodnotu presnosti, specificity a prediktivni hodnoty pozitivniho testu. Tento
model oznaci 54.4% pozorovani ze skutecné netuspésnych jako nedspésna a 78.7% pozoro-
vani z modelem oznacenych jako netspésné je skutecné netspésnych. Navic mtizeme Tici,
ze 65.2% modelem klasifikovanych pozorovani jako tispésnd jsou skutecné Gspésnd a pritom
tento model oznadi jako tspésnd celkem 85.3% pozorovani ze skuteéné tspésnych.

Z provedené analyzy vyplyva, ze druhy a tfeti model srovnatelné dobte popisuji nase
data. Navzajem se vsak lisi v schopnostech spravné predikce tispéSnych a netdspésnych
pozorovani. Jestlize by tedy bylo nasim cilem spravné urcit co nejvice ispésnych pozorovani,
vybrali bychom si model2. Pokud by ndm vsak zédlezelo i na spravné klasifikaci netispésnych
pripadi, pak je pro nas vyhodnéjsi model3, ktery ma zaroven dobrou schopnost rozpoznat

uspésna pozorovani.
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Zaver

Cilem této préce byla analyza vlivu hladiny antimiilleridnského hormonu na pravdeé-
podobnost otéhotnéni u zen lé¢enych na neplodonost. Analyzu jsme provedli na zakladé
realnych dat metodou logistické regrese, se kterou jsme se nejdrive seznamili na teoretické
rovineé.

V prvni kapitole jsme si predstavili princip tvorby logistického regresniho modelu a
seznamili jsme se s pojmy jako je naptiklad Sance, logit nebo pomér sanci, které jsou
s logistickou regresi spojeny.

V kapitole druhé jsme se vénovali teoretickym postuptim hleddni odhadi regresnich
koeficientt. Konkrétné jsme se seznamili s metodou maximalni vérohodnosti, kterda ma své
vyuziti nejen v logistické regresi. Tato metoda vsak v ptipadé logistické regrese vyusti v
soustavu nelinearnich rovnic, které je treba Tesit iteracnimi metodami. V této préaci jsme
si predstavili dvé znich, konkrétné Newtonovu-Raphosonovu metodu a iterativni vazenou
metodu nejmensich ¢tverct.

Ve treti kapitole jsme se vénovali metodam pro vybér vhodného modelu. Probrali jsme
moznosti testovani hypotéz o podmodelech a seznamili se s nékterymi statistikami, které
slouzi k porovnéani kvality vice modeltt mezi sebou.

Ve ctvrté kapitole se seznamili se statistikami, které hodnoti model jako takovy. Hod-
noty téchto statistik nas informuji napriklad o tom, jak dobry model se nam podarilo nalézt
nebo jak dobre popisuje a klasifikuje data.

Konec¢né v posledni (paté) kapitole jsme se vénovali praktické analyze dat. Nejprve jsme
se seznamili s datovym souborem a predstavili si vSechny dostupné proménné. S pomoci
nastroju popisné statistiky jsme si ukazali, jak se jednotlivé proménné chovaji a az poté
jsme zacali samotnou analyzu.

Nejprve jsme provedli analyzu vlivu hladiny antimiilleridnského hormonu na pravdé-
podobnost otéhotnéni u zen 1é¢enych na neplodnost véetné vypoctu hodnoticich statistik.
Poté jsme se pokusili pridavanim dalsich dostupnych proménnych vytvorit model, ktery by
data popisoval jesté lépe. Podarilo se ndm nalézt dva takové modely. Prvni model uvazuje

vliv nejen antimiillerianského hormonu, ale také vliv véku Zeny. Druhy nalezeny model
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uvazuje vliv antimiillerianského a folikulostimula¢niho hormonu. Tyto dva modely jsme
na zakladé vypoctenych statistik vyhodnotili jako lepsi nez model ptuvodni. P¥i pokusu
o srovnani téchto dvou modeli navzajem jsme vsak dospéli k zavéru, ze oba modely srov-
natelné dobte popisuji nase data, lisi se vSak ve schopnostech spravné klasifikace tspésnych
a neuspésnych pripadi.

Model analyzujici vliv véku a hladiny hormonu AMH na pravdépodobnost otéhot-
néni ma velmi dobrou schopnost spravné predikovat pozorovani jako tispésna, jestlize jsou
opravdu uspésna. Dalsim kladem tohoto modelu je vysoka pravdépodobnost, ze bude po-
zorovani neuspésné, jestlize bylo jako nedspésné oznaceno, nicméné velikou nevyhodou
tohoto modelu je nizka specificita, tedy schopnost oznacit jako netispéch pozorovani, které
je skuteéné netspésné. Z toho plyne, Ze nejen uspésna pozorovani, ale i velkd c¢ast ne-
uspésnych pozorovani jsou klasifikovana jako uspésna a klesa tedy pravdépodobnost, ze
jestlize bylo pozorovani oznaceno jako uspésné, bude skuteéné tspésné. Model analyzujici
vliv hladiny hormoni AMH a FSH na pravdépodobnost otéhotnéni mé oproti predcho-
zimu modelu horsi schopnost oznacit jako tspéch skutecné tspésna pozorovani, nicméné
schopnost spravné klasifikace netdspésnych pozorovani je vyssi.

P1i vybéru modelu pro predikci pravdépodobnosti otéhotnéni je tedy tfeba brat zietel
na vyse uvedené vlastnosti obou modeli. Model2 je vyhodnéjsi pro pripad, kdy chceme pre-
devsim spravneé klasifikovat ispésna pozorovani nebo chceme mit vysokou pravdépodobnost
neuspéchu pri klasifikaci pozorovani jako netspéch. Nicméné pro situace, kdybychom chtéli
predevsim spravné klasifikovat netispésna pozorovani je vhodnéjsi model3, ktery zaroven

disponuje dobrou schopnosti spravné klasifikovat tispésna pozorovani.

74



Prilohy

Obrazek 5.6 pravdépodobnost otéhotnéni v zavislosti na AMH

library(dplyr)

newdata$amh sk <-case when(amh <=1.5 ~ "1",
amh > 1.5 & amh <=3 ~ "2",
amh > 3 & amh <=4.5 ~ "3",
amh > 4.5& amh <=6 ~ "4",
amh > 6 & amh <=7.5 ~ "bH",
amh > 7.5 & amh <=9 ~ "6",
amh > 9 & amh <=10.5 ~ "7",
amh > 10.5& amh <=12.5 ~ "8")

attach(newdata)

table(asp,amh_sk)
cetnosti=c(sum(asp[amh_sk==1])/sum(amh_sk==1),
sum(asp[amh_sk==2])/sum(amh_sk==2),
sum(asp [amh_sk==3]) /sum(amh_sk==3),
sum(asp [amh_sk==4]) /sum(amh_sk==4) ,
sum(asp [amh_sk==5])/sum(amh_sk==5),
sum(asp [amh_sk==6]) /sum(amh_sk==6) ,
sum(asp[amh_sk==7])/sum(amh_sk==7),
sum(asp[amh_sk==8]) /sum(amh_sk==8))
cetnosti

xko=seq(1.5,12,by=1.5)
dat=cbind(cetnosti,xko)
datl=as.data.frame(dat)
model$coefficients
bO=model$coefficients[1]
bl=model$coefficients[2]
a=exp(b0+1.5%b1)/(1+exp(b0+1.5%b1))
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b=exp (b0+3*b1) /(1+exp (b0+3%bl))
c=exp(b0+4.5%b1)/(1+exp(b0+4.5%b1))
d=exp (b0+6%*b1) / (1+exp(b0+6%*b1))
e=exp(b0+7.5xb1) /(1+exp (b0+7.5%b1))
f=exp (b0+9*b1) / (1+exp (b0+9%b1))
g=exp(b0+10.5%b1) /(1+exp(b0+10.5%b1))
h=exp (b0+12%b1) / (1+exp(b0+12xb1))
dat1$prob=c(a,b,c,d,e,f,g,h)
attach(datl)
library(ggplot2)
ggplot( datl, aes(x=xko, y=cetnosti)) +
geom_point ()+
geom_line (aes(x=xko,y=prob))+
labs(y = "Podil oté&hotnéni",x="AMH")

Krizova validace
>library(caret)

>crossValSettings=trainControl (method = "repeatedcv",number=10,
savePredictions = TRUE)

>crossvall=train(as.factor(asp)~amh,data=newdata, family="binomial",

method="glm" ,trControl=crossValSettings)

>crossvall

ROC krivka a hodnota AUC

>prob=predict (modell,newdata, type="response")
>prob # odhadnuté psti pro jednotliva pozorovani
>pred=prediction(prob, asp)
>pred # predikce pro poz. na z&kladé odh. psti
>roc=performance(pred,measure = "tpr",x.measure = "fpr")
>plot(roc, colorize=T,

ylab="Senzitivita",

xlab="1-Specificita",

main="ROC kfivka")
>abline(a=0,b=1)
>auc= performance(pred, measure = "auc")

>auc@y.values
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Volba prahového bodu

# Prahovy bod maximalizujici presnost

>acc=performance (pred,"acc")
>ac.val=max(unlist(acc@y.values))

>ac.val # presnost

>cut=unlist(acc@x.values) [unlist(accQy.values)==ac.val]
>cut # prahovy bod

# Grafické zndzornéni
>plot(acc, xlab="Prahovy bod",ylab="Pfesnost")

>abline(v=cut, col=’blue’,lty=2)

# Prahovy bod - senzitivita a specificita vyvéaZené
>opt.cut = function(perf, pred){
cut.ind = mapply(FUN=function(x, y, p){
d=(x- 02+ (y-1)"2
ind = which(d == min(d))
c(sensitivity = y[[ind]], specificity = 1-x[[ind]],
cutoff = p[[ind]])
}, perf@x.values, perf@y.values, pred@cutoffs)

}
>print (opt.cut(roc, pred))

Obrazek 5.9 odhady pro pravdépodobnost otéhotnéni

newdata$asp=factor (newdata$asp)

library(ggplot2)

ggplot (newdata, aes(amh, prob)) +
geom_point(aes(color = asp))+
scale color_manual (breaks = c("0", "1"), values=c("red", "blue"))+
labs(y = "Skoére",x="AMH")+
geom_hline(yintercept =cut0ff, linetype="dashed", color = "black")+
annotate(geom="text", label="Prahovy bod", x=10, y=cut0ff, vjust=-1)

Testy dobré shody

# Pearsoniv test dobré shody

>si=fitted.values(modell)
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>P=sum(((asp-si)~2)/(si*x(1-s1)))
>m=length(modell\$coefficients)
>n=length (asp)

>p=n-m-1

>qchisq(0.95,p) # Krit. hodnota

# Rozdilovy test deviance
>D=-2*(sum((si*log(si/(1-si)))+log(l-si)))
>qchisq(0.95,p)

# Hosmer-Lemeshow
>install.packages("MKmisc")

>library(MKmisc)
>HLgof .test(fit = fitted(modell), obs = newdata$asp)

Kolmogoroviv-Smirnoviv test dobré shody

KS=max (roc@y.values[[1]]-roc@x.values[[1]])

KS
nl=sum(asp==1)

n0=sum(asp==0)
1.36%(sqrt((n1+n0)/(n1*n0))) # krit. hodnota->zamitame

Miry asociace modelu

OptimisedConc=function(model)

{
Data

cbind (model$y, model$fitted.values)
Datal[Datal,1] == 1,]
zeros = Data[Datal,1] == 0,]

conc=matrix (0, dim(zeros) [1], dim(ones) [1])

ones

disc=matrix (0, dim(zeros)[1], dim(ones) [1])
ties=matrix(0, dim(zeros)[1], dim(ones) [1])
for (j in 1:dim(zeros) [1])
{
for (i in 1:dim(ones) [1])
{
if (ones[i,2]>zerosl[j,2])
{conc[j,i]=1}
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else if (ones[i,2]<zeros[j,2])
{disc[j,i]=1}

else if (ones[i,2]==zeros[j,2])
{ties[j,i]=1}

}
Pairs=dim(zeros) [1]*dim(ones) [1]
PercentConcordance=(sum(conc)/Pairs)*100
PercentDiscordance=(sum(disc)/Pairs)*100
PercentTied=(sum(ties) /Pairs)*100
PercentConcordance=(sum(conc) /Pairs)*100
PercentDiscordance=(sum(disc)/Pairs)*100
PercentTied=(sum(ties)/Pairs)*100
N<-length(model$y)
gamma<- (sum(conc)-sum(disc))/Pairs
Somers_D<-(sum(conc)-sum(disc))/(Pairs-sum(ties))
k_tau_a<-2*(sum(conc)-sum(disc))/(N*x(N-1))
return(list ("Percent Concordance"=PercentConcordance,
"Percent Discordance"=PercentDiscordance,
"Percent Tied"=PercentTied,
"Pairs"=Pairs,
"Gamma'"=gamma,
"Somers D"=Somers D,
"Kendall’s Tau A"=k tau a))
return(list ("Percent Concordance"=PercentConcordance,
"Percent Discordance"=PercentDiscordance,
"Percent Tied"=PercentTied,
"Pairs'"=Pairs))
}
OptimisedConc (modell)

Obrazek 5.13 Graf zavislosti skére a hladiny AMH s ohledem na vék

model2$coef

b0 <- model2$coef[1]
bl <- model2$coef [2]
b2 <- model2$coef [3]
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prob=fitted.values(model2)
mean (vek)
mean (vek)+sd (vek)

mean (vek)-sd (vek)
# do grafu chceme pridat:

HHHHH AR R
# 1. kiivku pro vek=30 (mean)

# 2. k¥ivku pro vek=25 (mean-sd)
# 3. kfivku pro vek=36 (mean+sd)

# vypocet:

# 1. zafix. v&k=30 -> logit(P(asp=1))=b0+b1*30+b2*30*amh
# -> P(asp=1|vek=0)=exp(logit)/(1+exp(logit))
logit1=b0+(b1*30)+(b2# (30*amh))

logitl

psti=(exp(logit1))/((1+exp(logitl)))

pstl

# 2. zafix. v8k=25 -> logit(P(asp=1))=b0+b1*25+b2*25%amh
# -> P(asp=1|vek=0)=exp(logit)/(1+exp(logit))
logit2=b0+(b1%25)+(b2+* (25%amh))

logit2

pst2=(exp(logit2))/((1+exp(logit2)))

pst2

# 3. zafix. v8k=36 -> logit(P(asp=1))=b0+b1*36+b2*36*amh
# -> P(asp=1|vek=0)=exp(logit)/(1+exp(logit))
logit3=b0+(b1%36)+(b2* (36*amh))

logit3

pst3=(exp(logit3))/((1+exp(logit3)))

pst3

## vysledny graf
ggplot (newdata,aes (x=amh, y=prob,color=vek))+
geom_point ()+

geom_point (aes(y=asp))+
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scale_color_continuous(low="green" ,high="red")+
geom_line(aes(x=amh,y=pstl),colour="orange")+
geom_line(aes(x=amh,y=pst2),colour="green")+
geom_line(aes(x=amh,y=pst3),colour="red")+

geom_text (aes(x=0.8,y=0.56,1label="mean-sd"),color="green")+
geom_text(aes(x=0.6,y=0.33,1label="mean"),color="orange")+
geom_text(aes(x=0.9,y=0.15,1label="mean+sd") ,color="red")+
xlab("AMH") + ylab("Skére")
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