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Abstrakt

Tato bakalarska praca sa zaobera roznymi typmi korelaénych koeficientov a ich vlastnostami
Vv zavislosti od rozlozenia dat. Teoretickd Cast’ prace obsahuje definicie jednotlivych typov
korela¢nych koeficientov a testov suvisiacich s touto problematikou. Prakticka ¢ast’ porovnava
chovanie parametrickych a neparametrickych korelacnych koeficientov v réznych pripadoch.
Toto porovnanie je realizované v programe MATLAB.

Abstract

This bachelor’s thesis deals with different types of correlation coefficients and their properties
depending on the data layout. The theoretical part of this work contains definitions of various
types of correlation coefficients and tests related with this issue. The practical part compares
the behaviour of parametric and nonparametric correlation coefficients in different situations.
This comparison is realised in program MATLAB.
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Uvod

V kazdodennom zivote sa stretavame s tym, ze jednotlivé javy su na sebe navzajom zavislé
a vzajomne sa ovplyvnuju. Preto ¢asto hl'adame cestu, ako G¢inne vyjadrit’ vzajomnu zavislost’
dvoch, pripadne viacerych javov. V oblasti matematickej Statistiky je nastrojom na skimanie
tejto zavislosti korelacna analyza.

V tejto praci sa obmedzime na zavislost' dvoch veli¢in, ktorej sa v dvojrozmernej
Statistike venuje jednoduché korela¢na analyza. Prostriedkom na vyjadrenie tejto zavislosti je
v korelacnej analyze korela¢ny koeficient. Samotny korela¢ny koeficient je v§ak ovplyvneny
tym, ako su v skimanej vzorke rozlozené data. Prave v zavislosti od rozlozenia dat vo vzorke
sa odvija to, ktory typ korela¢ného koeficientu je vhodné pouzit. Vhodnou volbou typu
koeficientu méZeme zamedzit’ tomu, aby boli ziskané vysledky skreslené a davali nepresny
popis skimaného vzt'ahu medzi veli¢inami.

Tato praca pozostava ztroch kapitol, v ktorych su rozobrané zakladné pojmy
Z jednoduchej korelacnej analyzy. V prvej kapitole si zadefinujeme korelaény koeficient
a uvedieme jeho zdkladné vlastnosti. Néasledne uvedieme niekol’ko najpouzivanejSich typov
korelaénych koeficientov. Druhd kapitola pozostava z tedrie tykajicej sa roznych testov
spojenych s korelacnymi koeficientami. Tretiu kapitolu tvori prakticka cast’, ktora sa tyka
spominaného faktu, Ze korelacia medzi dvoma veli¢inami moze byt ovplyvnena rozlozenim dat
vo vzorke. V prostredi MATLAB porovname chovanie réznych korela¢nych koeficientov
v zavislosti na roznych faktoroch, ako je rozsah stboru ¢i rozdelenie oboch velicin
vystupujucich vo vypocte korelacie.
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1 Korela¢ny koeficient

Ak by sme mali vo vSeobecnosti vysvetlit' vyznam slova korelacia, mohli by sme ho oznacit’
ako hodnotu stupia vzajomnej asociacie dvoch veli¢in. Skuto¢nost’, kedy dve veli¢iny spolu
asociuju (koreluju) zachytava fakt, ze hodnoty jednej veli¢iny maju tendenciu sa vyskytovat
spolo¢ne s hodnotami druhej veli¢iny. Miera tejto tendencie je vSak prirodzene rézna. V praxi
sa moze pohybovat od neexistujucej korelacie az po absolutnu korelaciu. Samotné
konstatovanie, Zze dve veli¢iny spolu koreluju, pripadne nekorelujii, ndm prirodzene nestaci.
Preto bol pre meranie korelacie navrhnuty korelacny koeficient. Ten je ale ovplyvneny typom
dat vo vzorke. Kvoli tomuto faktu bolo navrhnutych hned niekolko typov korelacnych
koeficientov. [5, 6]

Este pred samotnym rozhodnutim o pouziti konkrétneho korelacného koeficientu
potrebujeme logicky analyzovat’ skimany problém. Uz len logicka ivaha nam ¢asto napovie,
kedy je korelaciu zbyto¢né merat’ z dovodu, Ze je skreslena, pripadne vobec neexistuje. Medzi
takéto pripady patri napriklad formalna korelacia, ktora vznika pri zistovani korelacie
percentualnych charakteristik dopiiajtcich sa do 100 %. Dalsim faktorom, ktory skresluje
hodnotu korelacného koeficientu, je nehomogenita Studovaného stboru. Pri dvojrozmernych
metodach skimania sa mozeme Casto stretnut’ s faloSnou korelaciou medzi veli¢inami X aY,
ktora vznika v dosledku nezohl'adnenia vplyvu jednej, pripadne viacerych d’alSich veli¢in. Je
nutné poznamenat’, Ze na zaklade korelacie velicin nemdZeme usudzovat ich pri¢inny vztah.
Teda na zaklade faktu, ze veli¢iny spolu koreluji, nemézeme vyvodit’ zaver o tom, ze by sa
navzajom podmienovali. [5, 6]

Tato kapitola nam poslazi na zavedenie zakladnych pojmov nutnych pre definiciu
samotného korelacného koeficientu. Nasledne sa oboznadmime s réznymi druhmi korelaénych
koeficientov.

1.1 Definicia korelacného koeficientu

Este pred samotnou definiciou korelacného koeficientu si zavedieme pojmy potrebné pre jeho
definovanie.

Kovariancia: Rovnako ako korelacia, aj kovariancia patri ku charakteristikim, ktoré Ciselne
vyjadruju linearnu zavislost medzi veli¢inami X a Y. Definujeme ju nasledujucim vztahom:

CX,Y) = E([X — EQOIIY — E(N)). (1.1)
Pre prakticky vypocet sa vSak CastejSie pouziva vztah:
CX,Y)=EX-Y)—EX)-E(), (1.2)

kde E(X) je stredna hodnota nahodnej veli¢iny X definovana vztahom:

E(X) = f X(w)dP (). (1.3)

wen

Poznamka: Vo vztahu pre vypocet strednej hodnoty nahodnej veli¢iny X je P(w)
pravdepodobnostna miera urcujica rozdelenie nadhodnej veliiny X.

Kovariancia nadobuda hodnoty z intervalu (—oo, ). Svojim znamienkom nam dava
informaciu o tom, ¢i je vztah medzi nami skimanymi veli¢inami priamy alebo nepriamy.
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Pokial' sa nadpriemerné (podpriemerné) hodnoty veli¢iny X zdruzuji S nadpriemernymi
(podpriemernymi) hodnotami veli¢iny Y, bude kovariancia kladna. Teda spolo¢ne s narastom
hodndt jednej veliCiny rasti aj hodnoty druhej veli¢iny, a naopak s poklesom hodnét jednej
veli¢iny klesaji aj hodnoty druhej veliCiny. Pokial sa nam zdruzuji nadpriemerné
(podpriemerné) hodnoty jednej veli¢iny s podpriemernymi (nadpriemernymi) hodnotami
druhej veliciny, bude kovariancia zaporna. To znamena, zZe S narastom hodnot jednej veli¢iny
klesaju hodnoty druhej veli¢iny a naopak. Nulova kovariancia nam dava informaciu o tom, Ze
medzi veli¢inami neexistuje linedrna zavislost. Nemusi to vSak eSte znamenat, Ze medzi
znakmi neexistuje iny nelinearny vztah. [2]

Korelacia: Ked’Ze ndm kovariancia nehovori ni€ o sile linearneho vztahu medzi veli¢inami, je
prirodzen¢ hladat’ efektivnejSi prostriedok na vyjadrenie tohto vzt'ahu. Tym je korela¢ny
koeficient, ktory definujeme vztahom:

X—E((X) Y—-E(Y) C(X,Y)
pLEY) = E( /o) /D) >= /D0 - D(¥Y 5
kde D(X) je rozptyl nahodnej veli¢iny X definovany vzt'ahom:
D(X) = E([X — ECOT). (1.5)

Poznamka: Vyraz /D (X) vo vzorci (1.4) pre vypocet korelaéného koeficientu sa nazyva aj

smerodajna odchylka o(X). Plati: 0(X) = /D (X). Vypocet korelacného koeficientu ma teda
zmysel v pripade, Ze su obe smerodajné odchylky nenulové.

Korela¢ny koeficient je bezrozmerné Cislo, nezavislé na tom, v akych jednotkach boli
merané nahodné veli¢iny X aY. Nadobuda hodnoty z intervalu (—1,1). Kladné hodnoty
koeficientu znamenajt kladnt korelaciu, zaporné hodnoty znamenaju zapornu korelaciu. Cim
viac sa hodnota korela¢ného koeficientu blizi k hodnote 1 (respektive —1), tym silnejsi je
linearny vzt'ah medzi skimanymi veli¢inami X a Y. Hodnota korela¢ného koeficientu bliZziaca
sa k nule nam indikuje slabnutie tohto linearneho vzt'ahu. Nemo6zeme vsak usudit, ze v pripade
jeho nulovej hodnoty st veli¢iny X a Y nezavislé. M6Ze medzi nimi existovat’ ina ako linearna
zavislost’. [2, 3]

A A
L o ® * °
L @ ®
., o ° . .
] ® °
° .. ® ® o e ©

L]

[ ] ®
e ©
L]
> >
Obrazok 1.1: Kladna korelacia Obrazok 1.2: Zaporna korelacia

Uvedieme niekol’ko zakladnych vlastnosti korelacného koeficientu:

1. lpX, V<1
2. p(X,Y) = p(Y,X)
3. lp(X,")|=1, pokial P(Y =aX+b)=1, a,b € R,a # 0.
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Problémom pri vzt'ahu (1.4) pre vypocet korelacného koeficientu je podmienka znalosti
simultdnneho rozdelenia vektoru (X, Y) pozostavajiceho z nami skimanych ndhodnych veli¢in
X aY. V praxi vSak k tejto situacii dojde malokedy. Musime sa preto obmedzit’ na nahodny

vyber (();11) Ve (’;2)) 0 rozsahu n z dvojrozmerného rozdelenia, teda na vyber z navzajom
nezavislych ndhodnych veli¢in s rovnakym rozloZenim L(9). Funkcia ndhodného vyberu
T(X:,...X,,) sa nazyva vyberova charakteristika (Statistika). Pomocou vyberovych
charakteristik mozeme odhadnut nezndme charakteristiky ndhodnych veli¢in. Dosadenim
hodnét (xq,...x,) realizdcie nahodnej veli¢iny (Xi,...,X,) do Statistiky T(Xy,...X,)
dostaneme pozorovanu hodnotu statistiky t = T(Xy,...X,). [2, 8]

Definujeme preto nasledujiace charakteristiky:

1. Vyberovy priemer

n
F=23'x (1.6)
i=1
2. Vyberovy rozptyl
2 1 N v)2
S2(X) = m;(xi - %) (1.7)

3. Vyberova smerodajnd odchylka

S(X) = /S2(X) (1.8)

4. Vyberovy koeficient kovariancie
1 n
SX,Y) =mZ(Xi—X) (Y; = Y) (1.9)
i=1

5. Vyberovy koeficient korelacie

S(X,Y)

RET) = 5@0sary

(1.10)

Ozna¢me r(X,Y) ako realizaciu vyberového korelaéného koeficientu R(X,Y). Pre jeho
lepSiu slovnu interpretaciu sa niekedy pouziva nasledujuca stupnica, ktord klasifikuje mieru
vzajomnej linearnej zavislosti. Je vSak nutné poznamenat’, ze tato stupnica je iba orienta¢na,
a nie je podlozena ziadnym objektivnym kritériom. [7]

Ir(X,Y)| <0,3 nizky stupenl zavislosti
03<|r(X,Y)[<0,5 stredny stupeni zavislosti
05<|r(X,Y)[<0,7 vyznamny stupen zavislosti
0,7 <|r(X,Y)[ <09 vysoky stupen zavislosti
09 < [r(X,V)| vel'mi vysoky stupeni zavislosti
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1.2 Typy korela¢nych koeficientov

Ako sme uz spomenuli, existuje viacero réznych typov korelacnych koeficientov. V tejto
podkapitole si zadefinujeme niektoré z nich.

1.2.1 Pearsonov korela¢ny koeficient

Pearsonov korelaény koeficient je Vv sucasnosti najddlezitej$im a najpouzivanejSim
koeficientom korelacie. Jeho vypocet sa realizuje z n parovych hodnét (x;, y;). Odhadom jeho
teoretickej hodnoty p(X,Y) je vyberovy Pearsonov korelacny koeficient r(X,Y) definovany
vztahom [6]:

s(X,Y)

T = Son0sary

(111)

Jedna sa o parametricky korelacny koeficient, teda pre jeho spravnu interpretdciu by
sme mali predpokladat’ normalitu skimanych dat. Dvojrozmerné normalita dat znamena, ze obe
nahodné veli¢iny maji spolo¢né dvojrozmerné normalne rozdelenie, ktorého hustota je
definovana vztahom:

1 [rx—ux\2 L (x—px)(Y—Hy)  (Y—Hy)?
ey = —_emmplCa) RG] g

2moyoy+/1 — p?

kde uy, uy st stredné hodnoty a oy, gy st smerodajné odchylky jednorozmernych normalnych
rozdeleni nahodnych velic¢in X a Y. p je ich vzajomny korela¢ny koeficient. [10]

Pokial' je hodnota vyberového Pearsonovho korela¢ného koeficientu |r(X,Y)| =1,
lezia vSetky body na nejakej priamke. Tento koeficient méZzeme pouzit’ len na vyjadrenie sily
linearneho vztahu medzi veli¢inami. Nezavislé na sile inych vzajomnych vztahov, pouzitie
tohto koeficientu pre ucely vyjadrenia vzajomnej zavislosti nie je prili§ vhodné. NavySe, aj pri
vel'mi silnom linearnom vzt'ahu nam Pearsonov korelacny koeficient neposkytne uplny popis
dat. Pre dokonalejsi popis by bolo vhodné poznat’ rovnicu priamky vyjadrujiucu tvar vztahu.
Korelaény koeficient r(X,Y) je vel'mi citlivy na odl'ahlé hodnoty vo vzorke. M6Zeme preto
dostat’ vel'mi skreslené hodnoty korelacie, ktoré uplne nezodpovedaju skutocnosti. [6]

1.2.2 Spearmanov korela¢ny koeficient

Ked'ze je Pearsonov korela¢ny koeficient citlivy na odlahlé hodnoty vo vzorke, na uréenie
zavislosti dvoch veli¢in boli navrhnuté neparametrické poradové korelaéné koeficienty.
Jednym z nich je aj Spearmanov korelaény koeficient. Tento koeficient vyuZziva princip
poradovej korelacie. Jeho podstata spociva v nahradeni realizacii nahodnych veli¢in x;, y; ich
poradim R, ,R, vzhladom k ostatnym hodnotam vyberu zoraden¢ho podla velkosti.
Pochopitel'ne, moZe nastat’ aj situacia, ze sa hodnoty x;, pripadne y;, opakuji viackrat. Vtedy
im priradime priemernt hodnotu poradi, ktort by mali, ak by nasledovali za sebou a boli rdzne.
Odhadom teoretickej hodnoty Spearmanovho korelaéného koeficientu p; je vyberovy
korela¢ny koeficient ry definovany vztahom [6]:

n 2
i=1Di

ST (1.13)

s =pRyRy) =1

kde D; su rozdiely poradi Ry, R, an je rozsah vyberu.
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Spearmanov korela¢ny koeficient, na rozdiel od Pearsonovho korela¢ného koeficientu,
ktory popisuje iba linearne vztahy, zachytdva monotonne vztahy. To znamend, Ze zachytava
vztahy vo vSeobecnosti rastice, pripadne klesajuce. Koeficient je navyse vdaka principu
poradovej korelacie odolny vo¢i odl'ahlym hodnotam vo vzorke. Pre Pearsonov a Spearmanov
vyberovy korelacny koeficient plati Vv pripade dvojrozmerného normalneho rozdelenia
nasledujuci priblizny vzt'ah [6]:

r=2sin (grs). (1.14)

1.2.3 Kendallov korela¢ny koeficient

Dalsim typom korelaéného koeficientu je Kendallov korelaény koeficient. Opit sa jedna
0 neparametricky koeficient. Vyjadruje silu zavislosti medzi dvoma poradovymi premennymi.
To znamena, Ze ho moZeme interpretovat’ ako rozdiel medzi pravdepodobnost'ou, ze hodnoty
dvoch premennych st v rovnakom poradi, oproti pravdepodobnosti, Ze hodnoty premennych
nie su v rovnakom poradi. [11]

Ako sme uz uviedli, podstata Spearmanovho koeficientu spociva v poradove;j korelacii.
Kendallov koeficient je zalozeny na inverziach v poradi. Zakladom je pre nas opat’ subor
o rozsahu n hodnét (x;, y;). V prvom kroku zoradime dvojice (x;, y;) tak, aby hodnoty x; tvorili
rastiicu postupnost’. Nasledne budeme skumat’ to, ¢i aj hodnoty y; maji vzostupnu tendenciu
(kladna asociacia medzi veli¢inami X a Y), pripadne zostupna tendenciu (zaporna asociacia).
Kendallov korela¢ny koeficient teda rozliSuje pripad, kedy y; > y;, respektive y; < y;, pokial
j>i(i=12,...,n—1). Prvy pripad je nazyvany konkordancia (pripad kladnej asociacie).
V druhom pripade nastdva diskordancia (pripad zdpornej asociacie). Pocet vSetkych
konkordancii ozna¢ime P, pocet vSetkych diskordancii Q. Rozdiel S = P — Q byva oznacovany
aj ako Kendallovo S abyva interpretovany ako jednoducha miera zavislosti. Znamienko
S potom prirodzene zavisi na tom, ¢i vo vzorke prevladaju konkordancie, pripadne
diskordancie. Hodnoty, ktoré méze S nadobudat, zavisia na rozsahu vyberu n. Pre potreby
vypoctu korelaéného koeficientu je nutné vykonat’ jednoduchu tpravu. Odhadom teoreticke;j
hodnoty koeficientu 7, je Kendallov koeficient ¢t definovany vztahom [6]:

S P-¢Q
tk === )
D D
kde D je maximalny mozny pocet konkordancii, respektive diskordancii, ktory je pri rozsahu
vyberu n rovny hodnote n(n — 1) /2.

Aj ked vypocet 1), je pomerne pracny, jeho interpretacia je priamociarejSia nez
u Spearmanovho korela¢ného koeficientu p;. AK sa 7, = p, mdézeme u dvoch nahodne
vybranych jednotiek o¢akavat’ s pravdepodobnost'ou p, ze ich zoradenie podla kritéria X bude
rovnaké ako zoradenie podla kritéria Y. Poznamenajme, ze koeficient 7, nadobuda vo
v§eobecnosti mensie absolutne hodnoty nez koeficient p. [6, 11]

Chovanie Pearsonovho, Spearmanovho a Kendallovho korelaéného koeficientu pri
réznom rozloZeni skimanych dat ndm lepSie ilustruje nasledujiici obrazok:

(1.15)
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Obrdzok 1.3: Zobrazenie réznych bodovych konfigurdcii a K nim dopocitaného
Pearsonovho (r), Spearmanovho (rs) a Kendallovho (tx) korelacného koeficientu [6]

1.2.4 Bodovo biserialny korela¢ny koeficient

Biserialny korelacny koeficient p,, vyjadruje vztah medzi spojitou metrickou premennou
a binarnou premennou (nadobtidajiicou iba dve mozné hodnoty). Tento koeficient je rezistentny
vo¢i miernemu poruSeniu normality. Princip jeho vypoctu spociva v tom, ze n dvojic merania
sa rozdeli na dve skupiny podla hodnoty alternativneho parametru. Nasledne sa spocita
koeficient 7, ktory je odhadom teoretickej hodnoty p,,,, podl'a vztahu [4, 6]:

(X, — %) nin,
= 1.16
Tpb s nn—-1) ( )

kde n; st pocty spojitého parametru v oboch skupinach, X; st jeho priemerné hodnoty a s je
smerodajna odchylka suboru. Dalsie informacie k tejto problematike sa do¢itame v [4].
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2 Testy hypotéz o korela¢nych Koeficientoch

Neoddelite'nou sti€astou matematicke;j Statistiky s aj testy roznych Statistickych hypotéz.
V nasom pripade sa budeme zaoberat' testami suvisiacimi s korelacnymi koeficientami
definovanymi v predchadzajicej kapitole. Tieto testy nam v prevaznej miere poskytuja
informacie 0 tom, ¢i moZzeme alebo nemézeme zamietnut' hypotézu 0 nulovej hodnote
korela¢ného koeficientu (znamenajicu nezavislost’ veli¢in X a'Y).

2.1 Test vyznamnosti korelacného koeficientu

Predpokladajme, ze ndhodny vektor (X,Y) o rozsahu n prvkov ma dvojrozmerné normalne
rozdelenie s korelatnym koeficientom p(X,Y). Pomocou nahodného vyberu o n zlozkach
definujeme vyberovy korelaény koeficient R(X,Y). S tym savisi otazka, ¢i ziskané vysledky
mdzeme zovSeobecnit’ a interpretovat’ pre cely zakladny subor, nakolko sa jedna len
0 vyberovy korelaény koeficient. Prave pre tieto tucely realizujeme test vyznamnosti
korelacného koeficientu. [1, 11]

Testujeme hypotézu

H:p=20
oproti niektorej z alternativnych hypotéz:
a)Hy:p#0
b Hy: p <0
C)Hy:p > 0.
Testovacia Statistika ma pre n > 3 tvar

poryn-2 (2.1)
I?

Téato Statistika ma pri platnosti testovanej hypotézy H Studentovo rozdelenie s (n — 2)
stupfiami volnosti. Hypotézu zamietneme na hladine vyznamnosti a, pokial sa hodnota
testovacej statistiky nachadza v kritickom obore, ktory ma pre jednotlivé pripady a) — c), ktoré
sme uviedli vyssie, tvar [1, 11]:

QW = (-, —tli—a/2 (n—-2))u (tl—a/z (n—2),00)
b) W = (=00, —t;_o(n — 2))
)W = (t1_o(n - 2),).

Zamietnutie hypotézy H na hladine vyznamnosti a V prospech alternativnej hypotézy
H, znamend v pripade a) zavislost’ ndhodnych veli¢in X a Y. V pripade b) znamena, Ze medzi
veli¢inami X aY existuje zdpornd korelacia. V pripade c¢) mdZeme prehldsit’ na hladine
vyznamnosti @, Zze medzi veli¢inami X a Y existuje kladna korelacia. [1, 11]

Rovnakym spdsobom mdZeme realizovat’ aj test vyznamnosti bodovo biseridlneho
korelaéného koeficientu. V testovacej Statistike (2.1) potom nahradime vyberovy korelaény
koeficient  koeficientom r,,,. Statistika ¢ sa opét riadi Studentovym rozdelenim s (n — 2)

stupfiami volnosti. [13]
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2.2 Test vyznamnosti Spearmanovho korelaéného koeficientu

Ako sme uz spomenuli v kapitole 1, v pripade, ze nemdzeme predpokladat’ normalitu u veli¢in
X aY, je vhodnejsie pre ucely korelacie pouzit’ Spearmanov korelacny koeficient. Na posudenie
jeho Statistickej vyznamnosti nam posluzi nasledujuci test.

Testujeme hypotézu

H:p; =0
oproti niektorej z alternativnych hypotéz:
a) Hy: ps # 0
b) Hy: ps < 0
C) Hy: ps > 0.

Pre rozsahy vyberov n < 30 ako testovaciu Statistiku vyuzijeme vyberovy korelaény
koeficient ry definovany vztahom (1.13). Kriticky obor ma pre pripady a) — ¢) nasledujtci tvar:

a) W= (_1; _Rs,l—a/z) Y (Rs,l—a/ZJ 1>
b) W =(—1,—Rs;_4)
C) W = (Rs,l—a; 1))

kde R, su kritické hodnoty, ktoré pre danu hladinu vyznamnosti najdeme Vv prilohe A. Hypotézu
zamietame na hladine vyznamnosti @, pokial’ sa hodnota koeficientu r; nachadza v kritickom
obore. [2]

Pre rozsah vyberu n > 20 je mozné taktiez pouzit’ modifikovanu testovaciu Statistiku
(2.1), v ktorej nahradime vyberovy korela¢ny koeficient r koeficientom r; [2]:

reVn —2
t = — (2.2)

,/1—1"52'

V pripade platnosti hypotézy H ma tato Statistika asymptoticky Studentovo rozdelenie
s (n — 2) stupiiami volnosti. Kriticky obor, na zaklade ktorého mdzeme rozhodnit’ na hladine
vyznamnosti @ 0 pripadnom zamietnuti hypotézy H, ma pre pripady a) — C) tvar:

YW = (—0,~t;_q/,(n = 2)) U(t1_g/2(n — 2),0)
b) W = (=00, —t;_o(n — 2))
Q)W = (t1_o(n — 2),00).
Pre rozsah vyberu n > 30 méZeme pouzit aj testovaciu Statistiku
u=r\n-1 (2.3)

Téato statistika ma pri platnosti skiimanej hypotézy asymptoticky normované normalne
rozdelenie. Kriticky obor ma pre pripady a) — c) tvar [2]:

a) W= (—OO, _ul—a/Z) U (ul—a/Z' OO)
b) W= (—OO, _ul—a)
)W = (uy_q, ®).
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2.3 Test vyznamnosti Kendallovho korela¢ného koeficientu

Rovnako ako ostatné definované korelacné koeficienty, aj Kendallov korela¢ny koeficient
mozeme testovat’ pre Gcely posudenia jeho Statisticky preukazatel'nej odlisnosti od nuly. Z tohto
dovodu testujeme hypotézu

H:t, =0
oproti niektorej z alternativnych hypotéz:
a)Hy:te # 0
b) Hy: 1, <0
C) Hy: T, > 0.

Pre malé rozsahy vyberov moZeme opit’ na rozhodnutie o platnosti testovanej hypotézy
na hladine vyznamnosti a vyuzit’ tabul’kové kritické hodnoty T}, ktoré mozeme néjst’ v prilohe
A. Tvary kritického oboru su pre pripady a) — ¢) nasledujuce [11]:

AW =(-1,-Ty1-q/2) U T 1-a2 1)
b) W =(-1,-Ty1-0)
)W =(T1-a 1)

Hypotézu H zamietneme na hladine vyznamnosti a, pokial hodnota Kendallovho
korela¢ného koeficientu t;, € W.

Rovnako ako v pripade Spearmanovho korelacného koeficientu, aj u Kendallovho
korela¢ného koeficientu mézeme s rastiicim rozsahom vyberu n pouzit Statistiku podliehajucu
jednému z tabul’kovych rozdeleni pravdepodobnosti. V tomto pripade plati, ze pre vacsi rozsah
vyberu (priblizne n > 60) mézeme pouzit’ Statistiku

u _3tynn—1) yn(n—1) (2.4)
- J2n+5) '

ktora ma pri platnosti testovanej hypotézy H asymptoticky normované normalne rozdelenie.
Hypotézu H zamietame na hladine vyznamnosti a, pokial’ u € W. Pre kriticky obor W teda
plati [11]:

a) W= (—OO' _ul—a/Z) Y (ul—a/2; OO)
b) W = (=00, —u;_g)
C) W= (ul—a' oo)

2.4 Test na porovnanie korela¢ného koeficientu s danou konStantou

Okrem testov vyznamnosti (nezavislosti) korelacnych koeficientov existuje mnozstvo d’alSich
testov spojenych s korelacnymi koeficientami. Jednym z nich je aj test, pri ktorom chceme
odhadnit’ korelaciu p(X,Y) zloziek nahodného vektoru (X,Y). Predpokladajme, Ze nahodny
vektor ma dvojrozmerné normalne rozdelenie. Oznac¢me r(X,Y) ako realizdciu vyberového
korelaéného koeficientu. Predpokladajme, Ze plati: n > 10, |r| # 1, |p,| # 1. [8]
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Testujeme hypotézu

H:p =p,
oproti niektorej z alternativnych hypotéz:
) Hy: p # po
b) Ha: p < po
C) Hy: p > py.
Testovacie kritérium je
1+r 1+ n—3
s R
1-7r 1—po n—1 2

Statistika u ma pri platnosti hypotézy H asymptoticky normované normalne rozdelenie.
Hypotézu H zamietneme na hladine vyznamnosti a Vv pripade, Ze u € W. Kriticky obor je pre
jednotlivé pripady a) — c) tvaru [8]:

AW = (=0, —Uy_g/2) U (U1_g/2, ®)
b) W = (=00, —uy_q)
C) W= (ul—aJ OO)

2.5 Test rovnosti dvoch korelaénych koeficientov

Nasledujuci test mdézeme interpretovat’ aj ako test rozdielu dvoch korelacnych koeficientov.
Pomocou tohto testu budeme zist'ovat, ¢i oba skiimané nezavislé nahodné vybery pochadzaju
Z rovnakého zakladného suboru. Predpokladajme, ze tieto ndhodné vybery maji dvojrozmerné
normalne rozdelenie o rozsahu n,, respektive n,. Ozna¢me ry, respektive r, vyberové korela¢né
koeficienty jednotlivych vyberov. [3, 10] Testujeme hypotézu

H:p; = p;
oproti niektorej z alternativnych hypotéz:
a) Hy: p1 # p2
b) Ha: py < p2
C) Hy: p1 > p2.
Testovacia Statistika je tvaru
Z1 — 23
u= )
1 + 1 (2.6)
Tll - 3 le - 3
kde
1 1+n 1 1+
a=gin(i=) =)
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V pripade platnosti hypotézy H ma Statistika u asymptoticky normované normalne
rozdelenie. Hypotézu H zamietame na hladine vyznamnosti a, ak hodnota testovacej Statistiky
u lezi v kritickom obore W. Kriticky obor pre rozhodnutie o platnosti hypotézy H ma pre
pripady a) — c) tvar [3]:

AW = (=0, —uy_g/2) U (Us_g/2, ®)
b) W = (=0, —u;_q)
C) W = (uy_q, ).
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3 Porovnanie chovania korelaénych koeficientov

Vyuzitie korelacie na vyjadrenie zavislosti dvoch veli¢in je v dne$nej dobe naozaj Siroké, casto
je vyuzivana napriklad v medicine. Problémom je vSak skuto¢nost’, ze za urCitych okolnosti
mozeme dostat’ skreslené hodnoty korelacného koeficientu, ktoré moézu viest' k nespravnym
zaverom ohl'adom skimanej zavislosti.

V tejto kapitole pomocou simulacii v programe MATLAB porovndme chovanie
parametrického, ¢ize Pearsonovho, a neparametrického, Spearmanovho, korela¢ného
koeficientu v zavislosti na ich hodnote, rozsahu vyberu a d’alSich okolnostiach. Vo vsetkych
pripadoch nam ako zaklad poslizia ndhodne vygenerované data s dvojrozmernym normalnym
rozdelenim. Na tieto éely sme v MATLABe vyuzili prikaz mvnrnd (u, Z,n), kde u je vektor
strednych hodn6t normalnych ndhodnych veli¢in a ¥ je kovarian¢na matica, charakterizujiica
dvojrozmerné normalne rozdelenie, ktord ma nasledujici tvar:

2

= Ox PUXUY]

= adl
pOx Oy Oy

V naSom pripade boli hodnoty nastavené nasledovne: uy = uy = 0,02 = o2 = 4.

Platilo teda:
w=[0]

I= [4 bd
4p 4

Samotnad podstata simuldcii spocCivala vo vygenerovani dat s dvojrozmernym
normalnym rozdelenim, ktoré sme pri danom rozsahu vyberu zopakovali 35-krat. Pre kazdé
jedno vygenerovanie bol spocitany vyberovy Pearsonov a Spearmanov korelacny koeficient.
Zaroven bola v kazdom generovani overena normalita dvojrozmernych dat. Na to sme vyuzili
dvojvyberovy Kolmogorovov-Smirnovov test na hladine vyznamnosti o = 0,05 a prikaz
kstest2(X,Y). Blizsie informacie o tomto teste mdzeme najst napriklad v [5, str. 211].
Nasledne sme overili, ¢i spocitané hodnoty vyberového Pearsonovho a Spearmanovho
korelacného koeficientu maji normalne rozdelenie. K tomu sme vyuzili jednovyberovy
Kolmogorovov-Smirnovov test na hladine vyznamnosti o = 0,05 aprikaz kstest(X).
Do6vodom pre toto overenie bola skutocnost’, Ze v pripade normalneho rozdelenia je vyberovy
priemer zo spocitanych korela¢nych koeficientov bodovym odhadom Pearsonovho
a Spearmanovho korela¢ného koeficientu. Okrem toho sme pomocou vztahu (1.14) odhadli
hodnotu vyberového Pearsonovho koeficientu pomocou Spearmanovho. Cely tento postup sme
zopakovali pri r6znych hodnotdch rozsahu vyberu n a r6znych hodnotach p.

3.1 Porovnanie korelaénych koeficientov pri zachovani normality

Na Uvod sa pozrieme na najjednoduchsi pripad, kedy je zachovand dvojrozmerna normalita
skimanych dat. Rozsahy vyberu n boli postupne n = 20;50;100;200;500. Teoretické
hodnoty korelaéného koeficientu p v kovarianénej matici £ sme volili postupne nasledovne:
p =-09;-0,5-0,1;0,2; 0,4;0,8. Nasledujuci obrazok nam zobrazuje porovnanie
Pearsonovho r, Spearmanovho r, a odhadu Pearsonovho koeficientu r s teoretickou hodnotou
p = —0,5. Pre lepsiu ilustraciu sme spocitané hodnoty priblizne prelozili spojnicou.
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Tabulka 3.1: Hodnoty koeficientov pre p = —0,5 pri zachovani normality

Rozsah vyberu n 20 50 100 200 500

Teoretickd hodnota p -0,5000 -0,5000 -0,5000 -0,5000 -0,5000

T -0,4951 -0,4941 -0,4942 -0,4945 -0,5072

Ty -0,4610 -0,4709 -0,4743 -0,4816 -0,4858

Odhad r -0,4781 -0,4881 -0,4916 -0,4990 -0,5032
-0,45
5 -0,46
:é 0,47
é 0,48
E -0,49

3
T 05
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0 100 200 300 400 500 600
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Teoretickd hodnota r rs Odhad r

Obrazok 3.1: Porovnanie koeficientov pre p = —0,5 pri zachovani normality

Ako je z obrazku 3.1 zrejmé, pri zachovani normality sa Pearsonov koeficient r naozaj
presne priblizuje teoretickej hodnote p. Spearmanov koeficient r, sa s rasticim rozsahom
vyberu n spresiiuje, avsak ani pri rozsahu n > 100 sa presnostou nevyrovna Pearsonovmu
koeficientu. Oba koeficienty nadobudaju menSie absolitne hodnoty ako je teoreticka hodnota
p. Co sa tyka odhadu koeficientu r podl'a vztahu (1.14), pri rozsahoch vyberu n > 100 sa jeho
hodnota blizi spoc¢itanej hodnote r.

Pri dalSich teoretickych hodnotdch p bolo chovanie uvazovanych koeficientov
podobné, Pearsonov koeficient poskytoval naozaj presny popis vztahu medzi veli¢inami, zatial
¢o Spearmanov koeficient sa s rasticim rozsahom vyberu sprestioval. Tieto skuto¢nosti
mozeme vidiet’ na grafoch a v tabul’kéch v prilohe A.

3.2 Porovnanie korelaénych koeficientov pri poruseni normality

Ked’ze medzi predpoklady pouzitia Pearsonovho korelacného koeficientu patri dvojrozmerna
normalita skimanych dat, pozrieme sa na pripad, kedy je tato normalita porusSend. Rozsahy
vyberu boli opdt’ n = 20;50;100;200;500. Teoretické hodnoty koeficientu p sme volili
postupne p = —0,9; —0,5; —0,1; 0,2; 0,4; 0,8. Najprv sme dosiahli porusenie dvojrozmerne;j
normality pripo¢itanim ndhodne vygenerovanych jednorozmernych dat s odliSnym rozdelenim
ako je normalne rozdelenie K jednej zo suradnic vygenerovanych dvojrozmernych dat. V nasom
pripade sme pripocitali K suradnici x nahodne vygenerované jednorozmerné data
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s Weibullovym rozdelenim. Podrobnejsie informacie o Weibullovom rozdeleni mézeme najst’
napriklad v [11, str. 94]. Na tento ucéel sme vyuzili v MATLABe prikaz wblrnd(4, k,n).
Konkrétne sme parametre A a k zvolili nasledovne: A = 4,k = 8. Chovanie koeficientov
mozeme pri hodnote p = —0,9 porovnat’ z nasledujucej tabul’ky a obrazku 3.2.

Tabulka 3.2: Hodnoty koeficientov pre p = —0,9 pri poruseni normality jednou zlozkou

Rozsah vyberu n 20 50 100 200 500

Teoreticka hodnota p -0,9000 -0,9000 -0,9000 -0,9000 -0,9000

T -0,8751 -0,8763 -0,8703 -0,8734 -0,8709
Tg -0,8460 -0,8521 -0,8565 -0,8616 -0,8615
Odhad r -0,8573 -0,8630 -0,8671 -0,8720 -0,8719
0,84
_ 085
E -0,86
% 0,87
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Obrazok 3.2: Porovnanie koeficientov pre p = —0,9 pri poruseni normality jednou zlozkou

Z obrazku 3.2 mozeme usudit’, ze za podmienok, pri ktorych bola simulacia realizovana,
je Pearsonov koeficient presnejSi aj napriek faktu, Ze pripocitanim dat s Weibullovym
rozdelenim k zlozke x bola podla vysledkov testu Kolmogorov-Smirnov dvojrozmerna
normalita vyrazne porusend. Spearmanov koeficient, ktory naopak dvojrozmerni normalitu dat
nepozaduje, sa sice s rastlicim rozsahom vyberu spresiioval, avSak stdle poskytoval mene;j
presny popis teoretickej hodnoty korelacie.

Mierne odlisni situaciu mdzeme vidiet pri  nizSej hodnote koeficientu p. Na
nasledujiicom obrazku vidime porovnanie koeficientov pri p = 0,2. Z tabul’ky 3.3 mdzeme
pozorovat’, Ze s nizSou hodnotou p sa Spearmanov koeficient presnostou blizi Pearsonovmu.
Taktiez je mozné vy¢itat, Zze s rastucim rozsahom vyberu oba koeficienty r a r; naozaj presne
popisuju teoretickt hodnotu korelacie aj napriek poruseniu dvojrozmernej normality.
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Tabulka 3.3: Hodnoty koeficientov pre p = 0,2 pri poruseni normality jednou zlozkou

Rozsah vyberu n 20 50 100 200 500

Teoreticka hodnota p 0,2000 0,2000 0,2000 0,2000 0,2000
T 0,1790 0,1837 0,1911 0,2021 0,2030

Ty 0,1776 0,1838 0,1871 0,1926 0,1945

Odhad r 0,1857 0,1922 0,1956 0,2013 0,2033

0,21
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o
N
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Obrazok 3.3: Porovnanie koeficientov pre p = 0,2 pri porusSeni normality jednou zloZkou

Tabul’ky a grafy s porovnanim koeficientov pre zvy$né hodnoty koreldcie mozeme
najst’ v prilohe A.

Dalej sa zameriame na pripad, kedy je dvojrozmernd normalita poruiend oboma
zlozkami. To znamend, Ze k obom suradniciam x a y vygenerovanych dat s dvojrozmernym
normalnym rozdelenim sme pripocCitali ndhodne vygenerované jednorozmerné data
s Weibullovym rozdelenim. V zlozke x sme zvolili parametre A = 4 a k = 8. V zlozke y boli
zvolené parametre 1 = 0,1 a k = 8. Na nasledujicom obrazku 3.4 je zobrazeny graf pre
porovnanie koeficientov pri p = 0,4. Opét’ nastava situacia, kedy je Pearsonov koeficient aj
napriek eSte vyraznejSiemu porusSeniu normality presnejS$i neZ Spearmanov, ktory sa opit
S rastucim rozsahom vyberu spresiiuje.

Tabulka 3.4: Hodnoty koeficientov pre p = 0,4 pri poruseni normality oboma zlozkami

Rozsah vyberu n 20 50 100 200 500

Teoretick4 hodnota p 0,4000 0,4000 0,4000 0,4000 0,4000

T 0,3750 0,3851 0,3970 0,3985 0,3982
Ts 0,3525 0,3719 0,3765 0,3788 0,3815
Odhad r 0,3670 0,3870 0,3918 0,3941 0,3969
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Obrazok 3.4: Porovnanie koeficientov pre p = 0,4 pri poruseni normality oboma zloZkami

Avsak, rovnako ako v pripade porusenia normality jednou zlozkou, aj pri poruSeni
oboma zlozkami sa pri klesajicej absolutnej hodnote korelacie Spearmanov koeficient
vyrovnava Pearsonovmu a poskytuje v podstate rovnako presny popis korelacie. Pri rasticom
rozsahu vyberu sa navySe oba koeficienty skutoc¢ne presne priblizuju teoretickej hodnote p.
Tieto fakty si méZzeme pre hodnotu p = —0,1 v§imnut’ na obrazku 3.5.

Tabulka 3.5: Hodnoty koeficientov pre p = —0,1 pri poruseni normality oboma zlozkami

Rozsah vyberu n 20 50 100 200 500

Teoretick4 hodnota p -0,1000 -0,1000 -0,1000 -0,1000 -0,1000

r -0,0687 -0,0829 -0,0941 -0,0931 -0,0987
Ty -0,0733 -0,0849 -0,0926 -0,0928 -0,0946
Odhad r -0,0767 -0,0889 -0,0969 -0,0971 -0,0991
-0,06
-0,065
2 007 | ®
2 -0,075
°§ -0,08
© 0,085
1% -0,09
2 0,095 $ ®
01 | e—e—e e
-0,105
0 100 200 300 400 500 600

Rozsah vyberu n
@ Teoretickd hodnota er ers ©Odhadr

Obrazok 3.5: Porovnanie koeficientov pre p = —0,1 pri poruseni normality oboma zlozkami
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Vysledky pri ostatnych hodnotach koeficientov zodpovedali popisu prezentovanému
v tejto podkapitole. Grafy a tabul’ky pre zvy$né hodnoty p najdeme v prilohe A.

3.3 Porovnanie korelacnych koeficientov pri vyskyte odPahlych hodnot

Casto byva prezentovany fakt, e Pearsonov koeficient je citlivy na odlahlé hodnoty, pric¢om
Spearmanov koeficient je vo¢i odl'ahlym hodnotam rezistentny. V tejto podkapitole teda
porovname tieto dva koeficienty pri vyskyte odl'ahlych hodnét vo vzorke. Za zdklad nam
posluzili data s dvojrozmernym normalnym rozdelenim s parametrami definovanymi v uvode
tejto kapitoly. Hodnoty koeficientu p boli postupne p = -0,9;-0,5;-0,1;0,2;0,4;0,8.
Rozsahy vyberu sme postupne volili n = 20; 60; 100; 200; 500. Pri kazdom koeficiente sme
vzdy pri danom rozsahu pripocitali k 5 % bodov k suradnici y hodnotu 8. Na obrazku 3.6
vidime situaciu, kedy je p = 0,8. Ako si mozeme povSimnut’, pri vyskyte odl'ahlych hodnot
v skiimanej vzorke je Spearmanov koeficient skuto¢ne presnej$im popisom teoretickej hodnoty
korelacie. AvSak aj pri nom sa vyskytuji pomerne zna¢né odchylky od hodnoty p. Z dovodu
vacsej presnosti Spearmanovho koeficientu sa taktiez odhad Pearsonovho koeficientu pomerne
dost’ 1isi od jeho skuto¢ne vypocitanej hodnoty.

Tabulka 3.6: Hodnoty koeficientov pre p = 0,8 pri vyskyte odlahlych hodnot

Rozsah vyberu n 20 60 100 200 500

Teoretick4 hodnota p 0,8000 0,8000 0,8000 0,8000 0,8000

T 0,5864 0,6066 0,6104 0,6113 0,6066

T 0,6780 0,6982 0,7112 0,7203 0,7164

Odhad r 0,6952 0,7150 0,7276 0,7365 0,7328
0,83
3078
% 0,73

2
g 0,68
2 0,63
0,58
0 100 200 300 400 500 600

Rozsah vyberu n

Teoretickd hodnota r rs Odhad r

Obrdzok 3.6: Porovnanie koeficientov pre p = 0,8 pri vyskyte odlahlych hodnot

Pri niz8ich hodnotdch p je nepresnost’ Spearmanovho koeficientu vyrazne nizSia,
S rastlicim rozsahom vyberu uZ naozaj presne popisuje teoreticki hodnotu. Pearsonov
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koeficient ma taktiez nizSiu odchylku od teoretickej hodnoty, avsak stale zostdva menej presnou
vol'bou pre popis korelacie. Z toho vyplyva, ze pri znalosti faktu o vyskyte odl'ahlych hodnot
v subore je vhodnejSou volbou pouzit Spearmanov koeficient. Na obrazku 3.7 vidime
porovnanie koeficientov pri p = —0,1. Tabulky a grafy pre zostavajice hodnoty najdeme
Vv prilohe A.

Tabulka 3.7: Hodnoty koeficientov pre p = —0,1 pri vyskyte odlahlych hodnat

Rozsah vyberu n 20 60 100 200 500

Teoretick4 hodnota p -0,1000 -0,1000 -0,1000 -0,1000 -0,1000

r -0,0572 -0,0695 -0,0808 -0,0884 -0,0863
Ts -0,0837 -0,0851 -0,0970 -0,1023 -0,0973
Odhad r -0,0876 -0,0891 -0,1015 -0,1071 -0,1019
-0,05
5 -0,06
E -0,07
%
2 0,08
§ -0,09
e)
O
T 01
0,11
0 100 200 300 400 500 600

Rozsah vyberun

Teoretickd hodnota r rs Odhad r

Obrazok 3.7: Porovnanie koeficientov pre p = —0,1 pri vyskyte odlahlych hodnot
3.4 Porovnanie korelaénych koeficientov pri skladani rozdeleni

Na zaver sa pozrieme na pripad, kedy je ndS pozorovany subor tvoreny zloZenim viacerych dat
s dvojrozmernym normalnym rozdelenim. Podrobnejsie informacie o tejto problematike
mozeme najst v [9]. My sme sa obmedzili na pripad, kedy scitame dva subory
S dvojrozmernym normalnym rozdelenim. Vyuzili sme pritom vahové funkcie w;, pri ktorych
plati 272, w; = 1. Vysledné sturadnice bodov (x,y) sme teda dostali nasledovnym spésobom:
X = WiX1 + WyXy, ¥ =Wy, +Wyy,, kde (xq,y;) st suradnice bodov s dvojrozmernym
normalnym rozdelenim s parametrami g a £ definovanymi v uvode kapitoly 3 a korelaénym
koeficientom p,. Obdobne (x,,y,) st suradnice bodov s dvojrozmernym normalnym
rozdelenim s parametrami u a ¥ definovanymi v uvode kapitoly 3 a korelaénym koeficientom
p2. Vysledny teoreticky korelaény koeficient p by potom mal nadobudat’ hodnotu p = w,p; +
w,p,. Rozsahy vyberu boli postupne n = 20;50;100; 200; 500. Hodnoty vdhovych funkcii
w; a koeficientov p; buda vzdy uvedené samostatne pri kazdom grafe a tabul’ke.
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Na obrazku 3.8 je zobrazena situacia, kedy by vysledny koeficient p mal byt rovny
nule. Ako je vidiet, oba koeficienty r a r; nadobudaju prakticky identické hodnoty a vel'mi
presne popisuju idedlnu hodnotu p.

Tabulka 3.8: Hodnoty koeficientov pre p; = 0,5; p, = —0,5; w; = 0,5; w, = 0,5

Rozsah vyberu n 20 50 100 200 500
Teoreticka hodnota p 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
r 0,0407 0,0267 0,0122 0,0021 0,0013
Ty 0,0473 0,0330 0,0109 -0,0014 -0,0018
Odhad r 0,0495 0,0345 0,0115 -0,0015 -0,0019
0,07
5 0,05
:é 0,03
T
2 o01
§ 0,01
B
T 0,03
-0,05
0 100 200 300 400 500 600

Rozsah vyberu n
Teoreticka hodnota er ers eOdhadr
Obrazok 3.8: Porovnanie koeficientov pre p; = 0,5; p, = —0,5; w; =0,5; w, = 0,5

Zvolenim vahovych funkcii w; = w, = 0,5 dosiahneme, Ze Pearsonov a Spearmanov
koeficient sa skoro vobec nebudu 1isit’ od uvazovanej hodnoty. To nam ilustruje aj nasledujuci
obrazok 3.9, kedy uvazujeme hodnotu p = —0,3.

Tabulka 3.9: Hodnoty koeficientov pre p; = 0,2; p, = —0,8; w; = 0,5; w, = 0,5

Rozsah vyberu n 20 50 100 200 500

Teoretick4 hodnota p -0,3000 -0,3000 -0,3000 -0,3000 -0,3000

T -0,2698 -0,2827 -0,2902 -0,3084 -0,3082
Ty -0,2558 -0,2682 -0,2833 -0,2941 -0,2950
Odhad r -0,2670 -0,2799 -0,2955 -0,3068 -0,3077
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-0,25
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Obrdzok 3.9: Porovnanie koeficientov pre p, = 0,2; p, = —0,8; w; =0,5; w, = 0,5

Odlisna situacia ale nastava v pripade, ze nezvolime vahové funkcie rovnomerne na obe
strany. V takomto pripade sa uz koeficienty r a ry za¢inaji vyraznejSie odchylovat’ od idealne;j
hodnoty. O nieCo presnejsi popis poskytuje Spearmanov koeficient 7y, ¢o nam ilustruje
nasledujuci obrazok 3.10, kedy by opat’ teoreticka hodnota p mala byt —0,3. Grafy a tabul’ky
pre zvySné hodnoty nadjdeme v prilohe A.

Tabulka 3.10: Hodnoty koeficientov pre p, = 0,6; p, = —0,4; w; = 0,1; w, = 0,9

Rozsah vyberu n 20 50 100 200 500

Teoretick4 hodnota p -0,3000 -0,3000 -0,3000 -0,3000 -0,3000

r -0,4003 -0,3639 -0,3741 -0,3708 -0,3789
Ty -0,3624 -0,3491 -0,3475 -0,3505 -0,3590
Odhad r -0,3773 -0,3636 -0,3619 -0,3650 -0,3737
-0,29
—o—eo ° 'Y
s 031
5 033
©
S 035 () ®
3 )
2 037 ° o
5 & —— $
T 039
°
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0 100 200 300 400 500 600
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®Teoretickd hodnota @r @rs ©Odhadr
Obrazok 3.10: Porovnanie koeficientov pre p; = 0,6; p, = —0,4; w; =0,1; w, = 0,9
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Zaver

Cielom tejto prace bolo porovnat’ chovanie parametrickych a neparametrickych korela¢nych
koeficientov pri roznom rozlozeni dat. V uvode sme vysvetlili zdkladné pojmy, ktoré sa tykaju
jednoduchej korela¢nej analyzy, dolezitého prostriedku na skimanie zavislosti dvoch veli¢in.
Praktickti Cast’ tvorilo prave spominané porovnanie, ktoré sme realizovali v programe
MATLAB na ndhodne vygenerovanych datach s dvojrozmernym normalnym rozdelenim
a korelacnym koeficientom p. Ako reprezentanta parametrického korelacného koeficientu sme
prirodzene zvolili vyberovy Pearsonov korelaény koeficient r. V pripade neparametrického
korelacného koeficientu sme zvolili vyberovy Spearmanov korelacny koeficient ;. Spocitané
hodnoty tychto koeficientov sme porovnavali s teoretickou hodnotou p pri réznom rozsahu
vyberu n a r6znej hodnote p.

Prakticku Cast’ sme rozdelili na Styri rozne pripady. V prvom pripade sme sa zamerali
na chovanie koeficientov pri splneni predpokladu dvojrozmernej normality skimanych dat.
Splnenie tohto predpokladu znamenalo vacsSiu presnost u Pearsonovho koeficientu r, ktory
dosahoval vysoku presnost’ uz pri malych rozsahoch vyberu a s rasticim n sa eSte spresioval.
Spearmanov koeficient ani pri rozsahoch vyberu n > 100 nedosahoval presnost’ spominaného
koeficientu r. Oba tieto koeficienty vo vSeobecnosti nadobtidali mensie absolutne hodnoty nez
hodnota p.

V druhom pripade sme predpoklad dvojrozmernej normality porusili pomocou dat
s Weibullovym rozdelenim. Chovanie oboch koeficientov bolo podobné v pripade porusenia
normality jednou zlozkou a rovnako aj v pripade porusenia normality oboma zlozkami. Vyssia
presnost’ bola opit’ dosiahnutd u Pearsonovho koeficientu, zatial’ co koeficient 7y sa viac lisil
od teoretickej hodnoty. V pripade niz$ich hodn6t korelacie, kedy sa hodnota p pohybovala
okolo 0, sa vSak tento rozdiel stracal a oba koeficienty sa chovali priblizne rovnako a pri
vysSich rozsahoch vyberu uz naozaj presne popisovali hodnotu p. Avsak, akonahle sa |p| blizila
k hodnote 1, koeficienty r a r, sa markantnejsie 1iSili od teoretickej hodnoty p.

Dal§im pripadom bola situacia, kedy sa vo vzorke vyskytovali odl'ahlé hodnoty. V tejto
situdcii bol uz Spearmanov koeficient vyrazne presnejSim popisom hodnoty korelacie. Vysoku
presnost’ dosahoval najmé pri va¢sich rozsahoch n > 100 za podmienok, kedy sa hodnota p
pohybovala okolo 0. Pearsonov koeficient sa najméi pri |p| bliziacej sa k hodnote 1 vyrazne
odlisSoval od teoretickej hodnoty korelacie.

Ako posledné sme sa pozreli na pripad, kedy bol vyber tvoreny dvoma subormi
S dvojrozmernym normalnym rozdelenim s r6znymi koeficientami p; a p,. Vysledny teoreticky
koeficient sme dostali pomocou vahovych funkcii w;. Ako sa ukazalo, tento sposob popisuje
teoretickil hodnotu najmi v pripade, kedy vahové funkcie zvolime rovnomerne na obe strany
suborov s koeficientami p; a p,. Presnost’ koeficientov r a r; bola v tomto pripade prakticky
identicka. V pripade nerovnomerného zvolenia vahovych funkcii sa uz hodnoty r a 7y viac
odliSuju od teoretickej hodnoty v prospech vicsej z absolutnych hodnot sucinu w;p;. O nieco
presnejsi bol v tejto situacii Spearmanov koeficient 75.

Simuléacie chovania korela¢nych koeficientov ndm ukézali, Ze v pripade, kedy je splnena
dvojrozmernd normalita skumanych dat je naozaj vyhodnejSie pouZitie Pearsonovho
koeficientu, ktory naozaj presne popisuje teoretickli hodnotu korelacie. PoruSenie normality
vSak nemusi automaticky znamenat' jeho niZSiu presnost’ a volbu pouzitia Spearmanovho
koeficientu. Je potrebné skumat, akym spOsobom je normalita poruSend. Spearmanov
koeficient je vSak naozaj vhodnejsi v pripadoch, kedy sa vo vzorke vyskytuji odl'ahlé hodnoty,
na ktoré, ako sa ukézalo, je Pearsonov koeficient naozaj citlivy.
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A Obrazova a tabul’kova priloha
A.1 Tabulkové kritické hodnoty pre testy vyznamnosti koeficientov pg a 7,

Tabulka A.1: Kritické hodnoty pre testovanie vyznamnosti Spearmanovho korelacného
koeficientu [12]

n a=0,05 a=001
5 1,000 -

6 0,886 1,000
7 0,786 0,929
8 0,738 0,881
9 0,700 0,833
10 0,648 0,794
11 0,618 0,755
12 0,587 0,727
13 0,560 0,703
14 0,538 0,679
15 0,521 0,654
16 0,503 0,635
17 0,488 0,618
18 0,472 0,600
19 0,460 0,584
20 0,447 0,570
21 0,436 0,556
22 0,425 0,544
23 0,416 0,532
24 0,407 0,521
25 0,398 0,511
26 0,390 0,501
27 0,383 0,492
28 0,375 0,483
29 0,368 0,475
30 0,362 0,467
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Tabulka A.2: Kritické hodnoty pre testovanie vyznamnosti Kendallovho korelacného
koeficientu [12]

n a=20,05 a=0,01
5 1,000 -

6 0,867 1,000
7 0,714 0,905
8 0,643 0,786
9 0,556 0,722
10 0,551 0,644
11 0,491 0,600
12 0,455 0,576
13 0,436 0,564
14 0,407 0,516
15 0,390 0,505
16 0,383 0,483
17 0,368 0,471
18 0,346 0,451
19 0,333 0,439
20 0,326 0,421
21 0,314 0,410
22 0,307 0,394
23 0,296 0,391
24 0,290 0,377
25 0,287 0,367
26 0,280 0,360
27 0,271 0,356
28 0,265 0,344
29 0,261 0,340
30 0,255 0,333
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A.2 Tabul’ky pre zvySné simulacie

Tabulka A.3: Hodnoty koeficientov pri zachovani normality

Rozsah vyberu n 20 50 100 200 500

Teoreticka hodnota p -0,9000 -0,9000 -0,9000 -0,9000 -0,9000

T -0,8943 -0,8952 -0,9004 -0,9026 -0,9012
Ty -0,8548 -0,8715 -0,8848 -0,8919 -0,8915
Odhad r -0,8656 -0,8813 -0,8938 -0,9004 -0,9001

Teoretick4 hodnota p -0,1000 -0,1000 -0,1000 -0,1000 -0,1000

T -0,0950 -0,0942 -0,0947 -0,1004 -0,0986
Ty -0,0747 -0,0796 -0,0897 -0,0940 -0,0992
Odhad r -0,0782 -0,0833 -0,0939 -0,0984 -0,1039

Teoretick4 hodnota p 0,2000 0,2000 0,2000 0,2000 0,2000

T 0,1838 0,1870 0,1982 0,1964 0,1997
Ty 0,1627 0,1792 0,1861 0,1835 0,1881
Odhad r 0,1702 0,1874 0,1946 0,1919 0,1966

Teoretick4 hodnota p 0,4000 0,4000 0,4000 0,4000 0,4000

T 0,3959 0,3857 0,4034 0,4090 0,3991
Ty 0,3529 0,3634 0,3835 0,3896 0,3827
Odhad r 0,3674 0,3783 0,3989 0,4052 0,3981

Teoretick4 hodnota p 0,8000 0,8000 0,8000 0,8000 0,8000

T 0,7870 0,7943 0,7951 0,8006 0,8017
Ts 0,7614 0,7681 0,7771 0,7801 0,7865
Odhad r 0,7764 0,7828 0,7915 0,7944 0,8006
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Tabulka A.4: Hodnoty koeficientov pri poruseni normality jednou zlozkou

Rozsah vyberu n 20 50 100 200 500

Teoretickd hodnota p -0,5000 -0,5000 -0,5000 -0,5000 -0,5000
r -0,4822 -0,4813 -0,4863 -0,4809 -0,4812

Ty -0,4476 -0,4562 -0,4572 -0,4620 -0,4642

Odhad r -0,4645 -0,4732 -0,4742 -0,4791 -0,4814
Teoreticka hodnota p -0,1000 -0,1000 -0,1000 -0,1000 -0,1000
r -0,0661 -0,0811 -0,0908 -0,0970 -0,1070

Ts -0,0748 -0,0864 -0,0951 -0,0968 -0,1022

Odhad r -0,0783 -0,0904 -0,0995 -0,1013 -0,1070
Teoreticka hodnota p 0,4000 0,4000 0,4000 0,4000 0,4000
r 0,3886 0,3936 0,3999 0,3967 0,3975

Ts 0,3601 0,3661 0,3820 0,3831 0,3793

Odhad r 0,3749 0,3810 0,3974 0,3985 0,3946
Teoreticka hodnota p 0,8000 0,8000 0,8000 0,8000 0,8000
r 0,7899 0,7821 0,7806 0,7810 0,7770

Ts 0,7594 0,7626 0,7643 0,7653 0,7624

Odhad r 0,7744 0,7775 0,7792 0,7802 0,7774
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Tabulka A.5: Hodnoty koeficientov pri poruseni normality oboma zlozkami

Rozsah vyberu n 20 50 100 200 500

Teoreticka hodnota p -0,9000 -0,9000 -0,9000 -0,9000 -0,9000
r -0,8633 -0,8698 -0,8687 -0,8665 -0,8670

Ts -0,8462 -0,8469 -0,8505 -0,8561 -0,8540

Odhad r -0,8575 -0,8581 -0,8615 -0,8668 -0,8648
Teoretickd hodnota p -0,5000 -0,5000 -0,5000 -0,5000 -0,5000
r -0,4624 -0,4794 -0,4817 -0,4766 -0,4833

Ty -0,4430 -0,4562 -0,4590 -0,4615 -0,4683

Odhad r -0,4598 -0,4732 -0,4761 -0,4786 -0,4855
Teoreticka hodnota p 0,2000 0,2000 0,2000 0,2000 0,2000
r 0,1733 0,1844 0,1954 0,1968 0,1992

Ty 0,1643 0,1787 0,1821 0,1842 0,1890

Odhad r 0,1718 0,1868 0,1904 0,1926 0,1976
Teoreticka hodnota p 0,8000 0,8000 0,8000 0,8000 0,8000
r 0,7831 0,7832 0,7811 0,7789 0,7790

Ts 0,7542 0,7664 0,7605 0,7602 0,7650

Odhad r 0,7694 0,7812 0,7755 0,7753 0,7799
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Tabulka A.6: Hodnoty koeficientov pri vyskyte odlahlych hodnot

Rozsah vyberu n 20 60 100 200 500

Teoreticka hodnota p -0,9000 -0,9000 -0,9000 -0,9000 -0,9000

T -0,6621 -0,6642 -0,6715 -0,6873 -0,6813
Ty -0,7887 -0,7978 -0,8013 -0,8091 -0,8111
Odhad r -0,8026 -0,8113 -0,8147 -0,8221 -0,8241

Teoretickd hodnota p -0,5000 -0,5000 -0,5000 -0,5000 -0,5000

T -0,3738 -0,3808 -0,3789 -0,3915 -0,3827
Ty -0,4098 -0,4205 -0,4279 -0,4450 -0,4468
Odhad r -0,4259 -0,4368 -0,4444 -0,4618 -0,4637

Teoretick4 hodnota p 0,2000 0,2000 0,2000 0,2000 0,2000

T 0,1285 0,1485 0,1429 0,1696 0,1587
Ty 0,1599 0,1801 0,1806 0,1893 0,1884
Odhad r 0,1673 0,1883 0,1889 0,1980 0,1970

Teoretick4 hodnota p 0,4000 0,4000 0,4000 0,4000 0,4000

T 0,2930 0,3067 0,3084 0,3045 0,3050
Ty 0,3262 0,3303 0,3544 0,3536 0,3530
Odhad r 0,3399 0,3442 0,3690 0,3682 0,3676
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Tabulka A.7: Hodnoty koeficientov pri skladani rozdeleni

Rozsah vyberu n 20 50 100 200 500

p1=09; p, =-09; w; =05, w, =0,5

Teoreticka hodnota p 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

r 0,0997 0,0512 -0,0239 -0,0070 0,0045

Ts 0,0957 0,0621 -0,0252 -0,0044 0,0028

Odhad r 0,1002 0,0650 -0,0264 -0,0046 0,0030
p1=01; p, =-0,1; w; =0,5; w, =0,5

Teoreticka hodnota p 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

r -0,0325 -0,0099 0,0014 0,0064 -0,0021

Ty -0,0212 -0,0128 0,0019 0,0042 -0,0042

Odhad r -0,0222 -0,0134 0,0020 0,0044 -0,0044
p1 =045; p, =-0,8; w; =0,4; w, =0,6

Teoreticka hodnota p -0,3000 -0,3000 -0,3000 -0,3000 -0,3000

r -0,4492 -0,4208 -0,4138 -0,4091 -0,4047

Ts -0,4070 -0,3982 -0,3956 -0,3941 -0,3881

Odhad r -0,4230 -0,4140 -0,4113 -0,4098 -0,4036
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A.3 Grafy pre zvy$né simulacie
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Obrdzok A.8: Porovnanie koeficientov pre p = —0,9 pri zachovani normality
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Obrazok A.9: Porovnanie koeficientov pre p = —0,1 pri zachovani normality
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Obrdzok A.10: Porovnanie koeficientov pre p = 0,2 pri zachovani normality
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Obrazok A.11: Porovnanie koeficientov pre p = 0,4 pri zachovani normality
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Obrazok A.12: Porovnanie koeficientov pre p = 0,8 pri zachovani normality
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Obrazok A.13:

Obrdzok A.14:
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Porovnanie koeficientov pre p = —0,5 pri poruseni normality jednou zlozkou
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Porovnanie koeficientov pre p = —0,1 pri poruseni normality jednou zlozkou

0,41

0,39

0,38

0,37

Hodnota koeficientu

0,36

0,35
0 100 200 300 400 500 600

Rozsah vyberu n

@ Teoretickd hodnota er ers Odhad r

Obrazok A.15: Porovnanie koeficientov pre p = 0,4 pri poruseni normality jednou zloZkou

45



0,81

5 08 | e—e—e ® °
g
S 079 | e
2 0,78 e e
(© —
=
2 0,77
B
T o076 6 Ld

0,75

0 100 200 300 400 500 600

Rozsah vyberu n

® Teoretickd hodnota er ers Odhad r

Obrdzok A.16: Porovnanie koeficientov pre p = 0,8 pri poruseni normality jednou zlozkou
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Obrazok A.17: Porovnanie koeficientov pre p = —0,9 pri poruseni normality oboma zlozZkami
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Obrazok A.18: Porovnanie koeficientov pre p = —0,5 pri poruseni normality oboma zloZkami

46



Obrazok A.19:

Obrazok A.20:
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Porovnanie koeficientov pre p = 0,2 pri poruseni normality oboma zlozkami
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Porovnanie koeficientov pre p = 0,8 pri poruseni normality oboma zlozkami
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Obrazok A.21: Porovnanie koeficientov pre p = —0,9 pri vyskyte odlahlych hodnét
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Obrdzok A.22: Porovnanie koeficientov pre p = —0,5 pri vyskyte odlahlych hodnat
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Obrazok A.23: Porovnanie koeficientov pre p = 0,2 pri vyskyte odlahlych hodnot
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Obrazok A.24: Porovnanie koeficientov pre p = 0,4 pri vyskyte odlahlych hodnét

48



0,11
0,09
0,07
0,05
0,03

0,01

Hodnota koeficientu

-0,01

-0,03
0 100 200 300 400 500 600
Rozsah vyberu n

® Teoretickd hodnota er ers Odhad r

Obrdzok A.25: Porovnanie koeficientov pre p; = 0,9; p, = —0,9; w; =0,5; w, = 0,5
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Obrazok A.26: Porovnanie koeficientov pre p, = 0,1; p, = —0,1; w; =0,5; w, = 0,5
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Obrazok A.27: Porovnanie koeficientov pre p, = 0,45; p, = —0,8; w; = 0,4; w, = 0,6
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