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Abstrakt 
Tato práce se zabývá je tovými grupami a jejich mat icovými reprezentacemi. V úvodní 
části práce se věnujeme reprezentac ím grup, akcím grup na množinách a invar ian tům 
akcí. V další část i jsou objasněny pojmy h ladká varieta, Lieova grupa a Lieova algebra. 
Následuje vysvětlení pojmu jet a zavedení je tové grupy jako speciálního p ř ípadu Lieovy 
grupy. Nejprve jsou popsány grupy G\ a G\, po t é grupa G\ a její podgrupy. U popsaných 
je tových grup jsou navrženy jejich reprezentace. V závěru práce je nas t íněna možnos t 
aplikací je tových grup v mechanice kontinua. P ráce je doplněna algori tmizací vybraných 
problému v softwaru Wolfram Mathematica. 

Summary 
This thesis is focused on jet groups and their matr ix representations. The opening section 
deals wi th group representations, group actions on sets and invariants of actions. Another 
section explains terms such as smooth manifolds, Lie group and Lie algebra. The following 
part clarifies terms jet and jet group as a special example of Lie group. First of all, 
groups G\ and G\ are described, then description of group G\ and its subgroups ensues. 
Representations of these jet groups are proposed. Finally, applications of jet groups in 
continuum mechanics are mentioned. The thesis is complemented wi th algorithm of chosen 
problems in program Wolfram Mathematica. 

K l í č o v á slova 
akce grupy, invariant, reprezentace grupy, varieta, Lieova grupa, jet zobrazení , je tová 
grupa, mechanika kontinua, Wolfram Mathematica 
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1. ÚVOD 

1. Uvod 
P r v n í část bakalářské práce tvoř í přehled stěžejních po jmů. Tomuto přehledu dominuje 

grupa, se kterou se v práci m n o h o k r á t se tkáme, a proto je i lust rována množs tv ím př íkladů. 
Grupu můžeme nechat působi t na libovolnou množinu, k t e rá sama nemusí být grupou. 

Př i splnění j is tých podmínek vznikne akce grupy na množině . Akcemi , jejich vlastnostmi 
a funkcemi zvanými invarianty akcí se zabývá t ř e t í kapitola. Tře t í kapitolu uzaví rá před­
stavení pojmu reprezentace grupy, k te rý je t í m t o př ichys tán pro použi t í v kapitole pá té . 

Č t v r t á kapitola začíná k r á t k ý m nah l édnu t ím do topologie, s jejíž pomocí je definována 
h ladká varieta. T u záhy využijeme při zavedení Lieovy grupy. Pokračujeme uvedením 
souvislosti mezi Lieovými grupami a mat icovými grupami a přeh ledem související teorie. 

P á t á kapitola č tenáře seznamuje s jety zobrazení . Jety regulárních zobrazení se ozna­
čují invertibilní a tyto jety tvoř í jetovou (nebo také diferenciální) grupu, k t e rá se řadí 
mezi Lieovy grupy. Zbytek kapitoly je věnován předs tavení struktury základních je tových 
grup a je po ja tý jako př íprava pro následující kapitolu. 

Šestá kapitola je cen t rá ln ím bodem práce. Je v ní p ředs tavena je tová grupa druhého 
ř á d u a její možné reprezentace. Je formulována vě ta o ne jmenším možném ř á d u matic 
s reálnými prvky, k te rými lze tuto grupu reprezentovat, a je uvedeno krá tké předs tavení 
jejích podgrup. S t r ánka na s a m o t n é m konci práce dává prezentované pojmy do souvislosti 
s jejich možnými aplikacemi v mechanice kontinua. 

K v y b r a n ý m p rob lémům je při loženo řešení v softwaru Wolfram Mathematica. 
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2. STĚŽEJNÍ POJMY 

2. Stěžejní pojmy 
2.1. Zobrazení 
Zobrazení je j edn ím ze základních kamenů matematiky a není proto překvapivé, že se 
k němu budeme v t é t o práci mnohokrá t obracet. Začněme proto definováním tohoto pojmu 
podle skript [1]. 

Definice 2.1. Mějme dvě neprázdné množiny M,N. Jako zobrazení z množiny M do 
množiny TV nazveme takový předpis / : M —> N, podle něhož je každému prvku (vzoru) 
x E M p ř i řazen právě jeden prvek (obraz) y E N. 

Poznámka. Někdy bývá zobrazení definováno jako relace ~ taková, že platí-l i zároveň 
a ~ b a a ~ c, pak 6 = c. Takový postup je technicky náročnější , neboť vyžaduje zavedení 
relace a souvisejících pojmů. 

Definice 2.2. Mějme zobrazení / : M —> N. Zobrazení nazveme surjektivní (nebo zobra­
zení na), pokud libovolný prvek y E N m á svůj vzor x E M. Zobrazení nazveme injektivní 
(nebo prosté zobrazení), pokud libovolný prvek y E N m á nejvýše jeden vzor x G M. Zob­
razení zároveň surjektivní i injektivní nazveme bijektivní (vzájemně jednoznačné). 

Pro zobrazení / : M —> M užíváme název funkce jedné (reálné) proměnné. Pro zobrazení 
/ : MJ1 —> M užíváme název funkce více (reálných) proměnných. Pro zobrazení / : M n —> M.n 

není terminologie us tá lena , skripta [ ] používají pojem zobrazení mezi prostory vyšších 
dimenzí. P ř i p o m e ň m e podle těch to skript důležitý pojem a s n ím související větu. 

Definice 2.3. Jacobiho matice zobrazení / : MP —> MP je matice ve tvaru: 

J ( x \ , x r 

fdh dh dh\ 
dxi 8x2 ' ' ' dxn 

dh dh dh 
dxi 8x2 ' ' ' dxn 

l 9fn 9fn 8fn i 
\8xi 8x2 ' ' ' 8xn/ 

Její determinant označujeme jako Jacobiho determinant nebo s t ručně jakobián. 

V ě t a 2.1. Je dáno zobrazení f : Rn —> M.n. Předpokládejme, ze jeho složky f\, ...,/„ mají 
v bodě x = (xi,...,xn) spojité parciální derivace prvního řádu a ze Jacobiho matice je 
regulární (tzn. jakobián je nenulový). Pak existuje okolí bodu x, ve kterém je zobrazení f 
prosté (a nejméně v tomto okolí tedy existuje zobrazení f_1 k němu inverzní). 

Poznámka. Zobrazení vyhovující uvedenému tvrzení označujeme jako regulární v bodě x. 

P ř í k l a d 2.1. Je dáno zobrazení f(x,y) = (x + y2,x2 + y). Jacobiho matice tohoto zob­
razení je: 

' 1 2i J(x,y) 
2x 1 

Jakobián tohoto zobrazení det(J(x,yj) = l—4xy je nulový v bodech ležících na hyperbole 
určené rovnicí y = V těchto bodech tedy neexistuje zobrazení k / inverzní. 
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2.2. KŘIVKY 

2.2. Křivky 
Křivky jsou speciálním p ř ípadem zobrazení . Uveďme s pomocí [3] dvě definice. 

Definice 2.4. Jako parametrizovanou křivku 7 budeme pro pevně zvolené n G N označo­
vat zobrazení 7 : M —> M™. O zobrazení 7 p ř edpok ládáme , že je t ř ídy C1 (tedy m á spojitou 
nejméně prvn í derivaci). 

Poznámka. Pojmy kř ivka a pa ramet r i zovaná kř ivka budeme zto tožňovat . P rob lém při 
tomto p ř í s tupu jsou kř ivky zadané implici tně, jejichž paramet r ické vyjádření nemusí být 
j ednoduché nalézt (na tyto kř ivky v práci ale nenaraz íme) . Pomoc í parametrizace lze 
kř ivku definovanou ve dvourozměrném nebo t ro j rozměrném prostoru vykreslit. 

P ř í k l a d 2.2. Rovnicí 7( í ) = (r cos t, r sin ť) je definována kružnice v rovině s po loměrem r. 
Tuto kružnici můžeme zapsat také implici tní rovnicí x2 + y2 = r2. 

Definice 2.5. Řekneme, že paramet r izované křivky 7(ŕ) a S(t) maj í v b o d ě X styk k-tého 
řádu, jestliže je pro Vz = 1 , k splněno 

ď-f(X) _ ďS(X) 
dP ~ dP 

P ř í k l a d 2.3. Nechť funkce jedné p roměnné f(x) m á v bodě Xq derivaci nejméně ř á d u n. 
Pak její Taylorův polynom n-tého řádu se středem x0 je definován předpisem 

Tn{x) = f(x0) + J2 ^ r 1 ^ - xoY-
i=l l -

Funkce / m á v bodě Xq styk n - tého ř á d u se svým Taylorovým polynomem n - tého ř á d u 
se s t ř edem x0. 

Poznámka. V souboru Tayloruv_polynom zpracovaném v programu GeoGebra zadáme 
dvojklikem na příslušné hodnoty Xq s t řed Taylorova polynomu, n ř á d Taylorova poly­
nomu a pf{x, y) funkci p roměnné x. Modře se vykreslí z a d a n á funkce, zeleně její Taylorův 
polynom požadovaného ř á d u s požadovaným s t ředem. 

2.3. Grupa 
V historii se ukázalo, že při studiu algebry je vhodné zaj ímat se o algebraické struktury, 
tedy množiny, na k terých jsou definované operace na t é to množině uzavřené a k teré splňují 
j is té vlastnosti. Dokážeme-li platnost tvrzení pro strukturu obecně, p la t í pak pro všechny 
konkré tn í příklady. 

Nejznámější strukturou s jednou operací je zřejmě grupa. Ze struktur se dvěma opera­
cemi se nejčastěji se tkáváme s tělesem. Př i výkladu těch to a souvisejících po jmů využijeme 
skript [1], [i] a [5]. 

Definice 2.6. Množinu G spolu s operací * označujeme jako grupu, pokud jsou splněny 
následující axiomy: 

• uzavřenost : pro Va, b E G p la t í a*b G G 

4 



2. STĚŽEJNÍ POJMY 

• asociativita: pro Va, b,c G G plat í : a * {b * c) = (a * b) * c 

• existence neu t rá ln ího prvku: 3e G G tak, že pro Wg e G p la t í g*e = e*g = g 

• existence inverzního prvku: ke každému g G G existuje prvek g - 1 G G tak, že pla t í 
9 * g'1 = g'1 * 9 = e 

Grupu G s operací * obvykle zapisujeme (G,*). Je-li navíc splněno a* b = b * a pro 
Va, 6 G G , označujeme grupu jako komutativní (nebo také abelovskou). 

Poznámka. Je-li označení operace p a t r n é z kontextu, píšeme mís to a * b pouze ab. 

V ě t a 2.2. /j Neutrální prvek je v grupě jediný. 
II) K libovolnému prvku grupy je inverzní prvek jediný. 

Důkaz. P ředpok láde jme existenci dvou různých neut rá ln ích p rvků e i , e2, pak e\ = e\ *e2. 
zároveň ale musí platit e\ * e2 = e2, což znamená , že e\ = e2 a to je spor s p ředpokladem. 
Neut rá ln í prvek je skutečně jediný. Druhé tvrzení dokážeme analogicky. • 

P ř í k l a d 2.4. Číselné množiny Z , Q , K a C tvoří spolu s operací sčí tání + grupy. Naopak 
množ ina přirozených čísel N s operací sčí tání + grupu netvoř í (v množině nenajdeme ani 
neu t rá ln í prvek, ani inverze k dané operaci). 

Právě definovaný pojem grupy využijeme při definici tělesa. 

Definice 2.7. Množinu F spolu se dvěma operacemi + a • označujeme jako těleso, pokud 
je splněno: 

• (F, +) tvoř í komuta t ivn í grupu s neu t r á ln ím prvkem e. 

• (F\{e} , •) tvoř í grupu. 

• d is t r ibut ivní zákony: a - (b + c) = a • b + a • c, (b + c)-a = b- a + c-a pro Va, 6, c G F. 

Zapisujeme (F, +, •) nebo krá tce F. Těleso označujeme jako komutativní, pokud je grupa 
(F\{e} , •) komuta t ivn í . 

P ř í k l a d 2.5. a) V matematice běžně pracujeme s tělesy ( Q , + , •), (M,+ , •), a (C ,+ , • ) , 
k t e rá jsou všechna komuta t ivn í . Nekomuta t ivn ím tělesem jsou kvaterniony (H , +, •). 
b) Množina M = {a + 6\/2 + c\/3; a, 6, c G Q} netvoř í s operacemi + a • těleso, neboť není 
uzavřená na operaci násobení . 
c) Vhodnou úpravou uvedené množiny M dostaneme těleso: JVi = {a + 6\/2; a, 6 G Q} 
a N2 = {a + 6\/2 + c\/3 + d\/6; a, 6, c, d G Q} tvoř í s operacemi + a • tělesa. 

P ř í k l a d 2.6. Množina čtvercových invertibilních matic ř á d u n s prvky z daného tělesa F 
spolu s operací mat icového násobení se nazývá obecná lineární grupa a označuje GL(n, F). 

Existují t aké podmnož iny grupy, k teré jsou samy grupami. 

Definice 2.8. Nechť je d á n a grupa (G, *). Podmnož inu H C G (spolu se stejnou operací * 
definovanou na G) nazveme jako podgrupu, jsou-li splněny tyto dvě podmínky : 

• pokud libovolné dva prvky hi,h,2 G H, pak také h\ * h2 G H. 

• pokud prvek h G H, pak i prvek k němu inverzní h~x G H. 

P ř í k l a d 2.7. Podgrupou obecné l ineární grupy je speciální lineární grupa SL(n, F), kde 
navíc požadujeme, aby determinant matice byl roven jedné . 
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2.3. GRUPA 

P ř í k l a d 2.8. Vezměme S (libovolnou) čtvercovou matici ř á d u n, položme 

G(n,S) = {Ae GL(n, R) \ ATSA = S} 

a ukažme, že se j e d n á o grupu (a opět i podgrupu obecné l ineární grupy). 

Nechť matice A, B G G (plat í ATSA = S = BTSB). Požadujeme, aby také matice 
AB e G . S využ i t ím pravidla (AB)T = BTAT dos táváme (AB)TSAB = BTATSAB = 
BTSB = S, grupa je vůči mat icovému násobení uzavřená . Je známo, že mat icové násobení 
je asociat ivní , neu t r á ln ím prvkem je jednotková matice I E G (protože ITSI = ISI = S). 

Libovolná matice A G G je z definice regulární , matice A - 1 tedy existuje. Zbývá 
dokáza t , že A - 1 G G, neboli (A~1)TSA~1 = S. Rovnost ATSA = S zprava vynásobíme 
mat ic í A - 1 , zleva mat ic í ( A _ 1 ) T . P ro tože p la t í ( A _ 1 ) T = ( A T ) _ 1 , je důkaz hotov. 

Zajímavostí je, že matice S může být i s ingulární . Vezměme S = (J jJ) . Grupu G (zde 
navíc komuta t ivn í ) pak tvoř í diagonální matice ve tvaru A = ( ô i / „ ) , f l ^ 0 . 

Poznámka. Maticové grupy jsou obecně nekomuta t ivn í . Speciálním p ř í p a d e m maticové 
komuta t ivn í grupy je např . množ ina diagonálních matic s reá lnými prvky (matic, k teré 
mají mimo diagonálu nuly a na diagonále jen nenulové prvky) s operací mat icového ná­
sobení. 

P ř í k l a d 2.9. Pokud položíme v př ík ladu 2.8 matici S rovnu jednotkové matici / , dosta­
neme ortogonální grupu: 

0 ( n , R ) = {A G GL(n,R) | ATA = /}. 

Ukažme několik zaj ímavých vlas tnos t í t é to grupy. Ze vztahu ATA = I plyne rovnost 
AT = A - 1 . Uvědomíme-l i si, že ATA = A - 1 A = I, snadno nah lédneme, že sloupce (resp. 
řádky) takové matice tvoř í soustavu or tonormáln ích (na sebe vzájemně kolmých) vektorů. 

Podle Cauchyovy věty o determinantu součinu matic p la t í det (ATÁ) = det AT • det A. 
Pro tože p la t í ATA = I a det AT = det A, dos táváme rovnost (det A)2 = det 1=1. Deter­
minant or togonální matice se tak rovná 1 nebo —1. Opačné tvrzení ale nepla t í (rovnost 
determinantu 1 nebo —1 neimplikuje ortogonalitu matice). 

Or togonáln í grupa popisuje transformace v euklidovském prostoru (rotace a zrcadlení) . 
Její podgrupou je speciální ortogonální grupa SO(n,M), u níž požadujeme, aby byl deter­
minant matic roven 1. 

Ve všech předchozích př íkladech nebyly grupy konečné (množina G měla mohutnost 
kontinua). Uveďme nyní jeden př íklad konečné grupy, neboť na konečných grupách vynikne 
vysvětlení později zavedeného pojmu reprezentace grup. 

P ř í k l a d 2.10. Jako permutaci n-prvkové množiny označujeme n-t ici př irozených čísel 
od 1 do n obsahující každé číslo právě jednou. Tato n-tice určuje jedno z možných uspo­
řádán í množiny a pro n-prvkovou množinu existuje celkem n\ takových n-tic. 

Permutace se označují způsobem, k te rý znázorňuje, na j aký prvek se daný prvek zob­
razí. V práci p rvn í řádek vynecháváme, např ík lad permutaci ( 2 3 1 ) označujeme (2 3 1). 

Vezměme t ř íprvkovou množinu a označme její permutace t í m t o způsobem: 
A = ( l 2 3), B = (2 3 1), C = (3 1 2 ) , D = (2 1 3), E = (1 3 2), F = (3 2 1). 

Permutace skládejme následovně: 

C o E = (3 1 2 ) o ( l 3 2) = (2 1 3 ) = D 
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2. STĚŽEJNÍ POJMY 

EoC=(l 3 2 ) o ( 3 1 2) = (3 2 í) = F 

Množina všech pe rmu tac í n-prvkové množiny spolu s operací skládání pe rmu tac í tvoří 
nekomuta t ivn í grupu. U konečných grup jejich strukturu znázorňujeme Cayleyho tabulkou. 
V zápisu Ao B značí A prvek ve sloupci nalevo, B značí prvek v ř ádku nahoře . 

0 A B C D E F 

A A B C D E F 

B B C A E F D 

C C A B F D E 

D D F E A C B 

E E D F B A C 

F F E D C B A 

Definice 2.9. Jako centrum grupy (G, *) označujeme množinu 

Z (G) = {heG\VgeG:g*h = h*g}. 

Poznámka. Centrum grupy je komuta t ivn í podgrupou původn í grupy. 

Setkáváme se s grupami, k te ré se, ačkoliv popisují různé situace, z hlediska struktury 
„chovají s tejně". To nás vede k následující definici. 

Definice 2.10. Mějme grupy (G,*) a (H,o). Zobrazení / označíme jako grupový homo-
morfismus, je-li splněno: 

f (91* 92) = f (9i) ° /(&)• 

Je-li zobrazení / navíc bijektivní, označujeme ho jako izomorfismus a to, že grupy G a, H 
jsou izomorfní zapisujeme G ~ H. 

P ř í k l a d 2.11. Grupa reálných čísel spolu s operací sčí tání (M, +) je izomorfní g rupě 
kladných (nenulových) reálných čísel spolu s operací násobení Izomorfismus je 
popsán zobrazením / , pro které p la t í f(x + y) — f(x) • f(y). Obdržel i jsme známou 
funkcionální rovnici, podle níž je / exponenciální zobrazení . O b ě grupy jsou komuta t ivn í , 
jejich centra splývají s grupami samotnými . 

P ř í k l a d 2.12. Grupa ,SX(2, F2) obsahuje šest p rvků a je izomorfní g rupě z př ík ladu 2.10. 
Tento izomorfismus je popsán (využijeme-li značení zavedené v př ík ladu 2.10) pomocí 
zobrazení / t í m t o způsobem: 

f(A) = (o?) , f(B) = ( i J) , f (C) = ( o i ) , f (D) = ( i } ) , f(E) = ( i ? ) , f [F) = ( » J ) . 

Centrem grupy je t ř íprvková množ ina obsahující matice označené f (A), f (B), f (C). Grupa 
je izomorfní t aké d ihedrá lní g rupě symetr i í rovnos t ranného t ro júhelníka , s níž se lze blíže 
seznámit v knize [ ]. 
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3. Akce grupy 
Hlavními zdroji, použ i tými v t é t o kapitole, jsou [6], [7] a [8]. 

Definice 3.1. Mějme zobrazení a : G x M —> M. Zobrazení a označíme jako levou akci 
grupy G na množině M, je-li pro všechna g, h G G a pro všechna z G M splněno: 

a(h, a(g, z)) = a(hg,z). 

Podobně zobrazení a označíme jako pravou akci grupy G na množině M, je-li pro všechna 
g, h G G a pro všechna z E M splněno: 

a(h, a(g, z)) = a(gh,z). 

Poznámka. Levou akci značíme též gh®z = g®(h®z), pravou gh*z — g •(h* z). Budeme 
využívat oba způsoby značení , vždy ten vhodnějš í v dané situaci. V př ípadě komuta t ivn í 
grupy levá a pravá akce splývají. A k c i t aké nazýváme působení grupy G na množinu M. 

V ě t a 3.1. Mějme akci a grupy G na množině M a neutrální prvek grupy e G G. Pro 
libovolný prvek z E M pak platí a(e, z) = z. 

Důkaz. Mějme g G G, w G M a předpokláde jme, že a(e, z) = w. Pak rovnost definující 
levou akci a(g, a(e, z)) = a(ge, z) přejde na tvar a(g, w) = a(g, z). P ro tože a je zobrazení, 
musí platit w = z, a to je spor s p ředpokladem. Stejnou úvahou lze tvrzení dokáza t i pro 
pravou akci. • 

P ř í k l a d 3.1. Pro zvolené n G N mějme maticovou grupu GL(n,M). Násobení n-prv-
kových vektorů maticemi je akcí. Pokud půjde o množinu sloupcových vektorů, bude se 
jednat o levou akci, naopak v př ípadě množiny řádkovch vektorů dostaneme pravou akci. 

Jelikož grupa je speciálním p ř í p a d e m množiny, můžeme definovat akci grupy G na 
sobě samé, tedy položit M = G. Níže uvedenou akci grupy na sobě konjugovaností je 
možné definovat pro libovolnou grupu. M y si j i p ředs tav íme na g rupě GL(n,R). 

P ř í k l a d 3.2. Mějme grupu G = G L (n, M.) a množinu M = G. A k c i G na M zavedeme 
předpisem a(B,A) = B~1AB. P ro tože je splněno: 

a(C,a(B,A)) = a{C,B~lAB) = C'1 B'1 ABC, 

a{BC,A) = {BC)-lABC = C'1 B'1 ABC, 

j edná se o pravou akci značenou též B* A. Levou akci z ískáme předpisem B® A = BAB-1. 

Definice 3.2. Řekneme, že dvě grupové akce aij : G x M —> M, i — 1,2 jsou ekvivalentní, 
jestliže existuje hladké invertibilní zobrazení 0 : M —> M pro Vg G G splňující rovnici: 

<*2(g,z) = 0 " V i ( # , 0 ( ^ ) ) ) -
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3. AKCE GRUPY 

P ř í k l a d 3.3. Je d á n a mat icová grupa G = SL(2, C) a množ ina M u spořádaných dvojic 
komplexních čísel (x,y) G C 2 . Označme prvek grupy: 

9 = ( c d ) ' « * - & c = l . 

Pak podle [ ] existují t ř i vzájemně neekvivalentní akce grupy G na množině M. P rvn í 
z nich je: 

/ax + b N 

{x,y) = ——:,y 
\cx + d 

D r u h á je: 
/ax + b y 

{x, y) = 

A t ře t í je: 

cx + ď [ex + d)2 

(x, ý) = [ - , 6c(cx + d) + (cx + d)2y 

P ř í k l a d 3.4. Mějme grupu i množinu stejnou jako v předchozím př ípadě . Akce a,\ grupy G 
na množině M nechť je z a d á n a předpisem: 

(x, y) = (ax + by, cx + dy). 

A k c i můžeme vn íma t jako působení matice na sloupcový vektor. Podle předchozího pří­
kladu musí být tato akce ekvivalentní některé ze t ř í zmíněných akcí. 

Definujme zobrazení C 2 —> C 2 vztahem: 

0((z ,y)) = ( -7=,-t= 

Pak zobrazení k němu inverzní je: 

X 1 

y y 

Dosazením do definice ekvivalence akcí 0 1(ai(g, <f>(z))) zjistíme, že akce a,\ je ekvivalentní 
d ruhé akci z předchozího př íkladu. 

3.1. Invarianty akcí 
Pojem invariantu se objevuje p ř ímo v názvu t é to práce , věnujme proto tomuto pojmu 
samotnou podkapitolu a ilustrujme ho na několika příkladech. 

Definice 3.3. O funkci / : M —> M řekneme, že je invariantem akce a : G x M —> M, 
jestliže je pro \/z G M splněno: 

f(a(g,z)) = f(z). 

P ř í k l a d 3.5. Vezmeme or togonální grupu O (n, M.) a necháme j i působi t ma t i covým ná­
sobením na množinu n-prvkových sloupcových vektorů (xi, ...,xn)T. 

Funkce / = \fx\-\r ... + x\ určující velikost vektoru je invariantem t é t o akce. Grupou 
S , 0(2 ,M) a množinou dvouprvkových vektorů se více zabýváme v př ík ladu 3.12. 
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3.1. INVARIANTY AKCÍ 

P ř í k l a d 3.6. Stopu matice A definujeme jako součet p rvků , k te ré leží na hlavní diagonále, 
a označujeme tr(A). P ř i p o m e ň m e si akci z př ík ladu 3.2 zadanou předpisem B»A = B~xAB 
a ukažme, že funkce f (A) = tr(A) je jej ím invariantem. 

Podle [ ] vztah B~x AB definuje matici podobnou k matici A. Podobné matice mají 
s te jná v las tn í čísla a stopa matice je jejich součtem. Z toho plyne, že uvedená funkce je 
invariantem akce ( to tožné tvrzení p la t í i pro levou akci B ® A). 

Akce je invar iantní i vůči funkci určující determinant matice, protože ten je součinem 
vlastních čísel. 

Ve dvou následujících př íkladech necháme na zvolenou množinu působi t grupu SL(2, K ) . 
Prvek t é t o grupy označíme (" d)> p la t í ad — bc = 1. 

P ř í k l a d 3.7. A k c i a grupy «SX(2,IR) na množině uspořádaných čtveřic reálných čísel 

(x, y, z, w) zavedeme předpisem a((x, y, z, w)) = í g ^ , g ^ , s g j ) . Invarianten t é to 

akce je výraz: 

(x- z)(y-w) 
(x-y)(z-w) 

zvaný křížový poměr, k te rý se upla tňuje v projekt ivní geometrii. 
Podívejme se také na jeden př ík lad diferenciálního invariantu. 

P ř í k l a d 3.8. A k c i a grupy SL(2, M) na množině funkcí u(x) p roměnné x zavedeme před­
pisem a(u) = ^ j j ^ . Jako Schwarzovskou derivaci S(u) funkce u označíme výraz složený z 
derivací funkce u (předpokládejme, že všechny po t ř ebné existují) následovně: 

r,/ \ uxxx 3 Uxx 

y '~ ux 2u%' 

Schwarzovská derivace je invariantem t é t o akce. J inými slovy, v bodech, kde existují 
po t ř ebné derivace, p la t í S(u) = S(^^). 

P ř í k l a d 3.9. Vezmeme n-tici l ineárně nezávislých sloupcových vektorů o n prvcích a tyto 
vektory u s p o ř á d á m e do matice X. Dále vezmeme množinu 2) všech diagonálních regulár­
ních matic ř á d u n. 

Grupu G definujeme předpisem G = {X^DX; D G 2)}. Uvedenou konstrukcí jsme 
podle [1] získali grupu všech matic, jejichž množ ina vlastních vektorů je tvořena sloupci 
matice X . Dokažme, že se j edná o grupu. 

• P ředevš ím zdůrazněme, že definice je korektní , neboť jsou-li sloupce matice X line­
árně nezávislé, tato matice je regulární a matice k ní inverzní X - 1 existuje. 

• Nechť matice X~lAX a X~lBX jsou prvky G. Pak i jejich součin X~lAXX~lBX = 
X_1ABX je prvkem G (součinem diagonálních matic je opět diagonální matice). 

• Násobení matic je asociat ivní . 

• Jednotkovou matici dostaneme, zvolíme-li D jako jednotkovou matici. 

• Inverzní matice k X~xAX je (X~1AX)~1 = X~1A~1X (A je invertibilní, protože je 
regulární) . 

Nyní opět vezměme n-tici s loupcových vektorů z úvodu tohoto př ík ladu. Množinu M 
definujme jako množinu všech reálných násobků těchto vektorů (skutečně pouze násobků, 
ne l ineárních kombinací ) . Grupu G necháme působi t na množinu M ma t i covým náso­
bením. Funkce f (v) = A normuje vektor (dělí ho jeho velikostí) a je invariantem té to 
akce. 
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3.2. Vlastnosti akcí 
3. AKCE GRUPY 

Vezměme jeden konkré tn í prvek množiny a zjistěme, k te ré prvky množiny z něj působen ím 
grupy vygenerujeme. 

Definice 3.4. Je-li z prvek množiny M a, g libovolný prvek grupy G na množině působící 
akcí a, pak orbita O (z) prvku z je d á n a předpisem: 

P ř í k l a d 3.10. Mějme množinu M — Q a grupu G = (Z, +), prvky z G M, g G G. Akce je 
definována předpisem a(g, z) = g + z (grupa G je komuta t ivn í , levá a pravá akce splývají). 
Orbi tou zvoleného prvku z — \ je množ ina {..., — | , —| , | , | , . . . } . 

P ř í k l a d 3.11. Opě t se odkážme na př íklad 3.2 a na jděme orbitu matice A. Z a d a n ý m pů­
sobením grupy na sobě samé získáme množinu všech matic, k te ré jsou matici A podobné . 
Orbi tou matice A jsou všechny matice, k te ré mají s te jná v las tn í čísla jako A. 

P ř í k l a d 3.12. Mějme speciální or togonální grupu SO(2,M). Její prvky můžeme obecně 
popsat jako prvky matice 

pro a = (0,27r). P ů s o b e n í m grupy na prvek (x,y)T ma t i covým násoben ím dostaneme 

Umocněn ím obou rovnic na druhou a jejich nás ledným sečtením získáme s využi t ím 
identity sin(o;) 2 + cos(o;)2 = 1 rovnost x2 + ý2 = x2 + y2. 

Považujeme-li (x, y)T za souřadnice bodu v rovině, pak orbitou prvku (x, y)T je kruž­
nice se s t ř edem v p o č á t k u a po loměrem r = \J x2 + y2 (protože x, y jsou pevně zvolené 
hodnoty). Výsledek potvrzuje, že uvedená grupa zajišťuje rotaci bodu okolo p o č á t k u v ro­
vině. 

Definice 3.5. A k c i a grupy G na množině M označíme jako tranzitivní, pokud pro 
Va, b E M existuje g E G takové, že b = a(g, a). 

Poznámka. Tranzi t ivní akce m á podle výše uvedené definice právě jednu orbitu. 

P ř í k l a d 3.13. Mějme dánu grupu G = (Q\{0} , •), g G G, množinu M, z G M a zobrazení 
a(g,z) = g- z. 
a) Je-li M = Z , pak a nebude akce (a není správně definované zobrazení , jeho výsledek 
neleží v požadované množině) . 

b) Je-li M = Q , pak a je akcí, k t e r á je t ranz i t ivn í (působením grupy na libovolný prvek 
množiny vygenerujeme celou množinu) . 

c) Je-li M = M , pak a je akcí, tato akce však není t ranz i t ivn í (působením grupy na 
libovolný prvek množiny nevygenerujeme celou množinu) . 

Vyberme si urč i tý prvek z G M a zkoumejme, k te rými prvky grupy G na něj můžeme 
působi t tak, aby prvek z zůsta l nezměněn. 

0(z) = {yeM\y = a(g,z)}. 

x = xcos^aj — ysm{a), 

ý = a;sin(o;) + T/COS(Q;). 
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3.3. REPREZENTACE GRUPY 

Definice 3.6. Je d á n a grupa G na množině M působící akcí a. Jako stabilizátor S (z) 
prvku z označujeme množinu 

Jádro J akce a je množ ina všech p rvků g E G pro libovolné z E M splňujících z = a(g, z). 

Následující vě ta je p řevza tá z práce [ ], kde najdeme i její důkaz. 

V ě t a 3.2. Jádro akce a je průnikem stabilizátorů všech prvků z E M. 

P ř í k l a d 3.14. Je d á n a grupa 

Tato grupa působí na množinu M s loupcových vektorů (x, y)T ma t i covým násobením. 
Pro s tabi l izátor prvku (x, y)T p la t í : 

• je-li x = 0, y = 0: s tab i l izá torem tohoto prvku je libovolný prvek grupy. 

• je-li x = 0, y 0 nebo x ^ 0, y ^ 0 : s tabi l izá torem prvku je jen jednotková matice. 

Podle rozboru výše je j á d r e m t é to akce pouze jednotková matice. 

Uveďme dva pojmy, k teré charakter izuj í akci podle složení j á d r a a s tabi l izá torů jed­
notl ivých p rvků množiny. 

Definice 3.7. A k c i grupy G na množině M nazveme jako efektivní, pokud její j á d r o tvoří 
pouze neu t rá ln í prvek grupy. A k c i nazveme jako volnou, pokud s tabi l izá torem libovolného 
prvku z E M je pouze neu t rá ln í prvek grupy. 

Poznámka. Volnost je speciálním p ř í p a d e m efektivity. 

P ř í k l a d 3.15. a) Akce grupy G = (Z ,+ ) , g E G na, množině M = M , z E M z a d a n á 
vztahem a(g, z) = g + z je volná, pro tože s tab i l izá torem libovolného prvku množiny je 
pouze 0 jako neu t rá ln í prvek grupy. 
b) Akce z př ík ladu 3.14 je efektivní, ale není volná. 
c) Akce diagonálních matic na sobě konjugovaností (viz př íklad 3.2) není efektivní. 

3.3. Reprezentace grupy 
V t é t o podkapitole si p ředs tav íme pojem reprezentace grupy pomocí mat icové grupy. 
Nalezení vhodné reprezentace přispěje k vytvoření p ředs tavy o s t ruk tu ře grupy. 

Definice 3.8. Zobrazení R : G —> GL(n,R) nazveme reprezentací grupy (G,*), jestliže 
je pro V<7, h E G splněno: 

S (z) = {g EG \ z = a(g,z)}. 

• je-li x 0, y = 0 : množ ina s tabi l izá torů m á tvar S((x, 0) T ) = 

R(g*h) = R(g)-R(h). 
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3. AKCE GRUPY 

Poznámka. V předchozí defininici je možné mís to GL(n, M) použí t regulární matice ř á d u n 
nad libovolným polem F. 

V ě t a 3.3. Buď R reprezentace grupy G. Jestliže e je neutrální prvek v G, jeho reprezentace 
R(e) je jednotková matice. 

Důkaz. Podle definice reprezentace p la t í R(e • h) = R(e) • R(h). Jelikož e je neut rá ln í 
prvek, p la t í e • h = h a dos táváme rovnost R(h) = R(e) • R(h). Má-li rovnost platit pro 
libovolný prvek h grupy G, pak R(e) je jednotková matice. • 

V ě t a 3.4. Buď R reprezentace grupy G. Pak platí i ? ( g ) _ 1 = R(g~r) 

Důkaz. Vztah i ? ( g ) _ 1 = R(g~r) vynásobíme zprava mat ic í R(g). Vyjde I = R(g~r) • R(g), 
kde / značí jednotkovou matici . Využi t ím definice reprezentace dostaneme I = R{g_1 • g), 
a protože g _ 1 • g = e, z ískáme již dokázanou rovnost I = R(e). • 

P ř í k l a d 3.16. Nej jednodušší reprezentací je zobrazení všech p rvků grupy na jednotkovou 
matici s tejného řádu . Takovou reprezentaci označujeme jako triviální. 

Přes tože reprezentace z předchozího př ík ladu splňuje požadavky kladené definicí, pro 
popis struktury grupy se nehodí . Uveďme některé zajímavější příklady. 

P ř í k l a d 3.17. P ř i p o m e ň m e si grupu z př ík ladu 2.10 a označení jejích prvků: 

A = (1 2 3), B = (2 3 1), C = (3 1 2), D = (2 1 3), E = (1 3 2), F = (3 2 1). 

Pro zavedení reprezentace maticemi GL(3, M) bude vhodné vn íma t každou z pe rmutac í 
jako vektor (xi,X2,£3). Té to permutaci p ř i řad íme matici A , jejíž prvky aiXi,i = {1,2,3} 
budou rovny jedné , zbylé prvky matice budou nulové. 

Reprezentaci maticemi GL(2,M) zavedeme např ík lad tak, že p r v k ů m A, B, C př iřa­

díme matici ^ ^ \ a p r v k ů m D, E, F p ř i řad íme matici ^ ^ \ . Tato reprezentace roz­

lišuje podle z n a m é n k a determinantu př i řazené matice paritu permutace (viz [8]). 
Další reprezentaci můžeme zavést tak, že prvek zobrazíme na blokovou matici , jejíž 

bloky jsou složené z matic, k teré jsou samy reprezentacemi tohoto prvku. Složením dvou 
výše uvedených reprezentací z ískáme jako reprezentaci prvku B matici 

/O 1 0 0 0 \ 
0 0 1 0 0 
1 0 0 0 0 
0 0 0 1 0 

\0 0 0 0 1/ 

Definice 3.9. Reprezentaci označujeme jako věrnou, když je zobrazení R p ros té (tedy 
neexistuje žádná matice, na níž by se zobrazily dva či více p rvků grupy). 

Zaj ímavým prob lémem je zjišťovat nejmenší možný řád matic, k t e rými dosáhneme 
věrné reprezentace grupy. Reprezentace v př ík ladu 3.17 maticemi ř á d u 3 je věrná. Pojďme 
si ukáza t , že existuje i vě rná reprezentace t é t o grupy maticemi ř á d u 2. 
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3.3. REPREZENTACE GRUPY 

P ř í k l a d 3.18. Věrná reprezentace R grupy pe rmu tac í z př ík ladu 2.10 maticemi GL(2, M.) 
je d á n a předpisem: 

m = § ;).*<*)=(; :}),Ä(c)=(:l J). 

V ě t a 3.5. Mějme regulární matici X a reprezentaci R\, která prvku g E G přiřadí 
matici A. Pak zobrazení R2, které přiřadí prvku g matici X~x AX, je také reprezentací. 

Důkaz. Mějme prvky a,b,c G G splňující a*b = c. Pro reprezentaci R\ p la t í R\{a) = A. 
Ri(b) = B a R\(c) = C a jelikož Ri je reprezentace, musí platit AB = C. Ukážeme, že 
zobrazení i?2 splňuje rovnost z definice 3.8: 

R2(a) • R2{b) = X~XAXX~XBX = X~xABX = X~XCX = R2(c). 
• 

Definice 3.10. Reprezentace i ? i a i ? 2 , k te ré mají vlastnost uvedenou v předchozí větě, 
označujeme jako ekvivalentní. 

N a příkladech jsme dosud ilustrovali reprezentace konečných grup. S reprezentacemi 
nekonečných grup se pomocí př ík ladů seznámíme v dalších kapi tolách. 
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4. LIEOVY GRUPY 

4. Lieovy grupy 
Lieova grupa se dá výst ižně popsat jako spojení geometrické struktury hladké variety 

a algebraické struktury grupy. V t é t o kapitole se na definici Lieovy grupy a souvisejících 
po jmů pod íváme důkladněj i , využijeme při tom zdroje [6], [9], [10] a [11]. Naraz íme také 
na pojem vektorového (lineárního) prostoru, k te rý je u rč i tým spojením struktur grupy 
a tělesa. P řesnou definici pojmu i ř a d u př ík ladů nalezneme ve skriptech [5]. 

4.1. Varieta 
Pojmem množina mysl íme pouze soubor prvků , za t ímco prostor označuje množinu, na níž 
je definována nějaká struktura. P ř i p o m e ň m e si podle [ ] pojem topologického prostoru. 

Definice 4.1. Mějme množinu M spolu se sys témem podmnož in r . Sys tém podmnož in r 
nazvme topologie a dvojici ( M , r ) topologický prostor, jsou-li splněny následující axiomy: 

. 0 e r , M e T. 

• sjednocení l ibovolného p o č t u množin z r leží v r . 

• p růnik konečného p o č t u množin z r leží v r . 

P r v k ů m z r ř íkáme otevřené množiny. 

Poznámka. Uzavřená množina se definuje jako množinový doplněk o tevřené množiny. P ř i 
práci s t ěmi to pojmy je n u t n á j i s tá opatrnost, uzavřená množ ina není opakem otevřené 
(existují obojetné množiny, k teré jsou otevřené i uzavřené současně) . P r o č v definici nelze 
př ipus t i t p růnik libovolného p o č t u množin , je zřejmé z př ík ladu f l ^ 2 ( — 1 + \ , 1 + | ) , kdy 
průn ikem nekonečně mnoha otevřených množin je uzavřená množ ina (—1,1). 

P ř í k l a d 4.1. Je d á n a t ř íprvková množ ina M = {a, b, c}. 
a) Její po tenčn í množ ina (množina všech podmnož in M) je topologií na M. 
b) Soubor r = {0, {a, b}, {b, c}, {b}, M} je topologií na M. 
c) Soubor r = {0, {b}, {c}, M} není topologií na M, neboť {b} U {c} = {b, c} r. 

Pokud na množině existuje topologie, můžeme definovať okolí bodu. 

Definice 4.2. O t ev řeným okolím daného bodu je libovolná o tevřená množina , ve které 
tento bod leží. 

U zrodu topologie stálo několik zaj ímavých př ík ladů z diferenciální geometrie ploch 
(např . Kleinova láhev) . Podle v las tnos t í topologických pros to rů byla vy tvořena jejich roz­
sáhlá klasifikace. Uveďme typ topologického prostoru po t ř ebný k definici variety. 

Definice 4.3. Mějme topologický prostor ( M , r ) . Pokud pro každé dva body x,y G M 
existují okolí t ěch to b o d ů taková, že jejich p růn ikem je p r á z d n á množina , nazveme ( M , r ) 
jako Hausdorfův prostor a označíme P. 

Speciálním p ř ípadem Hausdorfova prostoru je met r ický prostor. Je-li na množině za­
d á n a metrika, lze definovat e-okolí bodu. Podrobnějš í výklad najdeme ve skriptech [12]. 
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4.2. DEFINICE LIEOVY GRUPY 

Definice 4.4. Lokálními souřadnicemi Hausdorfova prostoru P nazveme zobrazení: 

0 : W ( p ) - ^ ( W ( p ) ) , 

kde U{p) G P je okolí bodu p a <f>(U(p)) je o tevřená podmnož ina IR™. Dvojici (U,<f>) 
nazveme mapa. Platí- l i <ft(p) = 0, řekneme, že mapa je centrovaná v p G P. 

Poznámka. Hodnotu n z předchozí definice označujeme jako dimenze variety. Později 
uvidíme, že dimenzi variety lze rovnocenně definovat jako dimenzi jejího tečného prostoru. 

Definice 4.5. Množinu map (Ui, 4>i) daného n- rozměrného Hausdorfova prostoru P na­
zveme jako hladký atlas, pokud: 

• sjednocení všech map dává celý prostor. 

• pro všechny dvojice map (Ui, <fti), (Uj,(f>j) s n e p r á z d n ý m průn ikem (Uj fl £4 ^ 0) 
existuje hladké zobrazení 0^ : IR™ —> IR™ dané složením 0^ = <ftj o 0" 1 . 

Zobrazení 0^ se označuje jako přechodová funkce. 

Poznámka. Hladkost í přechodových funkcí rozumíme, že jsou to zobrazení t ř ídy C°° (exis­
tuje derivace libovolného ř ádu ) . 

Povrch koule je lokálně p o d o b n ý euklidovskému prostoru, podobnost pojmu s atlasem 
mapuj íc ím povrch planety Země není n á h o d n á . Význam přechodové funkce si můžeme 
předs tavi t jako požadavek, aby na sebe všechny mapy co nejpřirozeněji navazovaly a aby 
deformace způsobená „ zploštěním" části kulové plochy byla zanedba te lná . 

Definice 4.6. Hausdorfův prostor se spoče tnou bází spolu s h l a d k ý m atlasem se nazývá 
hladká varieta. 

Poznámka. H ladká varieta bývá někdy označována t aké diferencovatelná varieta. 

4.2. Definice Lieovy grupy 
V tuto chvíli m á m e již ř ádně vybudované pojmy grupa i h l adká varieta, a proto př is tou­
píme k definici stěžejního pojmu t é t o kapitoly. 

Definice 4.7. Lieova grupa G je h l adká varieta, k t e rá je současně grupou. Zobrazení 
určující grupovou operaci i zobrazení určující inverzní prvek jsou h ladká . Dimenzi Lieovy 
grupy definujeme jako dimenzi variety (viz definice 4.4). 

Poznámka. P o d m í n k a na hladkost zobrazení určujícího inverzní prvek by v definici bý t 
nemusela, protože tato p o d m í n k a plyne podle [ ] z hladkosti grupové operace. 

P ř í k l a d 4.2. Mez i Lieovy grupy: 
a) dimenze jedna řad íme grupy (IR, +) a (IR\{0}, •), 
b) dimenze dva pa t ř í grupa (C, +), 
c) dimenze n pa t ř í grupa (IR™, +). 

P ř í k l a d 4.3. J edno tkový kruh v komplexní rovnině S1 C C je spolu s násoben ím kom­
plexních čísel Lieovou grupou. 

Snadno to dokážeme z goniometr ického tvaru komplexních čísel, odkud vidíme, že 
násoben ím dvou komplexních čísel, jejichž vzdálenost od p o č á t k u je 1, dostaneme opět 
komplexní číslo, jehož vzdálenost od p o č á t k u je 1. 

Pro el<t> G S1 a 0 < e < ir mějme okolí bodu 9 ve tvaru U(eld) = {e^; \9 — ip\ < e}. 
Lokální souřadnice pak maj í tvar 0(e*^) = ip — 9. M a p a (U, 0) je centrovaná v 9. 
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4. LIEOVY GRUPY 

Poznámka. Komplexní číslo z G C lze zapsat t ř emi různými způsoby. Pro znázornění 
obrazu čísla v Gaussově rovině je vhodný algebraický tvar z = a+bi (a, 6 £ 1 ) . Pro poče tn í 
operace (vyšší mocniny) se hodí goniometrický tvar z — \z\ • (cos(p + i • sin ip), kde \z\ je 
velikost komplexního čísla a <p G (0,2tt) je argument. Algebraický tvar využívá kar tézských 
souřadnic , za t ímco goniometr ický polárních. Zbývající exponenciální tvar z = \z\el(f je 
s goniometr ickým spjat pomocí identity e%íp = cos <p + i • sin 99, zvané Eule rův vzorec. Ten 
elegantně dokážeme dosazením výrazu e%íp do Taylorova rozvoje funkce f(x) = ex. 

Důleži tým zás tupcem Lieových grup jsou mat icové grupy. 

P ř í k l a d 4.4. Podle [ ] tvoř í unitární grupu U(n,C) matice ř á d u n takové, k teré splňují 
rovnost ÚTU = I (zápisem U mysl íme matici komplexně sdruženou k U). Požadujeme-l i 
navíc, aby byl determinant roven jedné , m á m e speciální unitární grupu SU(n, C ) . 

Ukažme, že dvoudimenzionální p ř ípad m á tvar: 

SU(2,0 = \(% P j I a , P G C , aä + PP = 
—(3 a 

—T 

Ověříme p o d m í n k u U U = I: 

ä -(3\ í a_ p\ _ (aä + f3/3 0 \ _ íl 0 
(3 a J \-P ä) ~ \ 0 aä + PPJ~\p 1 

Zapíšeme-li a = a.\ + ia2, P — P\ + 1P2, pak p o d m í n k u aä + P P — 1 dos táváme ve 
tvaru ( « 1 + ia2) • ( « 1 — iot2) + (Pi + ip2) • (Pi — ip2) = 1, po úpravě a\ + a | + P\ + P\ = 1. 
Jde o „ jednotkovou kouli" ve č ty ř rozměrném prostom a tedy o Lieovu grupu dimenze tř i . 

Poznámka. Un i t á rn í a or togonální grupu rozlišujeme pouze pro matice s komplexními 
prvky. V př ípadě matic s reá lnými prvky jde o to též (a užívá se pojem or togonální grupa). 

Navažme na předchozí př íklad a uveďme jedno silné tvrzení . 

V ě t a 4.1. Grupa GL(n,M) i její libovolná podgrupa jsou Lieovy grupy. 

Poznámka. Důkaz je k nalezení v textu [11]. Podle t é to věty jsou grupy z př ík ladů 2.7, 
2.8 a 2.9 Lieovými grupami. Dimenze Lieovy grupy GL(n,M) je n2. 

Zmiňme se o existenci přímého součinu grup. Máme-l i grupy G \ , G n ) pak p ř ímým 
součinem G\ x ... x Gn jsou n-tice p rvků (gi,...,<?„). Operace na t é to nové s t r uk tu ř e je 
zavedena tak, že pro prvky na i - t ém mís tě používáme operaci z původn í grupy G i. Není 
těžké ukáza t , že jde o grupu. Zajímavějším př ík ladem je polopřímý součin grup. 

Definice 4.8. Nechť G, H jsou dvě grupy takové, že G působí na H, tedy p la t í g®h G H 
pro všechna g G G, h G H. Splňuje-li levá akce (g) pro všechna g G G,hi,h2 G H: 

g®(h1h2) = (g®h1)(g®h2), (4.1) 

pak operaci polopřímého součinu na množině GxH značenou G\xH zavedeme předpisem: 

(gi, hi) -x (g2, h2) = (#i#2, hi(gi O h2)). 

Poznámka. Působen í grupy G na grupu H podle rovnice 4.1 určuje homomorfismus 
grupy H do sebe samé. Více o t é to problematice se píše v práci [ ]. 
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4.3. TEČNÉ VEKTORY 

V ě t a 4.2. Jsou dány grupy G, H splňující předpoklady pro zavedení přímého součinu. 
Pak množina G x H spolu s operací přímého součinu tvoří grupu. 

Důkaz. Uzavřenost v p rvn í složce plyne z uzavřenost i grupy G, uzavřenost ve d ruhé složce 
plyne z toho, že H je grupa a Cg) levá akce. 

Po rozepsání [(#1, hi) •* (g2, h2)} (5-3, h) a (#1, / i i ) [(5-2, h) (5-3, ^3)] je asociativita 
v p rvn í složce zřejmá. Pro druhou dos táváme z p rvn ího výrazu h\{g\ ® h2)(gig2 ® h3) 
a z d ruhého h\(gi <S> h2(g2 <8> ̂ 3 ) ) . Poslední uvedený výraz podle rovnosti 4.1 up rav íme do 
tvaru foi(<7i CS> h2)(gi <8 (#2 <8> ̂ 3 ) ) a už i t ím vlastnosti akce pí (8 (#2 <8> ^3) = (gig2) <8 /Í3 je 
dokázána asociativita i pro druhou složku. 

Neut rá ln í prvek ( e ^ e ^ ) je složený z neut rá ln ích p rvků jednot l ivých grup. Inverzní 
prvek k prvku (g, /i) je ve tvaru ( g - 1 , • 

Podkapitolu uzavřeme tv rzen ím p řevza tým z práce [13]. 

V ě t a 4.3. Přímý i polopřímý součin Lieových grup je opět Lieova grupa. 

P ř í k l a d 4.5. P ř i p o m e ň m e si speciální or togonální grupu SO(n,M) z p ř ík ladu 2.9. Polo­
p ř í m ý m součinem SO(n, M) x M™ dos táváme speciální euklidovskou grupu popisující posuv 
a otočení v euklidovském prostoru dimenze n. 

4.3. Tečné vektory 
Pojem tečného vektoru se vztahuje k varietě, a proto ho m á smysl uvažovat i pro Lieovu 
grupu. P ř i p o m e ň m e na úvod, jak h ledáme tečnu kř ivky a tečnou rovinu plochy. 

P ř í k l a d 4.6. Na jděme rovnici tečny elipsy 3x2 + 4y2 = 12 v b o d ě [—1, | ] . 
Rovnici zderivujeme jako implici tní funkci a vyjádř íme y1 = Směrnice tečny v d a n é m 
bodě je \ a směrový vektor můžeme psá t ve tvaru s = (2,1). Rovnice tečny v paramet­
rickém tvaru bude t = {x = — 1 + 2í, y = | + ŕ, i e K } a v obecném t : x — 2y + 4 = 0. 

P ř í k l a d 4.7. Na jděme tečnou rovinu koule x2 + y2 + z2 = 3 v bodě [1,1,1]. 
Tečná rovina koule je v l ibovolném bodě určena dvěma l ineárně nezávislými vektory kol­
mými na vektor z p o č á t k u do tohoto bodu. K vektoru v = (1,1,1) jsou kolmé např ík lad 
vektory Si = (0,1, —1) a s2 = (—1,1, 0). Jejich vektorovým součinem je vektor n = (1,1,1) 
a po dosazení bodu [1,1,1] do předpisu x+y+z+d = 0 vyjde d — 0. Tečná rovina v d a n é m 
bodě tak je x + y + z = 0. 

Pojem tečny, resp. tečné plochy zobecníme pro variety vyšších dimenzí . V práci se 
zabýváme varietami, k teré jsou současně Lieovými grupami, a označujeme je proto G. 

Definice 4.9. Parametrizovanou hladkou křivkou na varietě G označujeme pro e > 0 
zobrazení 7 : [—e, e] G M. —> G takové, že složením 0 o 7, kde 0 značí lokální souřadnice, 
dostaneme hladkou kř ivku v M.n. 

Poznámka. V l i te ra tuře naráž íme na různé p ř í s tupy k definici. Podobně jako jsme v po­
známce za definicí 2.4 komentovali rozdíl mezi pojmy kř ivka a pa ramet r i zovaná křivka, 
někteř í au toř i rozlišují kř ivku (anglicky „curve") , ve smyslu množiny b o d ů na varietě, 
a d ráhu (anglicky „ p a t h " ) , ve smyslu zobrazení . Takový p ř í s tup m á opods t a tněn í , snadno 
nah lédneme, že dvě různé d ráhy (dvě různé parametrizace) mohou určovat t u t éž kř ivku. 
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4. LIEOVY GRUPY 

V př ípadě rovinné křivky je tečný vektor v jej ím bodě určen derivací kř ivky v tomto 
bodě . Analogie p la t í i pro variety, za účelem dosažení korespondence mezi kř ivkami a jejich 
tečnými vektory nebudeme však tečný vektor př i řazovat konkré tn í křivce, ale skupině 
křivek. 

Definice 4.10. Mějme dvojici křivek 71,72, pro které p la t í 71 (0) = 72(0) = g. Kř ivky 
7i, 72 se dotýkají v b o d ě g G G, jestl iže v okolí bodu g s lokálními souřadnicemi <f> splňují: 

Zformulovaná definice n á m kř ivky na varietě procházející d a n ý m bodem rozdělila do 
t ř íd ekvivalence. 

Definice 4.11. T ř ídu ekvivalence křivek na varietě G v bodě g označujeme tečný vektor 
v bodě g. 

Definice 4.12. Tečný prostor v bodě g G G označovaný TgG je množ ina všech tečných 
vektorů v bodě g. 

Poznámka. Vraťme se na chvíli k př ík ladu 4.7. Tečným prostorem dané variety v bodě 
[1,1,1] je rovina x + y + z = 0, t ečnými vektory v bodě [1,1,1] jsou všechny vektory 
s p o č á t k e m v tomto bodě ležící v rovině x + y + z = 0. 

V ě t a 4.4. Tečný prostor TgG je vektorový prostor. 

Poznámka. Je-li Lieova grupa reprezentována maticemi A(ť) ř á d u n , pak její tečný prostor 
k neu t r á ln ímu prvku j ednoduše určíme jako matici vzniklou zderivováním všech jejích 
p rvků podle parametru v nule: 

4.4. Jednoparametrické Lieovy podgrupy 
Definice 4.13. Je d á n a Lieova grupa G s neu t r á ln ím prvkem e G G. Jednoparametrická 
Lieova podgrupa grupy G je zobrazení t M- h(t) G G pro Ví, s G M splňující: 

h(0) = e, 

h(t)h(s) = h(t + s). 

P ř í k l a d 4.8. Mějme grupu G = (C\{0}, •) a pevně zvolené komplexní číslo a ^ 0. Pak 
předpisem h(t) = eat je určena j ednopa rame t r i cká podgrupa grupy G. Podle pravidel pro 
poč í tán í s mocninami skutečně pla t í , že ea'° = 1 i ea4ea's = ea'^t+s\ 

Každé paramet r ické p o d g r u p ě h(t) můžeme př i řad i t tečný vektor vh k neutrálnímu 
prvku p ředp isem vh = (-^h(t))t_Q. Získáme tak jednoznačnou korespondenci mezi všemi 
podgrupami Lieovy grupy G a tečnými vektory Lieovy grupy G k neu t r á ln ímu prvku. 

V ě t a 4.5. Jednoparametrická podgrupa Lieovy grupy G je jednoznačně určena tečným 
vektorem k neutrálnímu prvku grupy G. 

Důkaz. P o d r o b n ý důkaz je k nalezení v d ruhé kapitole knihy [ ]. • 

Poznámka. Zobrazení, k teré t ečnému vektoru Lieovy grupy v neu t r á ln ím prvku jedno­
značně přiřazuje jednoparametrickou podgrupu, nazýváme exponenciální zobrazení. 
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4.5. VEKTOROVÁ POLE A LIEOVA ALGEBRA 

4.5. Vektorová pole a Lieova algebra 
Vektorová pole nacházejí četné aplikace. V meteorologii j im i popisujeme směr a rychlost 
vět ru , v hydromechanice je využíváme k popisu proudění , v termomechanice k popisu 
tep lo tn ího toku a zjišťování tepelných z t r á t . 

Uvažujme zrnko písku, k teré bylo z počá tečn ího bodu po jistou dobu unášeno vět rem. 
Integrální kř ivku si můžeme předs tav i t jako křivku, po níž se zrnko pohybovalo. Vektorová 
pole nezávislá na čase nazýváme autonomní (např íklad us tá lený tep lo tn í profil). 

Definice 4.14. Jako tečný handl TG variety G označujeme dis junktní sjednocení tečných 
pros torů TZG všech jejich prvků . 

Definice 4.15. Vektorovým polem na varietě G je h ladké zobrazení V : G —> TG, k teré 
splňuje p o d m í n k u V(g) G TgG. 

Poznámka. Vektorové pole tedy každému bodu variety g E G přiřazuje tečný vektor v 
tomto bodě . 

Definice 4.16. Jako integrální křivku vektorového pole V na na varietě G označujeme 
zobrazení r : s —> G splňující pro všechna s e l : V(T(sj) = T(s). 

Definice 4.17. Lieova algebra je vektorový prostor nad reálnými čísly spolu s operací 
zvanou Lieova závorka, k t e r á je zobrazením [•,•]: V x V —> V pro všechna x,y,z G V 
splňujícím: 

• antisymetrii: [x,y] = —[y,x\. 

• Jacobiho identitu: [x, [y, z] + [y, [z, x}} + [z, [x, y\] = 0. 
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5. SEZNÁMENI S JETOVYMI GRUPAMI 

5. Seznámení s jetovými grupami 
V té to kapitole vycházíme předevš ím ze zdrojů [9], [16] a [17]. 

5.1. Jety zobrazení 
Definice 5.1. Mějme zobrazení / : 1 4 K a bod x, k t e rý se zobrazí na bod y (platí 
y = f (x)). Souřadnicemi r-jetu zobrazeni f v bodě x nazveme hodnotu v bodě x, hodnotu 
obrazu y a hodnoty derivací / v bodě x až do ř á d u r (včetně). 

Pro jednoduchost budeme v dalš ím textu p ředpok láda t , že zobrazení zobrazuje 0 na 0. 
Hodnoty x, y pak z t rác í v ý z n a m a za souřadnice r-jetu považujeme jen hodnoty derivací 
až do ř á d u r v 0 (nejde o ú jmu na obecnosti, ale pouze o technické z jednodušení) . 

P ř í k l a d 5.1. a) Zobrazení f(x) = sin(x) a g(x) = sinh(x) tvoř í v 0 týž 2-jet, neboť 
pro funkční hodnoty p la t í /(O) = p(0) = 0 a pro hodnoty derivací / '(O) = g'(0) = 1 
a /"(O) = g"(0) = 0. 

b) Zobrazení p(x) = e2x — cos(2x) a r(x) = 4 x 2 + 2x tvoří v 0 týž 2-jet (ale j iný než 
v předchozím bodě ) . V 0 se rovnají funkční hodnoty obou zobrazení (p(0) = r(0) = 0) 
a hodnoty prvních (p'(0) = r'(0) = 2) i d ruhých (p"(0) = r"(0) = 8) derivací. 

V úvodu jsme se zaměřili pouze na definici souřadnic jetu funkce jedné reálné pro­
měnné . Rozšiřme uvedenou definici pro zobrazení z M™ do M.n. 

Definice 5.2. Mějme zobrazení / : M™ —> M n a bod X , k te rý se zobrazí na bod Y (platí 
Y = / ( X ) ) . Souřadnicemi r-jetu zobrazení f v bodě X nazveme souřadnice výchozího bodu 
X , souřadnice cílového bodu Y a hodnoty parciálních derivací všech složek / v bodě X 
až do ř á d u r (včetně) . 

Poznámka. I v tomto př ípadě se dále omezíme na zobrazení , k t e r á zobrazují 0 = ( 0 , 0 ) 
na 0 = (0, ...,0) a jako souřadnice r-jetu budeme uvažovat pouze hodnoty parciálních 
derivací všech složek zobrazení až do ř á d u r v 0 = ( 0 , 0 ) . 

P ř í k l a d 5.2. Je dáno zobrazení f(x,y) = (x2y + s inx ,ye x + y2). Pro určení souřadnic 
2-jetu zobrazení / v 0 po t řebu jeme tyto parciální derivace: 

df1

 n df1

 2 d2/1

 n . d2/1 d2/1

 0 d2/1

 n 

— =2xy + cos x, —— = x , — — = 2y- srn x, —— = —— = 2x, -—• = 0 
ox oy oxz oxoy oyox oyz 

d ľ x d f2 d2 f2

 x d2 f2 d2 f2

 x d2 f2 

~ň~ = y e ' -JT = e +2y> I T T = ye ' JTJT = JTJT = E ' ~Ä~2~ = 2  

ox oy oxz oxoy oyox oyz 

Vyčíslením výrazů v bodě 0 = (0,0) získáme souřadnice 2-jetu zobrazení / v 0. 

Podle uvedených definic pla t í , že dvě zobrazení tvoř í v d a n é m bodě týž r-jet, jestliže 
obě zobrazení maj í v tomto bodě stejné souřadnice r-jetu. Čas to však zkoumáme zobra­
zení mezi dvěma (i různými) h l adkými varietami, a proto m á smysl následující definice 
nezávislá na souřadnicovém sys tému (zde uvedená pro zobrazení z 1™ do R " ) . 
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5.1. JETY ZOBRAZENÍ 

Definice 5.3. Pro pevně zvolené n G N mějme libovolnou kř ivku 7 : M —> M.n splňující 
7(0) = 0 a dvojici zobrazení / , g z Rn do M™ zobrazujících 0 = (0,0) na 0 = (0,0). 
Zobrazení / , g tvoří týž r-jet v 0, jestl iže mají kř ivky Jo7ago7 v0 styk ř á d u r. 

V ě t a 5.1. Zvolme pevně r G N a mějme dvě zobrazení, která jsou v relaci, pokud tvoří 
týž r-jet. Tato relace je ekvivalence. 

Důkaz. K a ž d á kř ivka m á sama se sebou styk libovolného ř á d u ve všech bodech, relace je 
tedy reflexivní. Má-li v d a n é m bodě kř ivka 7 styk ř á d u r s kř ivkou ô, pak zřejmě i kř ivka ô 
m á styk ř á d u r s kř ivkou 7, což zaručuje symetrii. Konečně tranzit ivi ta je splněna, neboť 
mají-li kř ivky 7 a ô styk ř á d u r v d a n é m b o d ě a zároveň kř ivky ô a e mají styk ř á d u r 
v tomtéž bodě , musí mí t i kř ivky 7 a e styk ř á d u r v tomto bodě . • 

Jednot l ivé r-jety jsou t ř í dami ekvivalence. Množinu všech r - je tů takových, že výchozí 
bod m á souřadnice X a cílový Y značíme Jx(Mn, R")Y- Jak jsme již uvedli, naši pozor­
nost budeme soustředi t na množinu J^iW1, M n )o- Pro r-jet zobrazení / budeme používat 
symbol jrf (p ředpokládáme, že r e N ) . 

Jednou z podmínek kladených na grupu je existence inverzního prvku ke každému 
prvku grupy. Pokud se omezíme na jety regulárních zobrazení , bude toto zaručeno. 

Definice 5.4. Jet jrf v 0 označíme jako invertibilní, je-li zobrazení / v 0 regulární . 

Poznámka. Z definice invert ibi lního jetu plyne, že pokud je r-jet v d a n é m bodě invertibilní 
pro konkré tn í r , pak je invertibilní pro libovolné r. 

P ř í k l a d 5.3. a) Snadno nah lédneme, že všechna zobrazení z p ř ík ladu 5.1 jsou v 0 regulární 
a tvoří tak v 0 invertibilní r-jet. 

b) P o d o b n ě zobrazení z př ík ladu 5.2 je v 0 regulární (jeho jakobián v 0 je roven 1). Toto 
zobrazení tvoř í v 0 invertibilní r-jet. 

c) Naopak zobrazení f(x) = x3 v 0 netvoř í invertibilní r-jet, protože jeho derivace v 0 se 
rovná 0. K danému zobrazení sice existuje inverzní zobrazení f~1(x) = \fx spojité v okolí 
bodu 0, derivace f~x však už v 0 spoj i tá není. 

Definice 5.5. Zvolme pevně r G N . Uvažujme zobrazení / , j emuž přísluší r-jet jrf, 
a zobrazení g, j emuž přísluší r-jet jrg. Složení jetů zavedeme předpisem 

ff°fg = f{f°g)-

V ě t a 5.2. Množina všech invertibilních r-jetů inv Jg (M.n, M n )o tvoří spolu s právě defino­
vanou operací složení jetů jetovou grupu značenou Gr

n. Jde o Lieovu grupu. 

Důkaz. Uzavřenost i asociativita složení j e t ů plyne z v las tnos t í skládání zobrazení . Neu­
t r á ln ím prvkem je jet identického zobrazení . Existenci inverzních p rvků zaručuje to, že 
jsme se omezili pouze na invertibilní jety. Jde o grupu a později uvidíme, že j i reprezen­
tujeme maticemi, k teré jsou podgrupou GL(n,R). Proto je tato grupa Lieova. • 

Poznámka. Zdůrazněme, že v označení Gr

n z n a m e n á n dimenzi pros torů , mezi nimiž zobra­
zujeme, a r ř ád nejvyšší derivace. Je tové g rupě se někdy ř íká t aké diferenciální grupa. 
Nebude-li j inak uvedeno, p ředpok ládáme u všech zobrazení regularitu v bodě 0. 
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5. SEZNÁMENÍ S JETOVÝMI GRUPAMI 

5.2. Grupy G\ 
V té to podkapitole se budeme zabývat zobrazeními (funkcemi) z IR do M a vlastnostmi 
příslušných je tových grup při zvyšování r . 

Budou z a d á n a zobrazení / : M —> IR, /(O) = 0, g : IR —> IR, #(0) = 0 a složené zobrazení 
h — f o g. Naš ím cílem bude vyjádři t souřadnice složeného r-jetu jrh v závislosti na 
souřadnicích r - j e tů jrf a jrg. P ro toto vyjádření se pak budeme snažit nalézt věrnou 
reprezentaci nejnižšího možného řádu . 

Využijeme při tom kř ivku 7 : IR —> IR, 7(0) = 0. Provedeme feo-ya spoč í táme prvních 
r derivací. Po té provedeme / a opět spoč í táme prvních r derivací. Po rovnán ím 
derivací s tejného ř á d u odvodíme vztahy pro skládání j e tů . Námi použi tý způsob odvození 
vychází z definice 5.3 (souřadnice j e tů lze ale odvozovat i bez použi t í kř ivky 7). 

Pracujeme s funkcemi jedné p roměnné , derivujeme pouze podle t é to p roměnné . Proto 
označíme derivace ř ímskými číslicemi. Souřadnice jetu jr f budeme značit p í smenem a: 

1 / „ N 11 d2f. . m d3f. . 
a = ^ ( 0 ) ' A = ^ ( 0 ) ' A = ^ ( 0 ) ' -

Podobně souřadnice jetu jrg budeme znači t p í smenem b (b1, b11,...) a souřadnice složeného 
jetu fh = jr(f o g) p í smenem c (c1, c / 7 , . . . ) . 

5.2.1. Grupa G\ 

Pro / i o 7 p la t í ž(0) = f (0)7(0), pro / o g o 7 p la t í x(0) = £ (0)g (0)7(0). Zobrazení / i je 
definováno jako složení / og , proto po rovnán ím vypoč tených derivací dos táváme rovnost: 

Rovnost zapíšeme v souladu se zavedeným značením a pro složený 1-jet = j1 f 0 j1 g 
dos táváme vztah: 

c1 = a'b1. 

V tomto (speciálním) p ř ípadě jde o komuta t ivn í grupu izomorfní s grupou (IR\{0}, •). 
Neut rá ln ím prvkem je b1 = 1, což je 1-jet identického zobrazení . Inverzním prvkem k da­
nému jetu je jet inverzního zobrazení , ten j is tě existuje, neboť uvažujeme pouze regulární 
zobrazení . Tento p ř ípad také ilustruje v ý z n a m vzorce pro derivaci složené funkce. 

5.2.2. Grupa G\ 

Pro h o 7 jsme již spočítal i x(0) = (̂0)7(0). Opakovanou derivací dos táváme: 

Podobně pro / 0307 m á m e x(0) = £(0)^(0)7(0) a opakovanou derivací dos táváme: 
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5.2. GRUPY G? 

Porovnán ím příslušných členů získáváme pro složený 2-jet j2h = j2f o j2g vztahy: 

c1 = a'b1 

c11 = aII(bI)2 + aIbH. ( 5 ' 3 ) 

Podle věty 5.2 množ ina uspořádaných dvojic (a1, a11) G R.\{0} x R. tvoří s operací 
popsanou dvěma výše uvedenými rovnicemi grupu. Dokažme to pro grupu G\ podrobně . 

Uzavřenost je zřejmá (v p rvn í složce vznikne součinem dvou nenulových reálných čísel 
opět nenulové reálné číslo, v d ruhé složce bude součinem dvou reálných čísel j is tě reálné 
číslo). Asocia t iv i tu ukážeme: 

[(a1, a11) * (b1, bn)\ * (c1, c11) = ( a V , a11 (b1)2 + a'b11) * (c1, c11) = 

= (aW, ď W V ) 2 + a V V ) 2 + a W ) 

(a1, a11) * [(b1, b11) * (c1, c11)] = (a1, a11) * (b1 c1, b11 (c1)2 + b1 c11) = 

= (a'b'c1, a11^1)2^1)2 + a V V ) 2 + aWc") 

Neut rá ln ím prvkem je u s p o ř á d a n á dvojice (1,0) a inverzním prvkem k (a1, a11) je prvek 
ve tvaru ( j , , - ^ ) . 

Vhodnou reprezentaci dostaneme, pokud jetu se souřadnicemi (a1, a11) p ř i řad íme tuto 
matici: 

a1 a11 

0 (a1)2 

Uvažujeme pouze regulární zobrazení , matice je proto j is tě invertibilní. Její inverze, matice 
př ís lušná inverznímu jetu, m á tvar: 

' 1 -a1 

a1 (a1)3 

0 ( i r ) 2 

Identické zobrazení je reprezentováno jednotkovou mat ic í (neu t rá ln ím prvkem). Rozbor 
mat icové reprezentace koresponduje s důkazem, že jde o grupu a tento výsledek potvrzuje. 

P ř í k l a d 5.4. Mějme zobrazení f(x) = 2sin(a;) + 3cos(a;) — 3,g(x) = 4x2 + x 
Souřadnice 2-jetu zobrazení / jsou a1 = 2, a11 = — 3. 
Souřadnice 2-jetu zobrazení g jsou b1 = l,bn = 8. 
Pomocí součinu mat icových reprezentací obou j e t ů 

2 - 3 \ íl 8\ _ (2 13 
0 4 ) ' \Q l) ~ \0 4 

zjistíme, že souřadnice složeného jetu jsou c1 = 2,cn = 13. Výsledek se ověří v ý p o č t e m 
souřadnic 2-jetu zobrezení / o g = 2 sin(4x 2 + x) + 3 cos(4x 2 + x) — 3. 
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5. SEZNÁMENI S JETOVYMI GRUPAMI 

5.2.3. Grupa G\ 
Opakovanou derivací vztahu (5.1) dos táváme: 

- (0 ) = 0(O)73(O) + 3 ^ ( 0 ) 7 7 ( 0 ) 

a opakovanou derivací vztahu (5.2) dos táváme: 

dh 
dx 

d2f d2g dg 

(0)7(0), 

df d3g 

£ ( 0 ) ) 2 7 ( 0 ) 7 ( 0 ) + 3 ^ ( 0 ) ^ ( 0 ) 7 ( 0 ) 7 ( 0 ) + ^ ( 0 ) ^ ( 0 ) 7 ( 0 ) . 
dx dx dx dx 

Porovnán ím př ís lušných členů získáváme pro složený 3-jet j3h = j3f o j3g vztahy: 
j 
c 

j i 
a'b1 

Jt.n c11 =aII(bI)2 + aIb 

zin = aIII{bIf + ZaIIbIb11 + aIbIH 

Množina uspořádaných trojic (a1, a11, a111 ^ i\{0} x R x R tvoří s operací popsanou 
t řemi výše uvedenými rovnicemi grupu. Prvek (a1 ,an,aIH) reprezentujeme mat ic í : 

fa1 

0 

i11 

j \ 2 

a111 

3aIa11 

(a1)3 

5.2.4. Vývoj situace pro zvyšující se r 
Souřadnice r - je tů můžeme poč í t a t rekurzivně, tzn. známe-l i souřadnice r-jetu, dokážeme 
derivováním urči t souřadnice (r + l)-jetu. P ř i v ý p o č t u p ředpok ládáme , že c = a(b). Podle 
pravidel pro derivování složené funkce pak dos táváme ze znalosti souřadnic 3-jetu pro 
4-jet tyto vztahy: 

c1 = a1^ 

c11 = aII(bI)2 + aIbn 

c m = a 1 1 1 ^ ) 3 + 3aIIbIbn + ctb111 

c 1 V ~= aIV(bIý + 3aIII(bI)2bn + 3aIII(bI)2bn + 3an(b^ 
aiv^iý + 6aiii(biýbii + 3aii(bnf + 4 a n b i b n i + aibiv 

Maticovou reprezentaci prvku (a1, a11, a111, aIV) dos táváme 1 

a111 aIV \ 

0 (a1)2 3a1 a11 4a1 a i n + 3(an)2 

(a1 

0 

Vo 

0 
o 

I1) 
o 

Ma'Ýa11 

J\i 

Reprezentace grup G\ tvořené t í m t o způsobem (tzn. všechny dosud uvedené) jsou věrné. 
Už z prvn ího ř ádku reprezentující matice je p a t r n é , že dvěma různým r - j e t ů m budou 
př i řazeny dvě různé matice. 

S výpoč ty souřadnic r - j e tů pro vyšší r n á m pomůže v h o d n ý software. Ověření správ­
nosti navržených reprezentací je k nalezení v příloze. 
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5.3. GRUPY G\ 

5.3. Grupy G\ 
Ponechme v t é t o podkapitole r = 1 a zvyšujme n , tedy zabývejme se zobrazeními z Rn 

do Rn. Náš cíl zůs tává stejný. Pro pevně zvolené n a zobrazení / : M n —>• M n , / ( 0 ) = 0. 
g : M™ —> M™, g(0) = 0 a složené zobrazení h = f o g budeme hledat (opět s využi t ím 
křivky 7) souřadnice složeného 1-jetu jlh v závislosti na souřadnicích 1-jetů j 1 / a jlg. 

Zde ale zač ínáme pracovat s funkcemi více p roměnných , proto po t řebu jeme zavést nové 
značení. Proveďme to tak, abychom na něho mohli plynule navázat i v další kapitole. 

Definice 5.6. Mějme zobrazení / : R n -> 1" ve tvaru: 

/ ( x i , . . . , x „ ) = ( ^ ( X i , . . . , £ „ ) , . . . , / " ( £ ! , . . . , £ „ ) ) . 

Hodnotu parciální derivace z­té složky zobrazení podle j-té proměnné v nule § £ ( 0 ) ozna­

číme ďj. 

Poznámka. Dodržujeme dohodu, že zobrazení / přísluší koeficienty a*, zobrazení g koefi­
cienty blj a zobrazení h koeficienty c*. Pro lepší přehlednost mís to f(xi,X2) píšeme f(x,y) 
a mís to f(xi,X2,xs) píšeme f(x,y,z). 

Ve zbytku práce pro nás bude mí t zásadní v ý z n a m pravidlo pro derivaci složené funkce 
(anglicky „chain rule"). Jeho přesné znění lze nají t ve zdroji [2]. K popisu grupy G\ 
v kapitole 6 p ř i s toup íme se snahou toto pravidlo co nejnázorněji osvětlit . 

Grupu G\ jsme si už představi l i v předchozí podkapitole, začněme s grupou G\. 

5.3.1. Grupa G\ 2 

Mějme zobrazení / : R2 —>• M 2 , / ( 0 ) = 0, g : R2 —> R2,g(0) = 0, složené zobrazení 
h = f 0 g a kř ivku 7 : R —> R2, jit) = (£(ŕ), r\ (t)), 7(0) = 0. Provedeme hoj & spoč í táme: 

dh1 • dh1  

m = -d^Wm + 

m = ^ ( 0 ) ^ ( 0 ) + % { 0 ) m 

Podobně pro / o g o 7 dos táváme: 

df1 do1 • df1 do1 df1 do2 • df1 do2 

*<°> = ^ ( 0 ) i r < 0 ) « 0 ) + ^ ( ° > i ( 0 " i ( 0 » + i < ° > ^ < 0 > « ° > + i < 0 > i < ° " * ° > 
df2 do1 • df2 do1 df2 do2 • df2 dq2 

Porovnán ím příslušných členů obdrž íme pro složený 1-jet jxh = j1 f o j1 g tyto vztahy: 

c\ = a\b\ + a\b\ c\ = a\b\ + a\b\ 
2 2T 1 . 2T1 2 l r l . 2T2 

c1 = + a2b2 c2 = a2b2 + a2b2 

Souřadnice jetu spolu s operací popsanou výše uvednými vztahy tvoř í grupu. Její 
reprezentaci dostaneme tak, že jetu j1 f p ř i řad íme matici: 

a\ a\ 

Jde o Jacobiho matici zobrazení / . P ro tože uvažujeme jen regulární zobrazení , matice je 
j is tě invertibilní. Jednotková matice reprezentuje 1-jet zobrazení f(x,y) = (x,y). 
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5. SEZNÁMENÍ S JETOVÝMI GRUPAMI 

5.3.2. Grupa G\ 
Mějme zobrazení / : M 3 —> M 3 , / ( 0 ) = 0, g : M 3 —> M 3 ,g(0) = 0, složené zobrazení 
h — foga, kř ivku 7 : K. —>• M 3 , 7 ( í ) = (£(č), rj(t), ip(ť)), 7(0) = 0. Pro / i o 7 spoč í táme: 

d / i 1 • dh1 dh1 

i(0) = ^ - ( o ) e ( o ) + ^ - ( 0 ) ^ ( 0 ) + ^ - ( 0 ) ^ ( 0 ) 

<9/i2 • <9/i2 <9/i2 

* ( 0 ) = - d ^ W m + - d y - ( 0 ) m + Š 7 ( ° ) V ; ( 0 ) 

<9/)3 • <9/)3 <9/)3 

" ( 0 ) = - d x - { ° ) m + ^ ( 0 ) ? ) ( 0 ) + ^ ( 0 ) ^ ( 0 ) 

Podobně pro / o g o 7 dos táváme: 

i(0> = f ( 0 » ( f (0»«°» + f (°)«°)+ tr <°>*<°>)+ f <°>(f<°«<°>+ 
+ ^ ( 0 ) r i ( 0 ) + ^ ( 0 ) ^ ( 0 ) " ) + ^ W ^ ( 0 ) é ( 0 ) + ^ ( 0 ) , j ( 0 ) + ^ W ( O ) 

dy dz ) dz \ dx dy dz 

^ - ( f <0»«°)+ i > " « 0 > + §r<°>*<°>)+ f <°> (tr <°>«°>+ 

+ ¥ ( 0 ) ' ř ( 0 ) + ¥ ( 0 ) ^ ( 0 ) 1 + ^ ( 0 ) (^(0)«0) + ^ ( O W ( 0 ) + ^ W ( O ) 
9y 9z J dz \ dx dy dz 

i(0» = IrKtŕ <°>í(0>+ f (0"i(0»+ + f (0)(f(0)í(0)+ 
9y <9z J dz \ dx dy dz 

Porovnán ím přís lušných členů obdrž íme pro složený 1-jet jlh = j1 f o jxg tyto vztahy: 

c\ = a\b\ + albl + a\bl 4 = 44 + 44 + a\b\ 4 = 44 + 44 + 44 
2 21,1 i 21,2 

cl = a1o1 + a2b1 

+ a\b\ 4 
21,1 i 21,2 

= a1o2 + a2b2 

+ a\b\ 4 
21,1 i 21,2 

= aľb3 + a2b3 

+ 44 

cl = a\b\ + a\b\ + a\bl 4 = albl + a\b\ + 44 4 = alb\ + a\b\ + 44 
Souřadnice jetu spolu s operací popsanou výše uvednými vztahy tvoř í grupu. Jet j1 f 

reprezentujeme Jacobiho mat ic í zobrazení / : 

a-^ a>2 

a-^ a2 a3 

v a i 4 4/ 

5.3.3. Vývoj situace pro zvyšující se n 
Uvedené tvrzení můžeme snadno rozšířit i pro vyšší dimenze. P la t í , že reprezentací 1-jetu 
zobrazení / v 0 je Jacobiho matice zobrazení / v 0. Snadno nah lédneme, že takto tvořené 
reprezentace grup G\ jsou věrné. Z odvozených výsledků vyjdeme v následující kapitole. 
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6. Grupy G\ 
V té to kapitole se p o d r o b n ě zaměř íme na grupy G 2 , jejichž popis je h lavním cílem 

předložené bakalářské práce . Souřadnice r - je tů budeme nadále značit v duchu definice 5.6. 
např ík lad pro f^(0) použi jeme symbol a\2. 

Zmiňme podle [ ] větu, k t e rá n á m umožní popisovat grupy G2

n dvěma různými způsoby. 

V ě t a 6.1. Mějme funkci f(x,y), která má v okolí bodu [XOJŽ/O] parciální derivace fx, fy 

a spojitou smíšenou parciální derivaci fxy. Pak v tomto bodě existuje také smíšená parciální 
drivace fyx a platí fXy(xQ,yQ) = fyX(xQ,yQ). 

P o d m í n k y věty bývají v obvyklých př ípadech splněny. V dalším textu budeme proto 
uvažovat pouze zobrazení z Rn do Rn s t akovými definičními obory, aby všechny jejich 
složky splňovaly p o d m í n k y uvedené věty, a budeme předpok láda t a\2 = a\x apod. 

Definice 6.1. Pokud budeme při reprezentaci grupy G2

n maticemi využívat souřadnice 
j e tů a*fc, jejichž dolní indexy jk budou tvořeny variacemi d ruhé t ř ídy z n p rvků s opako­
váním, nazveme reprezentaci úplnou. 

Pokud budou dolní indexy j k tvořeny kombinacemi d ruhé t ř ídy z n p rvků s opaková­
ním, nazveme reprezentaci zkrácenou. P rvky v dolním indexu řad íme vzes tupně . 

Označení po jmů z kombinatoriky v předchozí definici používáme podle skript [18]. 
Odvození vz t ahů pro skládání j e t ů budeme provádět v ý p o č t e m po t řebných derivací (podle 
definice 5.2). Samozřejmě bychom mohli vztahy opět odvodit s využ i t ím kř ivky 7 stejně 
jako v předchozí kapitole, to je však technicky komplikovanější. 

Pro odvozené vztahy budeme opět hledat maticovou reprezentaci, k t e r á je věrnou 
reprezentací maticemi co nejmenšího řádu . Naše pozorování ohledně ř á d u matice shrneme 
v podkapitole 6.3. Ověření navržených reprezentací provádíme v příloze práce. 

Poznámka. V doplňku práce s ohledem na možnos t i zápisu výrazu v programu Wolfram 
Mathematica používáme pro a\ označení alx, pro a\ označení aly apod. 

6.1. Grupa G\ 
Mějme zobrazení / : R2 —>• M 2 , / ( 0 ) = 0, g : R2 —>• M 2 ,g(0) = 0 a složené zobrazení 
h = f°g = (f(g1(x,y),g2(x,y))j2(g1(x,y),g2(x,y))). 

P r v n í parciální derivace prvn í složky zobrazení h jsou: 

dh1 _ df1 dg1 df1 dg2 dh1 _ df1 dg1 df1 dg2 

dx dx dx dy dx dy dx dy dy dy 

Druhé parciá lní derivace prvn í složky zobrazení h jsou: 

dPh1 _ d fdh1^ _ d 2 / 1 ídglV d2f dg1 dg2 df1d2g1 

dx2 dx\dx J dx2 \ dx J dxdy dx dx dx dx2 

d2f dg1 dg2 d2f ídg2\2 df1 d2g2 

dxdy dx dx dy2 \dx J dy dx2 

28 



d ídh1 

dy2 dy \ dy 

d2hl d ídh1 

dxdy dyydxj dx\ dy 

d2f ŕ dg1 

dx2 \ dy 

d ídh1 

6. GRUPY Gl N 

d2 f1 dg1 dg2 d f1 d2 g1 

dg2 

dy + 
d f1 d2 g2 

dy dy2 

dxdy dy dy dx dy2 

d2 f1 dg1 dg2 d2 f1 

_l 1  
dxdy dy dy dy2 

d2 f1 dg1 dg1 d2 f1 dg1 dg2 

dx2 dx dy dxdy dx dy ' dx dxdy 
d2 f1 dg1 dg2 d2 f1 dg2 dg2 d f1 d2 g2 

df1 d2g1 

dxdy dy dx dy2 dx dy dy dxdy 

Parciá lní derivace d ruhé složky a ' l r ' h l l ~ a2h2 

O O « o OJ o o vypoč í t áme obdobně . Po 
oxz ' oy axay J 1 

j2 f o j2g z ískáváme následující vztahy (i = 1,2): úpravě pro složený 2-jet j2h 

c\ = a\b\ + al

2b\ 

4 = a\b\ + a\b\ 

4 = 4 « l i + aib2

n + ď.MŤ + 4 # i ) 2 + 2ď12b\b\ 

4 2 = <b\2 + ď2b\2 + aiM)2 + 4 2 ( ^ ) 2 + ^12b\b\ 

c\2 = a\b\2 + a\b\2 + alXbl + a22b2b2

2 + a\2(b\b2

2 + b\b\ 

Úplná reprezentace jetu j2f mat ic í ř á d u 6 je ve tvaru: 

(a\ a\ «11 « L «21 «22 ^ 

a\ a\ «11 o2 

«22 

0 0 ( 4 ) 2 a\a\ a\a\ (a1)2 

0 0 a\a\ a\a\ a\a\ a\a2

2 

0 0 a\a\ 

1° 0 ( « i ) 2 a\a\ a\a\ {al)2j 

Př i zkrácené reprezentaci si vys tač íme s mat ic í ř á d u 5: 

(a1 

A 
o 

o 

a\ 
O 
O 

''11 

''11 

«22 

«22 

(«l) 2 

(«?) 2 

A? 
A? 

«12 

«?2 

aža2. 
O 2a\a\ 2a\a\ 

nu2 
a\a\ + a\a\) 

6.2. Grupa G\ 
Mějme zobrazení / : R3 —>• M 3 , / ( 0 ) = O, zobrazení g : M 3 —>• M 3 ,g(0) = O a složené 
zobrazení h = f og = (f(g1(x,y, z), g2(x,y, z), g3(x,y, z))) ,i = 1,2,3. 

Výpočet parciálních derivací složeného zobrazení / i bude analogický v ý p o č t u v před­
chozí podkapitole, proto uveďme jen závěrečný výsledek. Pro souřadnice složeného 2-jetu 
j2h = j2f o j2g budou platit tyto vztahy (i = 1, 2,3): 

c\ = a\b\+a2bl+aibl é2 = 4 « 2 + « 2 « 2 + « 3 « 2 c\ = 463+463+463 
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6.3. ZOBECNĚNÍ PRO VYŠŠÍ N 

d22 = a\b\2 + ď2bl2 + ďzbl2 + a\M? + 

4a = <4&33 + cffis + 4 & + 4 i (bl)2 + ď22 {b2

3)2 + a 3 3 (6 3 ) 2 + 2 a í 2 6 ^ i + 2 a Í 3 ^ + 2a23b2

3b3

3 

4 = a\b\2 + a\b\2 + a\b\2 + a\xb\b\ + a ^ Ď 2 ^ + 4 3 ° i & 2 + 

+ a\2{b\b\ + b\b\) + a\z{b\b\ + b\b\) + ď23{b3b\ + blb3

2) 

4 3 = a\b\3 + a\b\3 + a\b\3 + a^bl + a\2b\b\ + a 3 3 + 

+ a\2{b\b\ + b\bl) + a\3{b3b\ + b\bl) + a 2 3 m + b\b\) 

4 3 = 4^23 + 4&23 + 4 & 23 + 4l&2&3 + 42&2&3 + 4 3

& 2^3 + 
+ a\2(b2

2b\ + blb2

3) + a\3{b3b\ + blbl) + a23{b3b2

3 + b\b\) 

Pro úp lnou reprezentaci po t řebu jeme matici ř á d u 12 a ukázka úplné reprezentace je 
k nah lédnu t í v příloze. Uvedeme pouze zkrácenou reprezentaci mat ic í ř á d u 9. Jetu j2f 
reprezentace př i řad í matici: 

(a\ a\ 4 4 i a22 °33 4 2 4 s «23 ^ 
a\ a\ 4 4 i a22 °33 a2n a2i3 

a23 
a\ a\ 4 4 i a22 u33 a3 

a12 
a3i3 O3  

a23 

0 0 0 ( 4 ) 2 (al)2 ( 4 ) 2 a\al a\a\ 4 4 
0 0 0 ( 4 ) 2 {a2f ( 4 ) 2 a\a\ a\a\ 4 4 
0 0 0 ( 4 ) 2 {alf (alf a\a\ a\a\ 4 4 
0 0 0 2a\a\ 2a}2a\ 2 4 4 a\a\ + ala\ a\a\ + a\a\ a 2 a 3 + a\a\ 

0 0 0 2a\a\ 2 a 3 a 3 a\al + a 3 a 3 

^2^3 ^3^2 

1° 0 0 2a\a\ 2a\a\ 2 4 4 a\a\ + a\a\ a\al + a\a\ ala3

3 + a2

3a3

2 J 

6.3. Zobecnění pro vyšší n 
Uveďme jednu zaj ímavou skutečnost o reprezentacích. Matice X, k t e rá vznikne z jednot­
kové matice záměnou i - tého a j - t é h o ř ádku je sama k sobě inverzní. Mějme matici A 
stejného ř á d u jako X. Součin XA zamění v matici A i-tf a j - t ý řádek, součin AX zamění 
v matici A i-tf a j - t ý sloupec. Pokud je matice A reprezentací grupy, pak podle věty 3.5 
je matice X~x AX = XAX ekvivalentní reprezentací . Z toho plyne, že při sestavování 
reprezentující matice můžeme souřadnice pa t ř íc í do prvního ř ádku zapsat v libovolném 
pořadí , čímž urč íme podobu ř ádků zbývajících. 

Postup, podle k te rého jsme umisťovali jednot l ivé prvky souřadnic jetu do matice, zů­
stal doposud obes t řený t a jems tv ím. Napravme to nyní a zformulujme pravidla, jak tvoř íme 
první řádek matice reprezentace. Posléze uvidíme, že právě tento postup je nejvhodnější 
pro obecný popis reprezentace grupy G2

n. 
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6. GRUPY Gl N 

Př i úplné reprezentaci do prvn ího ř ádku zapíšeme nejprve souřadnice a) vzes tupně 
řazené podle indexu j, po té souřadnice aj f c lexikograficky řazené podle indexu jk. 

Př i zkrácené reprezentaci budou v p r v n í m ř ádku matice s tá t nejprve souřadnice a], 
po té koeficienty a]^ (v obou př ípadech vzes tupně řazené podle dolního indexu) a nakonec 
koeficienty se smíšeným dolním indexem aj f c (řazené lexikograficky podle dolního indexu). 

Určením podoby prvního ř ádku je u rčena podoba zbytku matice. 

V ě t a 6.2. Mějme grupu G\. Je-li reprezentace úplná, řád reprezentující matice je n2 + n 
a prvku j2f odpovídá matice: 

(a\ 

o o 
o o 

o o 
o o 

o o 

"11 

K ) 2 

-*2"1 

a\a\ 

V Q V Q 

i1 

PQ 
,2 

/><; 

a?va\ 

A 7171 

,2 

7~l 7~l 

h 2 (<) 

0 (aj)2 ajaj n n J,p u,q {<?) 

Je-li reprezentace zkrácená, řád reprezentující matice je "2+3" a prvku j2 f odpovídá matice 
v uvedeném tvaru splňující p < q, m = n — 1: 

" í l a 2 2 a 1 
a12 "13 a 1 a p ? a 1 

a\ a 2 . • al a í i n2  

"22 a 2 

ann 
aÍ2 a 2

3 a 2 a 2 

m n 

a l a j . „n 
" n " ľ l "22 

„n 
ann "12 "13 a™ O 7 1 

m n 
0 0 . . 0 K ) 2 K ) 2 • • (al? a\a\ a j a j apal a 1 a 1 

0 0 . . 0 (a\? (4? • • (al? a\a\ a 2 a 2 a%a\ a 2 a 2 

0 0 . . 0 K ) 2 K ) 2 • • ( O 2 a ľ a 2 a j a™ " m " n 

0 0 . . 0 2a\a\ 2a\a\ . 2a^a2 

" l a 2 + a 2 a l a j a 2 . + a ^ a 2 

arnari anarn 

0 0 . . 0 2a\a\ 2a\a\ " l a 2 + a 2 a l a j a | + a j a ^ • a p 4 + a\o?v . aman anam 

0 0 . . 0 2a\a\ 2a^a\ 2apaq p q . p q 
" l a 2 + a 2 a l 

p q . p q 
a j a j + a j a j 

p q . p q 
dpdq -\- CLqCLp 

p q . p q 
dm&n "T Cťn^m 

0 . . 0 2a™aJ 2a™ a™ . • 2a™a™ a ™ a j + a ™ a j a m a j + a ™ a j . fímfín i fímfín 

Důkaz. Tvary matic jsou důsledkem zobecnění úvah prezentovaných pro grupy G2^ a G^. 
R á d matice je určen p o č t e m prvků v p rvn ím ř ádku (matice jsou čtvercové). Souřadnic 
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6.4. PODGRUPY GRUPY G\ 

i\, ...,a* je v obou př ípadech n. ± u t c i Dumaumt u^k 

(variace d ruhé t ř ídy z n p rvků s opakováním) , celkem tedy n2 + n pro úp lnou reprezentaci. 

d ruhé t ř ídy z n p rvků s opakováním) , celkem tedy " 1z

3n pro úp lnou reprezentaci. • 

Poznámka. L imi t a 

^ n 2 + 3n n 2 - ( l + f ) 1 + * 1 
hm — = hm — = hm —— ; = hm 

a\, ...,a* je v obou př ípadech n. Počet souřadnic a]k je v p ř ípadě úplné reprezentace n2 

'2 T'lt piU Upil 
Počet souřadnic a] f c, (j < k) je v p ř ípadě úplné reprezentace (" j 1 ) = (kombinace 

x->oo n 2 + n z-s-oo 2 • (n 2 + n) x-s-oo ?T,2 . (2 + - ) x-s-oo 2 + - 2 

n á m ukazuje, že pro vysoká n bude řád matice zkrácené reprezentace přibližně poloviční 
vzhledem k ř á d u matice úplné reprezentace. Výhoda použi t í zkrácené reprezentace by 
ještě víc vynikla u grup Gr

n při zvyšování r . 

Vidíme, že v prvních n řádcích se každá ze souřadnic 2-jetu vyskytuje, a to nezávisle 
na os ta tn ích . Proto jsou obě reprezentace vytvořené t í m t o způsobem věrné. Navíc p la t í 
následující věta . 

V ě t a 6.3. Nejmensí k G N , pro něž existuje věrná reprezentace grupy G2

n v GL(k,M) je 

2 rovno Ľ-±^1 

Důkaz. Vě t a říká, že zkrácená reprezentace je věrná reprezentace, k t e rá m á ze všech 
věrných reprezentací (maticemi s reá lnými prvky) nejnižší možný řád. Ve zkrácené repre­
zentaci jsou umís těny v prvních n řádcích matice všechny nezbytné souřadnice jetu právě 
jednou a vypuš t ěn ím kteréhokoli prvku by došlo k tomu, že dvěma r ů z n ý m j e t ů m by 
mohla být př i řazena t a t á ž matice. Navíc, pro zobrazení M™ —> M™ se v souřadnici c*fc slo­
ženého jetu j2h = j2f oj2 g po m a x i m á l n í m zjednodušení vyskytne n 2 + 3 n sč í tanců (každý 
z p rvků 2-jetu a*, j = { l , . . . , n } a a* f c,j = { 1 , k } , k = { l , . . . , n } se musí vyskytnout 
právě v jednom sčítanci) . • 

6.4. Podgrupy grupy G\ 
S odkazem na knihu [17] p ředs tav íme tvar podgrup je tových grup G\ a Toupinovu pod-
grupu jako speciální př íklad. Poznamenejme, že vektorový prostor je sám grupou (na 
kterou jsou kladeny další požadavky) , a proto jde v následujícím odstavci skutečně o po­
lopřímý součin grup. P ř i p o m e ň m e na př ík ladu, jak v y p a d á bil ineární forma. 

P ř í k l a d 6.1. Z n á m ý m př ík ladem bil ineární formy na W1 je skalární součin. 

Grupu G\ můžeme zkonstruovat jako polopř ímý součin grup GL(n,R) -K B2(n), kde 
GL(n,M) p ředs tavuje dobře známou obecnou lineární grupu a B2(n) reálný vektorový 
prostor symetr ických bil ineárních forem na vektorovém prostoru M n . 

Neut rá ln í prvek tvoř í sám tr iviální podgrupu každé grupy. Neu t r á ln ím prvkem grupy 
GL(n,M) je jednotková matice ř á d u n. Neu t r á ln ím prvkem grupy B2{n) je nulová biline­
árn í forma. Podgrupu G2

n j is tě dostaneme, pokud provedeme polopř ímý součin neu t rá ln ího 
prvku jedné grupy s celou druhou zbývající grupou. 

Označme A polopř ímý součin jednotkové matice s grupou B2{n) a B polopř ímý součin 
grupy GL(n,M) s nulovou bi l ineární formou. 

Definice 6.2. Jako Toupinovu podgrupu označujeme konjugaci A B A - 1 . 
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6. GRUPY G2

N 

Pokud si s odkazem na předchozí podkapitolu uvědomíme, jak vypadaj í mat icové 
reprezentace podgrup A a B , dokážeme, že grupy matic reprezentujících Toupinovy pod-
grupy jsou uzavřené, obsahují jednotkovou matici a t aké že všechny jejich prvky mají 
inverze. 
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7. Pár poznámek k aplikacím 
Toto krá tké pojednání , v němž nas t ín íme možnos t i aplikací uvedené teorie, bylo se­

staveno podle úvodu knihy [17]. 

Hlavní roli v mechanice kontinua hraje tělo materiálu B, což je h l adká t ř íd imenzionální 
varieta. Konfigurace tě la ma te r i á lu je zobrazení K : B —> E 3 , kde E 3 značí euklidovský 
prostor se skalárním součinem. Eukl idovský prostor je afinní prostor (je v n ě m definován 
pojem bodu) a zde bude navíc doplněn o skalární součin. Zvolením uspo řádané báze v E 3 

se E 3 z to tožní s M 3 . Lokální souřadnice ŕc0 : B —> M 3 nazveme výchozí konfigurace. 
Jakmile je určena výchozí konfigurace, definuje se deformace jako složené zobrazení 

X '• K o K Q 1 . Deformace v tomto poje t í je re la t ivní (závisí na výchozí konfiguraci K 0 ) . 
Pro souřadnice výchozí konfigurace zavedeme označení X1 (I = 1,2,3) a souřadnice 
prostoru E 3 označíme x% (i = 1, 2, 3). Deformace x s e P a k vyjádří trojicí h ladkých funkcí 
x% — X''(X1, X2, X 3 ) s h ladkými inverzemi. Regulárn í Jacobiho matice s prvky F\ = -j^j 
vyhodnocená v bodě X určuje gradient deformace v bodě X . Jde o tenzor d ruhého ř á d u 
a označujeme ho F . 

Termomechanické chování ma te r i á lu se vyjadřuje kons t i tu t ivn ími rovnicemi a závisí 
na mnoha veličinách, např ík lad na napě t í , t epe lném toku mater iá lem, vn i t řn í energii nebo 
entropii. Obvykle se př i j ímá několik zjednodušujících p ředpok ladů . Zanedbávaj í se teplo tn í 
závislosti a p ředpok ládá se lokálnost, tedy že veličiny mají bodový charakter a že hodnota 
mater iá lových charakteristik (např íklad napě t í ) v bodě X je určena histori í zatěžování 
v libovolně ma lém okolí bodu X . 

V prakt ických aplikacích převládaj í mate r iá ly jednoduché, u nichž je n a p ě t í v bodě 
určeno pouze vývojem gradientu deformace v bodě . Pokud navíc mate r iá l nevykazuje 
žádné paměťové vlastnosti (do kons t i tu t ivních rovnic vs tupuj í jen momen tá ln í hodnoty 
gradientu deformace), označíme mate r iá l jako elastický. 

N a těle ma te r i á lu B je definována skalární veličina ip, k t e rá je zobecněním pojmu 
funkce na varietě a k t e r á úzce souvisí s p ružnou energií tě la mater iá lu . Pokud ip závisí 
pouze na X a F , ma te r iá l se nazývá hyperelastický. 

Přichází o tázka , jak rozhodnout, zda se dva různé body tě la ma te r i á lu B skládají z té­
hož mater iá lu . I kdyby oba body byly p ř í s tupné mikroskopickému pozorování, vyvodit 
z něj závěr bude obt ížné, jednot l ivé atomy stejné lá tky mohou být různě prostorově uspo­
řádány. Proto se pro hyperelas t ický mater iá l zavádí pojem mater iá lového izomorfismu. 

Dva různé body X ! , X 2 se skládají z téhož mater iá lu , pokud existuje mezi jejich teč­
nými prostory zobrazení P 1 2 : TXlB —> TX2B splňující ipiFP^,Xi) = • 0 ( F , X 2 ) . Taková 
dvojice b o d ů se označuje jako materiálově izomorfní a l ineární transformaci P i 2 nazý­
váme materiálový izomorfismus. Pokud P12 je mater iá lový izomorfismus z bodu X i do 
bodu X 2 , pak inverzní zobrazení P ^ 1 je mater iá lový izomorfismus z bodu X 2 do bodu X i . 

Relace „ být mater iá lově izomorfní" je relací ekvivalence. Splňuje reflexivitu (bod je izo­
morfní sám se sebou), symetrii (dvojice izomorfních boduje navzá jem izomorfní) i tranziti-
v i tu (složením mater iá lových izomorfismu P23 ° P i 2 je zřejmě izomorfismus P13). Mater iá l 
je uniformní, pokud jsou všechny jeho body vzájemně izomorfní. 

Materiálová symetrie G v bodě X 0 G B je množ ina t ransformací v okolí tohoto bodu 
splňujících -Í/>(FG,XO) = ^ ( F , X o ) . Množina všech mater iá lových symetr i í v d a n é m bodě 
tvoř í grupu. 

34 



8. ZÁVĚR 

8. Závěr 
P r v n í polovina t é to práce se věnuje g rupám, akcím grup na množinách a Lieovým 

g rupám. Zmiňované pojmy jsem se snažil vhodně ilustrovat na příkladech, z nichž některé 
jsem sám vytvoři l , j iné jsem převzal z citované literatury. Tam, kde to bylo možné, jsem 
se u převza tých př ík ladů snažil řešení doplnit nebo inovovat. 

D r u h á část práce se zabývá je tovými grupami a jejich reprezentacemi. Nejprve je zave­
den pojem jetu, od k te rého přecházíme k definici je tové grupy. T y jsou nejprve i lustrovány 
j ednoduchými p ř ípady G[ a G\. Po té přichází čas na popis grup d ruhého řádu . Nejprve 
jsou popsány grupy G\ a G\, následuje zobecnění pro grupu G\. Jsou navrženy dvě mož­
nosti, jak grupu G2

n reprezentovat a je vyslovena vě ta o ne jmenším m o ž n é m ř á d u matic, 
k te rými lze provést věrnou reprezentaci. 

N a práci lze urči tě navázat popisem grup Gr

n pro vyšší r , h ledán ím jejich věrných repre­
zentací a studiem jejich up la tněn í v praxi. Do pří lohy p ř ik l ádám jako n á m ě t k pokračování 
soubor „ K a m D a l " , k t e rý naznačuje odvození vz t ahů pro grupu G\. Také je možné zkou­
mat další vlastnosti navržených, p ř ípadně nově objevovaných reprezentací . Jsem si vědom, 
že zejména propojení p rvn í a d ruhé části mohlo být propracovanější a více pozornosti by 
si zasloužilo i po jednán í o podgrupách grupy G\, časové možnos t i však už bohužel více 
nedovolují. 

35 



LITERATURA 

Literatura 
[I] K A R Á S E K , Jiř í a Ladislav S K U L A . Lineární algebra: teoret ická část . Brno: Akade­

mické nak lada te l s tv í C E R M , 2005, 179 s. : i l . ; 30 cm. I S B N 80-214-3100-8. 

[2] DOŠLÁ, Zuzana a Ondřej DOŠLÝ. Diferenciální poče t funkcí více proměnných . 1. do­
tisk 3. vyd. Brno: Masarykova univerzita, 2010. 144 s. I S B N 978-80-210-4159-2. 

[3] D O U P O V E C , Miroslav. Diferenciální geometrie a t renzorový počet . Brno: P C - D I R , 
1999, 83 s. I S B N 80-214-1470-7. 

[4] K A R Á S E K , J i ř í a Ladislav S K U L A . Obecná algebra. Brno: Akademické nakladatel­
ství C E R M , s.r.o, 2008, 64 stran. I S B N 978-80-214-3794-4 

[5] D V O Ř Á K O V Á , Ľubomíra . Lineární algebra 1. V Praze: České vysoké učení tech­
nické, 2013. I S B N 978-80-01-05346-1. 

[6] M A N S F I E L D , Elizabeth Louise. A practical guide to the invariant calculus. Vo l . 26. 
Cambridge University Press, 2010. 

[7] M A C Á L K O V Á , Lenka. Akce grupy [online]. Brno, 2009 [cit. 2020-06-21]. Dos tupné 
z: https://is.muni.cz/th/wq55b/. Baka lá ř ská práce. Masarykova univerzita, Př í ­
rodovědecká fakulta. Vedoucí práce Radan Kučera . 

[8] D V O Ř Á K O V Á , Ľubomíra . Lineární algebra 2. V Praze: České vysoké učení tech­
nické, 2014. I S B N 978-80-01-05441-3. 

[9] K O L Á Ř , Ivan, Petr W . M I C H O R a Jan SLOVÁK: Natural Operations in Differential 
Geometry. Springer-Verlag Ber l in Heidelberg, 1993. I S B N 978-3-642-08149-1. 

[10] D O U P O V E C , Miroslav. Jety a konexe v diferenciální geometrii. Brno: V U T I U M , 
2009. Vědecké spisy Vysokého učení technického v Brně . Habi l i tační a inaugurační 
spisy. I S B N 978-80-214-3850-7. 

[II] M A R E Č E K , T . Řízení neholonomních mechanismů. Brno: Vysoké učení technické 
v Brně , Fakulta s t rojního inženýrství , 2018, 51 s., [cit. 2020-08-12]. Dos tupné z: 
https://www.vutbr.cz/studenti/zav-prace/detail/113248. Vedoucí bakalářské 
práce doc. Mgr . Petr Vašík, P h . D . 

[12] F R A N C Ů , Jan. Funkcionální ana lýza I. Druhé doplněné vydání . Brno: Akademické 
nak lada te l s tv í C E R M , s.r.o, 2014, 164 stran : ilustrace. I S B N 978-80-214-4920-6. 

[13] G R E G O R O V I Č , Jan. Lieovy grupy malé dimenze [online]. Brno, 2006 
[cit. 2020-06-25]. Dos tupné z: https://is.muni.cz/th/ilr5z/. Baka lá řská 
práce. Masarykova univerzita, Př í rodovědecká fakulta. Vedoucí práce Mar t i n Čadek. 

[14] B A K E R , Andrew [online]. A n introduction to matrix groups and their applications. 
2000 [cit. 2020-08-27]. Dos tupné z http://www.maths.gla.ac.uk/~ajb/dvi-ps/  
lie-bern.pdf 

36 

https://is.muni.cz/th/wq55b/
https://www.vutbr.cz/studenti/zav-prace/detail/113248
https://is.muni.cz/th/ilr5z/
http://www.maths.gla.ac.uk/~ajb/dvi-ps/


LITERATURA 

[15] B O B Č Í K O V Á , Jana. Polopř ímý součin grup [online]. Brno, 2009 [cit. 2020-09-09]. 
Dos tupné z: https://is.muni.cz/th/swsw5/. Diplomová práce. Masarykova uni­
verzita, Fakulta informatiky. Vedoucí práce Radan Kučera . 

[16] K R U P K A Demeter and M . Krupka , Jets and contact elements 1. Silesian University 
in Opava, 2000 [cit. 2020-08-20]. Dos tupné z http://old.math.slu.cz/MathPubl/  
DandMKrupka.pdf. 

[17] E P S T E I N , Marcelo and E L Z A N O W S K I , Marek. Mater iá l inhomogeneities and their 
evolution: a geometrie approach. Springer Science & Business Media , 2007. 

[18] K A R P Í Š E K , Zdeněk. Matemat ika IV: statistika a p ravděpodobnos t . 4., p řeprac . 
vyd. Brno: Akademické nak lada te l s tv í C E R M , 2014, 171 s. : tabulky, grafy. I S B N 
978-80-214-4858-2. 

37 

https://is.muni.cz/th/swsw5/
http://old.math.slu.cz/MathPubl/


9. Seznam příloh 
1. Algoritmizace (pří loha v programu Wolfram Mathematica) 

2. K a m D a l (pří loha v programu Wolfram Mathematica) 

3. TayloruvPolynom (pří loha v programu GeoGebra) 

38 


