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Abstrakt

Tato prace se zabyva jetovymi grupami a jejich maticovymi reprezentacemi. V tuvodni
¢asti prace se vénujeme reprezentacim grup, akcim grup na mnozinidch a invariantim
akei. V dalsi ¢asti jsou objasnény pojmy hladka varieta, Lieova grupa a Lieova algebra.
Nasleduje vysvétleni pojmu jet a zavedeni jetové grupy jako specidlniho pripadu Lieovy
grupy. Nejprve jsou popsany grupy G’ a G, poté grupa G2 a jeji podgrupy. U popsanych
jetovych grup jsou navrzeny jejich reprezentace. V zavéru prace je nastinéna moznost
aplikaci jetovych grup v mechanice kontinua. Préace je doplnéna algoritmizaci vybranych
problému v softwaru Wolfram Mathematica.

Summary

This thesis is focused on jet groups and their matrix representations. The opening section
deals with group representations, group actions on sets and invariants of actions. Another
section explains terms such as smooth manifolds, Lie group and Lie algebra. The following
part clarifies terms jet and jet group as a special example of Lie group. First of all,
groups G and G are described, then description of group G? and its subgroups ensues.
Representations of these jet groups are proposed. Finally, applications of jet groups in
continuum mechanics are mentioned. The thesis is complemented with algorithm of chosen
problems in program Wolfram Mathematica.
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1. UVOD

1. Uvod

Prvni ¢ast bakalarské prace tvori prehled stézejnich pojmi. Tomuto prehledu dominuje
grupa, se kterou se v praci mnohokrat setkame, a proto je ilustrovana mnozstvim prikladi.
Grupu mtzeme nechat piisobit na libovolnou mnozinu, ktera sama nemusi byt grupou.
Pii splnéni jistych podminek vznikne akce grupy na mnoziné. Akcemi, jejich vlastnostmi
a funkcemi zvanymi invarianty akci se zabyva tfeti kapitola. Treti kapitolu uzavira pred-
staveni pojmu reprezentace grupy, ktery je timto prichystan pro pouziti v kapitole paté.

Ctvrté kapitola za¢ind kratkym nahlédnutim do topologie, s jejiz pomoci je definovana
hladké varieta. Tu zahy vyuzijeme pfi zavedeni Lieovy grupy. Pokracujeme uvedenim
souvislosti mezi Lieovymi grupami a maticovymi grupami a prehledem souvisejici teorie.

Pata kapitola ¢tenare seznamuje s jety zobrazeni. Jety regularnich zobrazeni se ozna-
¢uji invertibilni a tyto jety tvoii jetovou (nebo také diferencidlni) grupu, ktera se radi
mezi Lieovy grupy. Zbytek kapitoly je vénovan predstaveni struktury zakladnich jetovych
grup a je pojaty jako priprava pro nasledujici kapitolu.

Sest4 kapitola je centralnim bodem préce. Je v ni pfedstavena jetova grupa druhého
radu a jeji mozné reprezentace. Je formulovana véta o nejmensim mozném radu matic
s realnymi prvky, kterymi lze tuto grupu reprezentovat, a je uvedeno kratké predstaveni
jejich podgrup. Stranka na samotném konci prace dava prezentované pojmy do souvislosti
s jejich moznymi aplikacemi v mechanice kontinua.

K vybranym problémim je prilozeno feseni v softwaru Wolfram Mathematica.
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2. STEZEJNI POJMY
2. Stézejni pojmy
2.1. Zobrazeni

Zobrazeni je jednim ze zakladnich kament matematiky a neni proto prekvapivé, Ze se
k nému budeme v této praci mnohokrat obracet. Za¢néme proto definovanim tohoto pojmu
podle skript [1].

Definice 2.1. Méjme dvé neprazdné mnoziny M, N. Jako zobrazeni z mnoziny M do
mnoziny N nazveme takovy predpis f : M — N, podle néhoz je kazdému prvku (vzoru)
x € M pritazen pravé jeden prvek (obraz) y € N.

Poznamka. Nékdy byva zobrazeni definovano jako relace ~ takova, ze plati-li zaroven

relace a souvisejicich pojmii.

Definice 2.2. Méjme zobrazeni f : M — N. Zobrazeni nazveme surjektivni (nebo zobra-
zeni na), pokud libovolny prvek y € N ma svij vzor x € M. Zobrazeni nazveme injektivni
(nebo prosté zobrazent), pokud libovolny prvek y € N mé nejvyse jeden vzor x € M. Zob-
razeni zaroven surjektivni i injektivni nazveme bijektivni (vzdjemné jednoznacné).

Pro zobrazeni f : R — R uzivame nézev funkce jedné (redlné) proménné. Pro zobrazeni
f: R™ — R uzivame nazev funkce vice (redlnijch) proménnych. Pro zobrazeni f : R* — R"
neni terminologie ustalena, skripta [2] pouzivaji pojem zobrazeni mezi prostory vyssich
dimenzi. Pfipomenme podle téchto skript dilezity pojem a s nim souvisejici vétu.

Definice 2.3. Jacobiho matice zobrazeni f : R™ — R" je matice ve tvaru:

Ofh on of
ox1 Oxo Tt Oz
Of2 9f2 of2
ox1 Oxo Tt Oz
J(l’l,...,il?n) = . . .
Ofn  Ofn Ofn
ox1 Oxo Tt Oz

Jeji determinant oznacujeme jako Jacobiho determinant nebo strucné jakobidn.

Véta 2.1. Je dano zobrazeni f : R™ — R™. Predpoklddejme, Ze jeho slozky fi, ..., f maji
v bodé © = (xy,...,x,) spojité parcidlni derivace pruniho tddu a Ze Jacobiho matice je
requldrni (tzn. jakobidn je nenulovy). Pak existuje okoli bodu x, ve kterém je zobrazeni f
prosté (a nejméné v tomto okoli tedy existuje zobrazeni f~' k nému inverzni).

Poznamka. Zobrazeni vyhovujici uvedenému tvrzeni oznacujeme jako requldrni v bodé x.

Priklad 2.1. Je ddno zobrazeni f(z,y) = (x + y* 2% + y). Jacobiho matice tohoto zob-

razeni je:
1 2y

Jakobian tohoto zobrazeni det(J(x,y)) = 1 —4xy je nulovy v bodech lezicich na hyperbole

uréené rovnici y = ﬁ. V téchto bodech tedy neexistuje zobrazeni k f inverzni.



2.2. KRIVKY
2.2. Krivky

Kfivky jsou specidlnim piipadem zobrazeni. Uvedme s pomoci [3] dvé definice.

Definice 2.4. Jako parametrizovanou krivku v budeme pro pevné zvolené n € N oznaco-
vat zobrazeni v : R — R". O zobrazen{ y pfedpoklddame, Ze je t¥idy C* (tedy m4 spojitou
nejméné prvni derivaci).

Poznamka. Pojmy krivka a parametrizovana kiivka budeme ztotoznovat. Problém pri
tomto pristupu jsou krivky zadané implicitné, jejichz parametrické vyjadreni nemusi byt
jednoduché nalézt (na tyto krivky v préci ale nenarazime). Pomoci parametrizace lze
krivku definovanou ve dvourozmérném nebo trojrozmérném prostoru vykreslit.

Priklad 2.2. Rovniciy(t) = (r cost, rsint) je definovana kruznice v roviné s polomérem 7.
Tuto kruZnici miiZzeme zapsat také implicitni rovnici 2% + y? = r2.

Definice 2.5. Rekneme, Ze parametrizované kiivky (¢) a 6(¢) maji v bodé X styk k-tého
rdadu, jestlize je pro Vi = 1, ..., k splnéno
dy(X) _ d'o(X)
e dtt

Priklad 2.3. Necht funkce jedné proménné f(x) ma v bodé z, derivaci nejméné radu n.
Pak jeji Tayloriv polynom n-tého ridu se stredem xqy je definovan predpisem

) (2,

l

- {L’())i.

Th(z) = f(xo) + Z

Funkce f ma v bodé zq styk n-tého radu se svym Taylorovym polynomem n-tého radu
se stredem x.

Poznamka. V souboru Tayloruv__polynom zpracovaném v programu GeoGebra zadame
dvojklikem na prislusné hodnoty xq stied Taylorova polynomu, n fad Taylorova poly-
nomu a pf(x,y) funkci proménné z. Modfte se vykresli zadana funkce, zelené jeji Tayloruv
polynom pozadovaného rfadu s pozadovanym stiedem.

2.3. Grupa

V historii se ukazalo, ze pri studiu algebry je vhodné zajimat se o algebraické struktury,
tedy mnoziny, na kterych jsou definované operace na této mnoziné uzavrené a které splnuji
jisté vlastnosti. Dokazeme-li platnost tvrzeni pro strukturu obecné, plati pak pro vSechny
konkrétni priklady.

Nejznamé;jsi strukturou s jednou operaci je zfejmé grupa. Ze struktur se dvéma opera-
cemi se nejcastéji setkavame s télesem. Pti vykladu téchto a souvisejicich pojmu vyuzijeme
skript [1], [1] a [5].

Definice 2.6. Mnozinu G spolu s operaci * oznacujeme jako grupu, pokud jsou splnény
nasledujici axiomy:

e uzavienost: pro Va,b € G platiaxb € G
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e asociativita: pro Va,b,c € G plati: a * (bxc) = (a*b) * ¢

e existence neutralniho prvku: de € G tak, ze pro Vg € G plati gxe=exg =g

e existence inverzniho prvku: ke kazdému g € G existuje prvek ¢g=* € G tak, Ze plati
gxgl=glxg=ce

Grupu G s operaci * obvykle zapisujeme (G, *). Je-li navic splnéno a x b = b * a pro

Va,b € G, oznacujeme grupu jako komutativni (nebo také abelovskou).

Poznamka. Je-li oznaceni operace patrné z kontextu, piSeme misto a * b pouze ab.

Véta 2.2. 1) Neutrdlni prvek je v grupé jedinyg.
II) K libovolnému prvku grupy je inverzni prvek jeding.

Dukaz. Predpokladejme existenci dvou rtznych neutralnich prvka eq, es, pak e; = eq xesg,
zaroven ale musi platit e; x eo = €5, coz znamena, ze e; = es a to je spor s predpokladem.
Neutralni prvek je skutecné jediny. Druhé tvrzeni dokazeme analogicky. O

Priklad 2.4. Ciselné mnoziny Z, Q, R a C tvori spolu s operaci sc¢itani + grupy. Naopak
mnozina prirozenych ¢isel N s operaci s¢itani 4+ grupu netvoii (v mnoziné nenajdeme ani
neutralni prvek, ani inverze k dané operaci).

Pravé definovany pojem grupy vyuzijeme pii definici télesa.
Definice 2.7. Mnozinu I spolu se dvéma operacemi + a - oznacujeme jako teleso, pokud
je splnéno:

e (F,+) tvori komutativni grupu s neutralnim prvkem e.

o (F\{e}, -) tvoii grupu.

e distributivni zékony: a- (b+c¢) =a-b+a-c, (b+c)-a=b-a+c-a pro Va,b,c € F.
Zapisujeme (F,+,-) nebo kratce F. Téleso oznacujeme jako komutativni, pokud je grupa

(F\{e}, -) komutativni.

Priklad 2.5. a) V matematice bézné pracujeme s télesy (Q,+,-), (R, +,-), a (C,+, "),
ktera jsou vSechna komutativni. Nekomutativnim télesem jsou kvaterniony (H, +, ).

b) Mnozina M = {a+ bV24cV3;a,b,c € Q} netvori s operacemi + a - téleso, nebot neni
uzavrena na operaci nasobeni.

¢) Vhodnou tpravou uvedené mnoziny M dostaneme téleso: Ny = {a + bv/2;a,b € Q}
a Ny ={a+bv2+cV/3+dV6;a,b,c,d € Q} tvoii s operacemi + a - télesa.

Priklad 2.6. Mnozina c¢tvercovych invertibilnich matic fadu n s prvky z daného télesa F
spolu s operaci maticového ndsobeni se nazyva obecnd linedrni grupa a oznacuje GL(n, F').

Existuji také podmnoziny grupy, které jsou samy grupami.

Definice 2.8. Necht je ddna grupa (G, *). Podmnozinu H C G (spolu se stejnou operaci *
definovanou na G) nazveme jako podgrupu, jsou-li splnény tyto dvé podminky:

e pokud libovolné dva prvky hi, he € H, pak také hy x ho € H.

e pokud prvek h € H, pak i prvek k nému inverzni h=! € H.

Priklad 2.7. Podgrupou obecné linearni grupy je specidlni linedrni grupa SL(n, F'), kde
navic pozadujeme, aby determinant matice byl roven jedné.



2.3. GRUPA
Priklad 2.8. Vezméme S (libovolnou) ¢tvercovou matici fadu n, polozme
G(n,S)={A € GL(n,R) | ATSA =S}

a ukazme, Ze se jedna o grupu (a opét i podgrupu obecné linedrni grupy).

Necht matice A,B € G (plati ATSA = S = BTSB). Pozadujeme, aby také matice
AB € G. S vywzitim pravidla (AB)T = BT AT dostavame (AB)TSAB = BTATSAB =
BTSB = S, grupa je vi¢i maticovému nasobeni uzaviena. Je znamo, zZe maticové nasobeni
je asociativni, neutrdlnfim prvkem je jednotkova matice I € G (protoze ITSI = ISI = S).

Libovolnd matice A € G je z definice reguldrni, matice A~! tedy existuje. Zbyva
dokazat, 7ze A~! € G, neboli (A"H)TSA™! = S. Rovnost ATSA = S zprava vyndsobime
matici A7, zleva matici (A~1)T. ProtoZe plati (A~1)T = (AT)~!, je ditkaz hotov.

Zajimavosti je, ze matice S muze byt i singuldrni. Vezméme S = (8 (1]) Grupu G (zde
navic komutativni) pak tvori diagondlni matice ve tvaru A = (8 1(/]a),a # 0.

Poznamka. Maticové grupy jsou obecné nekomutativni. Specialnim pripadem maticové
komutativni grupy je napf. mnozina diagondlnich matic s redlnymi prvky (matic, které
maji mimo diagonalu nuly a na diagondle jen nenulové prvky) s operaci maticového na-
sobeni.

Priklad 2.9. Pokud polozime v ptikladu 2.8 matici S rovnu jednotkové matici I, dosta-
neme ortogondlni grupu:

On,R) ={AcGL(n,R) | ATA=1T}.

Ukazme nékolik zajimavych vlastnosti této grupy. Ze vztahu A7 A = I plyne rovnost
AT = A=t Uvédomime-li si, e ATA = A~'A = I, snadno nahlédneme, Ze sloupce (resp.
radky) takové matice tvori soustavu ortonormalnich (na sebe vzdjemné kolmych) vektoru.

Podle Cauchyovy véty o determinantu sou¢inu matic plati det (AT A) = det AT - det A.
Protoze plati ATA = I a det AT = det A, dostavame rovnost (det A)> = det I = 1. Deter-
minant ortogonalni matice se tak rovna 1 nebo —1. Opacné tvrzeni ale neplati (rovnost
determinantu 1 nebo —1 neimplikuje ortogonalitu matice).

Ortogondlni grupa popisuje transformace v euklidovském prostoru (rotace a zrcadleni).
Jeji podgrupou je specidlni ortogondlni grupa SO(n,R), u niz pozadujeme, aby byl deter-
minant matic roven 1.

Ve vsech predchozich prikladech nebyly grupy koneéné (mnozina G méla mohutnost
kontinua). Uvedme nyni jeden priklad koneéné grupy, nebot na koneénych grupéach vynikne
vysvétleni pozdéji zavedeného pojmu reprezentace grup.

Priklad 2.10. Jako permutaci n-prvkové mnoziny oznacujeme n-tici prirozenych cisel
od 1 do n obsahujici kazdé ¢islo praveé jednou. Tato n-tice urcuje jedno z moznych uspo-
radani mnoziny a pro n-prvkovou mnozinu existuje celkem n! takovych n-tic.
Permutace se oznacuji zpusobem, ktery znazornuje, na jaky prvek se dany prvek zob-
razi. V préci prvnf fadek vynechavdme, napifklad permutaci (13 %) oznacujeme (2 3 1).
Vezméme triprvkovou mnozinu a oznac¢me jeji permutace timto zptsobem:
A=(123), B=(231), C=(312), D=(213), E=(132), F=(321).
Permutace skladejme nasledovné:

CoE=(31 2)o(1 3 2)=(2 1 3)=D
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EoC=(13 203 12=0321)=F

Mnozina vSech permutaci n-prvkové mnoziny spolu s operaci skladani permutaci tvori
nekomutativni grupu. U konec¢nych grup jejich strukturu znazornujeme Cayleyho tabulkou.
V zapisu A o B znac¢i A prvek ve sloupci nalevo, B znadci prvek v fadku nahorte.

o || A

HIE|O Q| @3>

b - O Q| m| >

H|Io|=m|=QF|(|H
Oimig| @ =Qla
QT |» 1" |H|T|C
W= Q|O|"H| I
slQ|lwe|g| O " "

Definice 2.9. Jako centrum grupy (G,*) oznac¢ujeme mnozinu
Z(G)={heG|VgeG:g*xh=h=xg}.

Poznamka. Centrum grupy je komutativni podgrupou puvodni grupy.

Setkavame se s grupami, které se, ackoliv popisuji rizné situace, z hlediska struktury
, chovaji stejné“. To nas vede k nasledujici definici.

Definice 2.10. Mé&jme grupy (G, *) a (H,o). Zobrazeni f oznacime jako grupovy homo-
morfismus, je-li splnéno:

f(g1%92) = f(g1) o fg2)-

Je-li zobrazeni f navic bijektivni, oznacujeme ho jako izomorfismus a to, ze grupy G a H
jsou izomorfni zapisujeme G ~ H.

Priklad 2.11. Grupa redlnych c¢isel spolu s operaci s¢itani (R,+) je izomorfni grupé
kladnych (nenulovych) redlnych ¢isel spolu s operaci nasobeni (RT,-). Izomorfismus je
popsan zobrazenim f, pro které plati f(x + y) = f(x) - f(y). Obdrzeli jsme znamou
funkcionalni rovnici, podle niz je f exponencialni zobrazeni. Obé grupy jsou komutativni,
jejich centra splyvaji s grupami samotnymi.

Priklad 2.12. Grupa SL(2,F3) obsahuje Sest prvku a je izomorfni grupé z prikladu 2.10.
Tento izomorfismus je popsan (vyuzijeme-li znaceni zavedené v piikladu 2.10) pomoci
zobrazeni f timto zptsobem:

fA)=(59), fB)=(15), F(C)=(91), F(D)=(51). F(E)=(1%), F(F) = (3)-

Centrem grupy je tiiprvkova mnozina obsahujici matice oznacené f(A), f(B), f(C). Grupa
je izomorfni také dihedralni grupé symetrii rovnostranného trojihelnika, s niz se lze blize
seznamit v knize [1].



3. Akce grupy

Hlavnimi zdroji, pouzitymi v této kapitole, jsou [0], [7] a [3].

Definice 3.1. Méjme zobrazeni a : G x M — M. Zobrazeni o oznac¢ime jako levou akci
grupy G na mnoziné M, je-li pro vSsechna g,h € G a pro vSechna z € M splnéno:

a(h,a(g, 2)) = a(hg, 2).

Podobné zobrazeni o oznacime jako pravou akci grupy G na mnoziné M, je-li pro vSechna
g,h € G a pro vsechna z € M splnéno:

a(h,a(g, 2)) = a(gh, 2).

Poznamka. Levou akci znac¢ime téz gh®z = g® (h®2), pravou ghez = ge(hez). Budeme
vyuzivat oba zpusoby znaceni, vzdy ten vhodnéjsi v dané situaci. V pripadé komutativni
grupy leva a prava akce splyvaji. Akci také nazyvame pusobeni grupy G na mnozinu M.

Véta 3.1. Mejme akci o grupy G na mnoziné M a neutrdlni prvek grupy e € G. Pro
libovolny prvek z € M pak plati a(e, z) = z.

Dikaz. Méjme g € G, w € M a predpokladejme, Ze a(e, z) = w. Pak rovnost definujici
levou akci (g, a(e, 2)) = a(ge, z) prejde na tvar a(g, w) = a(g, z). ProtoZe « je zobrazeni,
musi platit w = z, a to je spor s predpokladem. Stejnou ivahou lze tvrzeni dokéazat i pro
pravou akci. O

Priklad 3.1. Pro zvolené n € N méjme maticovou grupu GL(n,R). Nésobeni n-prv-
kovych vektorti maticemi je akci. Pokud ptijde o mnozinu sloupcovych vektort, bude se
jednat o levou akci, naopak v pripadé mnoziny radkovch vektorti dostaneme pravou akci.

Jelikoz grupa je specidlnim pripadem mnoziny, mizeme definovat akci grupy G na
sobé samé, tedy polozit M = G. Nize uvedenou akci grupy na sobé konjugovanosti je
mozné definovat pro libovolnou grupu. My si ji predstavime na grupé GL(n,R).

Priklad 3.2. Méjme grupu G = GL(n,R) a mnozinu M = G. Akci G na M zavedeme
predpisem (B, A) = B~1AB. ProtoZe je splnéno:

a(C,a(B,A)) = a(C,B'AB) = C"'B 'ABC,
a(BC,A) = (BO)'ABC = C'B™'ABC,
jedna se o pravou akci znacenou téz Be A. Levou akci ziskdme piedpisem B® A = BAB™L.

Definice 3.2. Rekneme, Ze dvé grupové akee a; : G x M — M, i = 1,2 jsou ekvivalentni,
jestlize existuje hladké invertibilni zobrazeni ¢ : M — M pro Vg € G spliujici rovnici:

az(g,2) = ¢~ (on(g, 6(2))).



3. AKCE GRUPY

Priklad 3.3. Je ddna maticova grupa G = SL(2,C) a mnozina M uspotradanych dvojic
komplexnich &sel (x,y) € C?. Oznaéme prvek grupy:

a b
g—(c d)’ ad — bc = 1.

Pak podle [0] existuji t¥i vzajemné neekvivalentni akce grupy G na mnoziné M. Prvni
z nich je:
. f[ax+Db
(#.9) = (cx + d’y)
. f[az+Db Y
(#,9) = (cx +d’ (cx + d)z)'

. . [ax+Dd 9
(Z,79) = (Cz+d,66(cx+d) + (cx +d) y)

Druh4 je:

A treti je:

Priklad 3.4. Mé&jme grupu i mnozinu stejnou jako v predchozim pripadé. Akce a; grupy G
na mnoziné M necht je zadana predpisem:

(Z,7) = (ax + by, cx + dy).

Akci miizeme vnimat jako piisobeni matice na sloupcovy vektor. Podle predchoziho pii-
kladu musi byt tato akce ekvivalentni nékteré ze t¥i zminénych akei.
Definujme zobrazeni C? — C? vztahem:

H(x, ) = (%%)

Pak zobrazeni k nému inverzni je:

Dosazenim do definice ekvivalence akci ¢~ (a1 (g, ¢(2))) zjistime, Ze akce a; je ekvivalentni
druhé akci z predchoziho prikladu.

3.1. Invarianty akci

Pojem invariantu se objevuje piimo v nazvu této prace, vénujme proto tomuto pojmu
samotnou podkapitolu a ilustrujme ho na nékolika prikladech.

Definice 3.3. O funkci f : M — R fekneme, Ze je invariantem akce a: G x M — M,
jestlize je pro Vz € M splnéno:

flalg, 2)) = f(2).

Priklad 3.5. Vezmeme ortogonalni grupu O(n,R) a nechame ji pusobit maticovym na-
sobenfm na mnozinu n-prvkovych sloupcovych vektori (w1, ..., z,)7.
Funkce f = /2% + ... + 22 urcujici velikost vektoru je invariantem této akce. Grupou

SO(2,R) a mnozinou dvouprvkovych vektoru se vice zabyvame v prikladu 3.12.
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3.1. INVARIANTY AKCI

Priklad 3.6. Stopu matice A definujeme jako soucet prvku, které lezi na hlavni diagonale,
a oznac¢ujeme tr(A). P¥ipometime si akci z pfikladu 3.2 zadanou piedpisem BeA = B~'AB
a ukazme, ze funkce f(A) = tr(A) je jejim invariantem.

Podle [3] vztah B~'AB definuje matici podobnou k matici A. Podobné matice maji
stejna vlastni cisla a stopa matice je jejich souctem. Z toho plyne, Ze uvedena funkce je
invariantem akce (totozné tvrzeni plati i pro levou akci B ® A).

Akce je invariantni i vuci funkei urcujici determinant matice, protoze ten je soucinem
vlastnich ¢isel.

Ve dvou nésledujicich prikladech nechdme na zvolenou mnozinu pusobit grupu SL(2, R).
Prvek této grupy oznacime (CC” Z), plati ad — bc = 1.

Priklad 3.7. Akci a grupy SL(2,R) na mnoziné usporadanych ¢tveric redlnych ¢isel

ax+b ay+b az4b awstb
cx+d’ cy+d’ cz+d’ cw+d

(x,y, z,w) zavedeme predpisem a((z,y, z,w)) = > Invarianten této

akce je vyraz:
(z —2)(y —w)
(z —y)(z —w)
zvany kriZovy pomer, ktery se uplatnuje v projektivni geometrii.

Podivejme se také na jeden priklad diferencialniho invariantu.

Priklad 3.8. Akci a grupy SL(2,R) na mnoziné funkei u(z) proménné x zavedeme pred-

pisem a(u) = Z”u“:fg Jako Schwarzovskou derivaci S(u) funkce u oznacime vyraz slozeny z

derivaci funkce u (predpoklddejme, Ze vSechny potiebné existuji) nasledovné:

Su) = Lewe 2l

Uy 2 u?

Schwarzovska derivace je invariantem této akce. Jinymi slovy, v bodech, kde existuji

potiebné derivace, plati S(u) = S (ZZIS)

Priklad 3.9. Vezmeme n-tici linearné nezavislych sloupcovych vektort o n prvcich a tyto
vektory usporadame do matice X. Déle vezmeme mnozinu ® vSech diagonalnich regular-
nich matic radu n.

Grupu G definujeme predpisem G = {X'DX;D € D}. Uvedenou konstrukei jsme
podle [1] ziskali grupu vSech matic, jejichz mnozina vlastnich vektori je tvofena sloupci
matice X. Dokazme, Ze se jedna o grupu.

o Predevsim zduraznéme, ze definice je korektni, nebot jsou-li sloupce matice X line-

arné nezdvislé, tato matice je reguldrni a matice k nf inverzni X! existuje.

¢ Necht matice X 1 AX a X 'BX jsou prvky G. Pak i jejich souc¢in X TAXX'BX =
X~1ABX je prvkem G (soucinem diagonalnich matic je opét diagonalni matice).
o Nasobeni matic je asociativni.
» Jednotkovou matici dostaneme, zvolime-li D jako jednotkovou matici.
o Inverzni matice k X 'AX je (X 1AX)™! = X71A71X (A je invertibilni, protoZe je
regularni).
Nyni opét vezméme n-tici sloupcovych vektorii z ivodu tohoto prikladu. Mnozinu M
definujme jako mnozinu vSech realnych nasobku téchto vektoru (skuteéné pouze nasobki,
ne linearnich kombinaci). Grupu G nechdme pusobit na mnozinu M maticovym naso-

benim. Funkce f(v) = [y normuje vektor (déli ho jeho velikosti) a je invariantem této
akce.
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3. AKCE GRUPY
3.2. Vlastnosti akci

Vezméme jeden konkrétni prvek mnoziny a zjistéme, které prvky mnoziny z néj ptisobenim
grupy vygenerujeme.

Definice 3.4. Je-li z prvek mnoziny M a ¢ libovolny prvek grupy G na mnoziné pusobici
akel o, pak orbita O(z) prvku z je ddna predpisem:

Oz)={ye M |y=alg,2)}

Piiklad 3.10. Mé&jme mnozinu M = Q a grupu G = (Z,+), prvky z € M, g € G. Akce je
definovana predpisem (g, z) = g+ z (grupa G je komutativni, leva a prava akce splyvaji).
3 113

Orbitou zvoleného prvku z = % je mnozina {...,—3,—3, 2,2 . }.

Priklad 3.11. Opét se odkazme na priklad 3.2 a najdéme orbitu matice A. Zadanym pi-
sobenim grupy na sobé samé ziskame mnozinu vSech matic, které jsou matici A podobné.
Orbitou matice A jsou vsechny matice, které maji stejna vlastni cisla jako A.

Priklad 3.12. Mé&jme specidlni ortogonalni grupu SO(2,R). Jeji prvky mizeme obecné
popsat jako prvky matice
B (C?SO& —sina)
sina cosa

27). Pisobenfm grupy na prvek (z,y)? maticovym ndsobenfm dostaneme

ve tvaru

pro a = (0,
prvek (7, 9)T
T =z cos(a) — ysin(a),
g = xsin(a) + y cos(a).

Umocnénim obou rovnic na druhou a jejich naslednym sectenim ziskame s vyuzitim
identity sin(a)? + cos(a)? = 1 rovnost 7% + ¢* = 22 + 3°.

Povazujeme-li (Z,¢)T za soufadnice bodu v roving, pak orbitou prvku (z,y)? je kruz-
nice se stfedem v pocatku a polomérem r = \/x2 + y? (protoZe x,y jsou pevné zvolené
hodnoty). Vysledek potvrzuje, Ze uvedend grupa zajistuje rotaci bodu okolo poc¢atku v ro-
viné.

Definice 3.5. Akci a grupy G na mnoziné M oznaCime jako tranzitivni, pokud pro
Va,b € M existuje g € G takové, ze b = a(g, a).

Pozndmka. Tranzitivni akce ma podle vyse uvedené definice pravé jednu orbitu.

Priklad 3.13. Méjme dédnu grupu G = (Q\{0},-), ¢ € G, mnozinu M, z € M a zobrazeni
Oé(g ) ) =gz

a) Je-li M = Z, pak a nebude akce (« neni spravné definované zobrazeni, jeho vysledek
nelezi v pozadované mnoziné).

b) Je-li M = Q, pak « je akci, kterd je tranzitivni (ptusobenim grupy na libovolny prvek
mnoziny vygenerujeme celou mnozinu).

c) Jeli M = R, pak «a je akei, tato akce vSak neni tranzitivni (ptisobenim grupy na
libovolny prvek mnoziny nevygenerujeme celou mnozinu).

Vyberme si urcity prvek z € M a zkoumejme, kterymi prvky grupy G na néj muzeme
pusobit tak, aby prvek z zustal nezménén.

11



3.3. REPREZENTACE GRUPY

Definice 3.6. Je ddna grupa G na mnoziné M pusobici akci a. Jako stabilizdtor S(z)
prvku z oznacujeme mnozinu

S(z)={9€G|z=alg,2)}
Jadro J akce a je mnozina vSech prvki g € G pro libovolné z € M splnujicich z = a(g, 2).
Nasledujici véta je prevzata z prace [7], kde najdeme i jeji dukaz.
Véta 3.2. Jddro akce a je prunikem stabilizatoru vsech prvki z € M.

Priklad 3.14. Je dana grupa

G:{(g 1?a)|a,b€R,a7é0}.

Tato grupa ptisobf na mnoZinu M sloupcovych vektorii (z,y)? maticovym nasobenfm.

Pro stabilizator prvku (z,y)? plati:

e je-li x =0,y = 0: stabilizdtorem tohoto prvku je libovolny prvek grupy.

o je-li x # 0,y = 0 : mnozina stabilizdtortt ma tvar S((z,0)T) = { ((1) Z;) | be R}.

e je-liz =0,y # 0 nebo x # 0,y # 0 : stabilizatorem prvku je jen jednotkova matice.
Podle rozboru vyse je jadrem této akce pouze jednotkova matice.

Uvedme dva pojmy, které charakterizuji akci podle slozeni jadra a stabilizatori jed-
notlivych prvki mnoziny.

Definice 3.7. Akci grupy G na mnoziné M nazveme jako efektivni, pokud jeji jadro tvori
pouze neutralni prvek grupy. Akci nazveme jako volnou, pokud stabilizatorem libovolného
prvku z € M je pouze neutralni prvek grupy.

Pozndmka. Volnost je specidlnim pripadem efektivity.

Priklad 3.15. a) Akce grupy G = (Z,+), g € G na mnoziné M = R, z € M zadand
vztahem «(g,z) = g + z je volnd, protoze stabilizdtorem libovolného prvku mnoziny je
pouze 0 jako neutralni prvek grupy.

b) Akce z prikladu 3.14 je efektivni, ale neni volna.

c¢) Akce diagondlnich matic na sobé konjugovanosti (viz piiklad 3.2) neni efektivni.

3.3. Reprezentace grupy

V této podkapitole si predstavime pojem reprezentace grupy pomoci maticové grupy.
Nalezeni vhodné reprezentace prispéje k vytvoreni predstavy o struktufe grupy.

Definice 3.8. Zobrazeni R : G — GL(n,R) nazveme reprezentaci grupy (G, *), jestlize
je pro Vg, h € G splnéno:
R(g*h) = R(g) - R(h).

12



3. AKCE GRUPY

Pozndamka. V predchozi defininici je mozné misto G L(n, R) pouzit regularni matice fadu n
nad libovolnym polem F'.

Véta 3.3. Bud R reprezentace grupy G. Jestlize e je neutrdlni prvek v G, jeho reprezentace
R(e) je jednotkovd matice.

Diikaz. Podle definice reprezentace plati R(e - h) = R(e) - R(h). Jelikoz e je neutralni
prvek, plati e - h = h a dostavame rovnost R(h) = R(e) - R(h). M&-li rovnost platit pro
libovolny prvek h grupy G, pak R(e) je jednotkova matice. O

Véta 3.4. Bud R reprezentace grupy G. Pak plati R(g)~! = R(g™!)

Diikaz. Vztah R(g)~' = R(g™!') vynasobime zprava matici R(g). Vyjde I = R(¢g™')- R(g),
kde I znad{ jednotkovou matici. Vyuzitim definice reprezentace dostaneme I = R(g~ - g),
a protoze g~1 - g = e, ziskdme jiz dokdzanou rovnost I = R(e). ]

Priklad 3.16. Nejjednodussi reprezentaci je zobrazeni vsech prvki grupy na jednotkovou
matici stejného radu. Takovou reprezentaci oznacujeme jako trividlni.

Prestoze reprezentace z predchoziho prikladu splnuje pozadavky kladené definici, pro
popis struktury grupy se nehodi. Uvedme nékteré zajimavejsi priklady.

Priklad 3.17. Pripomenme si grupu z ptikladu 2.10 a oznaceni jejich prvki:
A=(123),B=(231),C=(312,D=(213),E=(132),F=(321).

Pro zavedeni reprezentace maticemi G L(3,R) bude vhodné vnimat kazdou z permutaci
jako vektor (1, x2,x3). Této permutaci ptitadime matici A, jejiz prvky a;.,,7 = {1,2,3}
budou rovny jedné, zbylé prvky matice budou nulové.

Reprezentaci maticemi GL(2,R) zavedeme naptiklad tak, ze prvkam A, B, C prifa-

0 1 1 é . Tato reprezentace roz-
lisuje podle znaménka determinantu prifazené matice paritu permutace (viz [8]).

Dalsi reprezentaci muzeme zavést tak, ze prvek zobrazime na blokovou matici, jejiz
bloky jsou slozené z matic, které jsou samy reprezentacemi tohoto prvku. Slozenim dvou
vyse uvedenych reprezentaci ziskame jako reprezentaci prvku B matici

1 .
dime matici ( 0) a prvkim D, F, F' pritadime matici (0

01000
00100
1 000 O
00010
0 00O01

Definice 3.9. Reprezentaci oznacujeme jako vérnou, kdyz je zobrazeni R prosté (tedy
neexistuje zadnd matice, na niz by se zobrazily dva ¢i vice prvka grupy).

Zajimavym problémem je zjistovat nejmensi mozny rad matic, kterymi dosdhneme
vérné reprezentace grupy. Reprezentace v prikladu 3.17 maticemi radu 3 je vérna. Pojdme
si ukazat, 7Ze existuje i vérna reprezentace této grupy maticemi radu 2.
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3.3. REPREZENTACE GRUPY

Priklad 3.18. Vérna reprezentace R grupy permutaci z prikladu 2.10 maticemi GL(2,R)
je dana predpisem:

ray= (o V) ore= (7 T omer=(2) ).

R(D) = (_01 1) JR(E) = G _01),R(F): (_01 _01)

Véta 3.5. Méjme requldrni matici X a reprezentaci Ry, kterd prvku g € G priradi
matici A. Pak zobrazeni Ry, které pritadi prvku g matici X 1 AX, je také reprezentact.

Dikaz. Méjme prvky a,b,c € G splijici a * b = c. Pro reprezentaci R; plati Ry(a) = A,
Ri(b) = B a Ry(c) = C a jelikoz R; je reprezentace, musi platit AB = C. Ukéazeme, ze
zobrazeni Ry spliiuje rovnost z definice 3.8:
Ro(a) - Ro(b) = X "AXX'BX = X '"ABX = X~'CX = Ry(c).
L]

Definice 3.10. Reprezentace R a Ry, které maji vlastnost uvedenou v predchozi véteé,
oznacCujeme jako ekvivalentni.

Na ptikladech jsme dosud ilustrovali reprezentace koneénych grup. S reprezentacemi
nekonec¢nych grup se pomoci prikladi seznamime v dalsich kapitolach.
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4. LIEOVY GRUPY

4. Lieovy grupy

Lieova grupa se da vystizné popsat jako spojeni geometrické struktury hladké variety
a algebraické struktury grupy. V této kapitole se na definici Lieovy grupy a souvisejicich
pojmi podivame dukladnéji, vyuzijeme pii tom zdroje [6], [9], [L0] a [11]. Narazime také
na pojem vektorového (linearniho) prostoru, ktery je ur¢itym spojenim struktur grupy
a télesa. Pfesnou definici pojmu i fadu prikladi nalezneme ve skriptech [5].

4.1. Varieta

Pojmem mnoZina myslime pouze soubor prvki, zatimco prostor oznacuje mnozinu, na niz
je definovana néjaka struktura. Pfipomenme si podle [1 1] pojem topologického prostoru.

Definice 4.1. Mé&jme mnozinu M spolu se systémem podmnozin 7. Systém podmnozin 7
nazvme topologie a dvojici (M, ) topologicky prostor, jsou-li splnény nasledujici axiomy:

e Der,Mer.
e sjednoceni libovolného poc¢tu mnozin z 7 lezi v 7.
o prunik koneé¢ného poétu mnozin z 7 lezi v 7.

Prvkim z 7 fikdme otevrené mnoziny.

Pozndmka. Uzavrend mnoZina se definuje jako mnozinovy doplnék oteviené mnoziny. Pri
praci s témito pojmy je nutnd jista opatrnost, uzavienda mnozina neni opakem oteviené
(existuji obojetné mnoziny, které jsou oteviené i uzaviené soucasné). Pro¢ v definici nelze
pripustit prinik libovolného po¢tu mnozin, je zfejmé z prikladu N2 ,(—1+ £,1+ 1), kdy
prunikem nekonecné mnoha otevienych mnozin je uzaviend mnozina (—1,1).

Piiklad 4.1. Je déna triprvkova mnozina M = {a, b, c}.

a) Jeji potenéni mnozina (mnozina vSech podmnozin M) je topologii na M.

b) Soubor 7 = {0, {a, b}, {b, c},{b}, M} je topologii na M.

c¢) Soubor 7 = {0, {b}, {c}, M} neni topologii na M, nebot {b} U {c} = {b,c} ¢ 7.

Pokud na mnoziné existuje topologie, mtizeme definovat okoli bodu.

Definice 4.2. Otevienym okolim daného bodu je libovolna oteviena mnozina, ve které
tento bod lezi.

U zrodu topologie stdlo nékolik zajimavych prikladt z diferencialni geometrie ploch
(napr. Kleinova lahev). Podle vlastnosti topologickych prostori byla vytvorena jejich roz-
sahla klasifikace. Uvedme typ topologického prostoru potiebny k definici variety.

Definice 4.3. Méjme topologicky prostor (M, 7). Pokud pro kazdé dva body z,y € M
existuji okoli téchto bodu takova, ze jejich prunikem je prazdnd mnozina, nazveme (M, T)
jako Hausdorfuv prostor a oznac¢ime P.

Specialnim pripadem Hausdorfova prostoru je metricky prostor. Je-li na mnoziné za-
déna metrika, lze definovat e-okoli bodu. Podrobnéjsi vyklad najdeme ve skriptech [12].
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4.2. DEFINICE LIEOVY GRUPY

Definice 4.4. Lokdlnimi souradnicemi Hausdorfova prostoru P nazveme zobrazeni:

¢ :U(p) — dU(p)),

kde U(p) € P je okoli bodu p a ¢(U(p)) je oteviend podmnozina R™. Dvojici (U, @)
nazveme mapa. Plati-li ¢(p) = 0, fekneme, Ze mapa je centrovand v p € P.

Poznamka. Hodnotu n z predchozi definice oznacujeme jako dimenze variety. Pozdéji
uvidime, Ze dimenzi variety lze rovnocenné definovat jako dimenzi jejiho te¢ného prostoru.

Definice 4.5. Mnozinu map (U;, ¢;) daného n-rozmérného Hausdorfova prostoru P na-
zveme jako hladky atlas, pokud:

° sjednoceni vsech map dava cely prostor.
e  pro vSechny dvojice map (U;, ¢;), (U}, ¢;) s neprazdnym prunikem (U; N Uy # 0)
existuje hladké zobrazen{ ¢;; : R® — R™ dané sloZenim ¢;; = ¢, o ¢; .
Zobrazeni ¢;; se oznacuje jako prechodovad funkce.

Poznamka. Hladkosti prechodovych funkei rozumime, Ze jsou to zobrazeni t¥idy C* (exis-
tuje derivace libovolného radu).

Povrch koule je lokalné podobny euklidovskému prostoru, podobnost pojmu s atlasem
mapujicim povrch planety Zemé neni ndhodna. Vyznam prechodové funkce si mtizeme
predstavit jako pozadavek, aby na sebe vSechny mapy co nejprirozenéji navazovaly a aby
deformace zptusobend ,, zplosténim® ¢asti kulové plochy byla zanedbatelna.

Definice 4.6. Hausdorfav prostor se spocetnou béazi spolu s hladkym atlasem se nazyva
hladkd varieta.

Poznamka. Hladka varieta byva nékdy oznacovana také diferencovatelnd varieta.

4.2. Definice Lieovy grupy

V tuto chvili mame jiz rddné vybudované pojmy grupa i hladka varieta, a proto pristou-
pime k definici stézejniho pojmu této kapitoly.

Definice 4.7. Lieova grupa G je hladka varieta, ktera je soucasné grupou. Zobrazeni
urcujici grupovou operaci i zobrazeni urcujici inverzni prvek jsou hladka. Dimenzi Lieovy
grupy definujeme jako dimenzi variety (viz definice 4.4).

Poznamka. Podminka na hladkost zobrazeni urcujiciho inverzni prvek by v definici byt
nemusela, protoze tato podminka plyne podle [9] z hladkosti grupové operace.

Priklad 4.2. Mezi Lieovy grupy:

a) dimenze jedna fadime grupy (R, +) a (R\{0},-),
b) dimenze dva patif grupa (C,+),

¢) dimenze n patii grupa (R", +).

Piiklad 4.3. Jednotkovy kruh v komplexni rovniné S' C C je spolu s nasobenim kom-
plexnich ¢isel Lieovou grupou.

Snadno to dokdzeme z goniometrického tvaru komplexnich ¢isel, odkud vidime, ze
nasobenim dvou komplexnich ¢isel, jejichz vzdalenost od pocatku je 1, dostaneme opét
komplexni ¢islo, jehoz vzdalenost od pocatku je 1.

Pro € € S' a 0 < € < m m&me okolf bodu 6 ve tvaru U(e?) = {e™; |0 — | < €}
Lokélni soufadnice pak maji tvar ¢(e’¥) = ¢ — 6. Mapa (U, ¢) je centrovana v 6.
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4. LIEOVY GRUPY

Pozndmka. Komplexni ¢islo z € C lze zapsat tfemi riznymi zputsoby. Pro znazornéni
obrazu ¢isla v Gaussoveé roviné je vhodny algebraicky tvar z = a+bi (a,b € R). Pro pocetni
operace (vyss$i mocniny) se hodi goniometricky tvar z = |z| - (cosp + i - sin ), kde |z] je
velikost komplexniho ¢isla a ¢ € (0, 27) je argument. Algebraicky tvar vyuziva kartézskych
soufadnic, zatimco goniometricky polarnich. Zbyvajici exponencidlni tvar z = |z]e* je
s goniometrickym spjat pomoci identity € = cos ¢ -+ i - sin ¢, zvané Eulertiv vzorec. Ten
elegantné dokdZeme dosazenim vyrazu e*¥ do Taylorova rozvoje funkce f(x) = e®.

Dilezitym zastupcem Lieovych grup jsou maticové grupy.

Piiklad 4.4. Podle [0] tvori unitdrni grupu U(n,C) matice fadu n takové, které spliuji

rovnost UTU = I (zépisem U myslime matici komplexné sdruzenou k U). Pozadujeme-li

navic, aby byl determinant roven jedné, mame specidlni unitirni grupu SU (n, C).
Ukazme, ze dvoudimenzionalni pfipad ma tvar:

SU(Q,C):{(_‘)‘B i) | a,BEC,aa+56:1}.

Ovérime podminku TU=TI

a -0 o B\ _ (aa+ B8 0 (10
8« -5 a) 0 aa+p8)  \0 1)°
ZapiSeme-li @ = oy + iay, B = Bi + 1P, pak podminku aa + 8 = 1 dostavame ve

tvaru (o +ias) - (g — i) + (81 +i6s) - (81 —iB2) = 1, po upravé o2 + a2+ 2+ 32 = 1.
Jde o ,,jednotkovou kouli“ ve ¢tyfrozmérném prostoru a tedy o Lieovu grupu dimenze tii.

Poznamka. Unitarni a ortogonalni grupu rozliSujeme pouze pro matice s komplexnimi
prvky. V pripadé matic s redlnymi prvky jde o totéz (a uziva se pojem ortogonalni grupa).

Navazme na predchozi priklad a uvedme jedno silné tvrzeni.
Véta 4.1. Grupa GL(n,R) i jeji libovolnd podgrupa jsou Lieovy grupy.

Pozndmka. Dukaz je k nalezeni v textu [141]. Podle této véty jsou grupy z priklada 2.7,
2.8 a 2.9 Lieovymi grupami. Dimenze Lieovy grupy GL(n,R) je n?.

Zminme se o existenci primého soucinu grup. Mame-li grupy Gi, ..., G,, pak prfimym
souc¢inem G X ... X G, jsou n-tice prvku (g, ..., g,). Operace na této nové strukture je
zavedena tak, Ze pro prvky na ¢-tém misté pouzivame operaci z ptvodni grupy G;. Neni
tézké ukazat, ze jde o grupu. Zajimavejsim prikladem je poloprimy soucin grup.

Definice 4.8. Necht G, H jsou dvé grupy takové, ze G piisobi na H, tedy plati g h € H
pro vSechna g € G, h € H. Splnuje-li leva akce ® pro vsechna g € G, hy, he € H:

9@ (hih2) = (g ® h1)(g ® ha), (4.1)
pak operaci poloprimého soucinu na mnoziné G X H znacenou G x H zavedeme predpisem:

(91, 1) *x (92, h2) = (9192, h1(g1 @ ha)).

Pozndamka. Ptsobeni grupy G na grupu H podle rovnice 4.1 urcuje homomorfismus
grupy H do sebe samé. Vice o této problematice se pise v praci [15].
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Véta 4.2. Jsou dany grupy G, H spliujici predpoklady pro zavedeni primého soucinu.
Pak mnozina G x H spolu s operaci primého soucinu tvori grupu.

Duikaz. Uzavienost v prvni slozce plyne z uzavienosti grupy G, uzavienost ve druhé slozce
plyne z toho, ze H je grupa a ® leva akce.

Po rozepsant [(g1, 1) s (g2 12)] - (g5, hs) & (91, h1) - [(92 Po) - (g5, hs)] Je asociativita
v prvni sloZce zfejma. Pro druhou dostavame z prvniho vyrazu hy(g; ® ho)(g192 @ h3)
a z druhého hi(g1 ® ha(g2 ® hs)). Posledni uvedeny vyraz podle rovnosti 4.1 upravime do
tvaru hy(g1 ® ha)(g1 ® (g2 ® h3)) a uzitim vlastnosti akce g1 ® (g2 ® h3) = (g192) ® h3 je
dokézana asociativita i pro druhou slozku.

Neutralni prvek (eq,ey) je slozeny z neutrdlnich prvku jednotlivych grup. Inverzni
prvek k prvku (g, h) je ve tvaru (g7, g~ th™1). O

Podkapitolu uzavieme tvrzenim prevzatym z prace [13].
Véta 4.3. Primy i poloprimy soucin Lieovijch grup je opét Lieova grupa.

Priklad 4.5. Pripomenme si specidlni ortogonélni grupu SO(n,R) z prikladu 2.9. Polo-
primym souc¢inem SO(n,R) x R™ dostavame specialni euklidovskou grupu popisujici posuv
a otoceni v euklidovském prostoru dimenze n.

4.3. Tecné vektory

Pojem tecného vektoru se vztahuje k varieté, a proto ho méa smysl uvazovat i pro Lieovu
grupu. Pripomenme na tvod, jak hledame tecnu kiivky a tecnou rovinu plochy.

Pfiklad 4.6. Najdéme rovnici teény elipsy 322 + 4y* = 12 v bodé [—1, 3].

Rovnici zderivujeme jako implicitni funkei a vyjadifme 3! = 1—:;3”. Smérnice teény v daném

bodé je % a smérovy vektor muzZzeme psat ve tvaru s = (2,1). Rovnice teény v paramet-

rickém tvaru bude t = {x = =1+ 2t,y =2 +¢,t € R} a v obecném ¢ : & — 2y +4 = 0.

Priklad 4.7. Najdéme tecnou rovinu koule z? + y* + 2% = 3 v bodé [1, 1, 1].

Tec¢na rovina koule je v libovolném bodé urcena dvéma linedrné nezavislymi vektory kol-
mymi na vektor z pocatku do tohoto bodu. K vektoru v = (1,1,1) jsou kolmé napriklad
vektory s; = (0,1, —1) a s, = (—1,1,0). Jejich vektorovym souc¢inem je vektor n = (1,1, 1)
a po dosazeni bodu [1, 1, 1] do pfedpisu z+y+z+d = 0 vyjde d = 0. Tecna rovina v daném
bodé tak je x +y + 2 = 0.

Pojem tecny, resp. te¢né plochy zobecnime pro variety vyssich dimenzi. V praci se
zabyvame varietami, které jsou soucasné Lieovymi grupami, a oznac¢ujeme je proto G.

Definice 4.9. Parametrizovanou hladkou krivkou na wvarieté G oznacujeme pro € > 0
zobrazeni 7y : [—€,¢] € R — G takové, ze slozenim ¢ o «y, kde ¢ znaci lokélni souradnice,
dostaneme hladkou kiivku v R™.

Pozndmka. V literature nardzime na rtzné piistupy k definici. Podobné jako jsme v po-
znamce za definici 2.4 komentovali rozdil mezi pojmy kiivka a parametrizovand ktivka,
nékteri autori rozlisuji kiivku (anglicky ,,curve*), ve smyslu mnoziny bodu na varieté,
a drahu (anglicky ,, path“), ve smyslu zobrazeni. Takovy pfistup ma opodstatnéni, snadno
nahlédneme, Ze dvé ruzné drahy (dvé rizné parametrizace) mohou urcovat tutéz kiivku.
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4. LIEOVY GRUPY

V pripadé rovinné ktivky je tecny vektor v jejim bodé urcen derivaci ktivky v tomto
bodé. Analogie plati i pro variety, za icelem dosazeni korespondence mezi kfivkami a jejich
teénymi vektory nebudeme vsak tecny vektor prirazovat konkrétni krivce, ale skupiné
krivek.

Definice 4.10. Méjme dvojici krivek 7,72, pro které plati 71(0) = 72(0) = g. Kfivky
Y1, Y2 se dotykaji v bodé g € G, jestlize v okoli bodu ¢ s lokalnimi souradnicemi ¢ splinuji:

(%(@5 o 71))15:0 = (%(Cﬁ o 72)) L

Zformulovanda definice ndm ktivky na varieté prochazejici danym bodem rozdélila do
trid ekvivalence.

Definice 4.11. Tridu ekvivalence kiivek na varieté G v bodé g oznacujeme tecny vektor
v bodé g.

Definice 4.12. Tecny prostor v bodé g € G oznacovany T,G je mnozina vsech tecnych
vektorti v bodé g.

Poznamka. Vratme se na chvili k prikladu 4.7. Tecnym prostorem dané variety v bodé
[1,1,1] je rovina x + y + z = 0, tetnymi vektory v bodé [1,1,1] jsou vSechny vektory
s pocatkem v tomto bodé lezici v roviné z +y + z = 0.

Véta 4.4. Tecny prostor T,G je vektorovy prostor.

Pozndamka. Je-li Lieova grupa reprezentovana maticemi A(t) fadu n, pak jeji tecny prostor
k neutralnimu prvku jednoduse urcime jako matici vzniklou zderivovanim vsech jejich
prvki podle parametru v nule:
d
(o),

4.4. Jednoparametrické Lieovy podgrupy

Definice 4.13. Je dana Lieova grupa G s neutralnim prvkem e € G. Jednoparametrickd
Lieova podgrupa grupy G je zobrazeni t — h(t) € G pro Vt, s € R spliujici:
h(0) = e,
h(t)h(s) = h(t+ s).

Priklad 4.8. Méjme grupu G = (C\{0},-) a pevné zvolené komplexni ¢islo o # 0. Pak
predpisem h(t) = e* je urcena jednoparametrickd podgrupa grupy G. Podle pravidel pro

pocitani s mocninami skutené plati, ze e =1 i e*te®s = > (t+5),

Kazdé parametrické podgrupé h(t) muzeme prifadit tecny vektor vy, k neutrdlnimu

prvku predpisem v, = (%h(t)) i—o- Liskdme tak jednoznacnou korespondenci mezi vSemi

podgrupami Lieovy grupy G a teénymi vektory Lieovy grupy G k neutralnimu prvku.

Véta 4.5. Jednoparametrickd podgrupa Lieovy grupy G je jednoznacné urcena tecnym
vektorem k neutrdlnimu prvku grupy G.

Diikaz. Podrobny diikaz je k nalezeni v druhé kapitole knihy [0]. OJ

Pozndmka. Zobrazeni, které tecnému vektoru Lieovy grupy v neutralnim prvku jedno-
znacné prirazuje jednoparametrickou podgrupu, nazyvame exponencialni zobrazeni.
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4.5. VEKTOROVA POLE A LIEOVA ALGEBRA
4.5. Vektorova pole a Lieova algebra

Vektorova pole nachazeji cetné aplikace. V meteorologii jimi popisujeme smér a rychlost
vétru, v hydromechanice je vyuzivame k popisu proudéni, v termomechanice k popisu
teplotniho toku a zjistovani tepelnych ztrat.

Uvazujme zrnko pisku, které bylo z poc¢atecniho bodu po jistou dobu unaseno vétrem.
Integralni kiivku si mizeme predstavit jako kiivku, po niz se zrnko pohybovalo. Vektorova
pole nezavisla na ¢ase nazyvame autonomni (napriklad ustaleny teplotni profil).

Definice 4.14. Jako tecny bandl T'G variety G oznacujeme disjunktni sjednoceni tecnych
prostoru T.G vsech jejich prvki.

Definice 4.15. Vektorovym polem na varieté G je hladké zobrazeni V : G — TG, které
splnuje podminku V' (g) € T,G.

Pozndmka. Vektorové pole tedy kazdému bodu variety g € G pritazuje teény vektor v
tomto bodé.

Definice 4.16. Jako integrdlni krivku vektorového pole V na na varieté G oznacCujeme
zobrazeni I' : s — G spliyjici pro vSechna s € R: V(I'(s)) = I'(s).

Definice 4.17. Lieova algebra je vektorovy prostor nad redlnymi c¢isly spolu s operaci

zvanou Lieova zdvorka, kterd je zobrazenim [-,-] : V x V — V pro vSechna z,y,z € V
spliujicim:
e antisymetrii: [z,y] = —[y, z].

« Jacobiho identitu: [z, [y, 2] + [y, [z, ]| + [z, [z, y]] = 0.
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5. Seznameni s jetovymi grupami

V této kapitole vychazime predevsim ze zdroji [9], [L0] a [17].

5.1. Jety zobrazeni

Definice 5.1. Méjme zobrazeni f : R — R a bod =z, ktery se zobrazi na bod y (plati
y = f(z)). Souradnicemi r-jetu zobrazeni f v bodé x nazveme hodnotu v bodé z, hodnotu
obrazu y a hodnoty derivaci f v bodé = az do fadu r (véetné).

Pro jednoduchost budeme v dalsim textu predpokladat, ze zobrazeni zobrazuje 0 na 0.
Hodnoty z,y pak ztraci vyznam a za soutadnice r-jetu povazujeme jen hodnoty derivaci
az do fadu r v 0 (nejde o Gjmu na obecnosti, ale pouze o technické zjednoduseni).

Priklad 5.1. a) Zobrazeni f(z) = sin(x) a g(z) = sinh(z) tvori v 0 tyz 2-jet, nebot
pro funkéni hodnoty plati f(0) = ¢(0) = 0 a pro hodnoty derivaci f'(0) = ¢’(0) = 1
a f"(0) = ¢"(0) = 0.

b) Zobrazeni p(z) = €** — cos(2x) a r(z) = 4% + 2z tvori v 0 tyz 2-jet (ale jiny nez
v predchozim bodé). V 0 se rovnaji funkéni hodnoty obou zobrazeni (p(0) = r(0) = 0)
a hodnoty prvnich (p/'(0) = r/(0) = 2) i druhych (p”(0) = r"(0) = 8) derivaci.

V tvodu jsme se zamérili pouze na definici soufadnic jetu funkce jedné redlné pro-
ménné. Rozsifme uvedenou definici pro zobrazeni z R™ do R™.

Definice 5.2. Méjme zobrazeni f : R” — R™ a bod X, ktery se zobrazi na bod Y (plati
Y = f(X)). Souradnicemi r-jetu zobrazeni f v bodé X nazveme souradnice vychoziho bodu
X, souradnice cilového bodu Y a hodnoty parcidlnich derivaci vSech slozek f v bodé X
az do Tadu r (vCetné).

Pozndamka. 1 v tomto pripadé se ddle omezime na zobrazeni, kterd zobrazuji 0 = (0, ..., 0)
na 0 = (0,...,0) a jako souradnice r-jetu budeme uvazovat pouze hodnoty parcialnich
derivaci vSech slozek zobrazeni az do fadu r v 0 = (0, ..., 0).

Priklad 5.2. Je ddno zobrazeni f(x,y) = (2?y + sinx,ye® + y?). Pro uréeni soufadnic
2-jetu zobrazeni f v 0 potifebujeme tyto parcialni derivace:

8—f1_2x +cosw 8—f1—x2 o =2y —sinx 0! — o’ f! — 2% o*f! =0
ox o Y ’ ay I O0xr2 =4y > 81’8?/ = 8y81) = s 8y2 =
8_f2_ oF 8_f2_6m+2 82f2_ o 82f2_82f2_6m 82f2_2
81) =ye, ay - Y, 81)2 = ye, 8278?/ — 8y8£[; = s 8y2 —

Vy¢islenim vyrazi v bodé 0 = (0,0) ziskdme soutadnice 2-jetu zobrazeni f v 0.

Podle uvedenych definic plati, ze dvé zobrazeni tvori v daném bodé tyz r-jet, jestlize
obé zobrazeni maji v tomto bodé stejné soutadnice r-jetu. Casto vsak zkoumame zobra-
zeni mezi dvéma (i raznymi) hladkymi varietami, a proto ma smysl néasledujici definice
nezavisla na souradnicovém systému (zde uvedend pro zobrazeni z R" do R").
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Definice 5.3. Pro pevné zvolené n € N mé&jme libovolnou kiivku v : R — R™ splnujici
~7(0) = 0 a dvojici zobrazeni f,g z R™ do R" zobrazujicich 0 = (0, ...,0) na 0 = (0, ..., 0).
Zobrazeni f, g tvori tyz r-jet v 0, jestlize maji kiivky f oy a go~vy v 0 styk fadu r.

Véta 5.1. Zvolme pevné r € N a meéjme dve zobrazeni, kterd jsou v relaci, pokud tvori
tyz r-jet. Tato relace je ekvivalence.

Dukaz. Kazda krivka ma sama se sebou styk libovolného radu ve vSech bodech, relace je
tedy reflexivni. Ma-li v daném bodé ktivka ~ styk radu r s kiivkou ¢, pak zfejmé i ktivka o
ma styk radu r s krivkou 7, coz zarucuje symetrii. Konecné tranzitivita je splnéna, nebot
maji-li ktivky v a ¢ styk radu r v daném bodé a zaroven kiivky d a € maji styk radu r
v tomtéz bodé, musi mit i kiivky v a € styk radu r v tomto bodé. O

Jednotlivé r-jety jsou tridami ekvivalence. Mnozinu vSech r-jetl takovych, ze vychozi
bod mé souradnice X a cilovy Y znac¢ime Jx(R", R")y. Jak jsme jiz uvedli, nasi pozor-
nost budeme soustiedit na mnozinu J§(R™, R™)e. Pro r-jet zobrazeni f budeme pouzivat
symbol 5" f (predpokladame, ze r € N).

Jednou z podminek kladenych na grupu je existence inverzniho prvku ke kazdému
prvku grupy. Pokud se omezime na jety reguldrnich zobrazeni, bude toto zaruceno.

Definice 5.4. Jet ;" f v 0 oznacime jako invertibilni, je-li zobrazeni f v 0 regularni.

Poznamka. 7 definice invertibilniho jetu plyne, Ze pokud je r-jet v daném bodé invertibilni
pro konkrétni r, pak je invertibilni pro libovolné r.

Priklad 5.3. a) Snadno nahlédneme, Ze vsechna zobrazeni z prikladu 5.1 jsou v 0 regularni
a tvori tak v 0 invertibilni r-jet.

b) Podobné zobrazeni z prikladu 5.2 je v 0 regularni (jeho jakobian v O je roven 1). Toto
zobrazeni tvori v 0 invertibilni r-jet.

c¢) Naopak zobrazeni f(x) = 23 v 0 netvoif invertibiln{ r-jet, protoZe jeho derivace v 0 se
rovna 0. K danému zobrazeni sice existuje inverzni zobrazeni f~!(z) = ¥/ spojité v okol
bodu 0, derivace f~! v8ak uz v 0 spojitd neni.

Definice 5.5. Zvolme pevné r € N. Uvazujme zobrazeni f, jemuz prislusi r-jet j"f,
a zobrazeni g, jemuz prislusi r-jet j"g. SloZeni jetu zavedeme predpisem

J"fei"g=73"(fog)

Véta 5.2. MnoZina vsech invertibilnich r-jetd inv J§ (R, R™)o tvori spolu s prdve defino-
vanou operaci sloZeni jetu jetovou grupu znacenou G),. Jde o Lieovu grupu.

Dukaz. Uzavienost i asociativita slozeni jetii plyne z vlastnosti skladani zobrazeni. Neu-
tralnim prvkem je jet identického zobrazeni. Existenci inverznich prvki zarucuje to, ze
jsme se omerzili pouze na invertibilni jety. Jde o grupu a pozdéji uvidime, Ze ji reprezen-
tujeme maticemi, které jsou podgrupou GL(n,R). Proto je tato grupa Lieova. O

Pozndmka. Zdiraznéme, ze v oznaceni G znamend n dimenzi prostort, mezi nimiz zobra-
zujeme, a r Tad nejvyssi derivace. Jetové grupé se nékdy rika také diferencialni grupa.
Nebude-li jinak uvedeno, predpokladame u vSech zobrazeni regularitu v bodé 0.
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5. SEZNAMENI S JETOVYMI GRUPAMI
5.2. Grupy G}

V této podkapitole se budeme zabyvat zobrazenimi (funkcemi) z R do R a vlastnostmi
prislusnych jetovych grup pti zvySovani r.

Budou zadéna zobrazeni f : R — R, f(0) =0, ¢ : R — R, g(0) = 0 a sloZzené zobrazeni
h = f o g. Nasim cilem bude vyjadrit souradnice slozeného r-jetu j"h v zavislosti na
souradnicich r-jett j"f a j"g. Pro toto vyjadreni se pak budeme snazit nalézt vérnou
reprezentaci nejnizsiho mozného radu.

Vyuzijeme pii tom kiivku 7 : R — R, v(0) = 0. Provedeme h oy a spo¢itdme prvnich
r derivaci. Poté provedeme f o g o~ a opét spoc¢itame prvnich r derivaci. Porovnanim
derivaci stejného fadu odvodime vztahy pro skladani jeti. Nami pouzity zptisob odvozeni
vychazi z definice 5.3 (souradnice jett lze ale odvozovat i bez pouziti kiivky 7).

Pracujeme s funkcemi jedné proménné, derivujeme pouze podle této proménné. Proto
oznaCime derivace Fimskymi ¢islicemi. Soutradnice jetu j” f budeme znacit pismenem a:

df A f af
I __ II — II1 —
a = d{E(O)’ a dx2(0)7 a dxg (0)7

Podobné soutadnice jetu j”g budeme znadéit pismenem b (b%, b, ...) a soufadnice sloZzeného

jetu j"h = j7(f o g) pismenem c (cf, L, ...).

5.2.1. Grupa G1

Pro ho~ plati #(0) = 2(0)5(0), pro fo go~ plati #(0) = L(0)%(0)%(0). Zobrazeni h je

definovano jako slozeni f o g, proto porovnanim vypoctenych derivaci dostavame rovnost:

dh, oo df o dg

C(03(0) = (02 0)4(0),

Rovnost zapiSeme v souladu se zavedenym znacenim a pro slozeny 1-jet jlh = j'f o jlg
dostavame vztah:
cf =ald!.

V tomto (specidlnim) pripadé jde o komutativni grupu izomorfni s grupou (R\{0}, -).
Neutralnim prvkem je b' = 1, coZ je 1-jet identického zobrazeni. Inverznim prvkem k da-
nému jetu je jet inverzniho zobrazeni, ten jisté existuje, nebot uvazujeme pouze regularni
zobrazeni. Tento pripad také ilustruje vyznam vzorce pro derivaci slozené funkce.

5.2.2. Grupa G?

Pro h o jsme jiz spocitali #(0) = 2(0)5(0). Opakovanou derivaci dostavame:
. *h, dh, ..
#(0) = TR0)77(0) + T 0)5(0) 5.0)
Podobné pro f o g o~y mame (0) = %(0)3—5(0)1(0) a opakovanou derivaci dostavame:
) Ef o rdg N e df g df o dg
_ 4 (9 ‘ Y 0yY9 (05 Y02 0)5(0). 2
#0) = L0 (%20) 20 + Loy 20520+ Lo Lopo. 62

23



5.2. GRUPY G

Porovnanim pifslusnych ¢lentt ziskdvame pro sloZeny 2-jet j2h = j2f o j2g vztahy:

CI — aIbI

CII — aII(bI)Q —}—aIbH. (53)

Podle véty 5.2 mnoZina uspofddanych dvojic (a!,a’!) € R\{0} x R tvoi{ s operaci
popsanou dvéma vyse uvedenymi rovnicemi grupu. DokaZme to pro grupu G? podrobné.

Uzavtenost je zrejma (v prvni sloZce vznikne souc¢inem dvou nenulovych redlnych ¢isel
opét nenulové realné ¢islo, v druhé slozce bude souc¢inem dvou redlnych ¢isel jisté realné
¢islo). Asociativitu ukazeme:

[(ala ) (bI bH)] (C CH) (Ibl,aH(bI) —I—aIbH) (C CH)
= (a’b’c!, a’ (B")2(c1)? 4 a' b (1) + a'b! )

(al a ) [(bl bII) (C CII)] :(al,aﬂ)*(bICI,bII(CI)2+bICII):
— (alblcl’all(bI)Q(CI)Q —l—aIbII(CI)Q —l—aIbICII)

Neutralnfm prvkem je uspofadand dvojice (1,0) a inverznim prvkem k (af, a’l) je prvek
1 II
ve tvaru (a—,, —(ZT)LQ,)
Vhodnou reprezentaci dostaneme, pokud jetu se soufadnicemi (a’, a!!) pfitadime tuto

matici:
ol !l
(5 o)

Uvazujeme pouze regularni zobrazeni, matice je proto jisté invertibilni. Jeji inverze, matice
prislusna inverznimu jetu, ma tvar:
1 —CLII
ol (al)3
1y2 )
0 ()

Identické zobrazeni je reprezentovano jednotkovou matici (neutrdlnim prvkem). Rozbor
maticové reprezentace koresponduje s dukazem, zZe jde o grupu a tento vysledek potvrzuje.

Priklad 5.4. Mé&jme zobrazeni f(x) = 2sin(x) + 3cos(z) — 3, g(z) = 42* + x
Soufadnice 2-jetu zobrazeni f jsou a! = 2,a!!l = —3.

Soufadnice 2-jetu zobrazeni g jsou b' = 1,b!! = 8.

Pomoci soucinu maticovych reprezentaci obou jet

2 -3 . I 8\ (2 13

0 4 0 1) \0 4
zjistime, ze soufadnice slozeného jetu jsou ¢! = 2,¢!! = 13. Vysledek se ovéii vypoctem
soufadnic 2-jetu zobrezeni f o g = 2sin(42? + x) + 3 cos(42? + x) — 3.
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5. SEZNAMENI S JETOVYMI GRUPAMI

5.2.3. Grupa G3

Opakovanou derivaci vztahu (5.1) dostavame:

P, Rh, . dh, .
z(0) = @(0)7 (0) + 3@(0)77(0) + %(0)7(0%
a opakovanou derivaci vztahu (5.2) dostdvame:
Bf rdg N4 B2f dPg, dg, . df  d%g . . .,
7(0) = %(0)(5(0» 7°(0) + 3@(0)@(0)5(0)7 (0) + %(0)@(0)7 (0)
df o rdg N af dPq, df dg, ...
<3200 (%Z0) 5(05(0) + 3L 0 L2005 + L0207 0).
Porovnanim pifslusnych ¢lentt ziskdvame pro sloZeny 3-jet j3h = 73 f o j3¢ vztahy:
= alp!

CII — aII(bI)Q +aIbII
CIII — aIII(bI)?’ +3aIIbIbII +aIbIII

MnoZina uspofddanych trojic (a!,a’!, a’') € R\{0} x R x R tvoii s operaci popsanou

tfemi vySe uvedenymi rovnicemi grupu. Prvek (a!, a’!, a’!!) reprezentujeme matic:
ol gl gl
2
0 (a!)” 3alal!
3
0 0 (a!)

5.2.4. Vyvoj situace pro zvysujici se r

Souradnice r-jeti muzeme pocitat rekurzivné, tzn. zname-li souradnice r-jetu, dokazeme

derivovanim urcit soufadnice (r 4 1)-jetu. P¥i vypoétu predpokladame, Ze ¢ = a(b). Podle

pravidel pro derivovani slozené funkce pak dostavame ze znalosti souradnic 3-jetu pro

4-jet tyto vztahy:

ol — alb!

Il = ! (b1)2 4 alp!T

G — aIU(bz)3 4 3l Iplpll 4 gIpll!

AV — aIV(bI)4+3aIH(bI)2bH+3a111(b1)2b11+3all(bll)2+3aIIbIbHI+allblblll+alblv _
_ aIV(bI)4 + 6aIH(bI)QbH + 3all(bll)2 + da T T 4 g IplV

11 III’aIV)

Maticovou reprezentaci prvku (af,a’!, a dostavame ve tvaru:

1 11 117 v

a a a a
0 (a1)2 3alall  4qlol!! —}—3(&]1)2
0o 0 () 6(al)2a

0 0 0 (a1)4

Reprezentace grup G tvorené timto zpusobem (tzn. vSechny dosud uvedené) jsou vérné.
Uz z prvniho radku reprezentujici matice je patrné, ze dvéma riznym r-jetiim budou
pritazeny dvé rizné matice.

S vypocty souradnic r-jetid pro vyssi » nam pomuze vhodny software. Ovéreni sprav-
nosti navrzenych reprezentaci je k nalezeni v ptiloze.
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5.3. GRUPY G},

5.3. Grupy G}

Ponechme v této podkapitole » = 1 a zvySujme n, tedy zabyvejme se zobrazenimi z R"
do R"™. N4&s cil zustava stejny. Pro pevné zvolené n a zobrazeni f : R — R™ f(0) = 0,
g : R* - R" ¢(0) = 0 a slozené zobrazeni h = f o g budeme hledat (opét s vyuzitim
kiivky ) soufadnice sloZzeného 1-jetu jlh v zdvislosti na soufadnicich 1-jet j'f a jlg.
Zde ale za¢iname pracovat s funkcemi vice proménnych, proto potiebujeme zavést nové
znaceni. Provedme to tak, abychom na ného mohli plynule navazat i v dalsi kapitole.

Definice 5.6. Méjme zobrazeni f : R” — R" ve tvaru:
floy,nzy) = (2, x), o, f (21, s T0)).

Hodnotu parcialni derivace i-té slozky zobrazeni podle j-té proménné v nule ng;(O) ozna-
¢ime a’.

Pozndmka. Dodrzujeme dohodu, ze zobrazeni f prislusi koeficienty aé, zobrazeni g koefi-
cienty b; a zobrazeni h koeficienty c; Pro lepsi prehlednost misto f(z1,x2) piseme f(zx,y)
a misto f(x1,x2,x3) pisSeme f(x,y, 2).

Ve zbytku prace pro nas bude mit zasadni vyznam pravidlo pro derivaci sloZené funkce
(anglicky ,,chain rule*). Jeho pfesné znéni lze najit ve zdroji [2]. K popisu grupy G2
v kapitole 6 pristoupime se snahou toto pravidlo co nejnazornéji osveétlit.

Grupu G1 jsme si uz piedstavili v predchozi podkapitole, zacnéme s grupou G3.

5.3.1. Grupa G}

Méjme zobrazeni f : R? — R? f(0) = 0, g : R?> — R? g(0) = 0, sloZené zobrazeni
h = fogakiivkuy: R — R? ~v(t) = (£(t),n(¢)),7(0) = 0. Provedeme h o~y a spocitame:

0) = S 0)(0) + S (0)i0)
oh?, . Oh?

Podobné pro f o g oy dostavame:

oft ogt, . aft gt aft  0g*, . aft  0g*
50) = 50 FLOE0) + F-(0)F-0)0(0) + S0 F-010) + F-(0) 5000
_ 8_f2 891 8f2 891 8f2 892 . 8f2 892

7(0 0)—=—(0)£(0) + —=—(0)==(0)7(0) + —=—(0)=—(0)£(0) + =—(0)==(0)n(0
i(0) = Z-OFHOL0) + Z-O)5-(0)0(0) + Z-O)FH0)0) + F-0)5-(0)i(0)
Porovnanim pifslusnych ¢lentt obdrZime pro sloZeny 1-jet j'h = j'f o jlg tyto vztahy:
cl = ajb; + ayb? cy = ayby + aybs
¢ = aib; + asby 5 = ayby + azbs
Souradnice jetu spolu s operaci popsanou vyse uvednymi vztahy tvori grupu. Jeji
reprezentaci dostaneme tak, Ze jetu j'f pfifadime matici:

ap a,
ai a3)’

Jde o Jacobiho matici zobrazeni f. Protoze uvazujeme jen regularni zobrazeni, matice je
jisté invertibilni. Jednotkova matice reprezentuje 1-jet zobrazeni f(x,y) = (z,y).
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5. SEZNAMENI S JETOVYMI GRUPAMI

5.3.2. Grupa G}

Méjme zobrazeni f : R® — R3 f(0) = 0, g : R® — R3 ¢(0) = 0, sloZené zobrazeni
h = fogakiivkuy: R — R3 ~(t) = (&£(t),n(t), ¥(t)),v(0) = 0. Pro h o~y spocitdme:

= 2 0)¢0) + 2 i) + 2 0)i0)

§(0) = Z-(0)60) + S0)0(0) + S(0)50)

£40) = G060 + 5000 + 5060

Podobné pro f o g oy dostavame:

0 = 50 (2060 + 2 0i0) + 2060 + S0 (Lo

+ 2 i0) + Z-0050)) + S0 (SZ 0)00) + 5 03i0) + S 0)i0))

#(0)

- o) (%000 + Z 00+ 2 050)) + L0 L ropéo)+

+ 22 00) + Z-(0050)) + S0 (SZ 0)00) + 5 00i0) + S 00 0))

4(0)

+ I i0) + FE0050)) + 50 (T 0)0) + G 03i0) + G 0)i0))

Porovnanim pifslusnych ¢lentt obdrzime pro slozeny 1-jet j'h = jf o jlg tyto vztahy:

1 121 12 113 1 171 112 113 1 121 112 113
Cl - albl + a2b1 + agbl 62 - albg + azbz + agbz Cg - albg + azbg + agbg
2 271 212 213 2 271 212 213 2 271 212 213
ci = ayb; + a3by + azby c; = ajby + azb; + azb; c3 = aybs + aybs + azb;
3 311 312 37,3 3 371 312 31,3 3 371 312 313
Cl - albl + a2b1 + agbl 62 - albg + azbz + agbz Cg - albg + azbg + agbg

Soufadnice jetu spolu s operaci popsanou vyse uvednymi vztahy tvoif grupu. Jet j!f
reprezentujeme Jacobiho matici zobrazeni f:

11 1
ay Gy ag
2 2 9
ai a; a3 | .
3 3 3
a; a; a;

5.3.3. Vyvoj situace pro zvysujici se n

Uvedené tvrzeni muzeme snadno rozsitit i pro vyssi dimenze. Plati, Ze reprezentaci 1-jetu
zobrazeni f v 0 je Jacobiho matice zobrazeni f v 0. Snadno nahlédneme, Ze takto tvorené
reprezentace grup GL jsou vérné. Z odvozenych vysledkil vyjdeme v nasledujici kapitole.
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6. Grupy G2

V této kapitole se podrobné zaméiime na grupy G2, jejichZ popis je hlavnim cilem
predlozené bakalarské prace. Souradnice r-jetit budeme nadale znacit v duchu definice 5.6,
naptiklad pro g;—gz/(O) pouzijeme symbol a},.

Zmitime podle [2] vétu, kterd ndm umozni popisovat grupy G2 dvéma riiznymi zptisoby.

Véta 6.1. Méjme funkci f(x,y), kterd ma v okoli bodu [xg,yo] parcidlni derivace f,, f,
a spojitou smisenou parcidlni derivaci fy,. Pak v tomto bodé existuje také smisend parcidlni

d’f’i’U(LC@ fym a plat{ fmy(xmyO) = fym(xmyO)'

Podminky véty byvaji v obvyklych pripadech splnény. V dalsim textu budeme proto
uvazovat pouze zobrazeni z R™ do R" s takovymi defini¢nimi obory, aby vSechny jejich
slozky spliiovaly podminky uvedené véty, a budeme piedpokladat al, = a}, apod.

Definice 6.1. Pokud budeme pfi reprezentaci grupy G2 maticemi vyuZivat soufadnice
jet aé»k, jejichz dolni indexy jk budou tvoreny variacemi druhé tridy z n prvkia s opako-
vanim, nazveme reprezentaci uplnou.

Pokud budou dolni indexy jk tvoreny kombinacemi druhé tiidy z n prvka s opakova-
nim, nazveme reprezentaci zkrdcenou. Prvky v dolnim indexu fadime vzestupné.

Oznaceni pojmu z kombinatoriky v predchozi definici pouzivame podle skript [15].
Odvozeni vztaht pro skladani jeta budeme provadét vypoctem potiebnych derivaci (podle
definice 5.2). Samoziejmé bychom mohli vztahy opét odvodit s vyuzitim kiivky ~ stejné
jako v predchozi kapitole, to je vSak technicky komplikované;jsi.

Pro odvozené vztahy budeme opét hledat maticovou reprezentaci, kterda je vérnou
reprezentaci maticemi co nejmensiho fadu. Nase pozorovani ohledné fadu matice shrneme
v podkapitole 6.3. Ovéreni navrzenych reprezentaci provadime v priloze préce.

Pozndmka. V dopliiku prace s ohledem na moznosti zapisu vyrazu v programu Wolfram
Mathematica pouZivdme pro a} oznadeni alz, pro a? oznaceni aly apod.

6.1. Grupa G>

Méjme zobrazeni f : R? — R? f(0) = 0, g : R?> — R? ¢(0) = 0 a sloZené zobrazeni
h=fog=(f'(g"(v),5*@v) (" (x.y),5*(z.9)))-

Prvni parcialni derivace prvni slozky zobrazeni A jsou:

on' _of'0g"  Of' 9g° on’ _0f'0g"  Of 9g°
dr  Or Ox Jy Ox dy Oz Oy dy Oy

Druhé parcidlni derivace prvni slozky zobrazeni h jsou:

9z2 0z \ oz ) 022\ oz dxdy Ox Or = Ox 022 +
T AL
Ox0y Ox Ox oy? \ Or Oy 0x?

o°n' 0 (zml) _f! (891)2+ ' 9g' 99>  Of! &'
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6. GRUPY G2

+

ht 0 (8h1> B 82f1(891)2+ 921 g Hg> . af! 929!
dy? Oy \ Oy 0x2 \ dy 0x0y Jy Oy ox 0y?

82f1 a—gla—gz+ 82f1 (8—‘92)2+8—‘f18292

0x0y Oy Oy oy? \ Jy oy 0y?
P (00 a0 00y _FRogod @7 oo of 7
ox0y Oy \ Ox dy 0x? dx Oy  Oxdy Or Oy Ox 0x0y
92 f1 8_5]18_512+82f18_g]28_g]2+8_j”8292
0x0y Oy Ox oy? Oxr Oy Jy 0x0dy

+

ox

A ; : > oh? 9n? 9%h? 92h? 9%n? Yoz 4
Parcidlni derivace druhé slozky Do oy g oy & opay VYPOCitdme obdobné. Po

tpravé pro slozeny 2-jet j2h = j2f o j%g ziskdvame nasledujici vztahy (i = 1,2):

¢ = alb) + abb?
ch = aiby + abbs
Clﬁ = aibil + aébil + ail(b%)z + aéz(b?)z + 2“325%3
Céz = aibéz + aébgz + alﬁ(b%)z + aéz(bg)z + 2“325%3
Cly = aybyy + abTy + aj brby + abybib3 + ajy(b1bs + bybi)

Upln4 reprezentace jetu j2f matici fadu 6 je ve tvaru:

a} a% a%l a%z a%l a%z
a% a% a%l a%z agl agz
0 0 (1) ajay asai (a3)?
0 0 ala? aja? ala? aiad
0 0 alal a?a) daial aial
0 0 (af)® aja3 a3ai (a3)?

Pri zkracené reprezentaci si vystac¢ime s matici radu 5:

ap az ay a3y ajy
ai a3 ai a3y af,
0 0 (@) (@) a0
0 0 (af)? (a3  dfaj

1.2 1.2 1.2, 1.2
0 0 2aya7 2a7a;5 aja;+ asai

6.2. Grupa G3

Mé&jme zobrazeni f : R® — R3, f(0) = 0, zobrazeni g : R® — R3 ¢(0) = 0 a sloZené
zobrazeni h = f o g = (f'(9'(z,y,2),8*(,y,2),¢%(x,y,2))),i =1,2,3.

Vypocet parcidlnich derivaci slozeného zobrazeni h bude analogicky vypoctu v pred-
chozi podkapitole, proto uvedme jen zavérecny vysledek. Pro souradnice slozeného 2-jetu
j2h = j2f o j2g budou platit tyto vztahy (i = 1,2, 3):

i i1l i12 P13 i ipl i72 1.3 i ipl i72 P13
¢ = ajby+asby+asby cy = ayby+asbs+-aszby ¢y = aybs+asbs+-asbs
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6.3. ZOBECNENI PRO VYSSI N
¢y = aibyy +ashiy +azhiy +aqy (b)? 4 agy (07)% + ads (b7)° + 2ai,by b7 + 24730107 + 2a5, 0767
Chy = Doy + by + aybiy +ayy (b)” 4 agy (15)% + ass (b3)* + 2ai, b3 + 24130505 + 2as, 0503
Chy = aybaz +apbls +azhis+aty (b3)? +agy(03)% + a3 (53)% +2a35b5b3 +2a) 30503+ 2a530503

Ciz = aib%z + aébiz + aéb% + alﬁb%b% + aézbibg + aésb§b§+
+ ajy(D1by + byby) + @i (biby + b103) + ah, (b705 + b1b3)

i3 = ajbys + abbis + akbls + aibiby + ab,bib; + ass+
+ ajy(bTbg + b103) + als (D7bs + b1b3) + ags (bib3 + b7D3)

Chy = Ay bgy + abbiy + agbiy + afybyby + aq,babs + assbobi+
+ ayp(bbs + bybs) + as(babs + byb3) + s (bybs + b3b)
Pro tplnou reprezentaci potfebujeme matici fadu 12 a ukazka plné reprezentace je

k nahlédnuti v piiloze. Uvedeme pouze zkracenou reprezentaci matici fadu 9. Jetu j2f
reprezentace priradi matici:

ap a3 ay ag a3 a3 aj ats a33
ai a3 a3 aj a3 azs at ats ass
ai ay a3 af 3 a3 ai at s
00 0 (a1)” (ap)® (a3)>  ajay ajag aza;
0 0 0 (af)* (a3)® (a3)®  aiaj aiag aza3
0 0 0 (af)* (a3)® (a3  ajaj ajag a3a3
0 0 0 2aja} 2a3a3 2a3a3 ajas+azal ajai +azal ayai + ajas
0 0 0 2aja} 2a3a3 2a3a3 ajay+aya} ajad + aial adad + ajad
0 0 0 2dia} 2a3a3 2a3a3 aiad+ aia} alad + a2a? a3a3 + aial

6.3. Zobecnéni pro vyssi n

Uvedme jednu zajimavou skutecnost o reprezentacich. Matice X, ktera vznikne z jednot-
kové matice zaménou i-tého a j-tého radku je sama k sobé inverzni. Méjme matici A
stejného radu jako X. Soucin X A zaméni v matici A -ty a j-ty fadek, souc¢in AX zaméni
v matici A -ty a j-ty sloupec. Pokud je matice A reprezentaci grupy, pak podle véty 3.5
je matice X 'AX = XAX ekvivalentni reprezentaci. Z toho plyne, Ze pfi sestavovani
reprezentujici matice muzeme soutradnice pattici do prvniho fadku zapsat v libovolném
poradi, ¢imz urc¢ime podobu radkt zbyvajicich.

Postup, podle kterého jsme umistovali jednotlivé prvky souradnic jetu do matice, zi-
stal doposud obestreny tajemstvim. Napravme to nyni a zformulujme pravidla, jak tvorime
prvni fadek matice reprezentace. Posléze uvidime, ze pravé tento postup je nejvhodnéjsi
pro obecny popis reprezentace grupy G=2.
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6. GRUPY G2

Pri uplné reprezentaci do prvniho radku zapiseme nejprve souradnice a} vzestupneé

fazené podle indexu j, poté souradnice a}k lexikograficky razené podle indexu jk.

Pri zkracené reprezentaci budou v prvnim radku matice stat nejprve souradnice a},

poté koeficienty a}j (v obou ptipadech vzestupné fazené podle dolniho indexu) a nakonec
koeficienty se smisenym dolnim indexem a}k (fazené lexikograficky podle dolniho indexu).

Urcéenim podoby prvniho fadku je uréena podoba zbytku matice.

Véta 6.2. Mé&jme grupu G2. Je-li reprezentace tiplnd, 7dd reprezentujici matice je n*> +n

a proku 52 f odpovidd matice:

Je-li reprezentace zkrdacend, rdd reprezentujici matice je

ai a3
ai a3
at  ay
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

az,

az,
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Dijkaz. Tvary matic jsou disledkem zobecnén{ tivah prezentovanych pro grupy G2 a G.
R&d matice je uréen poctem prvki v prvnim fadku (matice jsou ¢tvercové). Soutadnic
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6.4. PODGRUPY GRUPY G%

1 1 . v/ v v . 1 . v/ v 7 7/ 2
ap, ..., a, je v obou pifpadech n. Pocet soufadnic aj; je v pifpadé iplné reprezentace n
(variace druhé tifdy z n prvki s opakovanim), celkem tedy n*+mn pro iplnou reprezentaci.

Pocet souradnic a;k, (j < k) je v pripadé uplné reprezentace ("’;1) = "2% (kombinace
druhé tridy z n prvkia s opakovanim), celkem tedy ”Q”LTM pro uplnou reprezentaci. O
Pozndmka. Limita

o wign ot (43143 1

lim =lim ———=lim ———2~ = lim —%& =
nam ukazuje, ze pro vysoka n bude rad matice zkracené reprezentace priblizné poloviéni
vzhledem k Fadu matice Uiplné reprezentace. Vyhoda pouziti zkracené reprezentace by
jesté vic vynikla u grup G, pri zvySovani r.

Vidime, ze v prvnich n fadcich se kazda ze souradnic 2-jetu vyskytuje, a to nezavisle
na ostatnich. Proto jsou obé reprezentace vytvorené timto zptusobem vérné. Navic plati
nasledujici véta.

Véta 6.3. Nejmensi k € N, pro né? existuje vérnd reprezentace grupy G> v GL(k,R) je
n243n
rovno 5 -

Dukaz. Véta tika, ze zkracend reprezentace je vérna reprezentace, kterd méa ze vsSech
vérnych reprezentaci (maticemi s realnymi prvky) nejnizsi mozny rad. Ve zkracené repre-
zentaci jsou umistény v prvnich n fadcich matice vSsechny nezbytné soutradnice jetu prave
jednou a vypusténim kteréhokoli prvku by doslo k tomu, zZe dvéma riznym jetim by
mohla byt prifazena tatdz matice. Navic, pro zobrazeni R — R™ se v soutadnici c;'»k slo-
zeného jetu j2h = j2f o j2¢g po maximdalnim zjednoduseni vyskytne "2”53” séitancu (kazdy
z prvki 2-jetu af,j = {1,..,n} a al,j = {1,...,k}, k = {1,...,n} se musi vyskytnout
pravé v jednom scitanci). d

6.4. Podgrupy grupy G2

S odkazem na knihu [17] predstavime tvar podgrup jetovych grup G? a Toupinovu pod-
grupu jako specidlni piiklad. Poznamenejme, Ze vektorovy prostor je sdm grupou (na
kterou jsou kladeny dalsi pozadavky), a proto jde v nasledujicim odstavci skuteéné o po-
loptimy soucin grup. Pfipomenme na piikladu, jak vypada bilinearni forma.

Priklad 6.1. Znamym prikladem bilinearni formy na R" je skaldrni soucin.

Grupu G? muzeme zkonstruovat jako polopi{imy soucin grup GL(n,R) -, B*(n), kde
GL(n,R) predstavuje dobfe zndmou obecnou linedrni grupu a B?(n) redlny vektorovy
prostor symetrickych bilinearnich forem na vektorovém prostoru R™.

Neutralni prvek tvori sam trivialni podgrupu kazdé grupy. Neutralnim prvkem grupy
GL(n,R) je jednotkova matice fddu n. Neutralnim prvkem grupy B?(n) je nulova biline-
arnf forma. Podgrupu G2 jisté dostaneme, pokud provedeme polopiimy soucin neutralniho
prvku jedné grupy s celou druhou zbyvajici grupou.

Ozna¢me A polopfimy soucin jednotkové matice s grupou B%(n) a B polopfimy soucin
grupy GL(n,R) s nulovou bilinearni formou.

Definice 6.2. Jako Toupinovu podgrupu oznacujeme konjugaci ABA .
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6. GRUPY G2

Pokud si s odkazem na predchozi podkapitolu uvédomime, jak vypadaji maticové
reprezentace podgrup A a B, dokdzeme, ze grupy matic reprezentujicich Toupinovy pod-
grupy jsou uzaviené, obsahuji jednotkovou matici a také ze vSechny jejich prvky maji
inverze.
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7. Par poznamek k aplikacim

Toto kratké pojednéni, v némz nastinime moznosti aplikaci uvedené teorie, bylo se-
staveno podle tvodu knihy [17].

Hlavni roli v mechanice kontinua hraje télo materidlu B, coz je hladka t¥idimenzionalni
varieta. Konfigurace téla materidlu je zobrazeni k : B — E3, kde E? znadi euklidovsky
prostor se skalarnim souc¢inem. Euklidovsky prostor je afinni prostor (je v ném definovan
pojem bodu) a zde bude navic doplnén o skaldrni soucin. Zvolenim uspotradané baze v E?
se 3 ztotozni s R3. Lokalni soufadnice kg : B — R? nazveme vijchozi konfigurace.

Jakmile je urcena vychozi konfigurace, definuje se deformace jako slozené zobrazeni
X : ko ky'. Deformace v tomto pojeti je relativni (zavisi na vychozi konfiguraci ).
Pro soufadnice vychozi konfigurace zavedeme oznaceni X! (I = 1,2,3) a soufadnice
prostoru E? oznacime z* (i = 1,2, 3). Deformace y se pak vyjadii trojici hladkych funkci
z' = x'(X', X?, X3) s hladkymi inverzemi. Reguldrni Jacobiho matice s prvky Fj = 2%
vyhodnocena v bodé X urcuje gradient deformace v bodé X. Jde o tenzor druhého radu
a oznacujeme ho F.

Termomechanické chovani materialu se vyjadiuje konstitutivnimi rovnicemi a zavisi
na mnoha veli¢inach, naptriklad na napéti, tepelném toku materidlem, vnitini energii nebo
entropii. Obvykle se prijiméa nékolik zjednodusujicich predpokladi. Zanedbavaji se teplotni
zavislosti a predpoklada se lokdlnost, tedy ze veliciny maji bodovy charakter a zZe hodnota
materialovych charakteristik (naptiklad napéti) v bodé X je urCena historii zatézovani
v libovolné malém okoli bodu X.

V praktickych aplikacich prevladaji materidly jednoduché, u nichz je napéti v bodé
uréeno pouze vyvojem gradientu deformace v bodé. Pokud navic materidl nevykazuje
zadné pamétové vlastnosti (do konstitutivnich rovnic vstupuji jen momentéalni hodnoty
gradientu deformace), ozna¢ime material jako elasticky.

Na téle materidlu B je definovana skalarni veli¢ina i, kterd je zobecnénim pojmu
funkce na varieté a ktera tizce souvisi s pruznou energii téla materialu. Pokud 1 zavisi
pouze na X a F, material se nazyva hyperelasticky.

Prichazi otazka, jak rozhodnout, zda se dva rtizné body téla materidlu B skladaji z té-
hoz materialu. I kdyby oba body byly pfistupné mikroskopickému pozorovani, vyvodit
z néj zavér bude obtizné, jednotlivé atomy stejné latky mohou byt riizné prostorové uspo-
radany. Proto se pro hyperelasticky material zavadi pojem materidlového izomorfismu.

Dva riizné body X, Xy se skladaji z téhoz materialu, pokud existuje mezi jejich tec-
nymi prostory zobrazeni Py : T, B — T, B spliujici (FPy, X;) = ¢(F, Xy). Takova
dvojice bodu se oznacuje jako materidlove izomorfni a linearni transformaci Pqo nazy-
vame materidlovy izomorfismus. Pokud P15 je materidlovy izomorfismus z bodu X; do
bodu Xy, pak inverzni zobrazeni P, je materidlovy izomorfismus z bodu Xy do bodu X;.

Relace ,, byt materidlové izomorfni“ je relaci ekvivalence. Spliuje reflexivitu (bod je izo-
morfni sdm se sebou), symetrii (dvojice izomorfnich bodu je navzajem izomorfni) i tranziti-
vitu (slozenim materidlovych izomorfismu Py3z 0 P15 je zfejmé izomorfismus P13). Materidl
je uniformni, pokud jsou vSechny jeho body vzajemné izomorfni.

Materialovd symetrie G v bodé Xg € B je mnozina transformaci v okoli tohoto bodu
splnujicich Y(FG, Xy) = ¥ (F, Xg). Mnozina vSech materidlovych symetrii v daném bodé
tvori grupu.
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S. ZAVER

8. Zaveér

Prvni polovina této prace se vénuje grupam, akcim grup na mnozinach a Lieovym
grupam. Zminované pojmy jsem se snazil vhodné ilustrovat na ptikladech, z nichz nékteré
jsem sam vytvoril, jiné jsem prevzal z citované literatury. Tam, kde to bylo mozné, jsem
se u prevzatych prikladt snazil feseni doplnit nebo inovovat.

Druhé c¢ast prace se zabyva jetovymi grupami a jejich reprezentacemi. Nejprve je zave-
den pojem jetu, od kterého prechézime k definici jetové grupy. Ty jsou nejprve ilustrovany
jednoduchymi pfipady G} a GL. Poté pfichazi ¢as na popis grup druhého fadu. Nejprve
jsou popsany grupy G3 a G2, nésleduje zobecnéni pro grupu G2. Jsou navrzeny dvé moz-
nosti, jak grupu G? reprezentovat a je vyslovena véta o nejmensim moZném fadu matic,
kterymi lze provést vérnou reprezentaci.

Na préci lze urcité navazat popisem grup G pro vyssir, hleddnim jejich vérnych repre-
zentaci a studiem jejich uplatnéni v praxi. Do prilohy prikladam jako ndmét k pokracovani
soubor ,, KamDal“, ktery naznacuje odvozeni vztahti pro grupu G3. Také je moZné zkou-
mat dalsi vlastnosti navrzenych, pripadné nové objevovanych reprezentaci. Jsem si védom,
ze zejména propojeni prvni a druhé ¢asti mohlo byt propracovanéjsi a vice pozornosti by
si zaslouZzilo i pojednani o podgrupach grupy G2, ¢asové moznosti vSak uz bohuzel vice
nedovoluji.
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9. Seznam priloh

1. Algoritmizace (ptiloha v programu Wolfram Mathematica)
2. KamDal (ptiloha v programu Wolfram Mathematica)

3. TayloruvPolynom (ptiloha v programu GeoGebra)
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