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Uvod

Mnoha védcim, at uz chemikiim, biologtim ¢i ekonomutim, je jasné, Ze bez zpra-
covani dat (informaci), které vzesly z jejich experimentti, nejsou schopni ucinit
zéddné zaveéry a publikovat je. V pozadi kazdé publikace stoji i prace analytika
(statistika), ktery je schopen z napozorovanych dat ziskat komplexnéjsi pred-
stavu o zkoumané problematice. Vétsinu dat pochéazejicich z experimentt je ob-
tizné analyzovat kvili jejich strukture, proto je potfeba najit takovy analyticky
nastroj ¢i model, ktery by pomohl pochopit pfirozenou strukturu téchto dat a vy-
vodit z nich zavéry. Cilem této préace je predstavit jeden z moznych modeld, ktery
lze pouzit k tomuto ucelu.

Vétsina experimentti je navrzena tak, ze jsme jejich vysledky schopni uspofa-
dat do datové matice, napf¥. pacienti a jejich vysledky riznych vySetieni (méfeni
tlaku, krevni obraz, atd.). Chceme-li dostat souhrnny obrazek o pacientech, mii-
zeme se naptiklad zajimat i o pribéh jednotlivych vysetfeni v ¢ase. Pro pochopeni
struktury takto ziskanych dat je vhodné pouzit metodu hlavnich komponent,
PCA (Karl Pearson, 1901), metodu Tucker3 (Kroonenberg a de Leeuw, 1980)
nebo nezavisle na sobé navrzené metody PARAFAC (Harshman a Berenbaum,
1981) a CANDECOMP (Carroll a Chang, 1970). Zminéné metody rozkladaji da-
tové pole na mnozinu skort a zatézi, které uchovavaji co nejvice informace z pti-
vodniho datového souboru a umozni tak dalsi analyzu zkoumanych dat jiz v jed-
nodussi strukture. Tato prace se vénuje zakladnim principim metody PCA a pfe-
devsim teoretickym i praktickym aspektim metody PARAFAC. Déle si klade za
cil, aby ¢tenar pochopil rozdilné a spolecné vlastnosti téchto dvou metod a byl
schopen s témito metodami pracovat v prostiedi statistického softwaru R.

Prvni kapitola je vénovana metodé PCA (Pricipal Component Analysis, ana-
lyza hlavnich komponent); jednak jsou zde uvedeny zakladni pojmy, zptusoby
vypoctu hlavnich komponent, ale i grafickd interpretace vysledkti v podobé bi-
plotu. Na konec se ¢tenar seznami s nékterymi vlastnostmi této dekompozicni
metody.

K pochopeni zakladnich algebraickych pojmt a operaci, jez jsou pouzivany
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v souvislosti s vicerozmérnymi datovymi poli, je urcena druhé kapitola. Je zde na-
priklad zminén Khatri-Raotv soucin predstavujici specialni pfipad Kroneckerova
souc¢inu. Soucasti kapitoly jsou i piiklady, které napomohou k lepsimu pochopeni
uvedenych operaci.

Treti kapitola je pro tuto praci stézejni a je vénovana samotné metodé PA-
RAFAC (PARAllel FACtor analysis), kterda se v souc¢asné dobé stavd mnohem
vice uzivanéjsi, a to nejen diky jednoznacnému feseni, ale i uplatnéni pro dalsi
zpracovani. Metoda ptredstavuje zobecnéni analyzy hlavnich komponent a jeji vy-
pocet probih4 itera¢nim zpuisobem, ktery je zalozen na metodé ALS (Alternating
Least Squaers). V kapitole jsou uvedeny téz praktické aspekty metody, na které
by si kazdy analytik mél dat pozor, napt. predzpracovani dat ¢i urceni poctu
komponent.

Prakticka ¢ast je vénovana aplikaci metody PARAFAC na redlnych datech
z ruznych védnich disciplin. Veskeré vypocty jsou zpracovany za pomoci statis-
tického softwaru R a postup vypocti je i podrobné popsan. Vystupem metody

jsou zatézové grafy, které jsou interpretovany jak zvIast, tak i jako celek.



1 Metoda hlavnich komponent (PCA)

Metoda hlavnich komponent je vedle diskriminacni ¢i faktorové analyzy jed-
nou z nejpouzivanéjSich vicerozmérnych metod. Jelikoz je metoda PARAFAC
uréitym zobecnénim analyzy hlavnich komponent, je jisté na misté se nejprve
zminit o této metodé. V kapitole si uvedeme zakladni principy, cile a vlastnosti
PCA (Pricipal Component Analysis), aby ndm pomohly 1épe pochopit fungovéni
metody PARAFAC.

Hlavnim cilem metody hlavnich komponent je redukce dimenze prostoru na-
méfenych vicerozmérnych dat (znakd, proménnych), které charakterizuji zkou-
mané objekty, jevy ¢i procesy, s minimalni ztratou informace o prostorové struk-
tutfe dat. Metoda se jevi byt vyhodna také pti zobrazovani vysoce dimenzionalnich
dat, pti velkém poctu proménnych, které mohou byt i vzajemné zavislé. Ve vSech
téchto pripadech dochazi ke zjednodusSeni varianc¢ni struktury experimentalnich
dat.

Techniky k dosazeni vysSe uvedenych cilit budou zminény v nasledujicich pod-
kapitolach. Nejprve se zminime o linearni transformaci ptivodnich proménnych
na nové latentni proménné [2, 5, 8] nazyvajici se hlavni komponenty. K tomuto
ucelu se pouziva zejména spektralni rozklad varianéni matice. Jiny pohled spo-
¢ivéa v rozkladu zdrojové matice na mnozinu skéri a zatézi [13, 5], k ¢emuz slouzi
singularni rozklad. A na zavér se na PCA podivame jako na optimalizacni tlohu
[1], coz nés ptiblizi k samotné metods PARAFAC. Ctenéfi bude nastinéno, jak
jednotlivé techniky funguji, pro detailnéjsi vysvétleni je doporucena citovana li-

teratura.

1.1 PCA pristup I

Informace o prostorové struktufe dat jsou obsazeny v jejich variabilité, proto
je jednim z nastroju spektralni rozklad varianéni matice pro konstrukci hlavnich
komponent. Technika této metody spociva v linedrni transformaci ptvodniho
J-slozkového vektoru x na novy latentni (skryty) vektor a = (A;,..., Ar) s men-

$im poc¢tem proménnych tak, aby zachoval co nejvice informace ve smyslu za-
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chovani variability. Nové proménné se nazyvaji hlavni komponenty a jsou oproti
puvodnim slozkam vektoru x nekorelované.

Méjme populaci, ve které nahodné veliciny X, X, ..., X; tvori ndhodny vek-
tor x pochéazejici z mnohorozmérného normalniho rozdéleni s varianéni matici 3
a bez Gjmy na obecnosti budeme predpokladat nulovy vektor stfednich hodnot
p. Nez pristoupime ke konstrukci hlavnich komponent, uvedeme si vétu pojed-

navajici o spektralnim rozkladu [7] ¢tvercové matice.

Véta 1.1. Necht je ddna symetrickd matice H vddu J. Pak existuji ortogondlni

matice B a diagondlni matice A takové, Ze
J
H=BAB' =) \bb], (1)
j=1

kde A = diag{\1,..., A\;}, A1 > -+ > \j jsou vlastni ¢isla H a B = (by,...,by)

je matice ortonormdlnich * vlastnich vektori H.

Poznamka 1.1. Je-li matice H pozitivné semidefinitni a plati-li r(H) = F < J,
pak prvnich F' vlastnich cisel je kladnych a zbytek, t3. J — F', nulovych. Pro
ortogondlni matici B plati ze, BT = B!, B'B = BB = 1. Symbol r znaci

hodnost matice.

Hlavni komponenty jsou vytvareny postupné a sefazeny podle dulezitosti.
Prvni komponenta vysvétluje nejvice z celkové variability a kazdéa dalsi pak zby-
vajici variabilitu. Posledni komponenta tudiz obsahuje nejméné informace a neni
dilezita. Pokud ptivodni znak, ktery charakterizuje zkoumané objekty, ma znacné
maly rozptyl, tj. nijak nepfispiva k rozliSeni mezi objekty, nebude obsazen v hlavni
komponenté. Pii konstrukci prvni hlavni komponenty hleddme takovy vektor
d € R, ktery splituje podminku d'd = 1 a zaroveni pozadujeme, aby ndhodn4
veli¢ina d'x, tj. linearni kombinace slozek ptivodniho vektoru, méla co nejvétsi

rozptyl. Jelikoz plati vard'x = d'3d, budeme maximalizovat vyraz na pravé

!Pro ortonormalni vektory plati bijk. = ;). Je-li j = k, pak hodnota vjrazu je 1, jinak 0.



strané za podminky d'd = 1. Podle lemmatu 1 uvedeného v [2] na str 297 a s vy-
uzitim spektralniho rozkladu matice 3 vyplyva, ze maximum je dosazeno pokud
d = b; a jeho hodnota je rovna A\;. Proto prvni hlavni komponenta je ve tvaru
A; = b/ x. Pii konstrukci dalsich komponent postupujeme dle lemmatu 3 [2],
proto Ay, = bjx a obdobné a7z po Ap. Obecné f-t4 hlavni komponenta je ve

tvaru

A;=bix, f=1,...F (2)

a pIi pouziti spektralniho rozkladu X plati

var Ay = varb[x =b[Zb; =b[ > \bb/ by =, (3)
k

cov(Ay, Ay) = cov(bjx,bx) = b Sby = b} > Abb/ by = Asbp,  (4)
l

kde f,k = 1,...,F. Vztah (3) vypovida o postupném vycerpavani variability
a vztah (4) chidpeme jako splnéni podminky nekorelovanosti jednotlivych kom-
ponent. Poznamenejme, Ze v pfipadé F' = J, nutné plati tr(vara) = tr(X), tedy
celkova variabilita nové vytvoreného vektoru odpovida celkové variabilité ptivod-
niho vektoru proménnych. Symbol tr znaci stopu prislusné matice.

Pro praxi je dilezité ohodnotit, jak moc veli¢ina A; pfispiva v celkové vari-
abilité, k tomuto ucelu slouzi podil vysvétlené variability, ktery je zaveden jako
Ar/tr(X). Je-li hodnota blizko jedné, pak komponenta dostatecné vysvétluje vari-
abilitu x. Naopak hodnoty blizko nule vypovidaji o nepatrném prispéni k celkové
variabilité x. Celkovy pocet pouzitych hlavnich komponent je urcen tak, aby sou-
et jejich rozptyli podéleny tr(X) byl blizko jedné, a udava skutecnou dimenzi
vektoru x. Vysledky analyz ukazuji, Ze nejcastéjsim pripadem jsou dvé az Ctyri
komponenty. Z grafického hlediska je pak nejvyhodnéjsi mit nejvyse tii kompo-
nenty.

P1i statistické analyze experimentalnich dat mame k dispozici ndhodny vy-

bér o rozsahu I s J proménnymi, tj. X € R*/. Protoze nezndme variancni
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matici ¥ ani vektor stfednich hodnot p, provedeme jejich odhad pomoci vy-
bérovych charakteristik (vybérovy primér X a vybérova varianéni matice S).
Z téchto odhadil vypocitame vlastni vektory a miizeme sestavit hlavni kompo-
nenty. V praxi se ¢asto stava, ze hodnoty jednotlivych proménnych maji rozdilné
jednotky. Abychom predesli zkreslenym vysledktim, pfistupujeme bud k cent-
rovani, ke skalovani (standardizaci), nebo k logaritmické transformaci datového
souboru.

Hodnota hlavni komponenty pro jednotlivé vybérové jednotky se nazyva kom-

ponentni skére. Hodnota f-té komponenty u i-tého objektu je
CLif:b}XZ', i:l,...,],f:l’_“’F_ (5)

Usporadani téchto hodnot do matice A € R tvoii matici skéri, pricemz tato
matice dostatecné vysvétluje chovani experimentalnich dat v matici X.
Ziskané vlastni vektory b; varianc¢ni matice se nazyvaji vektory komponent-

nich zatézi a tvoii matici zatézi B € R/,

Poznamka 1.2. Na zacdatku kapitoly jsme predpokladali bez vijmy na obecnosti
nulovy vektor strednich hodnot, proto Ay = b}—X. V nékterych literaturdch a pri
prdaci s daty se pouzivd vztah Ay = b;(x — W), uwvazujeme-li nenulovy vektor

strednich hodnot.

1.2 PCA pristup 11

Nyni predpokladejme, Ze uz mame k dispozici ndhodny vybér tvorici zdrojo-
vou matici X € R!*’/. Jak jiz bylo zminéno, zékladnim cilem PCA je transfor-
movat puvodni pocet proménnych na mensi pocet latentnich proménnych (kom-
ponent). Jinymi slovy, provadime aproximaci objekti zobrazenych v euklidov-
ském prostoru (ortogondlni systém soutadnic rozméru .J) na soufadnice objektii
v prostoru hlavnich komponent. Rozdil mezi témito souradnicemi oznacujeme
jako chybu modelu. Dochézi tedy k rozkladu ptivodni matice X na skutecnou

strukturu (prvni komponenty, které vysvétluji dostatecnou variabilitu dat) a Sum



neboli chybu modelu PCA (zbyvajici komponenty, které popisuji nejmensi pro-

meénlivost). Situaci znazornuje vztah
X =AB' +E. (6)

Pritom A je matice skori a prvky této matice jsou souradnicemi objekti v pro-
storu hlavnich komponent. Projekce i-tého objektu napiiklad na prvni hlavni
komponentu je skére a;1. B je matice, jejiz prvky nam davaji informaci o vztahu
mezi ptivodnimi proménnymi a vytvorenymi hlavnimi komponentami, napt. byo
odpovida velikosti pfispéni druhého znaku na prvni hlavni komponentu. E je
matice rezidui a souvisi s mirou tésnosti prolozeni dat modelem PCA. Vlivem
aproximace dochézi ke ztraté informace, velikost rezidua i-tého objektu je e;.
Skutecna struktura dat (rozmér) je tedy urcena maticemi skéri a zatézi, ty
miuzeme obdrzet bud pomoci spektralniho rozkladu (kapitola 1.1) vybérové vari-

an¢ni matice nebo singuldrniho rozkladu [7] zdrojové matice.

Véta 1.2. Necht je ddna redlnd matice X typu I x J. Pak existuji ortogondlni
matice U typu I X I a V typu J X J takove, Ze matict X lze zapsat ve tvaru
s0uUcin

X =UDV', (7)

kde D je diagonalni matice rozméru I x J s nezapornymi prvky na hlavni diago-

ndle, tzv. singuldrnimi hodnotams, které jsou usporadané sestupné podle velikosti.

Z [5] vyplyva, ze pti pouziti nékolika prvnich, nejéastéji dvou sloupcii matice
U a V ze singularniho rozkladu, dostavame soucin dvou matic, ktery aproximuje
zdrojovou matici ve smyslu metody nejmensich ¢tvercii a odpovida tak (2) pro

F' = 2. Model lze prepsat do tvaru

S dy; O v
IxJ o FIxJ _ T 11 1\ T
X ~~ X(z) =UDV' = (u u2)( 0 d22> <V2) =AB ', (8)

kde volime A = UD a B = V, dolni index (2) znaci pocet pouZitych komponent.

Tento pristup se jevi jako vyhodny pii konstrukci grafu skorii a zatézi metody
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hlavnich komponent, tzv. biplotu. Z [5] po vhodnych tpravach vyplyva, ze

T ~
a, bj_ ~ ZEZ'j,

AAT ~S. (9)

Podivejme se blize na (9), pravou stranu lze rozepsat pomoci (1), do levé strany

pouze dosadime

S =3 =BAB',
AA"T = UD(UD)" = UD?U",

kde D? ozna¢me pro dalsi pouziti jako D*. Z vyse rozepsanych vztahii lze vyvodit,
ze prvky matice D predstavuji odmocnénd vlastni ¢isla varian¢ni matice a U je
matice prislusnych charakteristickjch vlastnich vektort. Proto i tento pristup
pracuje s variabilitou dat a v jistém smyslu ji rozklada, obdrzime tak stejné

hodnoty skort a zatézi jako v predchozi kapitole.

1.2.1 Biplot

Na zavér si jesté nastinime grafické zpracovani PCA (vice v [5, 13]), aby
pro ¢tenafe bylo snazsi pochopit a interpretovat graficky vystup uréeny metodou
PARAFAC. Pro zobrazeni vysledkt ziskanych metodou PCA se nejcastéji pouziva
biplot. Tento dvojny graf umoznuje zobrazit jak komponentni skéry, tak i zatéze
prvnich dvou hlavnich komponent v roviné (viz vztah (8)). Konstrukce biplotu
vychazi ze singuldrniho rozkladu (dekompozice) ptivodni matice X, jak jsme si
ukazali vyse a jeho interpretace je velmi intuitivni.

Radky matice A jsou reprezentovany v grafu body a odpovidaji zkoumanym
objekttim. Cim bliz jsou body u sebe, tim vice se jednotlivé objekty sobé podo-
baji a v nékterych pripadech mohou vytvaret i shluky. Body daleko od pocatku
poukazuji na neobvyklé vlastnosti objektu.

Radky matice B predstavuji vrcholy ipek a jsou projekci znakii. Délky §i-
pek jsou timérné variabilité pfislusného znaku. Kosinus thlu, ktery sviraji dveé

sipky, predstavuje korelacni koeficient téchto statistickych znakt (silu linearni
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zavislosti mezi jednotlivymi znaky). Nachazi-li se objekt blizko uré¢itému znaku,
znamena to, Ze tento znak je ve velké mife obsazen v tomto objektu. Ctenai tuto

problematiku 1épe pochopi z nésledujiciho piikladu.

1.2.2 Priklad

Cilem je analyzovat emise znecistujicich latek (REZZO 1-3) na jednoho oby-
vatele podle kraju v roce 2002 (viz pfiloha A.1, rok 2002). Data byla ziskina
ze Statistické rodenky Ceské republiky 2002 [18]. Analyza byla provedena ve sta-
tistickém softwaru R. Méfeni se provadélo ve vybranych krajich, v biplotu jsou
oznaeny zkratkami, napt. Pardubicky kraj (Pa). V jednotlivych krajich byly
méfeny emise znecistujicich latek (emise tuhé, oxid sificity, oxidy dusiku a oxid
uhelnaty).

Po nastaveni pracovniho adresatre, ve kterém je ulozen datovy soubor, byl

k nacteni dat pouzit prikaz:

>setwd("D:/UPOL/Mgr/diplomka/data/Emise")
>dl=as.matrix(read.table("02.txt", header=FALSE, sep=""))

>X=as.matrix(d1)
Pro prehlednost byly pojmenovany jednotlivé proménné i objekty:

>colnames (X)= c("EmiseTuhe","S02","Nox","CO")
>rownames (x)= C(IIJC" . "Plll . IIKaII . llUll . "Lill . llKrll . ||Pa|| , llVyll s "JM" . llDlll . ||le s IIMSII)

Jednotky jsou ve stejném méritku, ale u nékterych kraji byly zjistény vyrazné
vyssi hodnoty nez u ostatnich, proto byla data zlogaritmovana, aby byla dobie

porovnatelna:

>Emise=log(X)

Na transformovanych datech byla pouzita PCA a zjistény néasledujici informace:

> summary (princomp (Emise))
Importance of components:
Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp .4

Standard deviation 0.5521415 0.2545473 0.13270255 0.060625290
Proportion of Variance 0.7798134 0.1657399 0.04504519 0.009401508

Cumulative Proportion 0.7798134 0.9455533 0.99059849 1.000000000
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Z toho vyplyva, ze mizeme pouzit dvé hlavni komponenty, jelikoz soucet podila
vysvétlované variability je 0.94. Mizeme tedy prikrocit k pouziti funkce biplot,
ktera slouzi k zobrazeni skorii a zatézi prvnich dvou komponent.

Vysledky biplotu v prvé fadé ukazuji, Ze znecisténi oxidy dusiku a oxidem
sifi¢itym je na sobé silné zavislé. Prvky zleva doprava vypovidaji o velikosti zne-
¢isténi oxidy dusiku a oxidem sifi¢itym na jednoho obyvatele v jednotlivych kra-
jich. Podivame-li se na Ustecky kraj, jeho zne¢isténi témito emisemi je opravdu
vysoké, o ¢emz vypovidaji i data. V Pardubickém i Karlovarském kraji je situace
podobna, ale v mensim méritku. Usporadani prvka shora dolt je dano znecis-
ténim oxidem uhelnatym a tuhymi emisemi, proto jsou obyvatelé v Mosteckém
kraji nejvice postizeni. Jihomoravsky kraj méa nejmensi miru znecisténi uvede-

nymi emisnimi latkami.

Biplot: Emise v roce 2002
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Obréazek 1: Zobrazeni skéru a zatézi.
To vyplyva z toho, ze kraje, které jsou v opacném sméru nez Sipky, maji nejnizsi
zneciSténi na obyvatele. Dalsi skupina kraji ve stiedu grafu je spiSe postiZzena

oxidem uhelnatym a tuhymi emisemi. VSechny zkoumané proménné prispivaji

hlavné do prvni komponenty.
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1.3 PCA pristup III a jeho vlastnosti

Uvazujme situaci (6) s cilem najit takovy model, jehoz mira tésnosti apro-
ximace zadanych dat bude co nejvyssi. Pro posouzeni tésnosti aproximace se

pouziva rezidualni soucet ¢tverct
SSE =||X - AB'|[%. (10)

Jelikoz pozadujeme, aby vytvoreny model zachoval co nejvice informaci z pi-
vodnich dat, budeme hodnotu SSE minimalizovat. Touto Gvahou se dostavame
k optimalizac¢ni tloze

. _ T2
min ||X — AB || (11)

za podminky ATA = D*, B'B = I, coz nas piiblizuje k zakladni myslence
fungovani metody PARAFAC (viz kapitola 3).

Nez si fekneme o vlastnostech metody PCA, je nezbytné si jesté ujasnit pojmy
jako metoda, model a struktura modelu. Metoda je chapana jako urcity nastroj
k tomu, abychom mohli nalézt v datech souvislosti, zakonitosti. Neboli, aplikaci
dané metody, at uz PCA ¢ jiné, aproximujeme data a vytvaiime model. Co se
tyce struktury modelu, ta je v pripadé pouziti metody PCA bilinearni, jelikoz
dochézi k linedrni kombinaci dvou typt parametri (skért a zatézi). Jak jsme
si ukazali v pfedchozich podkapitolach, hlavni komponenty lze konstruovat jak
pres spektralni rozklad varian¢ni matice, tak i pfes singularni rozklad zdrojové
matice, a proto se tato metoda fadi mezi dekompozi¢ni metody dvourozmér-
nych dat. K tomu, aby nam metoda nalezla spravny model a parametry davajici
smysl, musi byt zavedena omezeni (podminky). V pfipadé PCA jsou pozadovany
podminky ortogonality a nekorelovanost umélych proménnych. Ortogonalita je
uréena podminkou B"B = I. K nalezeni hlavnich komponent je potfeba provést
rotaci ptivodniho souradnicového systému tak, aby nové osy prochazely sméry ma-
ximalniho rozptylu shluku bodt a aby takto vytvorené osy byly na sebe kolmé.
Takto pak miZeme chapat i grafickou interpretaci metody PCA, situaci znazor-
nuje obrazek 2. Je zfejmé, ze splnéni takového pozadavku lze dosdhnout jediné

pouzitim ortogonalni rotace.
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Obrazek 2: Transformace ptivodniho soutadnicového systému.

Podminka nezépornosti dekompozice datového souboru, AT A = D*, zarucuje
nekorelovanost hlavnich komponent. U PCA nastava problém s jednoznac¢nosti
vysledného modelu a to ve dvojim smyslu. Jednak jde o nejednoznac¢nost pri
orientaci rotovanych soutadnic, jelikoz orientace novych soutadnic miize byt jak
kladna, tak i zaporna. A druhy typ nejednoznacnosti je, ze vysledné feseni mize
byt rotovano jakoukoliv ortogonalni matici. Uvazujme aproximaci matice X v po-
dobé jeji dekompozice na matici skért a zatézi (viz (6)). Hodnost aproximované

matice X je rovna F' < J. Situaci zapiSeme nasledovné
F
X=AB' =) a;oby, (12)
f=1

kde o je tenzorovy soucin, pro ktery plati acb = ab'. Z (7) vime, 7e singuldrni
rozklad matice X je UDV ', a miizeme zvolit A = UD a B = V. Volbu téchto
matic mizeme ovsem provést i jinak. Zvolime-li matici skérit A = UDW a matici
74t871 jako B = VW, kde W € R*F" je ortogondlni matice, a dosadime do (12),
ziskame
AB' = UDWW V' =UDV',

pfi¢emz jsme vyuzili vlastnosti ortogonalni matice, tj. W = W 1a W'W =1L
Po dosazeni dostavame stejné prolozeni dat jako pii predchozi volbé parame-

tri. Jinymi slovy, zménime-li parametry, zméni se i podoba hlavnich komponent,

15



ale aproximace puvodnich dat zistava stejnd. Proto model PCA miiZze byt ro-
tovan jakoukoliv ortogonalni matici typu F' x F' a v takovém pfipadé mluvime
o nejednoznacnosti feSeni. Problémy s jednoznacnosti feseni ve smyslu rotace pri
pouziti PCA daly podmét ke vzniku metod, které komplikaci s nejednoznacnosti

eliminuji. Jedna z takovych metod je pravé metoda PARAFAC.
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2 Zakladni algebraické pojmy a znaceni

Nez pristoupime k predstaveni metody PARAFAC, je potieba se seznamit se
zékladni terminologii [10, 3], ktera je uzivana v souvislosti s touto metodou. Jedna
se zejména o pojmy jako mnohorozmérné pole (tenzor) a jeho transformace do
matice. Dale si zadefinujeme terminy jako dekompozice mnohorozmérného pole ¢i
Khatri-Raotiv sou¢in matic. U nékterych pojmi si pro ndzornost uvedeme i pii-
klady. V kapitole 2.3 si fekneme, jakym zptisobem se urcuje hodnost mnohoroz-

mérného pole. Ke kazdému pojmu bude vzdy uvedena jeho souvislost s metodou

PARAFAC.

2.1 Mnohorozmérné pole

Jelikoz je metoda PARAFAC urcena pro analyzu vicedimenzionalnich dat,

které tvori mnohorozmeérné pole, definujme si tento zakladni pojem.

Definice 2.1. Jakykoliv datovy soubor, jehoZ prvky lze uspordadat do datového
pole jako

.I'Uk, izl,...,[,jzl,...,J,kzl,...,K,...,

kde pocet indexi znaci pocet rozmeéri datového souboru, se nazyvi mnohoroz-

mérné pole.

V nékterych literaturéch jako [10] byva mnohorozmérné pole oznacovéano téz jako
tenzor. Tento termin je mnohem pfirozenéjsi, proto jej budeme pouzivat i v na-
sledujicim textu. Jednorozmérny tenzor je vektor, dvourozmérny tenzor je matice
a pro vyssi rozméry se pouziva pojem n-rozmeérny tenzor. Obrazek 5 znazornuje
tiirozmérny tenzor obsahujici t¥i indexy (vyplyvéa z definice 2.1). V souvislosti
s m-rozmérnymi tenzory se pouziva pojem mod. Matice ma dva mody, radkovy
a sloupcovy, proto tiirozmérny tenzor bude mit t¥i médy. Dimenze oznacuje pocet

urovni v jednom modu, ¢ili u matice je to pocet radkt, resp. pocet sloupci.
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Obrazek 3: Grafické znazornéni t¥irozmérného datového souboru [10].

Znacent:
x = {xz;} ...vektor
X = {z;;} ... matice
X € Rivilxeedn o yozmérny tenzor
X =X € RIXK = {g,,} ... tfirozmérny tenzor

a ...skalar

Fixovanim indext tenzoru ziskavame jeho podmnoziny. Pouziti dvojtecky 1ika,
ze vybereme vSechny prvky z jednoho médu. Checeme-li vyjadrit j-ty sloupec ma-
tice X, oznacime ho x5, nebo jednoduse x;. Vektory tiirozmérného pole X na-
zyvame Fadky, sloupci a tuby (viz obréazek 4a). Vrsty predstavuji dvourozmérné
podmnoziny tenzoru, definuji se fixovanim dvou indexi. Pfitom u tfirozmérného
tenzoru rozliSujeme horizontélni, vertikalni a pfedni vrstvu (viz obréazek 4b). Na-

ptiklad k-tou pfedni vrstvu znacime Xi.;) nebo jednoduse Xy.

——

(b)
Obrazek 4: (a) Tadky: z(i.x), (b) piedni vrstvy: X(.x) [10].
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V mnohorozmérnych metodach se ¢asto pouziva transformace tenzoru na ma-
tici. Tento proces je velice jednoduchy, jak pochopime z nésledujici definice i pfi-

kladu.

Definice 2.2. Transformace tenzoru je operace, pri které dochdzi k preuspo-

radant prvki tenzoru do matice.

Princip transformace si ukdzeme na pifkladé. Mé&jme t¥irozmérny tenzor X3*3*2

s pfednimi vrstvami

25 8 1112 13
X, =369, X,=[141516],
4710 17 18 19

pak jedny z moznych transformaci jsou

25 8 111213
X3%6=1369 141516 |,
47101718 19

211314 4 17
X3>6 = [512615 7 18|,
813916 10 19

o _ (2345678910
111417121518 1316 19/

Dtvody preskupovani jsou spise praktické, v takovémto usporadani je mnohem
snaz$i zpracovat data pomoci softwaru. V praktické ¢asti této prace budeme po-

uzivat prvni pripad transformace.

2.2 Khatri-Raouv souéin

V pripadé PCA jsme pracovali se zdrojovou datovou matici a vystacili jsme
si se singularnim ¢i spektralnim rozkladem, ve kterych se pouziva standardni
souéin dvou matic. Pomoci téchto operaci jsme uréili hodnoty parametrt (kom-

ponentni skéry a zatéze). Diky parametrim jsme nasledné sestavili model, ktery
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nam umoznil pochopit zkoumany problém. U metody PARAFAC je situace po-
nékud jina. K tomu, abychom urcili parametry, pouzivame dekompozici tenzoru
(viz kapitola 2.3) pracujici s Khatri-Raovym sou¢inem matic [3, 10]. V kapitole

si uvedeme i jiné druhy maticovych soucini, které je nutné znat v souvislosti

s metodou PARAFAC.

Definice 2.3. Kroneckertiv soucin dvou matic A € R™*/ ¢ B € RE*L je
znacen jako A ® B. Vysledkem tohoto soucinu je matice o rozméru IK x JL,

ktera je definovana

a1B a12B ... a; ;B

AoB — ag%B GQ?B ag{B

CL];B aléB aI;;B
= (a; ®by;a; ®by;a; ®bs;...;a;@by),

kdeaj,j=1,...,J ab;,l=1,...,L znaci postupné sloupce matice A a B.

Nasledujici priklad osvétli princip této operace. Uvazujme tedy matice

35 847
A:(21)’ B:(690)’

potom Kroneckertiv souc¢in matice A a B je

3B 5B
AeB= (23 1B) -

DD Lo W
> 0o o
O NCREICRYJT
© B O
SR NCREGURIJ
oo
—= = ot o
> 0o o
= = Ot Ot
© = o e
= = Ot Ot
oo
|

24 12 21 40 20 35
1827 0 3045 0
16 8 14 8 4 7
12180 6 9 0

Definice 2.4. Khatri-Raotv soucin dvou matic A € R’/ ¢ B € RE*/ je
znacen jako A ® B. Vysledkem je matice o rozmeéru IK X J, kterd je definovdna
jako

AOB=(a;®bj;a;®@byaz®@bs;...;a;@by) (14)
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Lépe tento soucin pochopime na ptikladé, ve kterém uvazujeme nasledujici dveé

matice (podminkou je pouze shodnost druhého rozméru obou matic),

84

A:(Z’?), B=[69],
70

pak Khatri-Raotiv soucin vyse uvedenych matice je dan jako

3-8 5-4 24 20
3-6 5-9 18 45
_ (3by5by\ 3.7 5-0f [210
AQB_<2b11b2)_ 2.8 1.4 |16 4
2.6 1-9 12 9
2.7 1-0 14 0
Vlastnosti téchto operaci jsou uvedeny v [10]. Zde si uvedeme pouze jednu z nich,

kterou pouzijeme v algoritmu umoznujici ur¢it parametry modelu PARAFAC

(kapitola 3.4). Pro Khatri-Raotiv souéin tfi matic plati
AOGBoC=(A0B)oC=A0BC). (15)

Definice 2.5. Necht A = (a;;),B = (b;;) € R/ jsou matice stejné dimenze,

potom Hadamarduv soucin téchto dvou matice je definovan jako
AeB = (aijbij)7 (16)
proi=1,...,1, j=1,...,J, a kde vyslednd matice ma opét rozmer I x J.

Opét ilustrujeme princip Hadamardova soucinu na prikladé. Méjme dvé matice

stejného typu

35 84
A= 21 s B = 69 )
46 23
potom
3-8 5-4 24 20
AeB=|2-6 1-9] =112 9
4.2 6-3 12 18

Na zékladé Hadamardova soucinu jsme v modelu PARAFAC schopni spocitat

jeden parametr na zdkladé ostatnich (viz kapitola 3.4).
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2.3 Dekompozice a hodnost mnohorozmérného pole

Dekompozice tenzoru [11, 10] je obdobou singularniho rozkladu pro dvou-
dimenzionalni data (viz (12)). Oba pfistupy jsou zaloZené na stejné myslence.
Chceme vyjadrit tenzor jako soucet tenzori hodnosti jedna. Dekompozice tiiroz-

mérného tenzoru X € RI*/XK tak bude

F
X =(ajobjocy)+(agobgsocy)+---+(apobrpocy) = Zafobfocf, (17)

f=1
kde F' je pocet pouzitych komponent (faktori) a o znaci tenzorovy soucin. V pii-
padé metody PARAFAC se komponenty skladaji z vektoru skért a dvou vektori
z&tézi, nicméné tyto terminy nejsou bézné. V praxi se pro vSechny parametry
pouziva spise jen pojem zatéze. Na rozdil od metody PCA, kde se komponenty
sklddaji z jednoho vektoru skért a jednoho vektoru zatézi. V nékterych aplika-
cich se mizeme setkat i s dekompoziéni metodou nazyvanou Tucker3 [11], ktera

je obecnéjsi nez dekompoziéni metoda PARAFAC.

Definice hodnosti tenzoru, r(&X'), je analogicka k definici hodnosti matice. Ale
kvili odlisnym vlastnostem matice a tenzoru je stanoveni hodnosti tenzoru poneé-
kud slozitéjsi. Jelikoz uréeni hodnosti tenzoru [1 1, 10] vychézi z tenzoru hodnosti

jedna, je potfeba si tento pojem zadefinovat.

Definice 2.6. N-rozmérny tenzor X € RI>2X-In je hodnosti jedna, jestlize

mauze byt prepsdn jako tenzorovy soucin n vektori, tj.
X =ajoagyo---0a,. (18)

Obrézek 5 znazornuje tfirozmérny tenzor hodnosti jedna. Vidime, ze kazdy prvek
X je soucinem prvki vektort a, b, c.

Nyni miizeme pfistoupit k samotné definici hodnosti tenzoru.

Definice 2.7. Hodnost tenzoru X, znacime r(X), je definovina jako nejmensi

pocet tenzoru hodnosti jedna, které v jejich souctu vytvori X .

22



X a

Obréazek 5: TFirozmérny tenzor hodnosti jedna [10].

Jinymi slovy jde o nejmensi pocet komponent (faktort) nutnych k popisu mnoho-
rozmérného pole a urc¢enych metodou PARAFAC. Tato definice odpovida vztahu
(17). Stanoveni hodnosti tenzoru odpovidd stanoveni poctu pouzitych faktoru
v modelu, jez je dilezité pro ziskani jednoznacéného feseni (viz kapitola 3.3). Dalsi
zvlastnost hodnosti tenzoru se tykad maximalni hodnosti a typické hodnosti. Za-
timco maximalni hodnost je definovana jako nejvétsi dosazitelna hodnost, typicka
hodnost je jakakoliv mozné hodnost, ke které mtze dojit s pravdépodobnosti
vét$i nez nula. Pro vice informaci miize étenaf nahlédnout do [10, 11, 3], kde jsou
mimo jiné uvedeny i hodnosti rizné rozmérnych tenzortd, napt. tenzor velikosti
2 x 2% 2 je hodnosti dva nebo tii, hodnost tenzoru velikosti 9 x 9 X 9 se pohybuje

mezi 18 a 23.
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3 Metoda PARAFAC

Metoda PARAFAC je uréena pro dekompozici vicedimenzionalniho pole (ten-
zoru) a tudiz muze byt chdpina jako zobecnéni PCA. Poprvé ji nezévisle na
sobé predstavili Harshman v roce 1970 jako PARAFAC a dvojice Carrol a Chang
v témze roce jako CANDECOMP (z anglického ndzvu CANonical DECOMPosi-
tion). Metoda ma své pivodni uplatnéni v psychologii, ale diky jejim vlastnostem
[4, 3, 11] se vyuziti rozsitilo do dalsich obort (pfirodovédnych ¢i technickych). Pii
méfeni znakti zkoumanych na objektech mtze dojit k tomu, ze ziskana data ne-
maji dvourozmeérnou strukturu, ale vicerozmérnou. Pro jednoduchost se budeme
zabyvat tfirozmérnou strukturou dat. Napiiklad mtizeme zkoumat vysledky vy-
Setfeni u pacientti v pribéhu nékolika let nebo u sportovci miizeme zkoumat
zékladni Zzivotni funkce pfi riiznych zatézich. V kapitole si uvedeme vyhody i ne-
vyhody této metody. Mezi vyhody patii jednak komplexni pohled na data, jed-
noznac¢nost feseni, maly pocet latentnich proménnych k popisu modelu. Oproti
tomuto stoji pocetni i ¢asova naroc¢nost, ktera je zptisobena pouzitim algoritmu
zaloZzeném na ALS (z anglického ndzvu Alternating Least Squares), jez vyzaduje
vysoky pocet iteraci. Jednou z dalSich problematik je stanoveni pocttu faktori,

které popisuji data a zarucuji jednoznacnost vysledného modelu.

3.1 Model

Nyni si pfedstavime strukturu modelu PARAFAC [3, 4], ktery zobeciiuje mo-
del PCA. Obé metody jsou zalozené na dekompozici ptivodniho datového souboru

k ziskani matic parametri. Struktura modelu PCA je bilinearni,

F

vy = aibis + ey, (19)
=

kde:=1,...,1, j=1,...,J, a vektorove

F
X =) ajobj +E, (20)
f=1
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pfi¢emz a;r jsou prvky matice skorti, bjs jsou prvky matice zatézi a e;; znaci
rezidua. Oproti tomu model PARAFAC generuje trojici parametrt a kazda kom-

ponenta se sklada z jednoho vektoru skértt a dvou vektort zatézi

F

Xijk = Z a;fbjrery + €iji, (21)
=1

kdei=1,...,1,7=1,...,J,k=1,..., K. Interpretace jednotlivych parametrt
je podobné jako u PCA. Hodnota parametru a;; koresponduje s mirou pfispéni
1-tého objektu do f-té komponenty. Vliv j-té proménné na f-tou komponentu
predstavuje b, a ¢,y ukazuje velikost pfispéni k-té okolnosti (fyzickd zatéz nebo
obdobi) v f-té komponenté. Pouzitim Kroneckerova sou¢inu obdrzime vektorovou

podobu

F
XK= " as(cs @by) +E, (22)
f=1

kde X?*7K je matice, ktera vznikla transformaci tenzoru X (viz kapitola 2.1) a E

je matice rezidui odpovidajicich rozméri. Model miizeme také prepsat pomoci

tenzorového soucinu
F

X:ZafObfocﬁ (23)
f=1

nebo ho vyjadrit i v maticové podobé po jednotlivych vrstvach jako
X, =AD.B", k=1,... K, (24)

kde Dj je diagonalni matice s prvky, které odpovidaji k-tému radku matice
C = (ci,...,cp), tento vztah si vice rozebereme v nasledujici kapitole. Cas-
téjsi zapis modelu je ovsem

XIXJK — A(C ® B)T + EIXJK, (25)

ze kterého mame jasnou pfedstavu o vSech tfech maticich parametrt.
Stejné jako u PCA jsou tedy vektory parametrti usporadany do matic,
tj. A, B, C, které se souhrnn€ nazyvaji matice zatézi, a E je matice rezidui. Obréa-

zek 6 ilustruje dvoufaktorovy model PARAFAC, pro jednoduchost je vynechana
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Obrazek 6: Model PARAFAC se dvémi komponentami [10].

b b B
a1 da: A

1
+
1

matice rezidui. Tenzorovy soucin vektord a;,b; a ¢; urcuje prvni komponentu
(faktor), obdobné je tvofena i druhd komponenta.

K sestaveni modelu bude zapotiebi odhadnout parametry, které vypocitame
pomoci optimaliza¢ni tlohy zalozené na ALS. Stejné jako u PCA je i zde cilem

minimalizovat rezidualni soucet ¢tvercu (vice kapitola 3.4).

3.2 Paralelni proporcionalni profily

PARAFAC je tizce provazan s principem paralelnich proporcionalnich profili
[3]. Princip spo¢iva v tom, Ze vektory zatézi (profily) popisujici variabilitu tenzoru
s odlisnymi vahami, vedou k modelu nemajiciho problém s rotaci. Diky tomuto
docilime jednoznac¢né dekompozice. Uvazujme matici X, ktera je popsana pomoci

modelu PCA, tj. X = AB', se dvémi komponentami. Model miizeme zapsat jako
X1 = aib{ c11 + asb; ¢z, (26)

kde c¢11 a c15 jsou vahy, obé rovny jedné. Méjme jinou matici, ktera je popsana
stejnymi vektory skdri i zatézi, ale s odlisSnymi vahami, jejichz hodnoty jsou rizné
od téch predchozich

X2 = albICgl + aQb;rCQQ. (27)
Obé matice popisuji jiné modely, ale skladaji se ze stejnych paralelnich profili

(zatézi) s odlisnymi vahami. P¥i slouceni obou modeltu dostéavame

X, = AD;B', k=1,2, (28)
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kde Dy, je diagonalni matice s prvky odpovidajici vaham c;s. Formulace (26)

a (27) tak mizeme pro data s t¥irozmérnou strukturou vyjarit jako

bicii bacio

]
b bt} — e (b weibe o), (20

X = (X;:Xs) = (ar;a2) (
kde ¢; = (c11;¢21)" a ¢1 = (c12;¢22) 7. Zobecnime-li model (29) s poétem kompo-

nent rovnu F' a prepiSeme-li formulaci pomoci Khatri-Raova soucinu, dostavame
XK = A(CoB)T, (30)

jez odpovida trirozmérnému modelu PARAFAC s maticemi parametri A, B a C
(viz (25)). Z toho plyne, Ze metoda PARAFAC urc¢uje model, ktery nelze rotovat
na rozdil od metody PCA. Proto vysledné feseni je jednoznacné pravé tehdy,

kdyZ nalezneme spravny pocet komponent (viz kapitola 3.5.4).

3.3 Jednoznacnost

Jelikoz je metoda PARAFAC znamé predevsim diky své jednoznacnosti
[10, 11], vénujeme tomuto pojmu samostatnou kapitolu. Tato vlastnost spolu
se snadnou interpretovatelnosti vysledného modelu stavi tuto analyzu do popredi
vSech dekompozi¢nich metod. V PCA musela byt zavedena podminka ortogo-
nality, aby bylo dosazeno rozumného feSeni, ale ani to nam nezarucuje jedno-
znacnost ziskaného modelu. Kazdy bilinearni model miize byt rotovan jakoukoliv
ortogonalni matici typu F' x F', kde F' znaci pocet komponent zahrnutych v mo-
delu. Vyhoda metody PARAFAC spociva v nalezeni jednozna¢né dekompozice
pii spravné stanoveném poc¢tu komponent [3, 41].

Ptipomenime si dekompozici tfirozmérného tenzoru X (23) metodou PARA-

FAC, je dana jako
F
X:Zafobfocf,
f=1

kde af je f-ty sloupec matice zatézi A a obdobné pro by i cy. Jednoznacnost

znamena, ze vysSe uvedena formulace je jedinou moznou kombinaci tenzort hod-
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nosti jedna, kterd v souctu tvori X. Pokud bychom odhadnuté parametry roto-
vali, dostaneme tplné jiny model, na rozdil od rotace parametri u metody PCA
(viz kapitola 1.3). Uvazujme maticové vyjadfeni podle (28), tj. X; = AD;BT,

rotaci modelu lze vyjadrit jako
AD;B" = ATT'D;SS™'B", (31)

kde AT a B(S™1)T jsou rotované matice zat&zi. Ze vztahu je zfejmé, Ze matice za-
tézi T~1D;S musi byt diagonalni, kviili tomuto pozadavku oviem existuje jenom
malo matic T, S, které spliuji tuto nutnou podminku [6].

Harshman (1972) dokézal, Ze jednozna¢né feseni muze nastat, jsou-li vektory
zatézi linedrné nezavislé ve dvou médech a ve tfetim naopak linedrné zavislé. Jiny
pfistup nabizi podminku na pocet faktord, jejimz autorem je Kruskal (1989),
a kterd vychazi z plné hodnosti matic zatézi. Matematicky mtzeme podminku

vyjadrit pomoci nasledujici nerovnosti
ka+kp+ ke > 2F + 2,

kde k4 zna¢i hodnost matice zatézi A, obdobné kg je hodnost matice B a k¢
hodnost matice C. Jak jiz bylo zminéno F' pfedstavuje mozny pocet komponent
pouzitych v modelu. V nékterych pripadech se jim mtzeme fidit. Uvedena pra-
vidla nemtizeme ovSem zobecnit pro vSechny piipady, ale lze je povazovat za
prijatelna pro dosazeni jednoznac¢ného modelu.

JestliZe jsou ptuvodni data ze své podstaty trilinearni, pak aplikaci PARAFAC
metody ziskdme zakladni informace o zkoumanych jevech. Jinymi slovy ziskame
jednozna¢nou dekompozici, ¢imz se dostavame k myslence proporcionélnich pro-
fila (viz kapitola 3.2). Zdtraznéme znovu, Ze jednozna¢né dekompozice docilime

pfi spravné zvoleném poétu komponent (viz kapitola 3.5.4).

3.4 Algoritmus ALS

V této kapitole si ukazeme postup, ktery umozni naleznout hledany model

v datech. K vyrovnani dat metodou PARAFAC miizeme pouzit algoritmus zalo-
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zeny na ALS (Alternating Least Squares) [3, 4]. Jako kazdy algoritmus v opti-
malizacnich tlohach mé za kol vylepsit stavajici model, tak i ALS algoritmus
se snazi v kazdém itera¢nim kroku zlepsit vyrovnani modelu prostfednictvim od-
hadnutych parametri. Nejprve se sezndmime s principy uvedeného algoritmu.

Koncept ALS je zaloZen na rozdéleni datového souboru do nékolika mnozin
parametri. Odhady parametri v jednotlivych skupinich vychézi z podminky mi-
nimalizace ¢tvercové chyby, tj. uzitim principu metody nejmensich ¢tverci, pri
zachovani hodnot ostatnich parametrii. Na zac¢atku odhadujeme jednu skupinu
parametri za predpokladu, Ze ostatni zname. PTi odhadu pouzivame minima-
liza¢ni funkci, kterou si pfedstavime nize. V druhém kroku odhadujeme dalsi
skupinu parametri pomoci stejné minimalizacni funkce a opét predpokladame,
Ze ostatni parametry zname, mezi kterymi jsou ovsem jiz ty odhadnuté z prvniho
kroku. Postup opakujeme do vyrovnani modelu nebo do doby, kdy jsou zmény
v odhadnutych parametrech minimalni.

Myslenka algoritmu je zaloZena na rozdéleni hlavniho tukolu (odhadnout
v8echny parametry zaroven) do dil¢ich, které si kladou za cil odhadovat jednotlivé
skupiny parametrii postupné.

Uvazujme nejprve pro jednoduchost bilinearni model X = AB' kde A, B

jsou parametry, které odhadneme s vyuzitim minimaliza¢ni funkce
min || X — ABT|.
AB

Postupné budeme jednotlivé odhady parametrt vylepsovat, a to tak, Zze nejprve

odhadneme matici B jako

B=X"(AN"2 (32)
Tu pouzijeme k lepsimu odhadu matice A dosazenim do

A=XB"T, (33)

2Matice At predstavuje Moore-Penroseovu inverzi [7] matice A . Tato operace je zobecnénim
standardni inverze na obdelnikové matice typu n x m a plati pro ni vztahy AATA = A,
ATAAT = AT (AAT)T = AAT (ATA)T = ATA.
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a nasledné opét pouzijeme ke zlepSeni odhadu B. Postupnym dosazovanim od-
hadnutych parametrti do pfislusnych vztahii (32) a (33) zjistime jejich hodnoty.
Iterativné pak odhadujeme jednotlivé parametry, dokud algoritmus nezac¢ne kon-
vergovat kolem jejich spravnych hodnot. Algoritmus vylepsi stavajici vyrovnani
a nebo ho ponecha stejné, z toho divodu rozdil mezi hodnotou minimalizac¢ni
funkce z predchoziho a aktudlniho kroku nikdy nenabyde zaporné hodnoty. Pti
tomto postupu ovsem miize dojit k tomu, ze algoritmus bude konvergovat v pii-
padé optimalizacni funkce ke svému lokdlnimu minimu, nikoli ke globalnimu,
které je pozadovano. Proto vysledek zavisi jak na typu dat, tak i na stanoveni

pocatecnich hodnot, vstupujicich do algoritmu (vice v kapitole 3.5).

Nyni se vratime k pouziti ALS v metodé PARAFAC, abychom odhadli para-
metry modelu (25), tj. matice A, B, C. Poznamenejme pfitom, Ze pro zjednodu-
Seni nebudeme pro odhady zavadét specialni omezeni. Odpovidajici minimalizac¢ni

funkce je
. o T2
pin |IX —ACOB) I, (34)

kterou upravime substituci vyrazu Z = C © B na optimalizaci
min [X — AZ” [} (35)
potom odhad A bude podle (33) nalezen jako
A=X(Z"" =XZ(Z'Z)™", (36)

obdobné se postupuje pii odhadovani B a C, diky specialni struktufe modelu.
Pro zajimavost si ukdZeme niZe, ze XZ a Z'Z lze pocitat piimo z matic B a C,
protoze

XZ = X;BD; + X,BD, + - - - + X, BD; (37)

Z'Z=(B'B)e(C'C), (38)

kde symbol e zna¢i Hadamardiv soucin (viz kapitola 2.2). Shriime si tedy do-

savadni poznatky o algoritmu ALS. Na zacatku nesmime zapomenout, ze se jiz
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nepohybujeme ve dvoudimenzionalnim prostoru, a proto je potieba transformo-
vat ptivodni tiirozmérny tenzor na matici. Volba transformace X bude zalezet na
tom, jaky parametr se bude v danou chvili po¢itat. Odhadované matice parame-

trd jsou pro trilinearni dekompozici A € R™*F B € R/*F C € REXF,

Obecné lze algoritmus zapsat nasledovné:
0. stanoveni po¢tu komponent F' (viz kapitola 3.5.4).

1. stanoveni poc¢atecnich hodnot B a C a odhadnuti matice A:

Z=CoB, A=XZZ'Z)™", (39)
z vy$e uvedenych rozméri matic parametri plyne, ze matice Z € RF*/X  a proto
musime tenzor transformovat na matici X € R/*/K,
2. odhadnuti matice B:
Z=CoA, B=XZ(Z'Z) (40)
obsahuje odhad A z predchoziho kroku.
3. odhadnuti matice C:
Z=BoA, C=XZZ'z2)" (41)

je uréeno odhadnutymi maticemi B, A z predchozich kroki.
4. opakujeme kroky 1. - 3., dokud relativni zmény v odhadnutych parametrech

nebudou mensi nez stanovena hrani¢ni hodnota.

Jestlize ALS algoritmus konverguje ke svému globalnimu minimu, pak jsme
dosahli optimélniho feseni. Obecné se ovsem v tlohach optimalizace s globalni
konvergenci moc casto nesetkavame, ale pouze spise s konvergenci lokalni. Z to-
hoto dtvodu zalezi na konkrétni struktufe dat a také na nastaveni pocatecnich
hodnot i po¢tu parametrii. Nicméné kazdé zlepseni stavajicich odhadnutych pa-
rametrid je pro nas prinosné. Jedind nevyhoda ALS tkvi v jeho ¢asové naroc¢nosti.
V pripadé vysokého poc¢tu proménnych, napt. pro datové pole 50 x 50 x 50, mtize

algoritmus pracovat az hodiny. Proto je dilezité jednak naprogramovat rychly
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algoritmus, zvolit vhodné pocatecni hodnoty parametrii, ale mit i vykonny poci-
tac. V praktické casti této prace se ovsem setkdme s méné rozsahlymi datovymi

soubory, kde se s uvedenou problematikou nastésti nesetkame.

3.5 Praktické aspekty metody PARAFAC

Nez vibec za¢neme aplikovat na data metodu PARAFAC zaloZenou na ALS
algoritmu, je potfeba si uvédomit nékteré dilezité aspekty [3, 4]. Jedna se zejména
o predzpracovani vstupnich dat, je-li nutné pouzit centrovani nebo jiné trans-
formace. Pokud chceme naleznout vysledny model, musime stanovit pocatecni
hodnoty vstupujici do algoritmu. VSechny tyto zminéné c¢innosti jsou soucasti
pripravné faze. Otazkou také ztstava, kdy mame spustény vypocetni algoritmus
zastavit, tj. jak nastavit ukoncovaci kritérium. A na zavér je nutné zhodnotit vy-
sledny model, zejména posoudit zvoleny pocet komponent. V literatufe se v tomto

smyslu ¢asto hovoii o ohodnoceni modelu.

3.5.1 Predzpracovani dat

Cilem predzpracovani dat je pouzit vhodnou transformaci dat, tak abychom
byli schopni nalézt vhodny model, ktery dostatecné popisuje zkoumany problém.
Mezi zakladni transformace dat patii centrovani, skdlovani (normovani) a logarit-
micka transformace. U kazdé z nich si fekneme princip a také pripady, ve kterych
se pouzivaji. Predzpracovani vicedimenzionalnich datovych poli je vétsinou bo-
huzel mnohem komplikované€jsi nez je tomu u dvourozmeérnych matic.

Centrovani méa stejny vyznam jako ve dvourozmérnych analyzach, tj. od pi-
vodnich hodnot se odecita konstanta, ktera odpovida néjaké vhodné charakteris-
tice polohy (nejcastéji aritmetickému primeéru). Cilem je, aby se struktura dat
priblizila strukture modelu. Centrovani prvniho médu se provadi na matici typu
I x JK, jez vznikla transformaci ptivodniho tenzoru, a je dano jako

— Zle Lijk . (42)

C _ o —
Lijk = Tijk — Ljks Tik = — 7

I
kdet=1,...,1,5=1,...,J, k=1,..., K, anazyva se téz centrovani pres prvni
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mod nebo také jednoduché centrovani. Tento typ transformace lze aplikovat na
jakykoliv méd v zavislosti na zkoumaném problému. Existuje dvojité i trojité
centrovani, jehoz princip spociva v centrovani pres jeden moéd a néasledném cent-
rovani vyslednych hodnot. V piipadé metody PARAFAC je nejvhodnéjsi pouzit
jednoduché centrovani, které musi byt provadéné pres vsechny sloupce. Centro-
vanim eliminujeme vliv Zj; a zachovavame relativni informaci.

Ke skalovani pristupujeme v pripadé, ze proménné jsou méfeny v riiznych jed-
notkach. Podivdme-li se na minimaliza¢ni funkce (34) ¢i (35), pak pokud bychom
ponechali zdrojovou matici v piivodnich jednotkach, rezidualni soucet ¢tverci by
byl piilis vysoky. Skalovani se provadi proto, aby data byla kompatibilni s mini-
malizac¢ni funkci. Tato operace neméni strukturu dat, ale pouze velikost rezidui.

Matematicky tuto transformaci lze popsat vztahem

(43)

kdei=1,....1,5=1,...,J, k=1,..., K. Stejné jako centrovani, tak i skalo-
vani se aplikuje na transformovany tenzor. VySe popsany vztah odpovida skalo-
vani prvniho médu, nicméné ovliviiuje skalu téz v ostatnich moédech. Dalsi kom-
plikace nastava, chceme-li skalovat i centrovat datovy soubor soucasné. Obecné
jednoduché centrovani narusi skalovani ve vSsech médech, proto se v ptipadé me-
tody PARAFAC doporucuje nejdiive skalovat a poté centrovat. Princip centro-
vani a skalovani je graficky znazornén obrazkem 7.

Posledni moznosti predzpracovani dat je logaritmicka transformace, ktera se
pouziva v pripadé liSicich se fadd hodnot jednotlivych proménnych. Obdrzime

tak hodnoty
!

T, = log (@ijk), (44)
kdei=1,...,I,7=1,....J, k=1,..., K. Logaritmickou transformaci apliku-
jeme na transformovany tenzor a to na kazdy prvek, jak vyplyva z vyse uvedeného

vztahu.
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scaling

centering

Obrazek 7: Princip centrovani a Skalovani dat [3].

Posledni dvé transformace se provadi z divodu lepsi srovnatelnosti promén-

nych, v podstaté dochazi ke stabilizaci rozptylu datového souboru.

3.5.2 Stanoveni pocatecnich hodnot

Vhodné nastaveni pocatecnich hodnot vstupujicich do ALS algoritmu nam
miize zarucit, ze algoritmus nalezne své globalni minimum. Dvojice Harshman
a Lundy [3] doporucuji pouziti ndhodné hodnoty a zacit algoritmus z nékolika
odlisnych bodi. Takto budeme volit pocatecni hodnoty i v praktické ¢asti. Jiny
pristupy nabizi napiiklad [3].

3.5.3 Ukondovaci kritérium

Ucelem nastaveni ukonc¢ovaciho kritéria je, aby se ALS algoritmus v p¥ipadé
konvergence zastavil, az relativni zmény v odhadech parametri modelu mezi
dvéma iteracemi budou pod nastavenou hranici. Obvykle se hodnota ukoncova-
ciho kritéria voli 1076, N&kdy se mfize stat, ze i malé zmény ve vstupnich hodno-
tach jsou spojeny s velkymi zménami v odhadnutych parametrech. Toto souvisi
s charakterem analyzovanych dat. Abychom se ujistili, ze k takovému pripadu
nedoslo, doporucuje se algoritmus spustit dvakrat. Pokud algoritmus opravdu

konverguje, obé feseni budou stejna.

34



3.5.4 Urceni poc¢tu komponent

V predchozich kapitolach bylo jiz nékolikrat zminéno, ze je velice dilezité
stanovit spravny pocet komponent, tj. spravnou dimenzi matic zatézi, k vytvo-
feni vhodného modelu. V pripadé PCA se komponenty vytvari postupné, tudiz
postupné vysvéetluji i variabilitu dat. Proto se obcas muze stat, ze komponenty
popisuji nejen variabilitu zkoumaného systému ale i rezidua. Oproti tomu kompo-
nenty u metody PARACAF se tvofi soucasné a to pomoci minimaliza¢ni funkce.
Pouzijeme-li spravny pocet komponent, pak tyto komponenty popisuji skutecnou
variabilitu dat. Pokud bychom ale k popisu modelu pouzili vice komponent nez
je potieba, velikost rezidui se bude zvysovat a komponenty budou vzajemné ko-
relované. Takto ziskany model neni samoziejmé vhodny. Proto je potfeba vzdy
posoudit ziskany model. K tomuto ucelu existuje nékolik nastroji, které umoz-
nuji stanovit vhodny pocet komponent. V této praci bude zminéna ,split-half
analyza® [3, 15] a diagnostika jadrové konzistence [!], pro vice informaci muze
¢tenaf nahlédnout do [3, 15]. Mezi dalsi nastroje patii napiiklad bootstrap, kii-
zova validace nebo analyza rezidui, ve které se vysetiuje vyrovnani dat ziskanym
modelem. VysSetifeni spravného poctu komponent, se provadi jiz na vysledném
modelu. V pripadé€ Spatnych vysledki se jejich pocet zmensi ¢i zvétsi a vytvori

se novy model, ktery znovu posoudime pomoci zminénych néastroja.

,,9plit-half*“ analyza

Koncept analyzy spociva v rozdéleni datového pole na dvé poloviny, na které
se aplikuje metoda PARAFAC. Nésledné vySetfujeme, zda se oba nalezené mo-
dely shoduji. Zvolime-li spravny pocet komponent, pak oba modely budou mit
priblizné stejné parametry. Jestlize jsme pouzili Spatny pocet komponent, je prav-
dépodobné, ze se modely shodovat nebudou. Doporucuje se analyzu spustit ale-
spon dvakrat za sebou. Je-li shoda parametri podobna pii prvnim i druhém

spusténi, je patrné, Ze nalezeny model je vyhovujici.

Analyza jadrové konzistence

Druhym néastrojem, ktery si v této kapitole popiseme, je analyza jadrové kon-
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zistence, ktera souvisi s dekompozi¢ni metodou Tucker3, jez je zobecnénim me-
tody PARAFAC. Z tohoto duvodu si zde uvedeme zakladni strukturu modelu
Tucker3, pro vice informaci muze ¢tenaf nahlédnout do [3], a porovname ji se
strukturou modelu PARAFAC. Obé metody jsou urceny k ziskéani komponent,
jez jsou kombinaci parametri. Uvazujme model PARAFAC (viz kapitola 3.1) na

X jako
F
Tijk = Z aifbjrcry + €ijk, X=A(CoB), (45)
f=1

kdet=1,....1,5=1,...,J, k=1,..., K, aktery je dan linearni kombinaci pa-
rametri, odpovidajicich stejnému poctu faktortd, které prislusi jednotlivym mo-
dim. Jestlize se ukaze, ze dvé komponenty popisuji strukturu datového pole,
z kazdého mdédu musi byt urceny i dva vektorové parametry. Ve srovnani s mo-
delem PARAFAC je model Tucker3 vice flexibilnéjsi z divodu existence mnoho-
rozmérného jadrového pole, jelikoz umoziuje popsat model pomoci komponent,
které nemusi byt nutné tvoreny vektorovymi parametry z kazdého médu. Napii-
klad prvni komponenta miize byt kombinaci vektorovych parametrti z prvniho
a druhé médu a druha komponenta mtze byt tvorena vektorovymi parametry

z prvniho a tifettho médu. Model je dan jako

E F
Z Z gdefaidbjeckf + €k, X = AGDXEF(C © D)T; (46)

1 e=1 f=1

D
Lijk =

d=
znaceni je analogické jako u modelu PARAFAC, nicméné se nam ve vztahu ob-
jevuje navic ggef, coz je prvek jadrového pole G, transformovaného nésledné na
matici G. Pro srovnani miizeme oba modely graficky znazornit pomoci nasledu-
jiciho obrazku 8.

Model PARAFAC zapiseme jako specialni ptipad modelu Tucker3 jako
X = ATFF(CoB), (47)

kde T je transformovand matice jadrového tenzoru obsahujici nuly az na super-
diagonalu, kterd obsahuje samé jednicky. Superdiagonélou je zde myslena téle-

sové thlopricka tfirozmérného tenzoru (krychle, viz obrazek 8). Pokud je model
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Obrazek 8: Srovnani modelu PARAFAC (nahotfe) s modelem Tucker3 (dole) [1].

spravné navrzen, pak T a G by mély byt podobné. Staci ovérit, zda na superdia-
gondle tenzoru G jsou prvky blizko jedné a ostatni prvky blizko nule. V opa¢ném
pripadé data nejsou ze své podstaty trilinearni a nebo jsme zvolili vétsi pocet

komponent. Jadrovou konzistenci 1ze matematicky popsat vztahem

(48)

DD DARD DA (e tz’jk)2) 100
Iz .

Jadrova konzistence = (1 —

Hodnota pohybujici se kolem 90% znaéi, Ze data maji trilinedrni strukturu a ze
navrzeny model je spravné zvoleny. Hodnoty blizko 50% a nebo mens$i indikuji
Spatné navrzeny model. Jadrovou konzistenci lze zkoumat i graficky, kdy do grafu

zobrazujeme prvky jadrového tenzoru a jejich hodnoty.

3.5.5 Degenerované feseni

Nyni si uvedeme nékteré piipady degenerovaného reseni, vedouciho k nestabi-
lité a praktické nepouzitelnosti modelu; jiné situace jsou uvedeny v [4]. Typickym
priznakem degenerovaného feseni je, kdyz vektory zatézi stejného mdédu jsou silné
korelované. Dalsim pripadem je, kdyz jsou dvé nebo zadnéa dvojice vektorovych
zatézi odpovidajicich média pozitivné korelované a soucasné jedna ¢i vSechny tii

dvojice negativné korelované. Pro posouzeni degenerovaného feseni pak slouzi
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ukazatel T'C' (z anglického Triple Cosine), ktery je definovan pro dvojici kompo-

nent jako

aa, b/ b; ¢/ c;
[l [ {2 bil | 1] [le:ll e,

TC;; = cos(a;, a;j) cos(b;, bj) cos(c;, ;) = (49)

kde i,7 = 1,...,F,i # j Hodnoty T'C;; pohybujici se v rozmezi —1 az —0.85

poukazuji na degenerované reseni.
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4 Aplikace metody PARAFAC

V praktické ¢asti této prace aplikujeme metodu PARAFAC na redlné datové
soubory pochéazejici z riznych védnich oblasti. Prvni priklad se vénuje analyze
ekologickych dat pochazejicich z Ceské republiky, druhy piiklad zkoums data
popisujici vzdélavaci systém a trh prace ve vybranych statech Evropské unie na
zékladé vybranych charakteristik a posledni model je vytvoren pro datovy soubor
pochézejici z 1ékaiského prostiedi. U kazdého praktického ptikladu si vzdy popi-
Seme prislusny datovy soubor, odhadneme model popisujici data a tento model
zhodnotime. Stézejnim vystupem této motody jsou zatézové grafy, stejné jako
v pripadé PCA byl vystupem biplot. Data jsou zpracovana pomoci statistického
softwaru R s vyuzitim knihovny ThreeWay [1(]. Interpretace vysledkt byla mimo

jiné zpracovana pomoci [141].

4.1 Piiklad 1: Znecisténi ovzdusi na obyvatele v CR

V tomto pfikladé budeme analyzovat data ziskana ze Statistické rocenky
Ceské republiky [18], jez popisuji zneéisténi ovzdusi na obyvatele bé&hem
let 2002-2009 ve vybranych krajich CR. Data jsou uspotfadéana do tiirozmérného

tenzoru, X € R12X4x8 3 piedni vrstva ma podobu nasledujici tabulky 1.

Uzemi Emise tuhé  Oxid sifi¢ity  Oxid dusiku  Oxid uhelnaty
2002

Jihocesky 7,7 18,3 8,3 18,8
Plzensky 6,6 21,5 9,7 19,6
Karlovarsky 5,7 56,8 26,9 18,1
Ustecky 6,2 98,4 77,1 20,0
Liberecky 4,6 11,0 6,5 15,7
Kralovéhradecky 5,4 13,5 5,1 17,9
Pardubicky 6,3 36,2 27,5 19,2
Vysocina 6,4 8,2 5,3 18,1
Jihomoravsky 2,0 3,1 4,6 5,0
Olomoucky 4,0 9,5 7,3 11,6
Zlinsky 3,2 11,8 6,2 8,6
Moravskoslezsky 5,9 22,8 18,8 103,0

Tabulka 1: Piedni vrstva datového pole (znecisténi ovzdusi v CR).

Dalsi vrstvy pak odpovidaji méteni v jednotlivych letech (viz ptiloha A.1). JelikoZ
jsou data importovana z textovych souborti, je nezbytné nastavit cestu k pracov-

nimu adresari, ve kterém jsou soubory ulozeny, pomoci ptrikazu:
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>setwd("D:/UPOL/Mgr/diplomka/data/Emise")

V tvodu jsme zminili, Ze budeme pracovat s knihovnou ThreeWay, proto ji na-

¢teme:

>library(ThreeWay)

Nyni mtizeme importovat datové tabulky a nésledné je prevést do maticového

formatu, v pripadé prvni z nich tedy zadame:

> di=as.matrix(read.table("02.txt", header=FALSE, sep=""))

Takto postupujeme u nacteni kazdého souboru, celkové pracujeme s osmi mati-
cemi, které usporadame do jedné matice typu 12 x 32 podle definice 2.2. Je-
likoz se hodnoty proménnych lisi jednotkami radu, aplikujeme logaritmickou

transformaci (44):

> datal=log(cbind(d1,d2,d3,d4,d5,d6,d7,d8))

Nyni méme data pripravena a muzeme pristoupit k nalezeni modelu pomoci ALS
algoritmu. Z knihovny ThreeWay vybereme nésledujici funkci a vhodné nastavime
jeji argumenty, predevsim rozmér datového souboru (12, 4, 8), pocet komponent

(2), vice v [16]:
> emi<- CPfuncrep(datal, 12, 4, 8, 2, 1, 1, 1, 0, le-6, 1000)

Zadanim prikazii emi$A, emi$B, emi$C zjistime hodnoty parametri:

> emi$A
[,1] [,2]
[1,] 13.471968 0.06643899
[2,] 13.634421 0.14901424
[3,] 14.371087 0.67159319
[4,] 16.034884 0.94255708

[5,] 11.580562 -0.08500298
[6,] 12.607683 -0.02058894
[7,] 14.235703 0.50443471
[8,]1 12.238826 -0.18225472
[9,] 6.917208 0.07121468
[10,] 10.740124 0.10203365
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[11,] 9.566302 0.24077570
[12,] 19.279909 -0.16315026
> emi$B

[,1] [,2]
[1,] -0.3057162 0.06457693
[2,] -0.5352538 -1.36277831
[3,] -0.4211580 -1.55356967
[4,]1 -0.6300804 0.66320026
> emi$C

[,1] [,2]
[1,] -0.3739452 -1.163265
[2,] -0.3726193 -1.166864
[3,] -0.3723376 -1.181871
[4,] -0.3518067 -1.229719
[5,] -0.3442177 -1.287099
[6,]1 -0.3450902 -1.322828
[7,]1 -0.3333062 -1.189992
[8,]1 -0.3231963 -1.199020

Algoritmus nalezl vysledny model po 615 krocich. Tuto informaci zjistime zadé-
nim prikazu emi$iter. Ovéfime procento vyrovnani dat pomoci modelu:

> emi$fp
[1] 99.24547

Vidime, Ze model data vyrovnava z 99%, coz je velmi dobry vysledek. Z vysledkii
muzeme také zjistit minimalni hodnotu 7'C' mezi dvéma komponentami podle
(49), ktera signalizuje degenerované reseni:

> emi$tripcos

Minimal triple cosine

0.2348072

Hodnota se nepohybuje v rozmezi, které neni zadouci. Abychom ovSem mohli
vysledny model povazovat za vyhovujici, aplikujeme na néj téz ,split-half* ana-
Iyzu. K tomu pouzijeme néasledujici funkci s vhodné zvolenymi parametry, jako
rozméry datového souboru, pocet komponent a jiné (vyznam parametra v [16]).
Software nas vyzve k zadani dvou parametri, prvni volime 1 pro nendhodné roz-
déleni datového souboru a druhy volime 0, jelikoz data jsou jiz zlogaritmovana
a zddné dalsi Gpravy na nich neni potfeba provadeét:
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> splitCP <- splithalfCP(datal, 12, 4, 8, 2, 0, 0, 0, 0, 1e-6, 10000, 1, 1, 1)

Pro hodnoceni jsou stézejni nasledujici hodnoty:

Congruences for A in splits and in appropriate part of Afull

SPL1 SPL2
Comp.1 11.00

Comp.2 10.93
Congruence values for B-mode component matrix
Comp.1 Comp.2

1.00 0.94

Congruence values for C-mode component matrix
Comp.1 Comp.2
1 1

Vidime, ze v obou souborech bylo dosazeno shody ve vSech parametrech. Pokud
bychom chtéli védét, jaké je vyrovnani v pripadeé jiného poctu komponent, zadame
nasledujici ptikaz:

> FitCP <- CPrunsFit(datal, 12, 4, 8, 5)

> QutCP <- FitCP[,c(1,4)]
> CPdimensionalityplot(OutCP, 12, 4, 8)

Vystupem této funkce je grafické zobrazeni procenta vyrovnani vzhledem k poctu

parametri a po¢tu komponent (obréazek 9). Z grafu je zfejmé, Ze pocet komponent

Fit (%)
980 985 990 995 1000
| 1 1 1

975
|

97.0
|

T T T T T
20 40 60 80 100

number of effecfive parameters

Obrazek 9: Hodnota vyrovnani modelem pfi rizném poc¢tu komponent (%).
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byl zvolen spravné. Pti pouziti t¥i komponent by jiz nedoslo k tak razantni zméné
ve vyrovnani jako v piipadé mezi jednim a dvémi komponenty.

Z vyse uvedenych vysledkt 1ze konstatovat, Ze vysledny model je vyhovujici
a proto muzeme pristoupit ke grafické interpretaci hodnot zatézi. Pro jednodu-
chost si uvedeme prikaz pouze pro zobrazeni hodnot matice zatézi A, obdobné
se postupuje téz u zbylych dvou matic. Abychom se v grafu lépe orientovali,

popiseme si jednotlivé proménné:

> ## A
> rownames (emi$A)=(paste (C("JC" ,"P1","Ka","U","Li", "Kr","Pa", llvyll ,"IM", o1, "Z", "MS")))
> plot(emi$A[,1],emi$A[,2] ,type="n" ,main="ZatéZovy graf matice A", xlab="al",ylab="a2")

> text(emi$A,labels=rownames (emi$A))

Zatézovy graf, obrazek 10, odhaluje nékolik skupin. Nejvétsi hodnotu podle
a; méa Moravskoslezsky kraj, naopak nejvétsi hodnotu podle a; ma Ustecky kraj.

Kraj Pardubicky a Karlovarsky tvori tfeti skupinu. Jihomoravsky kraj se do vek-

ZatéZovy graf matice A
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Obrazek 10: Zobrazeni hodnot z&téZ1 matice A.

vV,

toru zatézi a; odrazi nejméné. Zbytek kraji tvofri posledni skupinu s tim, ze
Vysocina prispiva do zatéze a; nejnizsi mirou.

Pro méd znecistujicich slozek (obrézek 11) plati, Ze emise tuhé nabyvaji nej-
nizsi hodnoty podle vektoru zatézi b;. Oxid uhelnaty pfispiva nejvétsi mirou do

b; a zaroven nejnizsi mirou do by. Z grafu lze vyvodit, ze oxidy dusiku a oxid
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ZatéZovy graf matice B
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Obrazek 11: Zobrazeni hodnot z&téZzi matice B.

sifi¢ity spolu souvisi, tato souvislost byla prokazana i v pripadé dvourozmérné
PCA v kapitole 1.2. Navic obé slozky pfispivaji nejvice do by narozdil od zbylych
dvou.

Graf zobrazujici vektor zatézi ¢, proti ¢y (obrazek 12) poukazuje na prakticky

stejné znecisténi v letech 2002, 2003 a 2004. Tyto roky zaroven vykazuji vysokou

Zatézovy graf matice C
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Obrazek 12: Zobrazeni hodnot zatézi matice C.

miru pfispéni do c;. Druhou skupinu v tomto grafu tvoii roky 2008 a 2009,

které naopak nabyvaji nizkych hodnot jak podle ¢y, tak i podle cy. Rok 2007 méa
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nejvyssi miru prispéni do cs.

Kromé vyse uvedenych interpretaci, kdy popisujeme kazdy mdd zvlast, se na
ziskany model miizeme divat komplexné. Vsechny grafy spolu totiz souvisi, kon-
krétné pozice jednotlivych proménnych, a kazdy z nich odrazi vliv na ostatni.
Ze zatézovych grafl lze konstatovat, ze Moravskoslezsky kraj ma vyrazné zne-
¢isténi oxidem uhelnatym béhem let 2002-2004. V Usteckém kraji pak miizeme
pozorovat prevazné znecisténi oxidy dusiku a oxidem sitic¢itym, které se projevilo
v pritbéhu let 2006 a 2007.

Nutno poznamenat, ze v tomto ptikladé doslo k nejednoznac¢nému feSeni ve
smyslu orientace os (soufadnic), jako se tomu stava pii PCA. Tento problém byl
vyTeSen vynasobenim ¢isla —1 vektorem zatézi druhého a tietiho médu. Proto je

vzdy potieba vysledny model porovat s namérenymi hodnotami.

4.2 Priklad 2: Lékarska data

Model PARAFAC aplikujeme na data z lékafského prostfedi nejmenované
nemocnice, viz priloha A.2. Datovy soubor obsahuje vysledky méfeni ndhodné
vybranych pacientti v pritbéhu péti let a tvoii tifrozmérny tenzor, X € R20%10%5
jehoz predni vrstva ma podobu tabulky 2.

Pacient Gly Chol ALT AST Urea Kreat Leu Hemo Tromb Ery

2009

ID1 5 52 084 046 39 61 9,7 133 250 4,42
ID2 71 317 1,18 057 43 75 4,61 143 156 48
ID3 43 52 0,35 055 45 65 6,25 160 250 5,2
ID4 541 6,84 0,33 043 32 68 519 104 278 4,62
ID5 66 65 094 057 49 66 4,48 136 270 4,7
ID6 52 7,81 0,33 035 48 66 7,6 138 291 4,22
ID7 73 47 061 057 39 61 9,87 147 225 5,25
D8 49 539 0,69 058 37 68 9,52 127 236 46
DY 48 6,58 0,55 047 52 68 51 141 266 9,47

ID10 4.8 6,2 1 0,62 6,1 61 10,7 125 142 4,19

Tabulka 2: Pfedni vrstva datového souboru lékaiskych dat.

Jelikoz datovy soubor budeme opét importovat, je potieba nastavit odpovidajici
cestu k pracovnimu adresafi jako v predchozim prikladé pomoci piikazu setwd.
Knihovnu ThreeWay mame jiz nac¢tenou, proto miizeme pfistoupit k importu dat,

které rovnou prevedeme do maticové podoby:
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> pl=as.matrix(read.csv2("2009.csv", header=FALSE, sep=";", dec=","))

Tento prikaz provedeme u kazdého souboru a vSech pét matic usporadame do
jedné, v podstaté provedeme transformaci tenzoru na matici. Protoze jsou jed-
notlivé proménné méfeny v riiznych jednotkach, naméfena data normujeme pres

prvni méd:

> P=cbind(p1,p2,p3,p4,p5)
> data2=norm3(P, 20, 10, 5, 1)

Pomoci algoritmu ALS néasledné hledame vhodny model, resp. vypocitame hod-
noty parametri. K tomu slouzi nasledujici funkce s vhodné nastavenymi vstup-

nimi argumenty, napf. pocet komponent je nastaven na dve:

> pac<- CPfuncrep(data2, 20, 10, 5, 2, 1, 1, 1, 0, 1e-6, 1000)

Ke zjisténi hodnot matic zatézi postupujeme stejnym zpiisobem jako u predcho-

ziho prikladu:

> pac$A
[,1] [,2]
[1,] -6.717092 -0.32898102
[2,] -6.800721 0.76266166
[3,] -7.511450 0.11835886
[4,] -6.068755 -0.57738473
[5,]1 -7.315385 -0.11632492
[6,] -7.383284 -0.18717773
[7,]1 -6.935507 0.29741256
[8,] -6.963079 0.08693758
[9,] -7.240148 -0.08558099
[10,] -6.240860 0.46610206
[11,] -7.647392 -0.74830667
[12,] -6.826490 -0.01594428
[13,] -7.128953 -0.03066265
[14,] -6.656580 0.76258350
[15,]1 -7.225445 0.13658928
[16,] -7.366165 -0.02494032
[17,]1 -8.104946 0.11574646
[18,]1 -7.191147 0.18406490
[19,] -7.687320 0.61812424
[20,] -7.482944 -0.02049854
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> pac$B
[,1] [,21
[1,] -0.018382376 -0.006672810
[2,] -0.018333068 0.004634140
[3,] -0.002003216 -0.002072476
[4,] -0.001653640 -0.001416209
[5,]1 -0.016937441 -0.009265952
[6,]1 -0.237273378 -0.192174185
[7,] -0.023828345 0.009342572
[8,] -0.469527115 -0.159538874
[9,] -0.852569508 1.828530860
[10,] -0.016257093 -0.004231505
> pac$C
[,1] [,2]
[1,] 0.4449004 -0.5642161
[2,] 0.4442561 -0.5660081
[3,] 0.4449005 -0.7179163
[4,] 0.4447688 -0.7300557
[5,] 0.4438009 -0.5736778

Nalezeny model byl zjistén po 170 krocich. Nez pristoupime k zobrazeni hodnot
zatézi, ovéiime kvalitu ziskaného modelu. Procento vyrovnani modelem je 99%
a minimalni hodnota T'C' byla zjisténa —0.1364217. Oba vysledky vypovidaji
o nalezeni vhodného modelu. Nicméné vysledek ohodnotime pomoci ,split-half“

analyzy s vhodné nastavenymi parametry [16]:

> splitCP <- splithalfCP(data2, 20, 10, 5, 2, 0, 0, 0, 0, le-6, 10000, 1, 1, 1)

Sledujeme hodnoty, jez vypovidaji o shodé parametrii:

Congruences for A in splits and in appropriate part of Afull

SPL1 SPL2
Comp.1 1.00 1.00

Comp.2 0.97 0.98
Congruence values for B-mode component matrix
Comp.1 Comp.2

1.00 0.99

Congruence values for C-mode component matrix
Comp.1 Comp.2
1.00 0.97

Vzhledem k tomu, Ze shoda byla dosazena ve vSech parametrech, a ze hodnota

TC je piijatelnd, povazujeme model za vyhovujici. Graf (obrazek 13) znazornuje
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% vyrovnani dat modelem pro rizny pocet komonent, kde vidime, Ze pocet kom-

ponent byl zvolem spravné a mtizeme pristoupit ke grafické interpretaci vysledki.

Fit (%)

986 988 990 0992 994 996 098
|
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number of effective parameters

Obréazek 13: Hodnota vyrovnani modelem pfi rtizném poc¢tu komponent (%).

Uvedeme postup pouze pro zatézovy graf prvniho médu. A abychom se 1épe
orientovali v grafu, ptfitadime k jednotlivym proménnym popisky:

## A
rownames (pac$A)=(paste(c("ID1","ID2","ID3","ID4","ID5S","ID6","ID7","ID8","ID9","ID10","ID11",

"ID12I| . n ID13I| , IIID14" . n ID15|| . IIID16" . n ID17|| . IIID18" . n ID19I| . IIID20")))
plot(pac$A[,1],pac$A[,2] ,type="n",main="Zat&Zovy graf matice A", xlab="al",ylab="a2")

text (pac$A,labels=rownames (pac$i))

Kromé skupiny pacienti, kterd je situovana uprostied zatézového grafu (ob-
razek 14) vidime i odlehld pozorovani. Pacient s ID4 nejvice piispiva do vektoru
zatézi ap, nejnizsi hodnotu podle tohoto vektoru ma pacient s ID17. Co se tyce
miry prispéni do vektoru a,, tak nejméné prispiva pacient s ID11 a nejvice sku-
pina pacientu s ID2 a IDA4.

Graf (obrazek 15) mapujici zatéze druhého médu ukazuje souvislosti mezi
kreatinem a hemoglobinem, které maji nejvyssi hodnotu podle b,. Dalsi skupina
mérnych latek tvori jeden velky shluk a pfispiva svoji mirou nejméné do vektoru
zatézi by. Trombocity se do tohoto vektoru naopak odrazi nejvice, ale svoji mirou
prispivaji nejméné do by. Latky lezici mimo velkou skupinu maji odlisné vlastnosti
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ZatéZovy graf matice A
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Obrazek 14: Zobrazeni hodnot z&téZz1 matice A.

a zfejmé by stalo za to je blize prozkoumat, zda nemaji vyznamny vliv na néjaké

onemocneéni.

Zatézovy graf matice B
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Obrazek 15: Zobrazeni hodnot zatézi matice B.

Zobrazeni vektort zatézi c; versus cy (obrazek 16) odhaluje skupinu let 2012
a 2011, které se nejvice odrazi do cy, stejné jako rok 2009. Nejménsi miru prispéni
do tohoto vektoru pak maji ostatni roky, které ovsem maji vysokou hodnotu podle
Cy. Z grafu lze také vyvodit ze rok 2012 se nejméné odrazi do cs.

Na jednotliva vysetfeni béhem let se ovSsem miizeme divat téz komplexné,
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ZatéZovy graf matice C
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Obrazek 16: Zobrazeni hodnot zatézi matice C.

tj. budeme sledovat pozici proménnych ve vSech tfech grafech soucasné, jako
tomu bylo v predchozim piikladé. Z grafti 1ze vypozorovat, Ze oproti ostatnim
pacientiim byly pacientovi s ID4 v letech 2011-2012 naméfeny vyrazné hodnoty
trombocitli. Dale mtizeme konstatovat, ze v letech 2009 a 2010 byla pfi vysetieni

zjisténa u pacienttt s ID2 a ID14 vyssi hladina kreatininu a hemoglobinu.

4.3 Priklad 3: Data charakterizujici vzdélavaci systém a trh
prace

Posledni priklad je zaméfen na vybrané charakteristiky popisujici vzdélavaci
systému a trh prace ve vybranych zemi Evropské unie, viz ptiloha A.3, kde jsou
téz popsany vyznamy jednotlivych proménnych. Data byla ziskana z [17] a od-
razi vyvoj jednotlivych ukazateli béhem péti let. Vysledky experimentu jsou
opét usporadany do tifrozmérného tenzoru, X € R?**°*5 kde pfedni vrstva ma
podobu tabulky 3.

Jelikoz priprava dat, tzn. nastaveni pracovniho adresafe nebo import dato-
vych souboru, je stejné jako v predchozich prikladech, nebudeme zde tyto postupy
znovu zminovat. Knihovna ThreeWay nabizi kromé jiz uvedené funkce CPfuncrep

i interaktivni funkci CP, ktera v sobé zahrnuje dalsi piikazy, napiiklad pro normo-
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Zemé Vzdel Nezam Tech Mob Niz

2007

Belgie 43,6 7,5 18,4 2,6 34,8
Bulharsko 37,3 6,9 18,8 83 28,7
Ceska republika 42 5,4 25 2,1 16,2
Dénsko 66,5 3,8 20 2,5 32,3
Némecko 57,7 8,8 25,6 3,1 23,5
Estonsko 56,4 4,8 21,1 4,5 20,4
Irsko 35,4 4,6 23,7 142 34
Spanélsko 44 8,3 26,6 1,4 50,3
Francie 56,8 8 26,7 2,5 34

Italie 50,7 6,2 20 1,8 48,6

Tabulka 3: Pfedni vrstva tfirozméného tenzoru (vybrané charakteristiky vzdéla-
vaciho systému a trhu préce).

vani vstupnich dat, skalovani komponent a jiné. Tuto funkci si tedy nyni pred-
stavime a aplikujeme na nactena data, ve scriptu ulozend pod nazvem data3.
Nejprve si vytvorime popisky pro jednotlivé zemé, indikatory a roky, protoze
patii mezi vstupni parametry interaktivni funkce:

> lab_zeme=paste(c("Bel", "Bul","CR","Dan", "Ne","Est","Ir","Spa", "Fra","It","Ky","Lot","Lit",
+ "Mad","Mal","Rak","Pol","Por","Rum","Slovi","Slove","Fin","Sve","VB","Sv"))

> lab_znaky=paste(c("vzdel","nezam","tech","mob","niz"))

> lab_roky=paste(c("07","08","09","10","11"))

Po zadéani funkce s potfebnymi parametry:

> educ <- CP(data3, lab_zeme, lab_znaky, lab_roky)

nas software privita v interaktivni analjze a vyzaduje zadat vstupni parametry.
U této interaktivnich funkci si vystacime se zadavanim ¢islic. Na zac¢atku musime

zadat rozmeéry jednotlivych mddi, tj. postupné 25, 5 a 5:

WELCOME to the interactive CANDECOMP/PARAFAC analysis program
Warning: If you insert an object of mode CHARACTER when not requested,

an error occurs and the program stops!

Specify the number of A-mode entities
1: 25

Read 1 item

Specify the number of B-mode entities
1: 5

Read 1 item

Specify the number of C-mode entities
1: 5

Read 1 item

51



Jelikoz lze metodu PARAFAC stejné jako PCA pouzit jako prvotni metodu pro
provedeni jinych analyz, v pripadé PARAFAC je to predevsim ANOVA, tak je
i tato analyza zakomponovana do této interaktivni funkce. Protoze se prace za-
byvé pouze aplikaci metody PARAFAC, zadame 0:

To see ANOVA results, specify 1:

1: O
Read 1 item

V priitbéhu zadavani vstupnich parametri se stane, ze nékteré parametry nepo-
tfebujeme specifikovat. Je-li tomu tak, zadame 0. Dale budou zobrazeny ty casti
scriptu, které jsou potiebné pro nasi analyzu. Dale vyzadujeme, aby byl datovy

soubor normovan a to pres prvni mod, zadame tedy 1:

How do you want to normalize your array?

= none (default)
= within A-mode
within B-mode
= within C-mode
1

Read 1 item

= W N = O
]

Data have been normalized within A-mode

Note: The preprocessed data are now available in Xprep.

Vstupni parametr, ktery nas zajima v souvislosti s timto prikladem, je pocet
komponent, zadame 2:
How many components do you want to use?

1: 2
Read 1 item

Konvergencni kritérium nechame na implicitné nastavené hodnot€, proto zadame

0:

Specify convergence criterion (default=1e-6)
1: 0

Read 0 items

Stejné tak postupujeme u maximéalniho poctu iteraci, po zadani tohoto parametru

se spusti ALS algoritmus:
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Specify the maximum number of iterations you allow (default=10000).
1: 0

Read 0 items

Pro nas jsou stézejni informace:

Candecomp/Parafac function value is 19.2929159110953 after 519 iterations
Fit percentage is 96.9131334542247 Y

Procedure used 0.36 seconds

Candecomp/Parafac analysis with 2 components, gave a fit of 96.91 7,

Simple check on degeneracy: inspect matrix of triple congruences
Comp.1 Comp.2

Comp.1 1.0000 -0.1462

Comp.2 -0.1462 1.0000

Model byl nalezen po 519 krocich s témér 97% vyrovnanim. Z vysledku mtzeme
vyc¢ist i informaci o degenerovaném feseni, kde —0.1462 odpovida minimalni hod-
noté T'C' mezi dvéma komponentami. Automatickym vystupem funkce CP jsou
i hodnoty parametrii, které zde uvadét nebudeme, ale zobrazime je nasledné v gra-
fech zatézi. Hodnoty zatézi jsou ulozeny pod educ$A, educ$B, educ$C. Déle pro-

vedeme ,split-half“ analyzu, ktera slouzi k hodnoceni ziskaného modelu:

If you want to carry out a STABILITY CHECK on current or different solution, specify ’1’:
1: 1
Read 1 item

Pro nas budou stézejni nasledujici informace:

Congruences for A in splits and in appropriate part of Afull

SPL1 SPL2
Comp.1 1.00 1

Comp.2 0.91 1
Congruence values for B-mode component matrix
Comp.1 Comp.2

0.97 0.67

Congruence values for C-mode component matrix
Comp.1 Comp.2
1 1
Vidime, ze shoda byla dosazena ve vétSin€ parametrii a s ohledem na vyse uve-
dené miizeme model povazovat za vyhovujici. Jesté si ovérime, jaké ma model

vyrovnani:
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If you want to carry out a FITPARTITIONING on current solution, specify ’1°’:

1: 1

Read 1 item

Contribution to fit (in %) for all combinations of components

Tento ptikaz vygeneruje kvalitu vyrovnani hodnot ptivodnich dat, hodnoty se
vesmés pohybuji okolo 97%, coz je pro nas dobry vysledek. VSechny hodnoty zde
uvadét nebudeme, lze je zjistit zadanim educ$fitA, educ$fitB, educ$fitC. Dale

si zobrazime kvalitu vyrovnani pfi rizném poc¢tu komponent (postup je stejny

jako v predchozich ptikladech).

Fit (%)
94 96 98
L L

92
1

T T T T T T T
40 60 80 100 120 140 160

number of effective parameters

Obréazek 17: Hodnota vyrovnani model pfi rizném poc¢tu komponent (%).

Z grafu (obrazek 17) vidime, Ze dvé komponenty jsou postacujici. To plyne
zejména z toho, ze rozdil mezi vyrovnanim v ptipadé dvou a t¥i komponent jiz neni
tak markantni jako v pfipadé jedné a dvou. Z vyse uvedeného tedy dohromady
vyplyva, ze vysledny model je prijatelny, proto mizeme pristoupit k zobrazeni
parametri. Stejné jako v prvnim piikladé, tak i zde uvedeme pouze postup pro
zatézovy graf matice A. Pro lepsi orientaci v grafu a snazsi interpretaci vysledki
popiseme proménné:

## A

> rownames (educ$A)=(paste (c("Bel" , "Bul","CR","Dan", "Ne","Est","Ir", nspau , "Fra","It", "Ky" s
+ "Lot" , "Lit" , ||Mad|| . ||Ma1" . ||Rak" . "Pol" , "Por" , "Rum" , "Slovi" , "Slove" , "Fin" , "SVe" , "VB" , "SV")))

> plot(educ$A[,1],educ$A[,2],type="n" ,main="Zatézovy graf matice A", xlab="al",ylab="a2")

> text(educ$A,labels=rownames (educ$A))
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Na obrazku 18 mapujicim zatéze prvniho médu vidime nékolik skupin zemi.
Prvni shluk je tvofen Polskem, Slovinskem, Litvou, Ceskou republikou, Svycar-
skem, Némeckem a Finskem. Tato skupina ma nejvyssi miru pfispéni do vektoru
zatézi a; i ag. Skupina zahrnujici Slovensko, Dansko, Lotyssko, Rakousko a Ma-
darsko nabyva téz vysokych hodnot podle a;. Kypr mé naopak nejnizsi hodnoty
podle a;. Do a, se nejméné odrazi Malta, ktera spolu s Portulgalskem tvori dalsi
skupinu. Jisté podobnosti miiZeme pozorovat i mezi staty jako je Spanélsko, Ir-
sko a Italie, protoze v grafu tvori také shluk, stejné tak jako Rumunsko s Belgii

a Bulharskem ¢i Velké Britanie s Francii.

Zéatézovy graf matice A

7 |ﬂ\‘ll
t

Ha
Sy,
YR

=01

-0.2

=

03
1

Ir it

Ky Spa

-04

al

Obrazek 18: Zobrazeni hodnot zatéZi matice A.

Nez pfistoupime k interpretaci zatézového grafu matice B (obréazek 19), nutno
pripomenout, Ze vyznam jednotlivych ukazatelt je uveden v priloze A.3. Z grafu
vyplyva, ze ukazatel ,vzdel“, lezici samostatné, prispiva svoji mirou nejvice
do by i by. Prvni shluk je tvofen ukazateli ,nezam®, ,tech” a ,vydaje“, které
nabyvaji vysokych hodnot podle b;. Ukazetel ,mob“ se do vektoru b; odrazi
nejméné, podobné jako ,niz“ do bs. Ze zatézového grafu mizeme vidét, ze hod-
noty proménnych ,mob“, niz“ a ,tech” spolu souvisi.

Posledni obrazek 20 zobrazuje zatéze tretiho mdédu. Vidime, ze rok 2011 méa
nejvetsi hodnotu podle ¢; a nejméné prispiva do cs. Do ¢y nejvice prispiva svoji

mirou rok 2007, ktery se naopak nejméné odrazi do vektoru c;. V tomto grafu se
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Zatézovy graf matice B

vzde

nezam tech

-1
1

b2

mob

-2
1
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0.0 02 04 06 08

b1

Obrazek 19: Zobrazeni hodnot zatézi matice B.

utvorila skupina rokt 2008 a 2009.

Zatézovy graf matice C

07

08

09

c2
086
1

0.84
1
=
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0.445 0.450 0.455 0.460

ci

Obrazek 20: Zobrazeni hodnot zatézi matice C.

Na zavér si popiseme souvislosti mezi jednotlivymi grafy. Pozice prvnich dvou
skupin zemi, vzniklé dle prvniho médu naseho modelu, odpovida s umisténim
ukazatele ,,vzdel“ a rokem 2007, jelikoz tyto téz nabyvaji nejvyssich hodnot podle
druhého vektoru zatézi, potazmo druhé komponenty. Mizeme tedy konstatovat,
ze skupiné stfedoevropskych zemi a zapadoevropskych zemi odpovida vysoké

procento lidi ve véku 18 az 24 let ucastnicich se vzdélavani. Naproti tomu pozice
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Kypru se shoduje s umisténim ukazatele ,,mob“ i s pozicemi let 2007-2009, protoze
zminéné ukazatelé prispivaji nejméné do by stejné jako skupina zemi i rok. Lze
tak tedy rtici, ze Kypr je charakterizovan velkou studentskou mobilitou, ktera
se projevila zejména béhem prvnich let vyzkumu. Obecné lze poznamenat, ze
se ve skupiné jihoevropskych statt (Malta, Portugalsko) vyskytuje vice obyvatel

s nizkou trovni vzdélani.
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ZAavér

Pro porozuméni prirozené struktury vicerozmérnych datovych soubori se po-
uzivaji dekompozi¢ni metody, které jednak naleznou skutecnou dimenzi dat, ale
usnadni interpretaci vysledki a mohou slouzit jako vychozi metoda prizkumové
analyzy dat, jejiz zavéry jsou nasledné pouzity pii dalsim statistickém zpracovani.
V této praci jsem se zabyvala vybranymi dekompozi¢nimi metodami; klicové bylo
predevsim vysvétlit princip fungovani metody PARAFAC, jez je zobecnénim me-
tody PCA.

Nejprve jsem se vénovala metodé PCA, kterou lze aplikovat na dvourozmeérné
datové soubory. Uvedla jsem zakladni pojmy, propojila tii pfistupy tvorby modelu
a demonstrovala teoretické aspekty na prikladé, kde byly vysledné skéry a zatéze
zobrazeny v podobé biplotu. Na zavér jsem zminila i vlastnosti analyzy. Tuto
¢ast jsem zahrnula do své prace, jelikoz ji povazuji za stézejni pro pochopeni
metody PARAFAC, ktera je urcena pro analyzu vicedimenzionalnich datovych
soubort. Dale jsem uvedla zakladni algebraické pojmy a operace, o které se opiraji
teoretické zaklady metody PARAFAC. Posledni kapitolu teoretického celku jsem
vénovala samotné metodé PARAFAC, zejména pak jejim prednostem, mezi které
patii jednoznacnost vysledného modelu a snadna interpretace vysledkt. Podrobné
jsem popsala ALS algoritmus, na zakladé kterého se pocitaji parametry. Pro
sestaveni spravného modelu jsou zapotiebi i znalosti o pfedzpracovani dat, urceni
poctu latentnich proménnych (hlavnich komponent) a ohodnoceni vysledného
modelu, proto jsem i tyto aspekty zaradila do své prace.

V praktické casti jsem vSechny teoretické poznatky demonstrovala na tfech
datovych souborech, pochézejici z rtiznych védnich disciplin. V kazdém ptikladé
jsem predstavila prislusny datovy soubor, dale pak stru¢né popsala postup vypo-
¢tu parametri ve statistickém softwaru R a zhodnotila sestaveny model. Byl-li
ziskany model vyhovujici, interpretovala jsem vystupy, jez jsou v podobné zaté-
zovych grafi.

Doufam, ze moje diplomova prace prispéje k dalsi popularizaci tohoto velmi

uzite¢ného nastroje mnohorozmeérné statistické analyzy.

58



A Priloha: Data
A.1 Priklad 1

Emise zne¢istujicich latek na jednoho obyvatele podle vybranych krajii CR [15].

Uzemi Emise tuhé  Oxid sifi¢ity  Oxid dusiku  Oxid uhelnaty
2002

Jihocesky 7,7 18,3 8,3 18,8
Plzernisky 6,6 21,5 9,7 19,6
Karlovarsky 5,7 56,8 26,9 18,1
Ustecky 6,2 98,4 77,1 20,0
Liberecky 4,6 11,0 6,5 15,7
Kralovéhradecky 5,4 13,5 5,1 17,9
Pardubicky 6,3 36,2 27,5 19,2
Vysocina 6,4 8,2 5,3 18,1
Jihomoravsky 2,0 3,1 4.6 5,0
Olomoucky 4,0 9,5 7,3 11,6
Zlinsky 3,2 11,8 6,2 8,6
Moravskoslezsky 59 22,8 18,8 103,0
2003

Jihocesky 8,0 17,7 7,9 19,3
Plzensky 7,1 21,3 9,4 20,8
Karlovarsky 6,1 53,2 28,1 14,7
Ustecky 6,1 88,8 77,4 19,6
Liberecky 4,8 11,1 5,5 16,8
Kralovéhradecky 5,1 14,2 6,4 18,5
Pardubicky 6,0 39,2 29,3 19,8
Vysocina 6,7 8,2 5,4 18,8
Jihomoravsky 1,9 3,5 4,0 4,8
Olomoucky 4,2 10,2 6,5 11,0
Zlinsky 3,4 11,0 5,0 7,9
Moravskoslezsky 5,5 21,8 17,2 108,4
2004

Jihocesky 8,0 18,6 8,2 19,0
Plzensky 6,3 21,4 10,1 20,9
Karlovarsky 4,9 56,5 27,5 14,3
Ustecky 5,4 87,3 79,3 19,7
Liberecky 4.4 9,6 5,0 16,3
Kralovéhradecky 49 16,8 5,3 18,4
Pardubicky 5,7 32,8 25,5 19,9
Vysocina 6,8 7,4 5,3 17,6
Jihomoravsky 2,0 3,7 4,3 5,2
Olomoucky 4,0 11,3 6,4 11,3
Zlinsky 3,5 15,0 6,5 7,8
Moravskoslezsky 5,6 22,8 18,9 1179
2005

Jihodesky 49 17,6 6,9 15,6
Plzensky 44 21,2 94 16,5
Karlovarsky 4,1 54,0 24,1 12,7
Ustecky 48 87,4 74,8 16,0
Liberecky 2,9 8,6 4,6 13,7
Kralovéhradecky 3,6 14,7 4,9 16,7
Pardubicky 3,8 30,8 22,4 16,0
Vysocina 5,0 6,4 5,7 15,1
Jihomoravsky 1,3 3,7 3,9 49
Olomoucky 2,7 11,1 6,3 9,3
Zlinsky 1,8 12,4 5,9 7,4
Moravskoslezsky 4,6 23,5 19,9 105,8
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Uzemi

Emise tuhé

Oxid siFicity

Oxid dusiku

Oxid uhelnaty

2006

Jihocesky
Plzensky
Karlovarsky
Ustecky
Liberecky
Kralovéhradecky
Pardubicky
Vysocina
Jihomoravsky
Olomoucky
Zlinsky
Moravskoslezsky
2007

Jihocesky
Plzensky
Karlovarsky
Ustecky
Liberecky
Kralovéhradecky
Pardubicky
Vysocina
Jihomoravsky
Olomoucky
Zlinsky
Moravskoslezsky
2008

Jihocesky
Plzensky
Karlovarsky
Ustecky
Liberecky
Kralovéhradecky
Pardubicky
Vysocina
Jihomoravsky
Olomoucky
Zlinsky
Moravskoslezsky
2009

Jihocesky
Plzensky
Karlovarsky
Ustecky
Liberecky
Kréalovéhradecky
Pardubicky
Vysocina
Jihomoravsky
Olomoucky
Zlinsky
Moravskoslezsky

4,8
4,2
5,2
4,5
2,7
3,4
3,7
4,8
1,2
2,5
1,7
4,5

5,3
4,4
5,1
4,8
2,9
3,6
43
5,4
1,5
2,8
1,9
5,6

5,1
43
4,4
4,1
3,2
3,5
3,8
5,0
1,5
2,9
2,1
5,1

4,5
3,8
4,2
3,7
2,7
3,8
3,5
4,7
1,5
2,4
1,9
3,6

16,2
19,8
55,7
87,0
8,0
14,8
27,6
5,7
3,7
9,3
11,8
23,7

15,7
18,6
68,9
92,2
6,9

14,1
27,9
5,2

17,6

6,2
9,0
29,9
76,4
4.2
46
22,8
4.8
3,6
5,8
5,1
18,9

6,2
8,1
30,5
75,4
4,1
43
26,9
4,7

5,5
4,9
19,0

5,6
6,9
28,2
67,1
3,3
4,0
21,6
3,9
3,7

4,9
16,4

5,4
5,2
26,0
66,3
2,8
3,4
18,6
3,8
3,6

4,6
14,9
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14,3
14,8
11,9
16,0
12,4
14,2
13,9
13,7
4,9
9,9
6,9
110,0

13,9
14,5
12,4
17,5
11,8
13,2
13,2
13,9
4,6
9,5
5,8
131,2

14,1
14,8
12,8
15,4
12,3
12,8
13,9



A.2 Priklad 2

Vysledky vysetfeni vybranych pacientti z nejmenované nemocnice.

Pacient Gly Chol ALT AST Urea Kreat Leu Hemo Tromb Ery
2009

ID1 5 5,2 0,84 046 3,9 61 9,7 133 250 4,42
ID2 7,1 3,17 1,18 0,57 4,3 75 4,61 143 156 4,8
ID3 4,3 5,2 0,35 0,55 4,5 65 6,25 160 250 5,2
1D4 541 6,84 0,33 043 3,2 68 5,19 104 278 4,62
D5 66 65 094 057 49 66 4,48 136 270 4,7
1D6 5,2 7,81 033 0,35 4,8 66 7,6 138 291 4,22
ID7 73 47 061 057 39 61 987 147 225 5,25
ID8 4,9 539 0,69 0,58 3,7 68 9,52 127 236 4,6
D9 4,8 6,58 0,55 0,47 5,2 68 5,1 141 266 9,47
ID10 4,8 6,2 1 0,62 6,1 61 10,7 125 142 4,19
ID11 5,4 458 0,61 048 4 60 8,32 142 335 4,87
ID12 4,8 594 0,74 0,51 53 53 5,9 142 238 4,5
ID13 5,8 5,4 0,67 0,54 75 86 9,3 134 247 4,47
ID14 55 685 0,75 0,74 47 72 6,5 140 152 4,85
ID15 6,5 591 0,3 0,29 5,2 68 9,2 134 261 4,44
ID16 4,5 6,15 0,5 0,42 5,5 78 4,49 148 253 4,88
ID17 5,9 462 0,95 0,65 59 90 5,62 151 259 4,98
1D18 5 4,4 0,36 0,31 4,7 90,4 6,5 140 258 4,7
ID19 5,4 487 0,33 047 49 83 7,2 138 245 4,9
ID20 5,7 5,7 0,53 0,48 4,5 80 8,1 144 284 4,59
2010

D1 54 5,12 063 042 51 62 8,8 131 289 4,43
ID2 5,1 2,14 1,1 0,55 5,5 74 4,6 143 156 4,86
ID3 4,6 527 0,33 0,52 4,7 65 7,13 163 258 5,22
ID4 4,2 546 0,37 0,48 3,5 59 6,1 107 294 4,51
ID5 5,3 6,52 1,9 0,53 54 75 10,1 143 274 4,86
ID6 5,2 8,52 0,58 0,46 4,9 69 7,07 133 239 4,84
ID7 5,7 5,2 0,57 0,45 4,2 63 10,2 138 228 5,2
ID8 4,4 5,57 0,7 0,69 4,1 67 4,15 139 232 4,45
DY 49 661 067 044 53 74 4,78 148 260 4,72
ID10 4,9 6,4 0,62 0,53 54 55 7,72 121 252 4,9
ID11 6,1 4,92 0,47 041 43 67 7,6 145 357 5,5
ID12 5,1 3,36 0,55 0,48 4,6 53 6,6 140 247 4,79
1D13 5,4 5,66 1,1 0,71 7,2 70 7,19 128 250 4,9
ID14 5,4 557 0,58 0,48 5,2 70 6,7 138 176 4,97
ID15 5,5 4,04 0,2 0,3 5,8 70 10,11 126 253 4,35
ID16 47 613 053 044 57 87 4,2 134 274 4,73
ID17 5,9 6,25 0,9 0,61 5,7 81 5,7 150 269 5,04
ID18 5,6 5,7 0,36 0,3 6,5 80,5 6,93 146 215 4,85
ID19 5,5 6,1 0,36 0,48 3,7 92 7,9 152 188 5,23
1D20 5,8 5,5 0,5 0,45 4,8 82 7,9 145 280 4,5
2011

ID1 6,8 5,6 0,82 047 4,3 53 8,32 127 281 4,41
D2 68 317 11 055 55 74 3,75 138 159 4,79
ID3 4,8 5,8 0,48 0,55 5,2 64 7,12 139 245 5,2
ID4 4,2 5,6 0,35 045 3,7 60 5,46 105 290 4,55
ID5 7 577 0,63 0,4 5,9 71 9,5 149 288 4,88
1D6 4,6 6,49 0,29 0,44 38 67 7,9 144 275 4,46
ID7 6,9 487 0,63 0,6 4,8 61 7,4 139 194 4,84
1D8 4,3 545 0,92 0,76 4,1 72 5,27 133 266 4,37
1D9 4,1 5,31 0,85 0,63 4,8 74 5,69 138 260 4,5
ID10 5,3 6,57 0,62 0,52 4,5 56 3,54 130 139 4,41
D11 6,1 493 023 026 43 71 8,19 142 373 5,5
1D12 5,2 5,2 0,68 0,51 4,8 57 5,2 136 227 4,48
ID13 4,9 6,28 0,64 054 5,5 72 9 129 256 4,3
D14 6,1 6,64 0556 0,4 4,7 73 6,28 139 147 6,99
ID15 53 401 022 029 54 64 6,82 148 212 4,98
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Pacient Gly Chol ALT AST Urea Kreat Leu Hemo Tromb Ery
D16 47 529 034 035 58 72 11 146 262 2,91
ID17 4,8 4,45 0,62 0,52 7 106 5,5 150 275 5,2
D18 6 73 042 034 7.6 795 844 140 252 4,54
ID19 6,7 5,96 0,31 0,45 4,3 101 10,28 156 215 5,21
ID20 6,02 5,17 0,78 0,72 4,7 80 8,4 150 282 4,5
2012

ID1 62 52 055 041 5 51,1 813 129 253 4,41
D2 57 471 0,99 057 48 76 5,2 145 159 4,95
ID3 5,3 6,39 0,52 0,57 5,4 70 7,1 150 256 5,1
D4 46 564 037 042 39 58 542 105 284 4,57
ID5 7,1 6,88 0,87 0,45 7 63 8,4 150 280 4,6
D6 51 65 038 035 57 73 11,83 154 302 4,59
ID7 4,3 3,46 0,65 0,63 4,4 55 8,38 146 203 5,4
D8 41 557 07 0,69 41 67 511 149 210 4,78
D9 45 63 063 05 59 75 5,8 144 284 4,69
ID10 4,8 6,4 0,6 0,55 4,8 61 3,13 136 166 4,47
ID11 6,9 493 0,33 0,26 49 67 8,6 143 369 4,99
ID12 4,8 4,69 0,76 0,59 5,4 51 6,16 138 251 4,38
D13 54 549 085 0,67 62 86 9,3 134 248 4,44
ID14 5,7 6,32 0,39 0,41 3,8 74 6,95 135 136 4,96
ID15 62 426 035 029 62 71 6,64 147 205 4,91
ID16 4,9 4,97 0,28 0,29 4,9 54 4,91 146 270 5,2
ID17 4,8 4,56 0,72 0,54 5,7 97 5,65 152 280 4,99
D18 5 3,69 035 042 6,7 74 7.9 137 220 4,45
ID19 8,1 6,24 0,45 0,45 5,9 101 10,57 148 196 5,15
D20 6 421 153 14 346 50 10,3 155 279 4,63
2013

ID1 6,2 5,36 0,5 0,35 3,7 54 7,2 127 294 4,43
ID2 5,9 4,39 0,4 0,35 6,9 78 4,61 140 156 4,8
D3 49 619 091 082 46 64 7,3 154 252 5,12
D4 4 55 035 04 37 65 438 115 240 4,44
ID5 8,4 5,49 0,53 0,32 5,5 72 6,65 139 239 4,75
D6 5 588 047 041 4,7 67 8,44 150 295 4,67
D7 53 454 049 0,49 51 62 9,1 144 217 5,12
D8 42 641 046 048 3,6 66 6,65 139 239 4,75
1ID9 4,2 6,1 0,6 0,52 5,5 55 6,35 137 253 4,41
ID10 4,3 6,39 0,57 0,56 4,5 60 4,3 132 157 4,49
ID11 7,1 4,77 0,42 0,34 4,2 66 7,66 144 317 5,5
ID12 54 494 051 044 49 59 5,8 142 250 4,4
ID13 55 532 041 038 65 96 8,56 126 280 43
ID14 6,1 5,4 0,38 0,49 4,2 72 5,5 137 155 4,94
D15 68 455 023 031 57 74 8,7 138 285 4,88
ID16 5,4 5,84 0,47 0,43 4,2 69 5,4 145 255 5,1
ID17 4,8 4,1 0,84 0,64 6,7 106 5,7 150 289 5,04
ID18 5,2 4,06 0,29 0,35 6,6 73 5,4 128 227 4,34
ID19 7,1 3,36 0,77 0,56 5,7 114 7,93 142 183 4,89
ID20 6 579 1,28 0,94 45 60 7.4 152 203 4,61
Znaceni

Gly Glykemie vysetfeni hladiny cukru v krvi (mmol/l)

Chol Cholesterol vySetfeni hladiny cholesterolu v krvi (mmol/l)
ALT Alaninaminotransferaza vySetieni plasmy (pkat/l)

AST Aspartataminotransferdza  vySetfeni plasmy (pkat/l

Urea Mocovina soucasti mocovych testit (mmol/l)

Kreat Kreatinin soucasti mocovych testtt (umol/l)

Leu Leukocyty krevni obraz (10°/1)

Hemo  Hemoglobin krevni obraz (g/1)

Tromb  Trombocyty krevni obraz (10°/1)

Ery Erytrocyty krevni obraz (10%2/1)
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A.3 Priklad 3

Hodnoty vybranych charakteristik popisujici vzdélavaci systém a trh prace ve
vybranych zemi Evropské unie [17].

Zemé Vzdel Nezam Tech Mob Niz
2007

Belgie 43,6 7,5 18,4 2,6 34,8
Bulharsko 37,3 6,9 18,8 8,3 28,7
Ceska republika 42 5,4 25 2,1 16,2
Dansko 66,5 3,8 20 2,5 32,3
Némecko 57,7 8,8 25,6 3,1 23,5
Estonsko 56,4 4.8 21,1 4,5 20,4
Irsko 35,4 4,6 23,7 142 34
Spanélsko 44 8,3 26,6 1,4 50,3
Francie 56,8 8 26,7 2,5 34
Ttalie 50,7 6,2 20 1,8 48,6
Kypr 36,8 4 12,4 56,9 31,1
Lotyssko 46,1 6,1 11,8 2,5 23,5
Litva 55,1 44 20,7 3,3 19,6
Madarsko 50,8 7,4 13,7 1,8 26,2
Malta 31,9 6,5 15,4 9,9 63,9
Rakousko 46,8 4,5 31,7 4,7 25,2
Polsko 64,7 9,7 16,8 1,8 20,4
Portugalsko 36,9 8,5 25,2 4 71,3
Rumunsko 42,6 6,8 19,7 2,2 30,9
Slovinsko 63,1 5 17,0 2,1 22,2
Slovensko 41,3 11,2 23,4 10,2 18,4
Finsko 61,4 6,9 28,7 2,9 25,4
Svédsko 51,8 6,2 23,9 3 26,5
Velka Britanie 44,7 5,4 22,6 0,6 27
Svycarsko 62,8 3,7 21,8 7,3 21,1
2008

Belgie 45,1 7 16,6 2,9 33,6
Bulharsko 39,1 5,7 17,9 7,9 28,3
Ceska republika 44,5 4,4 26,5 2,6 15,8
Daénsko 68,5 3,5 19,4 2,4 32,9
Némecko 55,2 7,6 26,4 3,5 22,3
Estonsko 54,9 5,6 20,5 4,9 20,6
Irsko 35 6,1 24,4 17,7 32,4
Spanélsko 44,1 11,4 25,7 1,2 50
Francie 57 7,4 26,2 2,3 32,9
Italie 50,7 6,8 20,4 1,8 47,8
Kypr 36,9 3,8 12,6 58,4 304
Lotyssko 46,4 7,7 12,7 29 22,6
Litva 58,7 5,9 21 3,6 18,4
Madarsko 50,6 7,9 13,3 1,8 25,8
Malta 37 6,1 12,9 10,9 61,7
Rakousko 47,2 3,9 28,5 4,3 24,4
Polsko 65,1 7,2 16,1 1,8 19,6
Portugalsko 39,1 8,1 27,8 3,9 70,6
Rumunsko 441 6,1 16,5 2 30,2
Slovinsko 63,2 4.5 17,6 2,1 21,9
Slovensko 43,5 9,5 20,8 10,7 17,6
Finsko 60,7 6,4 26,8 2,7 25,1
Svédsko 52,9 6,3 23,6 3 26,2
Velka Britanie 44,6 5,7 22,9 0,6 26,9
Svycarsko 63,5 3,4 20,6 8 20,4
2009

Belgie 46,1 8 16,9 2,7 32,4
Bulharsko 38,1 6,9 18,8 8 27,6
Ceska republika 45,2 6,8 248 2.7 15,2
Dansko 71,3 6,1 19,6 2,5 32,2
Némecko 57,1 7,9 24,8 3,6 22
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Zemé Vzdel Nezam Tech Mob Niz
Estonsko 55,9 14,1 19,4 5,2 19,4
Irsko 36,2 12,2 21,9 148 31,5
Spanélsko 45,5 18,1 25,6 1,3 49,6
Francie 55,4 9,2 26,2 2.4 32,3
Italie 51,2 7,9 22,2 2,1 47
Kypr 36 5,5 13,7 56,2 31,2
Lotyssko 46,3 17,5 13,3 3,3 21,4
Litva 55,3 13,9 21 4 17,9
Madarsko 50,5 10,1 14,8 2,1 25
Malta 33,4 7 15 11,4 59,5
Rakousko 48,5 4,9 28,7 4.5 23,6
Polsko 63,7 8,3 15,7 2 18,7
Portugalsko 43,1 10 26,6 4.4 69,1
Rumunsko 42,4 7,2 21,7 2,3 30,2
Slovinsko 65 6 17,9 2,2 20,8
Slovensko 44,3 12,1 20,6 11,4 16,5
Finsko 61 8,4 28,2 2,8 24,4
Svédsko 54,5 8,5 24,2 32 25,4
Velka Britanie 45,7 7,7 21,9 0,6 25,7
Svycarsko 57,6 4.2 21,7 8,3 20,5
2010

Belgie 47,5 8,4 16,6 2,6 32,6
Bulharsko 38,2 10,3 19,8 8,1 25,9
Ceska republika 47,8 7,4 24,2 2,9 14,4
Dansko 71,5 7,6 19,3 2,5 31,8
Neémecko 55,9 7,2 25,7 3,9 21,4
Estonsko 60 17,3 20,5 5,6 18,4
Irsko 39,6 14,1 24 12,8 30,5
Spanélsko 49 20,2 249 1,3 48,4
Francie 55,4 9,4 26,5 2,5 31,8
Italie 50,7 8,5 22,7 2,4 46,2
Kypr 37 6,5 13,3 549 29,6
Lotyssko 45,7 19 14,3 4,6 19,6
Litva 55,4 18,1 21,2 5 17,1
Madarsko 50,6 11,2 15,6 2,4 24,3
Malta 36,2 7 16,3 11,1 58,7
Rakousko 50,4 4,5 29 4,3 23,1
Polsko 62,7 9,7 15,8 2 18
Portugalsko 443 11,4 24,9 4,7 67,1
Rumunsko 41 7,6 17,1 3 30,3
Slovinsko 69,7 7,4 21,1 2,3 20,9
Slovensko 46,9 14,4 20,8 12,5 16,3
Finsko 61,9 8,5 31,8 2,9 23,6
Svédsko 57,3 8,8 25,8 3,2 25
Velka Britanie 45,4 7,9 22,6 0,7 24,1
Svycarsko 62,9 4,7 19,9 8,1 20,8
2011

Belgie 44,2 7,2 17,1 2,9 31,9
Bulharsko 40,8 11,4 19,1 8,6 24
Ceska republika 52,4 6,8 22,7 29 13,9
Dansko 71,8 7,7 20,2 2,6 30,7
Némecko 57,4 6 27 3,9 18,4
Estonsko 58,9 12,8 21,1 6 17,9
Irsko 41,6 14,9 24 12,8 29,7
Spanélsko 50,2 21,8 25,4 1,4 47,2
Francie 56,2 9,3 25,4 2,6 31,1
Italie 51,1 8,5 22,3 2,6 45,4
Kypr 35,7 8,1 17,2 53,8 28,3
Lotyssko 49,2 16,5 15,7 5,9 19,5
Litva 58 15,7 21,5 6,4 15,9
Madarsko 49,6 11 16,5 2,5 23,8
Malta 33 6,6 13,1 11,2 57,2
Rakousko 51,1 4,2 27,3 4,5 22,9
Polsko 61,6 9,8 16,6 2 17,5
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Zemé Vzdel Nezam Tech Mob Niz

Portugalsko 49,5 13,4 24,6 4,9 63,8
Rumunsko 41,7 7,7 20,2 3,7 29,4
Slovinsko 732 83 232 25 19,7
Slovensko 47,6 13,7 20,3 13,8 15,7
Finsko 61,3 7,9 277 2,9 229
Svédsko 56,1 8 25,8 34 24,4
Velké Briténie 43,5 82 225 08 238
Svycarsko 62,5 4,1 21 10,2 20,8
Znaceni

Vzdel lidé ve véku 18 az 24 ucastnici se vzdélavani (%)
Nezam nezaméstnanost lidi s vysokym vzdélanim (%)
Tech absolventi technickych oborti (% vsech)

Mob studenti studujici v jinych statech EU (%)
Niz populace s nizkym vzdé&lanim (% )
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