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Anotace

Hlavnim cilem piedkladané bakalafské prace na téma ,,Aplikacni piiklady
na Riemannuv integral“ je vytvofit prfehled uziti Riemannova integralu nejen
v matematice, ale i ve fyzice. Prace se déli do tii kapitol. V prvni kapitole je zaveden
Riemanniv integral, druhd obsahuje jeho uziti v matematice (k vypoctu obsahu
nekterych rovinnych ploch, objemu nékterych rotacnich téles, délky kiivky a obsahu
rotatni plochy) a ve tieti nalezneme jeho wuziti ve fyzice (k vypoctu drahy

2%

aplika¢nich kapitolach jsou uvedeny piiklady vcetné fesSeni.

Annotation

The primary aim of this Bachelor thesis dealing with “Application examples
on the Riemann integral” is to create an overview of the use of Riemann integral
in mathematics as well as in physics. The thesis is divided into three chapters.
In the first one Riemann integral is introduced. The second one deals with the use
of Riemann integral in mathematics (to calculate the area of some flat areas, the volume
of some solids of revolution, the length of plane curve and the area of surface
of revolution) and the third one is concerned with its use in physics (to calculate
the travel of uneven motion, the work, the moment of inertia and the centre of gravity

position). Both application chapters include examples with solutions.
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Uvod
V hodinach Matematické analyzy II. mé zaujal Riemanniv integral a jeho uziti

v matematice. Ihned se mi to propojilo s pfrednaskami Matematiky pro fyziky I., kde

jsme také probirali Riemanntv integral a jeho vyuZiti, ale tentokrate ve fyzice.

Napadlo mé tedy sestavit o tomto tématu praci, kterd by propojila mé aprobacni
obory matematiku a fyziku, a i ostatnim studentim ukazala, Ze Riemanntv integral se

nepouziva pouze v matematice, ale ma i mnohé uplatnéni ve fyzice.

Prvni kapitola se zabyva definici Riemannova integralu. Tyto definice a véty jsou
upravené a prevzaté z predndSek Matematické analyzy II. doc. RNDr. Vladimiry

Petraskové, Ph.D., ktera Cerpala z knihy Vojtécha Jarnika Integralni pocet I1.

Druha kapitola ukazuje uplatnéni Riemannova integralu v matematice a déli se
do ¢étyit podkapitol. Kazda podkapitola pojednava o jednotlivém uplatnéni Riemannova
integralu v matematice, a to K vypoétu obsahu nékterych rovinnych ploch, objemu
nekterych rotacnich téles, délky kiivky a obsahu rota¢ni plochy. Vzorce pouzZivané
k vypoétim jsou prevzaté z prednasek doc. RNDr. Vladimiry Petraskové, Ph.D. Resené
ptiklady jsou obohacené o nacrty pro lepsi pochopeni zadané Ulohy. Ke kontrole
spravnosti pocitani je u kazdé podkapitoly uvedena tabulka s hodnotami pfevzatymi

z Matematickych, fyzikalnich a chemickych tabulek.

Posledni tieti kapitola ukazuje uziti Riemannova integralu ve fyzice. Tato kapitola se
déli také do ctyf podkapitol. V kazdé je uvedeno jedno uziti, a to k vypoctu drahy
doplnéno fteSenymi piiklady. Vzorce pouzité k témto vypoltim jsou prevzaté

z ptednasek doc. PaedDr. Jiti Tesaf, Ph.D.



Kapitola 1
Riemannuv urdity integral

1.1 Definice Riemannova urcitého integralu

Jak bylo uvedeno v Gvodu, tato prace se zabyva aplika¢nimi piiklady na Riemanntv
integral, takze abychom mohli Riemanntv integrdl pouzivat, musime zavést jeho
definici.

Definice 1: D¢lenim intervalu {a, b); a < b;a,b € R; nazveme rostouci posloupnost

Cisel D = {x;}1-, takovou, Ze xo = a,x, = b.
Definice 2: Déleni D* nazveme zjemnénim déleni D intervalu (a, b), jestlize D € D*.

Definice 3: Necht funkce f je omezena na intervalu (a, b); a,b € R". Cislo s(D,f) =

roinf f(x) - (x; — x;_1) nazveme dolnim souctem pfislusny funkci f definované
aomezené na {a,b) dé&leni D = {x;}", intervalu (a,b). Cislo S(D,f) =
Yizisup f(x) - (x; — x;_1) nazveme hornim souétem pfislu§ny funkci f a déleni D =

{x;}-, intervalu (a, b).
Vlastnosti dolnich a hornich souctu:

Necht’ funkce f je omezena na (a, b). Potom plati:
1) Je-li D libovolné déleni intervalu {(a, b), potom s(D, f) < S(D,f).
2) Je-li D* zjemnénim déleni D intervalu {a, b), potom plati s(D, f) < s(D*,f) <
S(D*, f) < S, ).
3) Jsou-li D;,D, libovolna dé¢leni intervalu (a,b), potom plati s(D;,f) <

S(Dzr f)

Definice 4: Necht funkce f je omezena na intervalu (a,b); a,b € R. Hornim
Riemannovym integralem (resp. dolnim Riemannovym integradlem) nazveme infimum

(resp. supremum) mnoziny v8ech hornich souétt {S(D, f)} pfislusné déleni D a funkci f
(resp. mnoziny vSech dolnich souéti {s(D, f)}). Zna¢ime inf{S(D, )} = f; f(x)dx;

sup(s(D, )} = [, f(x)dx.



Véta 1. Necht' funkce f je omezend na intervalu (a,b); a,b € R. Potom plati:
[ feodx < [ fyda

Definice 5: Necht' funkce f je omezena na intervalu (a,b); a,b € R. Rikame,
ze existuje Riemannuv integral (resp. ze funkce f je riemannovsky integrovatelna pres
(a, b)), jestlize plati fgbf(x)dx = fff(x)dx a znadime f: f(x)dx.

Nutna podminka pro existenci Riemannova integralu na intervalu (a, b) je omezenost

funkce f na intervalu (a, b).

Véta 2: (Postacujici podminka pro existenci Riemannova integralu na intervalu (a, b))

1) Necht funkce f je omezena a monotdénni na intervalu (a, b), potom existuje

f:f(x)dx.

nebo 2) Necht’ funkce f je spojita na intervalu (a, b) s vyjimkou koneéné¢ mnoha bodi

a necht’ funkce f je omezena na intervalu (a, b), potom existuje f: f(x)dx.
nebo 3) Necht’ funkce f je spojita na intervalu (a, b), potom existuje f; f(x)dx.
Véta 3: (Vztah Riemannova integralu a primitivni funkce)
Necht’ existuje ff f(x)dx anecht’ existuje primitivni funkce k funkci f na intervalu
(a,b) (oznatime F,F' = f). Potom plati f:f(x)dx =B — A, kde Jim F(x) =B

a lim F(x) = A.

X—aA4

1.2 Vlastnosti Riemannova ur¢itého integralu
Nékteré vlastnosti Riemannova urcitého integralu v aplikacich nepouzijeme, a tak

nasleduje souhrn téch vlastnosti, které jsou dale v praci pouZity.

Véta 4: Necht existje [, fi(x)dx a [, fo(x)dx. Potom existuje [ (f,(x)+

f00)dx = [} fi()dx + f fo(x)dx.



Véta 5: Necht existuje f:f(x)dx,c € R. Potom existuje f:c f(x)dx =c-

f;f(x)dx.

1.3 Vypocet Riemannova urcitého integralu
Pro vypofet Riemannova ur¢itého integralu zpravidla pouzivame Leibniz-

Newtonovu formuli: Necht funkce f je spojita na intervalu (a, b) a necht existuje

primitivni funkce k funkci f (zna¢ime F) na tomto intervalu. Potom plati f: fx)dx =

F(b) — F(a).

Pfi vypoctu primitivni funkce F mizeme vyuzit nékterou integraéni metodu napft.
per partes nebo substituci v Riemannové integralu. V nasledujicich vétach si tyto

metody pfipomeneme.
Véta 6: (Metoda per partes)

Necht' funkce f, g maji spojité derivace f', g’ na intervalu {a, b). Potom existuje
LFe-gede  a  plai [ () gadx=fb)-gb) - f@-g@) -
[, FG) - g ()dx.

Véta 7: (O substituci v Riemannové integralu)

Necht’ funkce f je spojita na intervalu {a, b). Necht' funkce g ma spojitou derivaci

na intervalu (a, 8) a zobrazuje (a,B) do {(a,b). Potom existuje fff(x)-g’(x)dx =

9B
9@ f(x)dx.

Pro aplikaci Riemannova urcitého integralu budeme také potfebovat piehled
zékladnich integralli. Protoze se pohybujeme na poli urc¢itého integralu, dovolim si

v tomto piehledu vynechat integra¢ni konstantu c.



[dx=x (D)

n+1

X
fxndxz inE€N,xER 2
n+1

xa+1
fx“dxz A ERXER a+ -1 (3)

a+1

1

f;dlenlxl; x € R\ {0} 4)
[e*dx =e*; x €R (5)

ax
[a*dx =—; x € R,a € (0,) (6)

Ina
[ cosxdx =sinx; x €R @)
[ sinxdx = —cosx; x €R (8)

s
o id 9
fcoszxdx tgx,x;t(2k+1)2 9
fsinzxdx= —cotgx; x # km (10)
fx2+1dx=arctgx=—arccotgx; x €ER (11)
1

f dx = arcsinx = —arccosx; x € (—1,1) (12)

1 — x2



Kapitola 2

Uziti v matematice

2.1 Vypocet obsahu nékterych rovinnych ploch
Pro vypocet obsahu rovinnych ploch vzniklych ohrani¢enim z jedné strany kiivkou

a Z druhé osou x pouzivame vzorec

S = [, f(x)dx. (2.1)
Tento vzorec vyplyva z definice uré¢itého integralu — je to obsah plochy pod kiivkou.

y

Obrdzek 1:Urcity integrdl jako plocha pod krivkou

Je-li plocha ohrani¢ena z obou dvou stran kiivkami, pouzivame vzorec

b
§=[ (f)-g®)dx, (2.2)
kde f(x) je funkce kiivky, ktera je v grafu vyse, g(x) je funkce té kiivky nize a body

a, b jsou jejich prise¢iky (viz. obrazek 2).

10



Obrdzek 2: Obsah plochy ohranicené dvema krivkami

Pomoci vzorce (2.1) muZzeme odvodit vzorce pro vypocet obsahti rovinnych obrazct
— to také bude hlavnim tkolem této podkapitoly. Pro moznost kontroly vysledki je zde

uvedena tabulka obsahti téch rovinnych obrazci, které budeme odvozovat.

Rovnostranny trojuhelnik S = az;v

Rovnoramenny trojihelnik S = ¢ .ZUC
Ctverec S =a?
Kruznice S =mnr?

Elipsa S = tab

Tabulka 1: Obsahy rovinnych obrazca [1]

Priklad 1: Odvodte vzorec pro vypocet obsahu rovnostranného trojuhelniku se

stranami velikosti a a vyskou v.

Reseni: Nejprve si udélame nacrt. Jeden vrchol trojuhelniku si umistime do pocatku

soustavy soufadnic a zbylé nalevo od osy y.

11
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Obrazek 3: Ndcrt rovnostranného trojuhelniku

V naértu mizeme vypozorovat, jako by se nam trojihelnik rozdélil osou x na dvé
poloviny. Toho vyuZzijeme pii integraci — vypocteme integral jen jedné poloviny

a vysledny obsah bude jeho dvojnasobkem.

Dale musime ur€it kiivku, kterou budeme integrovat, aneb kiivku, pod kterou

budeme pocitat obsah. Je to vlastné ptimka, kterou lze obecné vyjadrit predpisem y =

a
v y '

kx.V naSem pfipad¢ k = tga = = —

K dal§imu vypoctu pouZzijeme vzorec (2.1) a jako meze integrace interval (0, v).

v

Odpoved’: Obsah rovnostranného trojihelniku ndm vysel S = aT Tento vzorec se

shoduje se vzorcem uvedenym v Tabulce 1, takZe jsme pocitali spravng.

12



Priklad 2: Odvod’te vzorec pro vypocet obsahu rovnoramenného trojithelniku.

Reseni: Budeme postupovat totozné jako u rovnostranného trojuhelniku, jen s tim

rozdilem, ze pfeponu si nazveme ¢ a vysku na ni v,.

(ol 9.1 e

Obrazek 4: Nacrt rovnoramenného trojuhelniku

I dale postupujeme totozné jako u rovnostranného trojuhelniku. Pfimka je tvaru

y = ix, interval integrace (0,v.) a obsah rovnoramenného trojuhelniku je podle
Cc

vzorce (2.1) roven

Ve Ve

S—Zf " xdx=2 Cf ax=S[E]T (2 _g) e
—) T ) T2 Tu\ 2 )
0 0

0

cve

Odpoved’: Obsah nam vysel stejné jako uvadi Tabulkalato S = -

Piiklad 3: Odvod'te vzorec pro vypocet obsahu ¢tverce o stran€ a.

Redeni: Udélame si nejvhodngj§i naért, ze kterého uréime kiivku, ktera se bude
nejjednoduseji integrovat. Nejjednodussi funkce pro integraci je funkce konstantni

a s tou zde také budeme pocitat.

13



Obrdzek 5: Ndcrt Ctverce

| vtomto piikladu vyuZijeme rozdéleni ¢tverce osou x na dvé poloviny. Budeme

tedy integrovat kiivku y = % v mezich 0 a a. Obsah ¢tverce je dvojnasobkem vysledku

této integrace. Pro vypocet pouzijeme vzorec (2.1).

Odpoved’: Vzorec pro vypocet obsahu ¢tverce nam vysel S = a?, ktery je totozny se

vzorcem v Tabulce 1.

Priklad 4: Urcete obsah kruznice s polomérem r.

ReSeni: Nejprve si udélame nacrt. Pro integraci bude nejjednodussi, dat stted kruznice

do pocatku soustavy soufadnic.

14



Obrdzek 6: Ndacrt kruznice

Dale musime urcit predpis kiivky, pro kterou pocitime obsah. Ten ur¢ime ze vzorce

pro kruznici x? + y? = r? tim, Ze vyjadiime y.

K vypoctu vyuZijeme vzorec (2.1). Nebudeme vSak pocitat integral z celé kiivky, ale
vyuzijeme soumeérnosti kruznice. Staci tedy vypocitat integral z jedné Ctvrtiny kruznice
a vysledny obsah kruZnice bude poté jeho ctyfnasobkem. V naSem piipadé¢ budeme

pocitat ¢tvrtinu ohranicenou mezemi 0 a r, tudiZ obsah bude roven

T
S=4f r2 —x2dx.
0

Tento vzorec nas navadi na vyuziti substituce: x = r sin t, pak
x .
— =sint,
T

X ¢ tE( Vs T[)
arcsin—=1¢, -,
r 22

15



dx = rcostdt.

Pti pouziti substituce musime zménit meze:

x = 0: arcsin0 = 0,

) T
x =r:arcsinl = E

Cely vypocet obsahu kruznice pak vypada takto:

2 2
S=4f\/r2—rzsin2t-r-costdt=4rf\/r2(1—sin2t)-costdt=
0 0

2 2 2
=4rf\/r2coszt-costdt=4rfrcost-costdt=4r2fcosztdt=
0

0

= 47?2

1—cos t cosZt 1 1 2
f dt = 4r? [—t — —sin Zt] =
2 4 0

o
o%mq
[\J

0
-4r[G=0)-0-0] = -

Odpoved: Obsah kruznice nam vysel totozny, jako je uvedeno v Tabulce 1 ato S =

nr2.

Piiklad 5: Urcete obsah elipsy s hlavni poloosou délky a a vedlejsi délky b.

Redeni: Stejné jako u kruZnice i pro elipsu plati, Ze je vyhodné umistit si jeji stied

do pocatku soustavy soufadnic.

16



Y,

-b

Obrazek 7: Ndacrt elipsy

2 2
Kfivku, pod kterou pocitame obsah, ur¢ime z rovnice elipsy % + 2’—2 =1, ze které

vyjadiime y.

y2 xZ
b2 a?
y2  a?—x?
b2 a?
, , a? — x2
ye=bt—
a

A dale budeme postupovat jako u kruznice.

a a
b b
S=4jE\/az—xzdx=4ajxla2—x2dx
0 0

Vyuzijeme i stejnou substituci jen s tim rozdilem, ze zde se bude misto poloméru r

vyskytovat délka hlavni poloosy a.

17



x =asint
x -
—=sint
a
. X ttE( T 77.')
arcsin— = ¢, -=,=
a 2°2

dx = acostdt

A také musime zménit meze:

x = 0: arcsin0 = 0,

) T
x =7r: arcsinl = E.

T

b
E 2—a?sin’t-a-costdt =4— aj\/az(l—smzt) costdt =

T T

0
f a?cos?t - costdt—4bfa cost- costdt—4abjcos tdt =
0

T T

cos2t
2

21—cosztdt_4 bJ‘(l
2 B AV

)t = aa b~ Lanad] =
= 4aa > 4-SlI'l -

b
0

=
!

= 4a
= 4ab (%—0)—(0—0)] =4ab%=nab

Odpoved: Obsah elipsy je S = mab, ktery je také uveden v Tabulce 1, takze jsme
pocitali spravné. Zde si miZeme povSimnout, ze kdyby méla elipsa obé poloosy stejné

dlouhé (feknéme délky r), jeji obsah by byl totozny s obsahem kruznice, tudiz S = nr2.

18



Piiklad 6: Uréete obsah plochy ohrani¢ené kiivkami f:y =vVxag:y = x

Reseni: Ud€lame si nacrt téchto dvou funkci do jednoho grafu (pro ptehlednost jen do I

kvadrantu, to je také dano defini¢nim oborem funkce f)

y

Obrdzek 8: Nacrt dvou funkci

Pro tento priklad budeme pouzivat vzorec (2.2), ale nejprve musime urcit meze
pro integraci. Jak je z grafu patrné, plocha ohrani¢ena témito kiivkami je vymezena

jejich priseciky, takze meze budou totozné s pruseciky funkci f a g. Priseciky dvou

funkci pocitame tak, ze tyto dvé funkce ddme do rovnosti a dopocitame koteny vzniklé

rovnice.
\/; — X3 /2

X=X
0=x%—x

0=x(x>-1)
Ziskavame koteny x; = 0 a x, = 1, které jsou pro nas 1 mezemi integrace. Nyni jiz

muzeme pouzit vzorec (2.2) a vypocitat obsah plochy ohrani¢ené funkcemi f a g

)

j(\/— 3)dx—f\/_dx— xdx— ] [ l
~3a-0-(3-0) =575

Odpovéd’: Obsah plochy ohrani¢ené kiivkami f:y =+Vxag:y =x3je S =—=j
19



2.2 Vypocet objemu nékterych rotacnich téles
K vypoctu objemu nékterych rotacnich téles vzniklych rotaci kiivky na intervalu

(a, b) kolem osy x pouzivame vzorec

b
V= nffz(x) dx. (2.3)

Vznikne-li téleso rotaci plochy ohrani¢ené dvéma kiivkami f a g kolem osy x,

pouzivame vzorec

b

V=mn j(fz(x) — g%(x)) dx, (2.4)

kde f je funkce kiivky, ktera je v grafu vyse, g je funkce té kiivky nize a body a, b jsou
jejich priseciky.

Vzorec (2.3) budeme v této podkapitole vyuzivat pro odvozeni vzorci objemu
rotacnich téles. Ke kontrole spravnosti naseho pocitani je zde uvedena tabulka téch

objem1 téles, které budeme odvozovat.

1
Rotacéni kuzel V= §7rr2v
RY
Komoly rota¢ni kuzel V= 3 rE+rr, +18)
Rota¢ni valec V =nr?v
4
Koule V==mnrd
3
s 1
Kulova tiseé V= §nv2(3r —v)
R
Kulova vrstva V= 3 (3p% + 3p2 + v?)

Tabulka 2: Objemy rotacnich téles [1]

20



Piiklad 7: Odvod'te vzorec pro vypocet objemu rota¢niho kuzele o poloméru podstavy

T avysce V.

Reseni: Podle vzorce (2.3) musime nejprve uréit funkéni predpis kiivky, ktera rotuje
kolem osy x, z niZ touto rotaci vznikne rota¢ni kuzel. Mizeme si piedstavit, jako by
osa x tvofila osu symetrie tohoto kuzele. Obecny tvar této kiivky, vlastné piimky, je

y = kx, konkrétni tvar pro tuto llohu odvodime z nacrtu.

Obrdzek 9: Ndacrt krivky pro rotacni kuzel

JiZ mame funkéni predpis pfimky rotujici kolem osy x, ted’ jest€é meze Riemannova
integralu. Z grafu je patrné, Ze dolni mezi bude 0 a horni v. Nyni mame vSe pro pouziti

vzorce (2.3) a mizeme zacit odvozovat vzorec pro vypocet objemu rotacniho kuzele.
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v . b4 r ~ . 14 1 7 . O w
Odpoved’: Objem rota¢niho kuzele je dan vzorcem V = ;nrzv, ktery, jak mizeme

vycist z Tabulky 2, je spravny.

Priklad 8: Odvod'te vzorec pro vypocet objemu komolého rota¢niho kuzele o vysce v,

poloméru horni podstavy r; a poloméru dolni podstavy 7.

Reseni: Budeme postupovat podobné jako u piikladu 7, jen s tim rozdilem, Ze zde bude
rotovat pfimka, ktera ma i1 posunuti. Jeji obecny tvar je y = kx + q. Konkrétné, podle
nacrtu

—N

k=tga = ,
ga »

q=7"1,

T, —T
fiy= Zv 1x+r1.

Obrdzek 10: Ndcrt pro komoly rotacni kuzel

Pro odvozeni vzorce pro vypocet objemu pouZzijeme vzorec (2.3). Funkéni predpis

pfimky mame a meze integrace jsou patrné z nacrtu. Pro dolni mez je to 0 a pro horni v.
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v
T, —T 2 r2 — 21,1 + 18 r,—T
Vznf(z 1x+r1) dx =m (2 v221 Lx2 422 1xr1+r12>dx=
0
0
v
;= 2ryry 41 F ot r
T2 — 21,7 -
= 2 221 1xzalx+f22 1xr1dx+fr12dx =
v
0 0
:02 5 42 v v v o4
T2 — 21,7 + 1 =T
=7 |2 21 1 x2dx+22—2r | xdx+72 | dx| =
v? v
- 0 0 0 -
2 21,371Y 21V
ry — 21,1y + 1 |x -1 |Xx
=7 —| +2 n|=| +rilxI§ )=
2 2 /.3 2
Ty — 21,1y + 15 [V T, — T v
=7T[ 2 5 0] +2 r{5 -0 +r¢(w—-0)|=
1
= §n(r22 = 2rr + A v+ (r, — 1) + nriv =
= v (17‘22 Er2r1 +ori4rn i+ rf) = v (erZ + =1y + 17‘12) =
3 3 3 3 3 3
v

3 (rf + iy +15)

Odpoved’: Vzorec pro vypocet objemu komolého rotaéniho kuzele nam vysel totozné,

jako je uvedeno v Tabulce 2 ato V = ? (rZ + ryry + 12).

Priklad 9: Odvod'te vzorec pro vypocet objemu rota¢niho vélce o vySce v a poloméru

podstav r.

Redeni: Nejprve si naértneme kiivku, z které po rotaci kolem 0sy x vznikne rotacni

valec. Bude to vlastné pfimka rovnobé&zna s touto osou, tudiz bude mit tvar y = ¢, kde ¢

je konstanta. V nasem piipadé bude konstanta ¢ rovna poloméru podstav valce 7.
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Obrdzek 11: Ndcrt krivky pro rotacni vdlec

Mame tedy funkéni predpis kiivky f:y =r. Kvyuziti vzorce (2.3) pro vypocet
objemu musime jesté znat meze integrace. Z nacrtu je patrné, ze tyto meze jsou 0 a v.

v

v
V= nfrz dx =7Tr2jdx =nri[x]} = nmr?(v —0) = nriv
0 0

Odpoveéd’: Objem rotaéniho valce je roven V = mr?v. Tento vzorec se shoduje se

vzorcem uvedenym v Tabulce 2.

Piiklad 10: Odvod’te vzorec pro vypocet objemu koule o poloméru r.

Reseni: Vyuzijeme nékteré kroky z ptikladu 4. Misto celé kruznice si naértneme jen

pulkruznici nachazejici se nad osou x, ktera po rotaci vytvoii kouli.
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Obrdzek 12: Ndcrt kfivky pro kouli

Funkéni predpis této kiivky je stejny jako funkéni pfedpis pro kruznici uvedeny
u prikladu 4.

Fiy ==

K vypoctu objemu koule pomoci vzorce (2.3) musime jesté uréit meze: —r, 1.

r

V=mn J-(\/rz—xz)zdx=n f(rz—xz)dx=n<

-r

=T[(T'2 de— szdx>=n<r2[x]ir—lx;l >=nlr2(r+r)—<r3—3+§)l

2r3\ 4
= <2r3 — T) = gnr3

r r

[ran [xas)-

-r -r

Odpoved’: Vypocitali jsme objem koule V = srrr?’, ktery, jak miizeme zkontrolovat

v Tabulce 2, je spravny.
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Piiklad 11: Odvod'te vzorec pro vypocet objemu kulové tseCe o vySce v z koule

poloméru r.

Reseni: Kulova use¢ nam vznikne rotaci stejné kiivky, jako z které vznikne koule, jen
srozdilem, Ze nebudeme integrovat celou kiivku nad osou x, ale jen jeji cCast

ohrani¢enou mezemi r — v a r, ktera ma vysku v.

y

Obrdzek 13: Ndacrt krivky pro kulovou use¢

Tedy z ptedchoziho piikladu vezmeme funkéni ptedpis kiivky f:y = vVr? —x2.
Pro vypocet objemu kulové uUsece pouzijeme vzorec (2.3), kde mezemi budou jiz

zminénér —var.

T T r

V=7TJT ﬁ) x—nj(rz—xz)dx—n Jrzdx— szdx =

II
/\ﬁ
N
\ﬁ
Q
=
|
%ﬁ
=
N
Q
=
|
=]
/
ﬂ
N
Kad
S
<
—
w| 2,
= =
|
N——
Il

v
r3 (r—-v)3 r3 r3—-3r2v+3rv? -3
n[rz(r—r+v)—<?—%> <r2v—?+ 3 )

i
3r2v 3 r3 3r2v 3rv?: V3 X v3 1
n —=+—=- + -3 )=\t ) =g Br-wv)

3 3 3 3 3 3

Odpoved’: Vzorec pro vypocet objemu kulové useCe je V = %nvz(?;r —v). Podle

Tabulky 2 je spravny.
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Piiklad 12: Odvodte vzorec pro vypocet objemu kulové vrstvy S polomérem horni

podstavy p;, dolni p, a vySkou vrstvy v z koule poloméru r.

ReSeni: Stejné jako u objemu kulové Gisede i zde ndm bude rotovat kiivka f:y =

Vr? — x2 jen jeji meze budou jiné. Ty uréime z nacrtu.

y

Obrazek 14: Ndcrt krivky pro kulovou vrstvu

Meze integrace tedy jsou x; a x; + v a objem kulové vrstvy vypocitime pomoci

vzorce (2.3):

xX1+v X1+v xX1+v
V=T[J (r?—x®)dx=m j rzdx—J x?dx | =
X1 X1 X1

X1+v 3
=7 (rz[x],fiw — lx;l ) =7 [rz(xl +v—x)— <(x%v)3 — %)l =

< , X5+ 3xfv + 3xv% 4+ v3 xf’)
=n(riv- +=

Jak ale miizeme vidét v Tabulce 2, zadné x; ani r2 se ve vzorci pro vypo&et objemu
kulové vrstvy nevyskytuje. Misto toho jsou tam p; a p,. Ty, Z ndcrtu, jdou vyjadrit

pomoci Pythagorovy véty jako
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pi=rt—x?aps=1r*—(x; +v)? =12 —x% - 2x,v — Vi

Nyni z obou rovnic vyjadiime r2, dame je do rovnosti a z této rovnice vyjadiime x;.
) 1

r?2 =p?+x?azdruhér? = p5 + x? + 2x,v + v?
p? + x? = pZ + x?¥ + 2x,v + v?

— 2 2 2
2x,v=pi —p; —V
2 2 2
P1—p2 —V

1= 2v

Jak bylo napsano vyse, ani polomér koule r se ve vzorci pro objem kulové vrstvy
nevyskytuje, vyjadiime si ho tedy z rovnice r? = p? + x#, do které dosadime za x;

pi—p5-v?
2v '

nam
2 2
Vool o4 pi—ps — v\ (pi—ps v\ (pi—pi—vh)  v?
P 2v 2v 2v 3
2 2 2 2 2 2 2
Pt P2 V"V Pt P2 UV v .. 5 2 2
PP Y V(P P2 VY TV g 3 .
nv<2+2+2 3> v<z+2+6> 6(p1+ ps +v*)

Odpovéd’: Vzorec pro vypocet objemu kulové vrstvy je tvaru V = 7%; (3p? + 3p2 + v?),

ktery je totozny se vzorcem uvedenym v Tabulce 2.
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Priklad 13: Urcete objem t&lesa vzniklého rotaci kiivky f:y = x? na intervalu (1,2).

Reseni: Pro lepsi predstavu, jak bude vzniklé téleso vypadat, si udélame naért funkce f

a to hlavné na intervalu (1,2).

: y I (x)
)
\ /

Obrazek 15: Nacrt funkce f(x)

Pro dalsi vypocet mame vSe zadano, a tak mizeme pokracovat podle vzorce (2.3):

2 2 ’
x° 32 1 31
= 2y2 = 4 = B — = —_—— = — i3
% nf(x)dx nfx dx nISL n(s 5) Sn].
1

1

Odpovéd’: Objem télesa vzniklého rotaci kiivky f:y = x? na intervalu (1,2) je

31,
Vz?rcﬁ.

Priklad 14: Urcete objem télesa vzniklého rotaci obrazce z ptikladu 6.

Reseni: V ptikladu 6 byly zadany tyto funkce f:y = +/x a g:y = x3. Jejich priseiky,
aneb meze integrace, jsme jiz pocitali. Byly to 0 a 1. Pro vypocet objemu tohoto

vzniklého télesa pouzijeme vzorec (2.4):
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1

1 1 1
v=n|[Wx) - H?|dx=m | (x—x%) dx = dx — | x%dx | =
T [ X X ]X T[!X X X T Ofxx b{x X

)-el-0)-G-0) -3 -

Odpoved': Objem télesa vzniklého rotaci obrazce z prikladu 6 je roven V = % 3.

2.3 Vypocet délky krivky
Riemanntiv integrdl mizeme také pouzit pro vypocet délky kiivky. K tomu ndm
poslouzi vzorec

b

lzj 11+ (F/(0)° dx. 5

a

My timto vzorce budeme odvozovat obvody nékterych rovinnych obrazcd.
Pro kontrolu spravnosti naseho pocitani je zde uvedena tabulka se vzorci téch obrazct,

které zde budeme odvozovat.

Kruznice 0 = 2nr
Rovnostranny trojihelnik 0 =3a

Ctverec 0 =4a

Obdélnik o=2(a+b)

Tabulka 3: Obvody rovinnych obrazcti [1]
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Piiklad 15: Odvod’te vzorec pro vypocet obvodu kruznice o poloméru r.

Reseni: Nadrtneme si kruZnici, jejiz stied umistime, pro jednodussi integraci,

do pocatku soustavy soufadnic.

Obrdzek 16: Ndcrt kruZnice

Funkéni predpis této kiivky jsme uz pocitali v ptrikladu 4, vysel ndm f:y =
Vr2 — x?2. VyuZijeme jesté jednu véc z piikladu 4 a to soumérnost kruZnice. Zase
vypolitame integral zjedné Ctvrtiny kruznice a vysledny obvod bude jeho

Ctyfnasobkem.

K pouziti vzorce (2.5) musime jesté funkci zderivovat a vypocitat jeji druhou

mocninu.

1 _1
1) =50 =7 (220 = g

2
(@) =5—

x2
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Obvod kruznice je roven

— =

0=4 1+———=dx=4 ————dx =4

o

K dalsimu vypoctu vyuzijeme substituci % =t, pak

1
—dx = dt,
T

dx = rdt.

Pti pouziti substituce se ndm méni meze integrace:

Vysledny obvod kruznice po pouziti substituce je

1 1

T
— 1l —ar (=) =
1= 2 = 142 dt = 4r[arcsint]; = 4r( 0) = 2mr.

Odpoved’: Vzorec pro obvod kruznice je o = 2rr. Tento vzorec souhlasi se vzorcem

uvedenym v Tabulce 3.
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Piiklad 16: Odvod’te vzorec pro vypocet obvodu rovnostranného trojuhelniku o vysce

v a stranach délky a.

Reseni: Naértneme si rovnostranny trojuhelnik tak jako v piikladu 1. Z tohoto piikladu
také prevezmeme funkéni piedpis kiivky, vlastné piimky, tvofici jednu stranu

trojuhelniku.

1P e A R R e R RS

Obrazek 17: Ndacrt rovnostranného trojuhelniku

a

f:yzﬁx

ProtoZe se jednd o rovnostranny trojuhelnik, vysledny obvod bude trojndsobkem
délky jedné strany. Vyuzijeme tedy vzorec (2.5) pro vypocet délky kiivky a vyndsobime

ho tfemi. Mezemi pro nas budou 0 a v.

Nyni jeSté¢ musime zderivovat funkci f a jeji derivaci umocnit na druhou. AZ poté
muizeme vyuzit vzorec (2.5) a tak odvodit vzorec pro vypocet obvodu rovnostranného
trojahelniku.

a

!
X) =—
£/ =5

2

(r'@) =1
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. . , . V3 T oy
U rovnostranného trojuhelniku plati, ze v = - @ takze si derivaci funkce mizeme

piepsat do tvaru f'(x) = é = % a jeji druhou mocninu do tvaru (f ’(x))2 = g Obvod
trojuhelniku poté je
V3 V3
2 2 s,
2
1 4 A 2 B,
0=3 1+§dx=3 §dx= §f dx=3ﬁ[x]O =
0
0 0

Odpovéd’: Obvod rovnostranného trojihelniku je roven o = 3a. Tento vzorec je shodny

se vzorcem uvedenym v Tabulce 3.

Priklad 17: Odvod'te vzorec pro obvod ¢tverce o hrané délky a.

Redeni: Mame &tverec o délce jedné hrany a, takze obvod celého &tverce, ktery ma Gtyfi
tyto hrany, je o =4a. Ale i tento vzorec mizeme odvodit pomoci Riemannova
integralu.

Nacrtneme si ¢tverec, jehoz jeden vrchol umistime do pocatku soustavy soufadnic.

y

Obrdzek 18: Ndacrt ctverce
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Hrana, kterou mame v nartu protazenou, ma funkéni piedpis f:y = a. Pomoci

vzorce (2.5) zjistime jeji délku a vysledny obvod ¢tverce bude jejim Ctyfnasobkem.
ffx)=0
, 2
(f'@)" =0

a a

a
0=4.f 1+de=4f1dx=4-1fdx=4[x]8‘=4(a—0)=4a
0

0 0

Odpoved’: Jak muzeme vidét, obvod ¢tverce nam vysel o = 4a. Tento vzorec se shoduje

s nasi ivahou na zacatku ptikladu a také se vzorcem uvedenym v Tabulce 3.

Priklad 18: Odvod'te vzorec pro obvod obdélniku o stranach délky a a b.

Reseni: Stejné jako u ptedchoziho piikladu i tady miizeme vzorec odvodit pouhou
uvahou. Obdélnik se sklada ze Ctyt stran, kde kazdé dve jsou stejné dlouhé. Vime-li, ze
jedna dvojice stran ma délku a a druha dvojice délku b, vysledny obvod bude o0 = 2a +
2b = 2(a + b). | tento vzorec se da odvodit pomoci Riemannova integralu a vzorce

(2.5).
V prvnim kroku si nacrtneme obdélnik.

y

Obrazek 19: Ndcrt obdélniku
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Jak uz bylo napsano vyse, obdélnik mé vzdy dvé strany stejné dlouhé. Rozdélime si
tedy vypocet obvodu do dvou krokii. Vysledny obvod obdélniku bude souctem téchto

dvou dil¢ich obvodu.

a) Obvod delsich stran délky a — v nacértu jsme si jednu z delSich stran protahli.
Tato strana je rovnob&zna s 00U x, tudiz funkéni predpis této ptimky je obecné
roven y = c, kde c je konstanta. V nasem pfipad¢ je tato konstanta rovna délce

delsi strany b.
fiy=>b

Mame tedy funkéni predpis jedné z delSich stran. Obvod obou delSich stran zjistime
podle vzorce (2.5). Nejprve vSak musime funkci f zderivovat a vyslednou derivaci

umocnit na druhou.
ffx)=0
(F')° =0

a a
01=2f 1+0dx=2f1dx=2-1jdx=2[x]8=2(a—0)=2a
0 0

a

0

Obvod delsich stran je roven 0, = 2a.

b) Obvod kratSich stran délky b — budeme postupovat totozné jako u obvodu
delsich stran. Musime urcit funkéni piedpis ptimky kolmé na osu x, to znamena,

Ze proménna pro nas bude y. Funk¢ni predpis bude roven f: x = a.

Ted uz jen doplnime rovnice potfebné pro pouziti vzorce (2.5) a mizeme dopocitat

obvod obou kratSich stran.
f'f)=0
2
(') =0
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b b

b
oz=2f\/1+0dy=2f1dy=2-1fdy=2[y]g=2(b—0)=2b
0 0 0

Obvod krat$ich stran je roven o, = 2b.

Odpoved’: Obvod obdélniku je souctem dil¢ich obvodt, tedy o = 0 + 0, = 2a + 2b =
2(a + b). Po kontrole se vzorcem uvedenym v Tabulce 3 vime, Ze jsme poditali

spravnge.

2
Piiklad 19: Urcete délku kiivky zadané ptepisem f:y = %ln X — x: vintervalu (1, e).

Reseni: Délku kiivky vypoéitime pomoci vzorce (2.5). Ze zadani zname funkéni
ptredpis této kiivky a meze integrace, musime tedy jesté¢ funkci f zderivovat a tuto

derivaci umocnit na druhou.

,()_1 1 2x_1—x2
fiix 2 x 4 2x

) 2 1—2x%+x*
) =—F7—

Nyni jiz zname vSe potfebné pro pouziti vzorce (2.5) pro vypocet délky kiivky
a miZeme spocitat délku zadané kiivky.

e e

1—2x2% + x* 4x%2 +1 —2x%2 + x*
l = 1+ ———dx = dx =
4x2

4x2

1 1
e

x%+1

1
_ 2 2 — —
Zx\/(x +1) dx—j % dx =

1

e e

1
=j— x4+2x2+1dx=J
2x

1 1
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2
Odpovéd: Délka kiivky fiy = ~Inx — = vintervalu (1,e) je I = = (e? + 1) = 2,1j.

2.4 Vypocet obsahu rota¢ni plochy

Riemanntiv integral lze pouzit i pro vypocet obsahu rota¢ni plochy. K tomu
vyuzivame vzorec
b

P= anf(x) /1 +(f'(x))" dx. (2.6)

a

Vzorec (2.6) l1ze tedy vyuzit i K odvozeni vzorce pro vypocet obsahu plasté nékterych
rotacnich téles. Kdyz k tomuto obsahu pfi¢teme jesté obsah podstavy (ptipadné obsahy

podstav) daného tclesa, vznikne nam celkovy povrch rotacniho télesa.

Ke kontrole spravnosti pocitani je zde uvedena tabulka celkovych povrchl téch

rotacnich téles, které budeme v nésledujicich ptikladech odvozovat.

Rotaéni kuzel P=mnr(r+s)
Komoly rota¢ni kuzel P=nrf+nar}+n(r +1r)s
Rotaéni valec P =2nr(r+v)
Koule P = 4mr?
Kulovy vrchlik P =2mrv
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Kulovy pas P = 2nrv

Tabulka 4: Povrchy rotacnich téles [1]

Priklad 20: Odvod’te vzorec pro vypocet obsahu plasté rotacniho kuzele o poloméru

podstavy r a vysce v. Nasledné dopoctéte celkovy povrch rota¢niho kuzele.

ReSeni: Nejprve si nacrtneme kiivku, z které po rotaci kolem osy x vznikne rota¢ni

kuzel.

Obrazek 20: Ndcrt krivky pro rotacni kuZel

K pouziti vzorce (2.6) musime urcit funk¢ni ptedpis této kiivky. Tento kol jsme jiZ

resili v ptikladu 7, dovolim si tedy napsat jen kone¢ny tvar.

_T
ﬁy—vx

Dale musime urcit derivaci funkce f a druhou mocninu této derivace.

r

f'(x) =;

2

(r'@) ==
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Nyni mame vse potiebné k vyuziti vzorce (2.6) a mizeme spocitat obsah plasté

rota¢niho kuzele.

r r2 T v2 + 12 rVv2 + r2
P=2n| —x|1+—=dx=2n— | x |——dx=2n—— | xdx =
v v2 v v2 v v

0 0
2

T x?)’ T v
=2n§\/v2+r2 [71 =2nﬁ\/v2+r2<7—0>=nr\/v2+r2
0

V naértu muizeme rozpoznat pravouhly trojuhelnik s odvésnami r a wv.
Z Pythagorovy véty vime, e Vv2 + 12 je rovna preponé tohoto trojihelniku, ktera je
u rotaniho kuzele totozna se stranou s. Tim padem mizeme vysledek piepsat do tvaru
nrs. Kdyz k nému piicteme jesté obsah podstavy (mr?), ziskdame cely povrch rotaéniho

kuzele P = nirs + nr? = nr(r + s).

Odpoved’: Obsah plasté rotaéniho kuzele je roven P = mrs a celkovy povrch rotaéniho
kuzele je P=mnrs+mnr?=mnr(r+s). Vysledny povrch je totozny se vzorcem

uvedenym v Tabulce 4.

Piiklad 21: Odvodte vzorec pro vypocet obsahu plasté komolého rota¢niho kuzele
o poloméru horni podstavy r;, dolni r, a vySce v. Nasledné dopoététe celkovy povrch

komolého rota¢niho kuzele.

ReSeni: Nacrtneme si kiivku, ze které po rotaci kolem osy x vznikne komoly rotaéni

kuzel.
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Obrdzek 21: Ndcrt krivky pro komoly rotacni kuzel

Funkéni predpis této kiivky jsme jiz zjiStovali v piikladu 8, dovolim si ho tedy

neodvozovat, ale prevzit.

K odvozeni obsahu plasté komolého rotacniho kuzele vyuZijeme vzorec (2.6).

Musime tedy jeste urcit prvni derivaci funkce f a druhou mocninu této derivace.

, TN
£160 ===
32
(reoy =

Obsah plasté je pak rovny

14
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v v2 2

=1 |vE+(r; —1p)? v+ (r; —1p)?
=2n 2 1x\/ (. +\/ 2L r |dx =

—7”1\/172'*‘(7”2—7”1)2[ \/U2+(r2_r1)2r1jzdx

v v
0

=271

JPZ+ (- 1)? <r2 —rll l )

v

AP =) rrﬁ( )+r1<v—0>]

v
\/vz + (r, —17)2 1

” (Zrzv—2r1v+r1v)=
\/UZ + (r; —1y)?

1
= - (2 nv+ = > r2v> =n(r + rz)\/vz + (r, —1y)2.

Stejné jako u rotatniho kuzele i zde mizeme v nacrtu rozpoznat pravouhly

trojtthelnik s odvésnami (r, — ;) @ v. TakZe z Pythagorovy véty: \/v2 + (1, — 11)? je
rovna pieponé tohoto trojuhelniku, ktera je v komolém rotacnim kuzeli totozna se
stranou s. Tak se nam vysledek méni na tvar m(r; + 1,)s. Po piiéteni obsahti podstav

(mr? a mr}) ziskavame cely povrch kuzele P = nr? + nry + w(r, + 13)s.

Odpovéd: Obsah plaste komolého rota¢niho kuzele je P = m(r; +1,)s a celkovy
povrch komolého rotaéniho kuzele je P = mr? + nry + m(ry + r,)s. Tento povrch je
shodny se vzorcem pro vypocet povrchu komolého rotacniho kuZele uvedenym

v Tabulce 4.
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Piiklad 22: Odvod'te vzorec pro vypocet obsahu plasté rotacniho valce o poloméru r
a vysce v. Poté dopoctéte celkovy povrch rotacniho valce.

Reseni: Rota¢ni vélec jsme jiz fesili v piikladu 9, kdyz jsme poéitali jeho objem.
Ptevezmeme tedy z tohoto ptikladu funkcni predpis kiivky, vlastné pfimky (viz. nacrt),

Z které po rotaci kolem osy x vznikne rotacni valec.

fry=r

b e e | o i

Obrazek 22: Ndcrt krivky pro rotacni valec

Obsah plaste¢ vypocitame pomoci vzorce (2.6). K nému vSak jesté potitebujeme

derivaci funkce f a jeji druhou mocninu.
ffx) =0
’ 2
(f'x) =0

Pak obsah plaste rotaniho valce je

v v
P = anr\/1 +0dx = anfdx = 2nr[x]§ = 2nr(v — 0) = 2mrv.
0 0

Kdyz k tomuto obsahu plasté ptiéteme obsah obou podstav (2 - r?), dostaneme cely

povrch rotaéniho valce, tudiz P = 2nrv + 2nr? = 2nr(r + v).
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Odpoved’: Vzorec pro vypocet obsahu plasté rotacniho valce je P = 2mrv. Celkovy
povrch je pak P = 2mrv + 2mr? = 2mr(r + v), ktery je totozny s povrchem uvedenym

v Tabulce 4.

Piiklad 23: Odvod’te vzorec pro povrch koule o poloméru r.

Reseni: Kouli, na rozdil od predchozich t&les, nerozdélujeme na plast a podstavu.

Vzorec (2.6) nam da rovnou cely povrch koule.

Nacrtneme si kiivku, kterd po rotaci kolem osy x vytvoii kouli. Je to vlastné

pulkruznice se stfedem v pocatku soustavy soutadnic nachdzejici se nad osou x.

y

Obrazek 23: Ndcrt krivky pro kouli

Tato kiivka bude mit funkéni ptedpis f:y = Vr? — x? (pfevzato z ptikladu 10).

Stejné jako u vSech ptredchozich prikladi, kde vystupovala kruznice ¢i ptlkruznice,
I zde vyuzijeme jeji soumérnost. Budeme pocitat povrch télesa vzniklého rotaci jen
jedné poloviny této kiivky (t¢ ohrani¢ené¢ mezemi 0 a r) a celkovy povrch koule bude

jeho dvojnasobkem.
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Abychom mohli vyuzit vzorec (2.6), musime jesté¢ urCit prvni derivaci funkce f

a druhou mocninu této derivace.

f'eo = %(TZ ) (20 = rz_ic %2
2

(f'(x))2 = rzxf

x2

Povrch koule poté bude

-
’ 2 ’ ’2 2 2
x r2 —x2+x
P=2-2m | Vr2—x2 |1+ > 2dx=47tf\/r2—x2 ———5—dx =
r2 —x r2—x
0
0

T \/_2 T r
r
=4T[j\/7‘2 — X2 ——dx = 4njrdx=4nrjdx=4m‘[x]r =
0 T —x 0 0 ’

= 4nr(r — 0) = 4nr?.

Odpovéd'’: Vzorec pro vypodet povrchu koule je P = 4mr2. Tento vzorec se shoduje se

vzorcem uvedenym v Tabulce 4.

Priklad 24: Odvod’te vzorec pro vypocet povrchu kulového vrchliku vysky v vzniklého

Z koule poloméru r.

Reseni: Kulovy vrchlik vznikne rotaci stejné kfivky jako koule, jen s tim rozdilem, Ze to

nebude cela pillkruznice, ale jen jeji Cast.
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Obrazek 24: Ndacrt krivky pro kulovy vrchlik

Z nacrtu muzeme vycist, ze tato Cast je ohrani¢ena mezemi r — v a r. FunkCni

predpis této kiivky je tedy totozny jako piedpis kiivky u koule, tudiz f:y = Vr? — x2.

K vypoétu povrchu kulového vrchliku pouzijeme vzorec (2.6). Meze integralu jsou

r — v ar. Jesté je zapotiebi ur€it derivaci funkce f a druhou mocninu této derivace.

1 1
fx) = E(TZ —x?)72- (—2x) = 0

2

(r@) =o—

x2

Povrch kulového vrchliku je pak

r

P=2n

r—v
T r r
1/1-2
— 2 _ 42 B — — — r =
=2m r__[v\/r X —— dx ZHTerx 27Trr._fv dx = 2nr[x]7_,

=2nr(r —r +v) = 2mrv.
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Odpoved: Povrch kulového vrchliku je P = 2mrv. Tento vzorec je totozny se vzorcem

uvedenym v Tabulce 4.

Piiklad 25: Odvodte vzorec pro vypocet povrchu kulového pasu vysky v koule

poloméru r.

Reseni: Naértneme si pulkruznice se stfedem v po¢atku soustavy soufadnic situovanou
nad osou x. Kulovy pas vznikne rotaci ¢asti této pulkruznice. Pro nasledné jednodussi

integrovani si tuto ¢ast vymezime mezemi 0 a v.

Obrdzek 25: Ndcrt krivky pro kulovy pds

K vypocétu povrchu kulového pasu vyuzijeme vzorec (2.6). Funkéni ptedpis této
kiivky jsme urcovali jiz dfive, je to f:y = Vr2 — x2. Dale potfebujeme znat derivaci

funkce f a druhou mocninu této derivace.

1 1
f'x) = E(Tz —x?)7z- (=2x) = Nreper

2
(@) =5—

x2
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Vysledny povrch je
P=2m | Jr?2—x2 1+ dx—an\/rz—xz 72 —————dx =
v

dx—2rtfrdx—2nrfdx—27tr[]
0

—Zn.fm—

= 2nr(v — 0) = 2mrv.

Odpoved’: \Vzorec pro vypocet povrchu kulového pésu je P = 2mrv. Jak miZeme

zkontrolovat v Tabulce 4, po¢itali jsme spravné.

Priklad 26: Urcete obsah rotacni plochy vzniklé rotaci kiivky urcené funkénim

piedpisem f:y = +/x na intervalu e 1> kolem osy x.

ReSeni: Obsah rotaéni plochy vypoéteme pomoci vzorce (2.6). K tomu jestd

potfebujeme znat derivaci funkce f a druhou mocninu této derivace.

1 1
f'x) = E(X)_E = PN

(@) =4

Nyni jiz zndme vSe pro vyuziti vzorce (2.6) a mizeme vypocitat obsah rotacni

plochy
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1

1
P 2
g ( 1)3 11 1 2
4x + 1)2 1
i 2 . 2
2 2

= %ﬂ (E— \/5) = %n(S\/E —3v3) = 3,13j2,

Odpovéd'’: Obsah této rota¢ni plochy je P = %7‘[(5\/3 —3v3) = 3,132

1
1
1 4x + 1 vix +1
P=2n | Vx [1+—dx=2n | Vx dx =21 | Vx dx
4x 4x 2\x
1
2
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Kapitola 3
Uziti ve fyzice

3.1 Vypocet drahy nerovnomérného pohybu
Ve fyzice mizeme Riemanntiv integral pouzit k vypoctu drahy nerovnomeérného

pohybu. VVzorec k tomuto vypoctu odvodime ze znamého vzorce pro vypocet rychlosti
d < v . . o

v = d—i. Vyjadiime ds: ds = v -dt a celkova draha nerovhomérného pohybu s se

vypocita pravé Riemannovym integralem jako

t2

szfvdt, (3.1)

t1

kde (t;, t,) je Casovy interval, na kterém uréujeme drahu s.

Piiklad 1: Urcete drahu nerovnomérného pohybu leticiho mice, jehoz rychlost mizeme

vyjadfit v = 4t — t% [m - s71] v ¢asovém intervalu t € (3,6)[s].

Redeni: V zadani mame funkéni predpis pro rychlost i ¢asovy interval, ktery pro nas

bude mezemi, tudiz madme vSe potiebné k vyuziti vzorce (3.1).

6 6 6

j t—— dt—j4tdt—J dt =4 ftdt—ZJ dt =

3 3
_ 2[ ] (36 9) 2( 1_|_1>_4 27 5 1_54 1_
B 6 3/ 2 6 3
161
=Ti53,67m

v 2 ry ;o ; 2 r o P ,
Odpoved’: Mic€ letici rychlosti v = 4t — -7 urazi v ¢asovém intervalu t € (3,6) drahu

s = 13ﬂ = 53,67m.
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3.2 Vypocet prace

Dalsi uziti Riemannova integralu ve fyzice je kK vypoétu prace. Nejznaméjsi vzorec
pro vypocet prace je W = F -s. Ten ale plati jen tehdy, pokud ma sila konstantni
velikost a smér totozny se smérem posunuti télesa. Kdyz vSak toto pro silu neplati,
pouziva se obecngjsi vztah pro praci a to

S2

W= f F.ds. (32)

S1

Drahy s; a s, jsou mezemi integrace a také mezemi drahy, na které kona sila F praci

w.

Piiklad 2: Vypoctéte velikost prace, kterou musime vykonat pfi prodlouzeni pruziny

0 15cm z nenapnutého stavu, jestlize se silou 10N roztahne o 50cm.

Reseni: K vypodtu velikosti sily potiebné k prodlouzeni pruziny pouZijeme vzorec
F =k -x, kde k je tuhost pruziny a x jeji prodlouzeni. Tuhost pruziny muizeme

vypocitat z hodnot uvedenych v zadani ptikladu a pfevedenych do zakladnich jednotek

soustavy Sl: k = g = £ = 20. Potiebna sila je tedy tvaru F = 20x.

K vyuziti vzorce (3.2) mame jiz funkéni ptedpis pro silu a meze integrace jsou

uvedeny v zadani (0 a 15cm = 0,15m). Prace je pak

0,15 0,15 015

2
sz 20xdx=20f xdx=20[7l =20(
0 0 0

0,0225

- 0) = 0,225].

Odpoved’: Velikost prace potiebné Kk prodlouzeni pruziny o 15cm z nenapnutého stavu

je W = 0,225].
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3.3 Vypocet momentu setrvacnosti

Moment setrvacnosti vyjadiuje ochotu télesa setrvat v ota¢ivém pohybu. Velikost
momentu setrvacnosti zalezi na rozlozeni hmoty v télese — ¢im je vétSi vzdalenost

a hmotnost od osy otaceni, tim je vétsi moment setrvacnosti.

K vypoctu momentu setrvacnosti pouzivame vzorec

] = fxz dm. (33)
(m)

Priklad 3: Urcete moment setrvac¢nosti homogenni tenké tyce o délce [ a hmotnosti m,

jestliZe rotuje kolem osy o, prochazejici kolmo jejim stiedem.

Reseni: Ud&lame si naért ty¢e S 0sou rotace.

X

t t
/2 0 /2

Obrazek 26: Ndcrt tyce s osou rotace v jeji poloviné

Kdyz z této tyCe délky [ a hmotnosti m vyfizneme nekoneéné maly usek velikosti
dx, jeho hmotnost bude dm. Timto nam vznikla pfima uméra, ze které mizeme vyjadrit

dm potiebné k vyuziti vzorce (3.3).

l...dx
m...dm
m
dm = de

52



: L . L1 e,
Meze integrace, jak je vidét z nacrtu, budou — 5 @5. Moment setrvacnosti poté bude

> l
B ‘ zmd _mf 2 4 _m x3]? _m l3_|_l3 _m le’_ml2
]_lxlx_llx TTEL T\ T 2e) T T2 T 12
—_ —_ 2
2 2

Odpoved: Moment setrvacnosti homogenni tenké ty¢e délky [ a hmotnosti m rotujici

2

e y . 1
kolem osy o, prochazejici kolmo stiedem tyce je | = "11—2

Priklad 4: Urcete moment setrvac¢nosti homogenni tenké tyce o délce [ a hmotnosti m,

jestliZe rotuje kolem 0SYy o, prochazejici kolmo jeji jednou Ctvrtinou.

Reseni: Tento piiklad je vlastné obménou piikladu 3. Bude se tedy poditat stejng, jen

meze integrace budou jiné.

-

L |
-4 0 34

Obrdzek 27: Ndcrt tyce s osou rotace v jedné Ctvrtiné

K vypoctu pouzijeme vzorec (3.3). Meze integrace budou —i a Zl a integrovany

vyraz bude stejny jako u piikladu 3.

3 3
n 2
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3 1 16 48

Odpoved: Moment setrva¢nosti homogenni tenké tyce délky [ a hmotnosti m rotujici

, e . ey . . 7
kolem osy o, prochazejici kolmo jednou jeji ¢tvrtinou je | = Emlz.

Z téchto dvou ptikladl jsme potvrdili tvrzeni uvedené na zacatku této podkapitoly
ato, ze ¢im vétsi je vzdalenost od osy otaceni, tim vEétsi je moment setrvacnosti.

Konkrétn€, moment setrvacnosti tyce jejiz osa rotace je umisténa v jedné poloviné je

1 r r W W r r b r b4 . b4 :
J = Eml2 até samé tyce, kdyz umistime osu rotace do jedné Ctvrtiny tyce, je | =

7 1 7
—ml?,a—=<—.
48 12 48

3.4 Vypocet polohy tézisté

Poloha t€zisté se pocitd pomoci vzorce

1
(m)

nebo jeho obmén: pro homogenni téleso (p = konst.)

1
Xr = ;(f) xdV (3.5)
%4

a pro plo$né homogenni téleso (napf. list papiru)

1
Xr = 5 fde. (3.6)
)
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Te&ziste je plisobiste tihové sily na téleso. Tihova sila ma v tomto misté stejny ucinek,

jako kdyby ptisobila na celé t€leso.

Kazdy z nés uz urcit€¢ n¢kdy zkousel podepftit tuzku prstem tak, aby nepiepadavala
na jednu stranu a drZela se v rovnovaze. Hledali jsme vlastné t€zisté tuzky (nebo spise

jeho svislou slozku, protoze t&zisté je uvnitf tuzky).

2%

podkapitoly. Budeme k tomu vyuzivat vzorce (3.5) a (3.6). V nich se objevuje vzorec
pro objem nebo obsah, ktery jsme odvozovali v pfedeslé kapitole. K vypoctim tedy

budeme vyuzivat vysledky naseho pocitani z minulé kapitoly.

A%

N2

Vv

véalec, jehoz objem jsme pocitali v ptikladu 9 kapitoly 2. Vysel V = mr?v. Z tohoto
ptikladu vyuZijeme i1 nacrt kiivky, z které po rotaci kolem osy x vznikne rotacni valec

a funkeni predpis této kiivky.
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Obrdzek 28: Ndcrt krivky pro vdlec

fry=r

Znacrtu vidime, Ze kdybychom udé¢lali fez kolmy na osu x a ztyfe vyfizli
nekonecné maly usek Sitky dx, byl by to vlastné¢ malicky vélec, jehoz objem by byl

dV = my? dx, kde y = r, tudiz

dV = nr? dx.
Téziste tyce se tedy nachazi
v v
1f 2 g Zf 4 21" 1(v? o)1
xr == | xnrdx = nre | xdx==|=| ==(=—-0)=zv
Ty nr? v o V\2
0 0

Vv

predpokladali, v jedné poloving vysky tyce.
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2%

V.

2

Reseni: Rovnostranny trojtihelnik je ploiné t&leso, proto pro vypoéet polohy jeho t&ziste

vyuzijeme vzorec (3.6). Ktomuto vzorci potiebujeme znat vzorec pro obsah

rovnostranného trojuhelniku, ktery pievezmeme z ptikladu 1 kapitoly 2. Je to S = %

Dale z ptikladu 1 ptfevezmeme i funkéni pfedpis jedné ze stran rovnostranného

trojuhelnikuato f:y = % x a nacrt tohoto trojthelniku.

P e e B L S

Obrdzek 29: Ndcrt rovnostranného trojuhelniku

Kdybychom v naértu udélali fez kolmy na osu x a z rovnostranného trojuhelniku
vyfizli nekone¢né¢ maly usek Siroky dx, byly by to vlastné dva totoZzné obdélniky,

jejichz obsah by byl

dS = 2ydx = 2~ xdx = Zxd
=2ydx =2 xdx = —xdx.

A%

Tento obsah dS dosadime do vzorce (3.6) a vypocitame polohu t&zisté.
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‘b T . ., . < 1z . " 2
Odpoved’: Tézisté rovnostranného trojuhelniku o strané délky a a vySce v lezi ve 3

vysky tohoto trojahelniku.

A%

Redeni: Stejné jako u ptedchozich ptikladii, i nyni vyuzijeme vysledki dosazenych

Vv kapitole 2. Konkrétné u ptikladu 7.

Obrazek 30: Ndcrt krivky pro rotacni kuZel

Funkéni predpis kiivky, ze které rotaci kolem osy x vznikne rotacni kuzel, je

r . < . Y 1
fiy= Sxa objem rotacniho kuzele je dan vzorcem V = Em"zv.

K pouziti vzorce (3.5) musime jeste vyjadiit dV. Jestlize udélame ez kuzelem kolmy

na osu x a Siroky dx, vznikne nam valec, jehoz objem je
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2 re 2
dV =my dx=n;x dx.

2%

v

1 r? 3 mr?( | 3 [x*]” 3 (vt 3

xT:n’rzv .X'Tl'ﬁx dx:T[T‘ZU'F X dng— =—(—-0 :ZU.
- 0

O e TR v s v v ’ w0 Y 3
Odpoved’: Tézisté rotacniho kuzele s polomérem r a vySkou v lezi ve " vysky tohoto

kuzele.

Vv v

11, poloméru dolni podstavy r, a vySce v.

Reseni: Postup bude stejny jako u rotaéniho kuzele, nyni vSak budeme pouZivat
vysledky z ptikladu 8 kapitoly 2. Dovolim si tedy uvést jen vysledky bez podrobného

komentafre.

Obrdzek 31: Ndcrt krivky pro komoly rotaéni kuZel
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Funkéni predpis kiivky, z které vznikne komoly rotacni kuzel f:y = 2h

Objem komolého rota¢niho kuzele V = %v (rZ + iy + 72).

Z tezu vznikne také valec, jehoz objem je

r,—T1 2 Ty —1y)% T, —T
dv = my? dx—n( x+r1) dx=n<(2—21x2+2 2 1xr1+r12>dx.
v
Polohu tézist€ vypocitame pomoci vzorce (3.5), bude
v
1 r, —11)? r,—T
Xr = > n<(2—21)x2+2 2 1xr1+r12>dx=
?(Ti +1iry +15) v
0
v
3 T, —T T, —T
= > < | x (r 21) 2422 Lxr +7E)dx =
mv(ry’ + 1y +15) v
0
v
3 (r, — 1) ; r,—T ;
=—— 5 2 21 3dx+f22 1x2r1dx+fr12xdx =
v(ry + iy +15) v

0

v v

rlrlfxzdx+r12fxdx
231° 21Y
7l iz )-

- v

3 r, —11)2 T
> 5 (rz 21) fx3dx+22
v+ + 1) v

[

0
3 [x“l
4
0

v(rf + 1y + 1)

(r; — 7"1)2
02

rn—-"r v

Bl

vt + 1y +

(7”2 - r1)2 Y o
v(r? + iy, + 1) 4

2 1
(ry —r)%v? + 3 (ry —r)nv? + Erlzvz]

)+2

T'1<?—0

Vo (2o

)
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3 3
S — 11)?v?2 + 2(r, —r)1rv? + 51’12172

v(rf 4+ + 1)

3,2 2 2 3.2 3. 2,1 1 2
Z(‘r2 —2r2r1+r1)+2(r2r1—r1)+5r1 ik +Er2r1+zr1
= 'v = 'v =
2 2 2 2
(r° +nr+1) (rf +nry, +15°)

v (P +2nn+17)
4 (A trd)

A%

2 2
y , Ly o . v (r{+2rir+13)
poloméru dolni podstavy r, a vysce v zjistime pomoci vzorce xp = — - 222,
4 (ri+rry+r?)

%

Reseni: Naértneme si polokouli napravo od osy y.

y

Obrazek 32: Ndcrt krivky pro polokouli

Tato polokoule vznikla rotaci kiivky f:y = Vvr? —x?2 vintervalu (0,r). Funk¢ni
predpis kiivky je totozny s funkénim piedpisem pro kouli odvozenym v piikladu 4

61



kapitoly 2. Z tohoto piikladu mizeme vzit i objem koule, protoze objem polokoule je

jeho polovinou. Objem polokoule tedy je V = % . gnr3 = gnr3.

WVt

vyjadtit dV —udélame-li fez polokouli kolmy na osu x a Siroky dx, vznikne valec, jehoz

objemje dV = my?dx = n(r? — x?) dx.

Vv v

polokoule.
1 T T r
Xr . fxn(rz—xz)dxzzn ST fxrzdx—fx%lx =
3 0 0 0
T
3 x2" [x*]"
—_ 2 — 3 - 21| —|— =
2r3rjxdx fxdx 23<r > l4>
0 0 0

%

osy X.
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Zaveér

Predkladana bakalafska prace pojednava o vyuziti Riemannova integralu
v piirodnich védach, konkrétné¢ pak v matematice a ve fyzice. Zamérem této prace bylo
sestavit piehled aplikac¢nich pfikladd vcetné feSeni s kontrolou v matematicko-
fyzikédlnich tabulkach. Soucasti feSeni piikladi je nacrt, ktery slouzi k lepsi

predstavivosti feseni.

Prekvapilo mé¢, kolik vzorcti k vypoctu objemi a obsahli se dd odvodit pomoci

Riemannova integralu, a tudiz si je neni tfeba pamatovat.

Byla bych potésena, kdyby tato prace byla pfinosem nejen pro studenty, ktefi si
chtéji procvicit vypocet Riemannova integralu, ale 1 pedagogickym pracovnikim, ktefi

Z této prace mohou Cerpat tlohy pro sva cviceni.
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