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Pouzité oznaceni

Symbol Vyznam

1@ vektor s pocatecnim bodem A a koncovym bodem B
(z,y) usporadana dvojice realnych ¢isel

a oznaceni vektoru

—a opac¢ny vektor

o= (0;0) nulovy vektor

|/ﬁ |, |d] velikost vektoru

a-b skalarni soucin vektoru a, b

Ouy kartézska soustava soutfadnic s poc¢atkem v bodé O [0; 0]
R mnozina realnych cisel

Rt mnozina kladnych realnych ¢isel

Ry mnozina nezapornych realnych ¢isel

(a,b) uzavieny interval v mezich od a do b

(a,b) otevieny interval v mezich od a do b

T téziste trojuhelnika

T, T, T, stfedy stran BC', CA, AB

Vv ortocentrum (prisecik vysek) trojihelnika

Vo, Vo, Vo paty vysek z vrcholu A, B, C

Vg, U, Ve délky usecek AV,, BV,, CV,

O prusedik os stran trojuhelnika (stfed kruznice opsané)
Og, Oy, O, prisecik os stran trojuhelnika se stranami BC, CA, AB



Uvod

Cilem této bakalarské prace je poukazat na vyuziti vektori v roviné pii feSeni planime-
trickych tloh. Diikazy pomoci vektort jsou velmi nédzorné a po potifebném seznameni
se s danou problematikou jsou mnohdy snazsi nez dikazy syntetické. Vektory prinési
velmi G¢inny nastroj pro dikazy nejen ve stiedoskolské matematice. Zaci ¢asto nedis-
ponuji znalostmi z riznych oblasti matematiky, a proto pro né mohou byt matematické
diikazy obtizné pochopitelné.

Uziti vektorti v planimetrickych tlohédch neni béznym a prili§ ¢astym postupem
vyskytujici se na stfednich skolach. Ve stfedoskolské matematice se v soucasnosti vyu-
¢uji vektory zejména k vyuziti v analytické geometrii. V matematickych olympiadéch
a jinych soutézich se tlohy vyuzivajici vektory vyskytuji pouze v omezené mire. Pri-
tom vektory mnohdy vedou k jednodussimu feSeni zadanych matematickych problému.
V této praci budeme vzdy vyuzivat vektory k feSeni zadanych tloh. Je velmi dilezité
si uvédomit, ze existuji i jind feSeni nevyuzivajici vektory.

Vektory jsou zavedeny pomoci orientované tisecky. Stejny zpiisob zavedeni vektortu
lze najit v [2] a [3]|. Jiny mozny zptsob zavedeni vektoru je pomoci vektorovych pro-
stort viz [11] a [12]. Definovani vektort pomoci orientovanych tsecek je bézné ve stie-
doskolské matematice. Ve vyssi matematice jsou vektory obvykle zavadény jako prvky
vektorového prostoru.

V prvni kapitole jsou uvedeny zakladni informace o vektorech. Dale bude popsan
skalarni souc¢in vektori a nékteré dalsi uzitecné poznatky o vektorech, které miizeme
aplikovat v navazujicich tilohéach.

Druha kapitola je vénovana tlohdm o trojihelniku, které jsou fesené pomoci vektort
a uzitim skaldrniho soucinu vektori. V tlohach dokidZeme nékteré zakladni vlastnosti
trojuhelniku.

O rovnobéznicich pojednava ¢tvrta kapitola této prace. Opét si zde dokaZzeme né-
které zakladni vlastnosti.

V posledni kapitole jsou uvedeny nefesené tulohy, které jsou urc¢eny k samostatnému
procviceni. Nejprve jsou to tlohy vénované prevazné praci s vektory. Poté jsou zde
uvedeny tulohy zabyvajici se trojuhelniky a nakonec jsou uvedeny tulohy zabyvajici se
vlastnostmi rovnobézniki.



Kapitola 1

Zakladni poznatky o vektorech

Pod pojmem vektor budeme v této praci rozumét dvojrozmérny vektor, ktery chapeme
jako usporadanou dvojici realnych ¢isel. V prvni kapitole nejprve uvedeme zékladni
poznatky o vektorech v roving, jez budeme dale vyuzivat v celé praci. Kviili ¢astému
vyuzivani pfi feSeni tloh pomoci vektorti jsou do prvni kapitoly zahrnuty i zédkladni
vztahy mezi vektory v trojuhelniku.

1.1 Vektor a jeho velikost

V prvni ¢asti zavedeme kartézskou soustavu souradnic, kterou budeme pouzivat v celé
praci. Poté definujeme vektor za pomoci orientované tisecky a nakonec definujeme ve-
likost vektoru.

Definice 1.1.1

Kartézskou soustavou souradnic Oy, rozumime dvojici navzajem kolmych ¢iselnych
os x, y v roviné. Jejich prusecik zna¢ime O, kde O]0;0].

Definice 1.1.2

Orientovanou useckou 1@ rozumime takovou tsecku AB, kde A je pocateénim a
B je koncovym bodem. Znac¢ime ji se Sipkou, ktera sméiuje podle obr. 1.1 od pocatec-
niho bodu ke koncovému bodu.

Obr. 1.1



Definice 1.1.3

Mnozinu vSech orientovanych tsecek, které maji stejnou délku a stejny smér, na-
zyvame vektor. Necht A je pocatecni a B je koncovy bod, potom AB oznacuje vektor
urc¢eny témito body, pfipadné oznacujeme vektor pomoci jediného symbolu a. Je-li
vektor vazan k jednomu bodu, nazyvame jej vazany vektor. Neni-li vazan k jednomu
bodu, nazyvame jej volny vektor. Vektor, u kterého splyva pocatecni bod A s koncovym
bodem B, nazyvame nulovy vektor. Nulovy vektor znac¢ime & (resp. (0;0)). Opacnym

—
vektorem k vektoru 1@ (pfip. @) rozumime vektor BA (pfip. —a), viz obr. 1. 2.

B B

Obr. 1.2

Definice 1.1.4

Necht Alay, as], Blb1, bs] jsou body v roviné O,,,. Vektor AB definujeme jako rozdil
koncového bodu B a pocatecniho bodu A, tedy 1@ = B — A. Soutadnice vektoru jﬁ
zapiSeme jako usporadanou dvojici redlnych ¢isel AB = (by — a1, by — as).

Definice 1.1.5
Velikost? vektoru AB (ptip. @) rozumime délku usecky AB. Velikost vektoru zna-
¢ime |£| (piip. |@]), pricemz pro Alay, as], Blbi,bs] plati

’1@’ = \/(bl — CL1>2 + (bg — a2)2,
kde A[al, &2] a B[bl, bg]
Jednotkovym vektorem rozumime kazdy vektor, ktery ma velikost 1.
1.2 Operace s vektory

Dale zavedeme zakladni operace s vektory.

Definice 1.2.1

Souctem wvektori U = f@, U = B? a rozumime vektor W = 1@, coZ zapisu-
jeme w = 4 + v. S¢itani vektort provadime po slozkach, tj. pro libovolné dva vektory
U= (uy,uz), U= (vy,vq) plati @+ ¢ = (uy + vy, uy + v3). Na obr. 1.3 vidime grafické
znézornéni souctu dvou vektor.
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A q B
Obr. 1.3

Véta 1.2.1 (vlastnosti souc¢tu vektori)

Pro libovolné vektory @, g, ¢ plati

a) @+ b=b+a (komutativni zdkon)
b) @+ (b+7) = (@+b) + T (asociativn{ zékon)
c) a=ad+o
d) i+ (—a)=0
Diikaz.

—

a) Necht @ = (a1, az2), b = (b1, b2). Potom z definice souctu vektort a z komutativity
s¢itani redlnych cisel plyne

6+5: (CLl +b1,a2+bz) = (b1 +a1,b2+a2) = 6+5:,
¢imz jsme uvedenou rovnost dokazali.

b) Necht @ = (ay,as), b = (b, by) a & = (c1,¢3). Potom uzitim definice souctu
vektoru a asociativity realnych ¢isel vzhledem ke sc¢itéani ziskdme

i+ (0+8) = (a1 + (b +c1),a+ (ba+ ) =

=,

= ((a1+b1) +c1, (a2 + b)) + o) =(@+b) + 3,

coz jsme meéli dokézat.
¢) Necht @ = (ay,a2), 0= (0;0). Z definice sou¢tu dostavame
d+0=(a1+0,a2+0) = (a1,a2) = a,
z ¢ehoz plyne uvedené rovnost.
d) Necht @ = (ay,as), —@ = (—ay, —ag). Z definice souctu opét dostavame
a+ (@) = (a1 + (—a1), a2 + (—az)) = (0;0) = 4,

coz jsme meéli dokézat.

11



Pozndmka. Vektory tvoii vzhledem k vySe definovanému scéitani vektoru abelovskou
grupu.

Definice 1.2.2

Soucinem vektoru d a realného ¢isla ¢ rozumime vektor, ktery ma délku |a@] - |c| a
bud stejny smér jako @ pokud ¢ > 0, anebo opa¢ny smér pokud ¢ < 0. U soucinu
vektoru @ a redlného ¢isla ¢ vynasobime jednotlivé slozky vektoru @ = (aq, az) redlnym
¢islem ¢, tj. ¢-d = (caq, cas). Pro soudin realného ¢isla ¢ = 0 a vektoru @, tj 0 - @, smér
vysledného vektoru nedefinujeme.

Véta 1.2.2 (vlastnosti nasobeni vektoru realnym ¢éislem)

Necht a, b jsou libovolné vektory a dale necht ¢, d jsou libovolné realnéa ¢isla. Potom
pro kazdé c,d € R plati

-,

c-(@+b)=c-a+c-b (distributivita)

a)
by (c+d)-d=c-a+d-a

¢) e (d-d) =(cd)-a

Q) —(c-d)=(=c)-d=c-(~a)
¢) 0-d=d=c-G

Diikaz.

a) Necht @ = (a1, as), b= (b1, by) jsou libovolné vektory a ¢ € R. Pak vzhledem k
definici souc¢tu vektoru a definici nasobeni vektoru redlnym ¢islem plati

c-(c?—l—g):c-(al—l—bl,angbg) = (cay + ¢by, cag + cby) =

= (cay,cag) + (cby,cby) =c-a+c-b,

coz jsme meéli dokézat.

b) Necht @ = (a1, as) je libovolny vektor a dale necht ¢,d € R. Potom vzhledem
k definici nasobeni vektoru realnym ¢islem, souc¢tu dvou vektori a vlastnostem
realnych cisel plati

(c+d)-a=((c+d) a,(c+d) a) =
= (cay + day, cag + dag) = (caq, caz) + (day,day) = c-d+d - d,
coz bylo treba dokazat.

¢) Necht @ = (a1, as) je libovolny vektor a ¢, d € R. Pak vzhledem k definici nasobeni
vektoru realnym ¢islem plati

c-(d-d)=c-(day,day) = (cday, cday) = (cd) - a,

coz dokazuje platnost tvrzeni.

12



d) Necht @ = (a1, ay) je libovolny vektor a ¢ € R. Potom vzhledem k definici nasobeni
vektoru realnym ¢islem a komutativity realnych ¢isel vzhledem k nasobeni plati

—(c-d) = —1-(cay,caz) = (—cay, —cay) = (—c)-d=c-(=1)-d=c-(—d),
coz dokazuje jednotlivé rovnosti.

e) @ = (ay,as) je libovolny vektor a ¢ € R. Pak s ohledem na definici nasobeni
vektoru realnym ¢islem snadno zjistime, ze plati

0-d=(0ay,0a3) =0=(0,0)=(c-0,¢-0)=c-0.

Definice 1.2.3
Skaldrnim soucinem dvou vektoru @ = (ay, as), b = (b1, be) rozumime ¢islo

@-b=aiby + agby = |d| - |b] - cos o,

-

kde ¢ je thel sevieny vektory a, b. Skalarni souéin znaéime @ - b.
Pozndmka 1. Protoze plati (@)* = a? + a3 je (a)? = |a|*.

Pozndmka 2. Misto @ - @ ¢asto piseme (a@)?.

Véta 1.2.3 (vlastnosti skalarniho soucinu)

Pro libovolné t¥i nenulové vektory a, g, ¢ plati

a) @-b="0-a (komutativni zdkon)

b) @-(b+¢& =d-b+a-c (distributivni zdkon)

c) Alb < d-b=0

d) Pro @|| b plati bud @- b = |@| - |b], nebo @- b= —|a| - 3]
Diikaz.

a) Necht @ = (a1, as), b = (b1, bs). A vzhledem ke komutativité nasobenf redlnych
¢isel plati B
6'b2a1b1+a2b2 :b1a1+b2a2:b«d’,

coz bylo tfeba dokazat.

b) Necht @ = (a1, a3), b = (b1, bs) a &= (c1, ¢2). Vzhledem k definici souctu dvou
vektorii a distributivity nasobeni vzhledem k s¢itani redlnych ¢isel plati

d(g+5> =a- (b1+01,b2+02) = (a1~(bl+cl),a2-(b2+02)) =
= (Clel + aicy, ang + CLQCQ) = (Clel, a2b2> + (alcl, CL2C2) =a- g—i‘ a- 5,

z ¢ehoz plati uvedené rovnost.

13



c) 1) Necht @ L b, potom @-b = 0. Pro @ L b je thel mezi vektory @, b roven 7+ km,
kde k € Z. Vzhledem k rovnosti @ - b = |d@] - |b] - cos ¢ ziskdme po dosazen thlu

rovnost @ - b = 0.
2) Necht @-b =0, potom @ L b. Podle definice skalarniho sou¢inu plati rovnost

@-b=0=|a-|b|- cos, ale protoze @, b jsou nenulové vektory, musi vyraz cos ¢
byt roven nule, coz plati pro tihel 7 + k7, kde k € Z.

d) KdyZ jsou dva vektory rovnobézné, musi tihel nabyvat hodnot 7+ k7, kde k € Z.
Proto cos ¢ nabyva hodnot 1. Tedy po dosazeni ziskame rovnost @-b = +|d|-|b|.

1.3 Vztahy mezi vektory v trojtihelniku

V této casti jsou uvedeny nékteré dilezité vztahy mezi vektory v trojuhelniku, které
budeme pouzivat v navazujicich ulohéch.

Véta 1.3.1
V libovolném trojihelniku ABC' plati

AB+BC+CA=7.

C

Obr. 1.4

Drikaz.
Podle obr. 1.4 plati

AB +BC = AC.

—
S ohledem na rovnost 1@ = —(C'A ziskdme po snadné tpravé rovnost
—
AB+BC+CA=7,

coz jsme chtéli dokazat.

Véta 1.3.2 (o téznici trojuhelniku)
Necht ABC' je libovolny trojihelnik a AT, je téZnice trojihelniku ABC'. Potom

pro vektor E plati
AT, = (/@ + /@) .

1
2
14



Drikaz.
Podle obr. 1.5 plati

AB + BT, = AT,
AC + CT, = AT,

Sectenim predchozich dvou rovnosti ziskame
AB + AC + BT, + CT. = 2 AT,

a dale s ohledem na rovnost BT n=—-C I w a provedenim elementarnich tprav obdrzime

% (@h@) — AT,

¢imz je véta dokazana.

Obr. 1.5
—
Pozndmka. Analogické vztahy obdrzime i pro BTy a C'l¢.

Véta 1.3.3
Necht ABC' je libovolny trojihelnik a necht tsecka BC' je rozdélena bodem P
na dvé ¢asti, pro néz plati BP = k- BC, kde k € (0, 1). Potom plati

ﬁ:(l—k)-@jtk-ﬁ.

Driikaz.
Z obr. 1.6 lze vidét, ze plati

BP — k BC,
PC = (1— k) BC.

Déle je patrné, ze

AP = AB + k BC, (1)
AP = AC +(1—k)CB. 2)

15



Obr. 1.6

Nyni rovnici (1) vynasobime (1 — k) a rovnici (2) ¢éislem k. Po nasledném se¢teni obou
rovnic dostaneme

(1—k) AP+ kAP = (1— k) AB + k AC + k (1 — k) (B?wc?) ,
pri¢emz vyraz B? + C@ je roven nule. Provedenim nékolika snadnych uprav obdrzime
AP=(1—k)-AB+ k- AC,

coz bylo tvrzeni véty 1.6.

Véta 1.3.4 (o tézisti trojuhelniku)
Necht je dan libovolny trojuhelnik ABC' a libovolny bod P lezici v roviné trojuhel-

ﬁ:%-(ﬁx+ﬁ+ﬁ).

Driikaz.
S ohledem na vétu 1.6 a obr. 1.7 muzeme psat

PT=(1—k) PA+k-PT,

pricemz ﬁ = % zﬁa, protoze tézisté lezi ve % vzdalenosti vrcholu A od strany BC'. Déle
uzitim véty 1.5 muzeme rozlozit vektor P I, na soucet dvou vektort, tedy % <ﬁ + ﬁ) .

Po dosazeni k = % a ﬁa = % (ﬁ + }%) do puvodni rovnosti obdrzime

Pt ;A4 3 (3 (PE+TO)).

w

z ¢ehoz vyplyvé rovnost

pi- L. (Ph+ 7B+ 7E),

1
3

kterou jsme méli dokazat.
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stejnym zptisobem nezavisle na volbé poc¢atku souradné soustavy.
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Kapitola 2

Uziti vektort v tlohach o trojuhelniku

V druhé kapitole se budeme zabyvat vektory v nejjednodussim rovinném tutvaru, troj-
thelniku.

2.1 Zakladni Glohy

V této casti si dokdzeme pomoci vektorta nékteré vlastnosti trojihelniki. Také se bu-
deme vénovat zédkladnim tloham, které jsou vhodné pro pouziti vektort.

Uloha 2.1.1

Dokazte, ze z téznic libovolného trojihelniku ABC' lze sestrojit trojuhelnik .

Diikaz.

Ty

A T, B
Obr. 2.1

Z obrazku 2.1 a diky vété o téznici v trojuhelniku je patrné, Zze plati

(3¢ TB) = 7T

<ﬁ+ﬁ) = BTy,

(3 + o) - 7.

N = N~ N =

18



Sec¢tenim predchézejicich t¥i rovnosti ziskame

%(@JFC?JFEK)JF%(@JF@JF@) = AT, + BT, + CT..
S ohledem na rovnosti ﬁ: —Ezl, @: —C@ a(TZl
AT, + BT, + CT. = 9,

—1@ obdrzime

coz dokazuje, ze z téznic trojihelniku ABC' lze vytvorit trojuhelnik.

Uloha 2.1.2
Dokazte, ze trojuhelnik ABC ma stejné tézisté jako jeho ptickovy trojihelnik.

Diikaz.

Pro libovolny bod P v roviné trojuhelniku ABC' plati

(4 7C) - 7,
%(ﬁ%—ﬁ) = P1,,
(1 7B) - 71

Sec¢tenim predchozich ti{ rovnic a vynasobenim % ziskame rovnost

%(P_flJrﬁJrﬁ):%(PilﬁJrPﬁJrPﬁ):ﬁ,

Yvoev

ABC a T, T,T,, tedy trojuhelniky ABC a T,T,T,. maji shodné tézisté.

Uloha 2.1.3

Pro body D, E, F po tadé stran BC, C' A, AB trojuhelniku ABC plati rovnosti
|BC| = 3|BD|, |CA| =3|CE|, |AB| = 3|AF|. Dokazte, ze trojuhelniky ABC a DEF

maji stejné te€zisté.
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Diikaz.

Podobné jako v tloze 2.1.2 je P libovolny bod v roviné trojihelniku. Potom s ohledem
na vétu 1.6 a obr. 2.3 plati rovnosti

255+ L - 7D,
2pe L pd = P

2— 1
Vydélenim tiemi a se¢tenim piedchozich rovnic ziskdme
1 1
5 <ﬂ+ﬁ+@) =3 <ﬁ+P‘E>+ﬁ),
coz obdobné jako v predchozim piikladé dokazuje, Ze trojihelniky ABC a DEF maji

YV

Uloha 2.1.4
V trojihelniku ABC' (obr. 2.4) jsou dany body D, F, které déli usecku BC' na

tfetiny a bod F lezi mezi body C a D. Dale bod F' je stfed tsecky AC' a bod G je
stted usecky AB. Bod H je prusecik use¢ek EG a DF'. Najdéte pomér |[EH| : |HG].
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Resent.
S ohledem na obr. 2.4 plati

m—l—a-@:ﬁ—i—b-ﬁ,

kde a, b € R. Nyni vyjadiime kazdy z vektort v pfedchozi rovnici za pomoci vektoru
AB a AC, pricemz vyuzijeme i vlastnosti opa¢ného vektoru. Plati

AC = 4B,
Gt - G+ B = L7+ 2 5 -
= lﬁJrz(ﬁH@) B y: RU=4/s}
2 3 6 3
ar - Lap
ﬁ_ﬂ+@+@_—%ﬁ+ﬁ+%ﬁ_
LR ane L (B ad) = -Lae s 2
Dosazenim téchto vztaht do ptvodni rovnice ziskdme
L o (L 2R) < LA o (L0 2.
2 6 3 2 6 3
coz po upraveé dava
1 1 2 2 1 1

Posledni vztah vede k feseni soustavy dvou rovnic o dvou neznamych a, b

11 2
S Ca=12y,
2 6 3

2 1 1
Za=-_"p%
39T 576"

coz je ekvivalentni se soustavou dvou linedrnich rovnic o neznamych a, b
a+ 4b = 3,
4a + b = 3.

Jejim FeSenim je a = b = g Odtud vzhledem k zpiisobu zavedeni a plyne,

ze |[EH|:|HG| =2:3.
Uloha 2.1.5

Necht ABC' je trojuhelnik, T jeho tézisté a T, T, paty piislusnych téznic. Urcete
pomér |T.7T| : |TC].
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Resend.

T,

Z obr. 2.5 je patrné, ze plati
AT +a-T.C = AT, +b-T,B,

kde a, b € R. Podobné jako v predchézejici tloze si vyjadiime jednotlivé vektory z

predchozi rovnice za pomoci vektoru AB a AC.

AT, = L B,
70— 1B+ BC — L AB + BA+ AC -
_aé - ab,

AT, = L ac

nf - A+ B - Lok an - an - L
Po dosazeni jednotlivych vztahi do pavodni rovnice obdrzime

;@M(m_;@) :;mb(m_gﬁ),

coZ po tpravé dava

(%—%a),ﬁ+aﬁzb@+<%—%b>ﬁ.

Tato rovnice vede k feseni soustavy dvou linearnich rovnic o dvou proménnych a, b

1 1
- — —q =
2 2 ’
1 1
=——=b
‘T2
coz je ekvivalentni k soustavé rovnic
a+2b=1,
20 +b=1.

Resenim soustavy rovnic je a = b = % S ohledem na predchozi zavedeni a vime,
ze [T.T): |TCl=1:2.
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2.2 Skalarni soucin vektort v tlohach o trojihelniku

Skalarniho soucinu vektorit v tlohach o trojuhelniku budeme predevsim vyuZzivat v tlo-
hach, kde jsou pravé uhly. Sviraji-li vektory da, b pravy thel pak plati a- b= 0, cozZ nam
¢asto pomiize k feseni zadané tlohy.

Uloha 2.2.1

Dokazte, ze v libovolném trojuhelniku ABC se vysky protinaji v jednom bodé.

Driikaz.
C
Va
A V., B
Obr. 2.6
Z obr. 2.6 je patrné, ze plati N
VA-BC =0, (1)

VC-AB = 0. 2)

BC =VC - VB, (3)
AB=VB - VA. (4)

Dosazeni (3), (4) do (1), (2) ziskdme rovnosti
7. (70— 78) -0
Ve (VBE-VA) =0

Sec¢tenim predchozich dvou rovnic obdrzime

Ve VB VA VBB (V¢ 74) -

7 této rovnice vidime, ze vektory ﬁ a z@ jsou na sebe kolmé, tudiz vektor ﬁ lezi
na vysce BVj,. Z toho plyne, Ze se vysky trojihelniku ABC' protinaji v jednom bodé.

Dale je z obr. jasné, ze
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Uloha 2.2.2

Dokazte, ze vrcholy trojuhelniku ABC' jsou od pruseciku os stran stejné vzdalené.

Diikaz.
C
0]
b o,
(0]
A B
Obr. 2.7
S ohledem na obr. 2.7 plati N
00, - BC =0, (1)
00, - AC = 0. (2)

e
Nyni si jednotlivé vektory vyjadiime za pomoci vektori OA, O? , a O? :

00, - 1 (08 + ¢
55, - L (G + 7).
46 - 0¢ - o,
56 - 0¢ 0B

Po dosazeni piedchozich ¢tyt vztahii do (1) a (2) obdrzime

L (0B +02) . (0¢ - 08) =0
L (4 +ac). (¢ - o) =0

Po provedeni snadnych tprav dostaneme
OC'-0C - OB - OB =0,
OC'-0C—0A-04=0.

7 téchto rovnic vyplyva, 7e |OA| = |OB| = |OC], tedy pro délky tsetek OA, OB, OC
plati |OA| = |OB| = |0C!.
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Uloha 2.2.3

V trojahelniku ABC' (obr.2.8) je D stfed usecky BC, |AB| = |AC|, E je pata
kolmice vedenda z bodu D k tsecéce AC a bod F je stied usecky DE. Dokazte, Ze uisecka
AF je kolma k tsecce BE.

A
E
F
B D C
Obr. 2.8

Diikaz.

Pro dokazéani tvrzeni je nutné a postacujici, abychom ukéazali, Ze ﬁ . ﬁ = 0. Tedy

A7 5 - (At + B7) - (5D + F)
_ 485D+ b B + BF - BB + B - BF.

Déle muzeme vyraz upravit, uvédomime-li si, Ze E . ﬁ = 0. Soucasné vyuzijeme
rovnosti ﬁ = @ + ﬁ Proto

= (4D +DE)-BD+EF - BD + EF - DE
— AD-BD+DE-BD + EF - BD + EF - DE.

Nyni si opét uvédomime, ze ﬁ . B? = 0 a zbyvajici vektory nahradime za pomoci
vektori ﬁ a lﬁ . Potom mame

_5#.52_ DE-DC _DE-DE _DE-DC _DE-DE

2 2 2 2

:ﬁ(ﬁa;ﬁ):ﬁ'ﬁ:o.

2

Tim jsme dokézali, Ze tsecka AF' je kolma k tsecce BE.
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Uloha 2.2.4 (Pythagorova véta)

Necht v pravotuhlém trojuhelniku ABC' je ¢ délka prepony, a, b délky jeho odvésen.
Pak plati a? + b* = ¢%. DokaZte.

Dikaz.
B
a C
™
C b A
Obr. 2.8
S ohledem na obr. 2.8 plati .
CB-CA=0.
Dosazenim vztaht
CL = CA+ AB,
CA—CB+ BA,

do predchozi rovnice obdrzime rovnost
CA.CB+CA-BA+AB-CB+AB-BA=q,
ktera po snadnych tpravach a uzitim vztahu Ezl = —zﬁ prechazi v rovnost
|,ﬂ§|2=c_f4- (C_B>+E>4> +AB-CB.
Pouzitim rovnosti C@ + ﬁ = CTzl a f@ = 1@ + C@ ziskdme
ABJ? = |CA]? + AC - OB + |CBJ™.
Protoze /@ . C@ = 0 dostaneme

ABP = |CAP + |CBI,

z ¢ehoz plyne
¢ =a’+ V.

Tim jsme dokézali platnost Pythagorovy véty.
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Jiny dikaz.
Z obr. 2.8 plati

AB-AB = (AC +CB) - (AC +CB)
— |AC]2 +2AC - CB + |CB.

Vzhledem k rovnosti 1@ . C@ = 0 dostaneme

[AB? = |ACP? + |CBP,

coz je po preznaceni shodné s tvrzenim Pythagorovy véty.

Uloha 2.2.5 (Eukleidova véta o odvésné)

V pravotuhlém trojihelniku ABC ozna¢me v, vysku z vrcholu C' na preponu AB,
patu kolmice v, ozna¢ime V,. DokaZte, Ze p¥i obvyklém oznaceni plati plati b* = c - ¢.

Diikaz.

Obr. 2.9

Podle obr. 2.9 plati

V.. AB =0,

s
Dosazenim vztahu CWC =CA+ m obdrzime rovnost

CA-AB+AV.- AB =0,

coZ s ohledem na rovnost B = B + C@ miizeme piepsat na

CA-AC +CA-CB+AV.-AB =0.

S prihlédnutim k CA-CB=0aCA=—AC adilek IWC AB = |m\ : ]1@| muizeme
po snadnych tpravich psat

AC[2 = |AV,| - |AB),

tedy b = ¢ - ¢, coz jsme chtéli dokazat.
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Kapitola 3

Vektory v tlohach o rovnobézniku

V této kapitole se budeme vénovat tlohdm o rovnobé&zniku. Ulohy z této kapitole jsou
podobné zptisobem feSeni jako v tlohach o trojuhelniku.

3.1 Zakladni dulohy

Obdobné jako v predchozi kapitole se v této ¢asti budeme vénovat snadnym, ale dile-
zitym tloham.

Uloha 3.1.1
Necht ABC'D je rovnobéznik, F je stied tsecky C'D a bod E je prusecik thlopricky
BD s tseckou AF. Dokazte, ze bod E déli thlopticku BD v poméru 1:2.

Diikaz.

Obr. 3.1

Z obr. 3.1 je patrné, ze plati

a-ﬁ:@—i—b-gﬁ,

kde a, b € R.
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Nyni si vektory z predchozi rovnice vyjadiime za pomoci vektoru E a E

TR
BD = BA+ AD = —AB + AD.

Po dosazeni do piivodni rovnice obdrzme
o (8 L 78) - T (75 - 78).

co# po snadnych apravach davé
%a-@m-ﬁz(l—b)-@w.@.

Tento vztah vede k feSeni soustavy dvou linearnich rovnic o dvou neznamych a, b, tj.

b,

| —

1—
b.

a
a
Resenim soustavy rovnic je a = b = %, z ¢ehoz vzhledem ke zpiisobu zavedeni b ziska-
vame pomeér 1 : 2.

3.2 Skalarni souc¢in v ulohach o rovnobézniku

Skalarniho soucinu opét velmi ¢asto pouzivame u tloh, ve kterych je pravy thel.

Uloha 3.2

Dokazte, ze thlopricky v rovnobézniku ABC'D jsou navzajem kolmé tehdy a jen
tehdy, kdyz strany rovnobézniku ABC' D maji stejnou délku.
Drikaz.

Obr. 3.2

Nejprve ur¢ime skalarni souc¢in B? . 1@ a poté zjistime, jaké podminky musi jednotlivé
vektory splhovat, aby tento skalarni soucin dvou vektoru byl roven nule (tedy, aby
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vektory byly navzajem kolmé). Vektory Eﬁ a 1@ s ohledem na obr. 3.2 vyjadiime
pomoci vektori E a E Tedy

BD = BA + AD,
AC = AB + AD.

Po dosazeni do pivodni rovnice a s ohledem na rovnost Ezl = —1@ dostaneme
BD-AC = (AD - AB) - (AD + 4B) =
- (4D - (4B) = |AD)| - |4B|.

Plati tudiz BD - z@ = 0 tehdy a jen tehdy, je-li |[AD| = |AB|. To znamena, Ze strany
jsou shodné. Tedy thlopricky rovnobézniku jsou navzajem kolmé tehdy a jen tehdy,
je-li dany rovnobéznik kosoctverec.
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Kapitola 4

Soubor nereSenych loh

Posledni kapitola poskytuje dostatecné mnozstvi nefeSsenych tloh pro samostatné pro-
cviceni.

Uloha 4.1 [2]
Dokazte, ze pro libovolné vektory da, g, c, d plati

-

@G@+0b)-(C+d)=a-é+a-d+b-é+b-d.

Uloha 4.2 [10]

Dokazte, ze pro libovolné dva vektory d, b plati

@+ B>+ |@— b = 2(|a]* + |b]).

Uloha 4.3 [10]
Dokazte, ze pro libovolné vektory da, g, ¢ a libovolna realna ¢isla k, [ plati

=,

(k-@+1-b)-¢=k-a-c+1-b-¢

Uloha 4.4 [10]

Dokaite, 7 jestlize jsou vektory @+ b a @ — b navzajem kolmé, potom |@| = |b).

Uloha 4.5

Dokazte, ze pro libovolné dva vektory @ = (ay, as), b= (b1,b2) a libovolné realné
¢islo k plati

(kay, kas) - (by,b2) = (a1, aq) - (kby, kby) = k - (a1, az) - (b1, bs).
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Uloha 4.6 [2]
Necht A, B, C, D jsou libovolné body v roviné. Dokazte, Ze plati

8.5+ BO- B+ OA- B0

Uloha 4.7

V trojuhelniku ABC je prickovy trojuhelnik DEF', kde body D, E, F', jsou po fadé
stfedy stran AB, BC, AC'. Urcete koeficient podobnosti stran BC' a DF'.

Uloha 4.8 [10]

P
V trojihelniku ABC' je bod O stfed kruznice opsané a plati OA + O? + O?>' =7.
Dokazte, ze trojuhelnitk ABC' je rovnostranny.

Uloha 4.9 [8]
V trojihelniku ABC' je T jeho tézisté. Dokazte, ze plati

TA+TE+TC = 7.

Uloha 4.10 [1]

Pro body D, E, D po tadé stran BC, CA, AB trojuhelniku ABC' plati rovnosti
|BC| = 3|BD|, |CA| = 3|CE| a |AB| = 3|AF|. Podobnym zptisobem body G, H, I
déli po fadé strany FF, FH, DE trojuhelniku DEF, tedy |EF| = 3|EG]|, |FD| =
3|FH| a |DE| = 3|DI|. Dokazte, ze strany trojuhelniku GHI jsou rovnobézné ke
stranam trojihelniku ABC, a ze kazdé strana mensiho trojuhelniku mé % délky jako
rovnobézné strana vétstho trojihelniku.

Uloha 4.11 [1]

Pro body D, E po fadé stran BC, AC' trojuhelniku ABC' plati rovnosti |BD| =
3|DC| a |AE| = 2 |EC|. Bod P oznacuje prisecik tsecek AD a BE. Najdéte pomér
|BP| : |PE|.

Uloha 4.12 [1]

Pro body E, F po fadé stran AC, AB trojihelniku ABC' plati rovnosti |AE| =
4|EC|, |AF| = |FB|. Bod D nalezi tse¢ce BC' a bod G oznacuje prusecik usecek EF
a AD, piicemz plati [AG| = 3 |GD|. Najdéte pomér |BD| : |DC|.
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Uloha 4.13 (Eukleidova véta o vyice)

Necht v, oznac¢ime jako kolmici vedenou z bodu C na pfeponu ¢, patu kolmice v,
oznac¢ime V.. Potom v kazdém pravoihlém trojuhelniku ABC plati v = ¢, - ¢, kde
a, = |AVL], a ¢, = |V.B|. Dokazte.

Uloha 4.14

Dokazte, ze v rovnobézniku ABC D maji protilehlé strany stejnou délku.

Uloha 4.15 [10]
Dokazte, ze jestlize thlopricky ¢tyiihelntku ABCD jsou navzajem kolmé, potom
uhlopricky kazdého jiného ¢tytuhelniku se stranami shodné délky jsou navzajem kolmé.

Uloha 4.16 [1]

Strany AB, AD, BC, CD ¢tyithelniku ABCD jsou rozdéleny body F, F', G, H
tak, ze plati |AE| : |ED| = |AF| : |FB| = |CG| : |GB| = |CH| : |HD)|. Dokazte, ze
EFGH je rovnobéznik.

Uloha 4.17

Dokazte, ze uhlopricky v kazdém rovnobézniku ABC D se navzajem puli.

Uloha 4.18 [13]

V rovnobézniku ABCD se stfedem S oznacme @ = B— A a v = D — A. Vyjadfete
pomoci vektoru u, v vektory S — A, B—S, D — S.
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Z.aver

V ramci bakalarské prace jsem v prvni kapitole shrnul zakladni poznatky o vektorech
v roving, které se bézné nevyskytuji v ucelené formé. Zavedl jsem obvyklym zpisobem
operace s vektory a popsal zakladni vlastnosti, které jsem poté dokazal. Pro snadnéjsi
vhled do feSeni tloh pomoci vektori jsem uvedl nékteré dulezité vztahy mezi vektory
v trojuhelniku.

V druhé kapitole nésledovaly tlohy o trojihelniku. Kapitolu jsem rozdélil do dvou
casti. Prvni ¢ast nazvana ,,Zakladni tlohy“ se vénovala uzitim vektori v jednodussich
tlohach o trojihelniku. Ukazal jsem rizné zpisoby feSeni tloh. V druhé ¢asti druhé
kapitoly jsem piesel k vyuziti skalarniho souc¢inu v tlohéch o trojihelniku. Pomoci
skalarniho soucinu jsem dokazal, Ze prisec¢ik os stran mé stejnou vzdalenost od vsech
vrcholil v trojuhelniku.

Nasleduje treti kapitola, kterou jsem vénoval rovnobéznikiim obdobnym zptsobem
jako predchozi kapitolu.

Posledni kapitolu jsem vénoval souboru nefesenych piikladi, na kterych si zajemce
o danou problematiku muze dostatecné procvicit feseni tiloh pomoci vektori.

V ramci bakalarské prace jsem systematizoval pojmy a vlastnosti zabyvajici se vek-
tory v roviné. Jednotlivé vlastnosti jsem dokazal zptisobem snadno pochopitelnym i
pro zaky stiednich skol. Resené tlohy ukazuji riizné postupy pfi feseni planimetrickych
tloh pomoci vektort.

V této praci jsem ukéazal, Ze dvourozmérné vektory mohou byt velmi uzitecnym
prostfedkem k feSeni planimetrickych tdloh. Dikazy pomoci vektorti jsou nazorné a
snadno pochopitelné i pro zaky stfednich skol. Vénoval jsem se pouze dvourozmérnym
vektoriim, které jsem pouzil k FeSeni planimetrickych tuloh. Vektory lze dale pouzit jako
velmi efektivni nastroj pro reSeni mnohych nerovnosti a nékterych tuloh zabyvajicich se
obsahy rovinnych dtvari.

Ve stiedoskolské matematice se zptsob TeSeni tloh, jakym jsem fesil tlohy v této
bakalarské préci, bézné nevyskytuje. Reseni tloh uzitim vektort muze byt pro zaky
stfedni skol trochu obtiznéjsi, protoze velmi casto neexistuje pfimy mechanicky postup,
na ktery jsou zéci zvykli.
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