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UvVOD

Tato bakalarska préce je zaméfena na moznosti vyuziti infinitezimélniho poctu
ve stredoskolské fyzice, ktery se ve vyuce zpravidla nezavadi. V soucasné situ-
aci naseho skolstvi, kdy je vyuka matematiky skloriovana predevsim v souvis-
losti se statni maturitou, je otdzkou, zda infinitezimdlni pocet do stfedoskol-
ského uciva zahrnovat. Ramcovy vzdélavaci program jej nevyzZaduje, avsak
nékteré stredni skoly, a zvlasté pak viceletd gymnazia, toto ucivo do svych os-
nov zahrnuji. V tomto pfipadé je vhodné se zabyvat i jeho aplikacemi a vyuzit
jej napft. i pri vyuce fyziky.

Cilem préce je vytvofrit text, podle kterého bude mozné nejprve provést
vyklad uciva o infinitezimalnim poc¢tu, a ndsledné prehled témat stfedoskolské
tyziky, ve kterych je mozné jej vyuzit.

S ohledem na matematické znalosti Zdkd nastupujicich ze zdkladni skoly
na skolu stfedni nejprve zopakujeme a rozsifime poznatky o vlastnostech funk-
ci a uvedeme prehled elementarnich funkci. V ndvaznosti na toto ucivo zave-
deme infinitezimdlni pocet, pfi¢emz se nebudeme zabyvat pfili§ podrobnym
vykladem ani dikazy vét.

Ve druhé ¢asti prace jsou pak uvedeny ty kapitoly fyziky, ve kterych se zaci
na stfedni Skole mohou alespont ndznakem setkat s uzitim infinitezimalniho
poctu, a kde je tedy mozné toto uc¢ivo vhodné rozsifit. Soucasti jsou také resené
priklady k vybranym témattm, které bude mozno vyuzit jak v samotné fyzice,
tak i v matematice k procvic¢eni daného uciva.



Kapitola 1
FUNKCE

K zavedeni infinitezimalniho poctu potfebujeme znat pojem funkce a jeji vlast-
nosti. S pojmem funkce a jejimi zdkladnimi vlastnostmi se Zaci setkavaji jiz
na druhém stupni zakladni skoly, kde se seznami pfedev$im s pfimou a nepii-
mou umérnosti a linedrni funkci. Znaji pojmy jako defini¢ni obor funkce, obor
hodnot, graf funkce, umi vyjadrit funkéni vztah tabulkou, rovnici nebo gra-
fem. Tyto pojmy je tedy mozZno jiZ v prvnim ro¢niku stfedni skoly zopakovat
a rozsifit poznatky o dalSich elementarnich funkcich a jejich vlastnostech.

1.1. Definice a zakladni pojmy

1.1.1. Definice

Funkci mzZeme definovat vice zptisoby, pricemz ve stfedoskolskych uceb-
nicich se nejcastéji setkdme s nasledujicimi definicemi.

Def. 1: Necht A, B jsou neprdazdné mnoziny realnych &isel (A C RB=RR).
Pritadime-li kazdému ¢islu x € A pravé jedno cislo y € B, pak se toto jed-
noznacné prifazeni (zobrazeni) redlnych cisel nazyva realna funkce realné
proménné x.

Def. 2: Redlnd funkce f redlné proménné je predpis, podle kterého je kazdé-
mu x € A C IR pfifazeno nejvyse jedno y € IR; zapisujeme y = f(x).

Def. 3: Funkci se nazyvd kazdé zobrazeni f mnoZiny A do mnoZiny R.
Mnozinu A nazyvame defini¢ni obor funkce f a znac¢ime ji D(f).
se setkame s definici funkce pomoci zobrazeni (Def. 3), jelikoZ je k ni nutné
znat i tento pojem. Pfi zavaddéni (¢i opakovédni) pojmu funkce je vhodné Ziky
sezndmit s vice nez jen jednou definici.

Dale definujeme tyto pojmy:

Def. 4: MnoZina A vSech hodnot proménné x se nazyva defini¢ni obor
funkce f a znadi se D(f) nebo Dy.



Def. 5: Cislo y ptifazené &islu x se nazyva funkéni hodnota & hodnota
funkce f v bodé x a znadi se f(x); piSeme y = f(x). MnoZina vSech hodnot
funkce f se nazyva obor hodnot funkce f nebo obor funk¢nich hodnot funkce
f- Znadi se H(f) nebo Hy.

Def. 6: V roviné zvolime kartézskou soustavu soufadnic s poc¢atkem O
a osami x, y. Pro vSechna x € D(f) kazdé usporddané dvojici redlnych cisel
[x; f(x)] pfifadime v této roviné bod, ktery ma (v uvedeném poradi) soufadnice
x,v = f(x). Mnozinu vSech takovych bodd nazyvame grafem funkce f.

1.1.2. Zptsob zadani funkce

Pro zadani funkce je tfeba stanovit defini¢ni obor funkce D(f) a funkéni
predpis, coz je pravidlo, podle kterého ke kazdému x € D(f) pfifazujeme jed-
nozna¢né funkéni hodnotu y = f(x). Nejcastéji se setkdvame s ndsledujicimi
formami funk¢éniho predpisu:

1. Analytické zadani — nejcastéjsi zpusob zadani, kdy je funkéni predpis
dan vzorcem, tj. rovnici ve tvaru y = f(x).

2. Grafické zadani - funk¢ni predpis je dan grafem funkce.

3. Zadani vy¢tem funkce — funkéni predpis je ur¢en vyctem vsech uspora-
danych dvojic [x; f (x)] hodnot argumentu x a pfislusnych funkénich hod-
not f(x) zpravidla zapsanych do tabulky. Tento zptisob zadani je mozno
pouZit pouze pro funkce, jejichZ definiénim oborem je kone¢nd mnozina.!

1.1.3. Vlastnosti funkci

Def. 7 (rovnost funkci): O dvou funkcich f, ¢ fikdme, Ze jsou si rovny
(piSeme f = g), pravé kdyz maji tyz defini¢ni obor D(f) = D(g) a v kazdém
bodé x tohoto defini¢niho oboru je f (x) = g(x).

Def. 8 (slozena funkce): Nechf jsou dany dvé funkce ¢ : u = g(x),x € D(g)
af:y=f(u),ueD(f) takové, ze H(g)ND(f) = 0. Funkce h se nazyva sloZena
funkce z funkci g, f (v uvedeném poradi), pravé kdyz pro ni plati:

1. Defini¢nim oborem funkce h je mnozina vsech ¢isel x € D(g), pro ktera
je 8(x) € D(f), tj. D(h) = {x € D(g);8(x) € D(f)}.

2. Pro kazdé x € D(h) je h(x) = f(u) &ili h(x) = f(g(x)).

'POLAK, Josef, 2012. Ptehled stfedokolské matematiky. Dotisk 9. ptepracovaného vydani.
Praha: Nakladatelstvi Prometheus, spol. s r. 0. s. 131. ISBN 978-80-7196-356-1
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Def. 9 (suda a licha funkce): Necht funkce f s defini¢nim oborem D(f) m4
tuto vlastnost: Je-li x € D(f), pak také —x € D(f). Pak funkce f se nazyvé suda
(resp. licha) funkce, pravé kdyz pro kazdé x € D(f) je f(—x) = f(x) (resp.
f(=x) ==f(x)).

Z Def. 9 plyne, Ze graf sudé funkce je soumérny podle osy y a graf liché
funkce je soumérny podle pocatku soustavy soutfadnic.

Def. 10 (periodicka funkce): Funkce f se nazyva periodicka funkce, préavé
kdyz existuje takové ¢islo p # 0, Ze pro kazdé x € D(f) je téZ (x+p) € D(f) a plati
f(x+p) = f(x). Cislo p se nazyvé perioda funkce f. (Ve fyzikalnich aplikacich,
kde nezavisle proménnou je Cas t, se perioda znaci T.)

Def. 11 (omezena funkce): Necht f je dand funkce a M podmnoZina jejiho
defini¢niho oboru D(f). Funkce f se nazyva funkce zdola (resp. shora) ome-
zena na mnoziné M, pravé kdyz existuje takové ¢islo d € R (resp. h € R), Ze pro
vsechna x e M je f(x) > d (resp. f(x) < h). Funkce f se nazyva funkce omezena
na mnoziné M, pravé kdyz je zdola omezend i shora omezena na M.

Def. 12 (extrémy): Nechf f je dand funkce, M podmnozina jejiho defini¢niho
oboru D(f),aeM, be M.

1. Rikame, Ze funkce f ma v bodé 2 minimum (nejmensi hodnotu) na mnozi-
né M, prévé kdyz pro vSechna x e Mje f (x) > f (a).

2. Rikéme, Ze funkce f ma v bodé b maximum (nejvétsi hodnotu) na mnozi-
né M, prévé kdyz pro vSechna x e M je f (x) < f (b).

Def. 13 (monotonnost funkce): Necht f je funkce, M podmnozina jejiho
defini¢niho oboru D(f).

1. Funkce f se nazyvéd funkce rostouci (resp. klesajici) na mnoZiné M,
pravé kdyz pro kazdé dva prvky x;, x, z M plati: Je-li x; < x,, pak
f(x1) < f(x2) (resp. f(x1) > f(x2)).

2. Funkce f se nazyvéd funkce neklesajici (resp. nerostouci) na mnoziné
M, pravé kdyZ pro kazdé dva prvky x;, x, z M plati: Je-li x; < x,, pak
f(x1) < f(x2) (resp. f(x1) = f(x2))-

Rostouci a klesajici funkce na mnoziné M souhrnné nazyvame ryze mo-
noténni funkce na mnoziné M; funkce neklesajici a nerostouci pak monoténni
funkce na mnoziné M.

Def. 14 (prosta funkce): Funkce f s defini¢nim oborem D(f) se nazyva
prosta, pravé kdyz pro kazdou dvojici x1, x, € D(f), x1 # x,, plati f(x;) =
f(x2).

Ryze monoténni funkce jsou tedy funkcemi prostymi.

Def. 15 (inverzni funkce): Prostd funkce je prosté zobrazeni defini¢niho
oboru D(f) na mnoZinu vSech funkénich hodnot H(f) funkce f. K tomuto
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zobrazeni existuje proto zobrazeni inverzni, které je opét prosté a zobrazuje
mnozinu H(f) na mnozinu D(f). Je to funkce, které fikdme funkce inverzni
k funkci f a zna¢ime ji f1.

Graf inverzni funkce f~! je soumérné sdruzeny s grafem ptivodni funkce f
podle pfimky o rovnici y = x.

1.2. Elementarni funkce

Jak jiz bylo feceno, Zaci znaji ze zakladni skoly pfimou a nepfimou umér-
nost a linedrni funkci. Zakladni elementarni funkce jsou funkce konstantni,
mocninné, exponencialni, logaritmické, goniometrické, cyklometrické, hyper-
bolické a hyperbolometrické, pricemz stfedoskolské ucivo o funkcich nezahr-
nuje posledni tfi jmenované.

Def. 16: Elementarni funkci nazyvame kazdou funkci, ktera bud pati{
mezi zakladni elementdrni funkce, anebo je z nich vytvofena pomoci kone¢né-
ho poctu zdkladnich algebraickych operaci (tj. jejich s¢itdnim, od¢itanim, ndso-
benim, délenim) nebo tvorenim slozenych funkci.

1.2.1. Linearni funkce

Linedrni funkce je funkce algebraicka, raciondlni polynomicka. Tato funkce
patfi mezi nejcastéji pouzivané typy funkci ve fyzice a dalsich oborech.

Def. 17: Linearni funkce je kazda funkce na mnoziné IR (tj. funkce o de-
fini¢nim oboru IR), kterd je ddna ve tvaru f : vy = ax+b, kde g, b jsou redlna ¢isla.
Specialni pfipad nastavd pro a = 0, funkce nabyva tvaru f : y = b a nazyvame ji
konstantni funkce. Linearni funkce vyjadfené ve tvaru f : y = ax (tedy takové,
pro néz je b = 0) nazyvame také pfima ttmérnost.

Grafem linearni funkce je vZdy pfimka riznobéZzna s osou yp, specidlné
pro konstantni funkci je to rovnobéZka s osou x.

1.2.2. Kvadraticka funkce

Dalsi funkci, ktera patfi mezi funkce algebraické, racionalni polynomické,
je funkce kvadraticka.

Def. 18: Kvadratickou funkci nazyvame kazdou funkci na mnoziné R
ve tvaru f 1y = ax? +bx+c, kdea, b, c jsou realna c¢isla a a # 0. Polozime-li
a=1,b=c=0, dostdvame nejjednodussi kvadratickou funkci f : y = x?, kterd
se nékdy nazyva zakladni kvadraticka funkce.

Grafem kvadratické funkce je parabola soumérna podle osy rovnobézné
s osou y. Prisecik paraboly s touto osou soumérnosti nazyvame vrchol para-
boly. Pfimka rovnobéZnd s osou x prochdzejici vrcholem se nazyva vrcholova

tecna paraboly.

12



1.2.3. Mocninna funkce

Posledni zminénou elementdrni funkci, ktera patfi mezi algebraické, ra-
ciondlni polynomické funkce, je mocninna funkce.

Def. 19: Mocninna funkce s pfirozenym exponentem je funkce f : y =
x";n €N, D(f)=IR. Specidlnim ptipadem je n = 1, kdy ziskdme funkci linearni;
pro n = 2 ziskdme z4kladni kvadratickou funkci. Funkce f : y = x> se nazyva
zakladni kubicka funkce atd.

Grafem mocninné funkce pro n > 1 je parabola n-tého stupné.

Def. 20: Mocninna funkce se zapornym celym mocnitelem je funkce f :
p=x" neN,D(f)=R\ {0}

Grafem mocninné funkce se zdpornym celym mocnitelem je hyperbola
stupné n+1.

1.2.4. Neprfima tmérnost

Def. 21: Nepfima tmérnost je kazdéd funkce f : vy = %;k = 0;D(f)=R\{0}.
Ve specialnim ptipadé, kdy k = 1, ma funkce tvar f:y = 2 = x7!
ninné funkce se zdpornym celym mocnitelem —1.

Grafem nepfimé amérnosti je rovnoosa hyperbola soumérnd podle pocat-

ku O a podle os kvadrantt soustavy souradnic.

, COZ je moc-

1.2.5. Linearni lomena funkce

ax+b .

Cx+d,c¢0;ad # bc;

Def. 22: Linearni lomena funkce je funkce f : y =

D(f)=R\{-4}.

Grafem linedrni lomené funkce je opét rovnoosa hyperbola se stfedem

v bodé [xg;19] = [—%;%], jeji asymptoty prochézeji timto bodem a jsou rov-
nobézné s osami x a .

Nepfima tmeérnost a linearni lomena funkce jsou funkce algebraické, ra-
ciondlni lomené.

1.2.6. Exponencialni funkce

Def. 23: Exponencialni funkce o zakladu a je funkce f : vy =a*;a > 0;a =
1;D(f)=IR. Specidlnimi ptipady jsou funkce, kde a = 10, kterou nazyvame de-
kadicka exponencialni funkce, a funkce, jejiz zdkladem je Eulerovo ¢islo e,
tedy ve tvaru f : y = ¥ = expx, ktera se nazyva pfirozena exponencialni
funkce.

Grafem exponencidlni funkce je exponencialni k¥ivka neboli exponenciala.
Jelikoz a® = 1, Ya # 0, prochazi tato k¥ivka vzdy bodem [0;1].

13



1.2.7. Logaritmicka funkce

Def. 24: Logaritmicka funkce o zdkladu a oznacovana f : y = log x;a >
0,a # 1 je funkce inverzni k exponencialni funkci o témz zakladu a, kterd
je ryze monoténni v defini¢nim oboru R a nabyvd v ném vsech kladnych
funk¢nich hodnot. Defini¢ni obor logaritmické funkce je tedy D (f) = (0;+o0)
a jeji obor funk¢énich hodnot H(f)=IR.

Funk¢ni hodnoty logaritmické funkce nazyvdme logaritmy, pri¢emz podle
definice plati y = log,x & x = a’.

Stejné jako u exponencidlnich funkci rozliSujeme specidlni pfipady: funkci
o zékladu a = 10 fikdme dekadicka logaritmicka funkce (znac¢ime logx ),
jejiz funkéni hodnoty jsou dekadické logaritmy, a funkci o zakladu e, kte-
rou nazyvame prirozena logaritmicka funkce a znac¢ime ji Inx (logaritmus
naturalis). Funk¢ni hodnoty nazyvdme pfirozenymi logaritmy.

Grafem logaritmické funkce je logaritmicka kfivka, podle Def. 15 je graf
logaritmické funkce o zdkladu a soumérny s grafem exponencidlni funkce
o zédkladu a podle pfimky o rovnici y = x (osa 1. a 3. kvadrantu soutadnicové
soustavy). Logaritmicka ktivka tedy vzdy prochazi bodem [1;0].

1.2.8. Goniometrické funkce

Pro definici goniometrickych funkci je tfeba nejprve zavést pojem oriento-
vaného thlu a jeho velikosti.

Def. 25: Orientovanym thlem v roviné rozumime usporadanou dvojici
polopiimek se spole¢nym pocdtkem. Pfitom slovy usporddana dvojice vyjadiu-
jeme skutecnost, Ze zaleZi na tom, kterd z obou polopfimek se bere jako prvni
(poc¢ate¢ni rameno orientovaného tthlu) a ktera je druhd (koncové rameno
orientovaného thlu). Orientovany dhel s pocate¢nim ramenem VA a kon-
covym ramenem VB znacime AVB.

Definice orientovaného thlu nevylucuje, Ze polopfimky VA, VB jsou totozné,
pak AVB se nazyvé nulovy orientovany thel.

Nyni muZeme pfistoupit k definici goniometrickych funkci. V kartézské
soustavé soufadnic sestrojime jednotkovou kruznici a jeji prasecik s kladnou
poloosou x ozna¢ime I. Ke kazdému redlnému cislu a lze pak priradit prave
jeden orientovany uhel velikosti a, jehoz pocatecni rameno je polopfimka OI.
Priisec¢ik koncového ramena orientovaného thlu s jednotkovou kruznici ozna-
¢ime M. Tento thel nazyvdme orientovany thel velikosti a v zakladni po-
loze. Bodem M vedeme kolmici k ose x, jejich prisecik je obrazem redlného
¢isla xpp a prusecik kolmice vedené bodem M k ose y s touto osou je obrazem
realného cisla yy;.

Def. 26: Druhou soufadnici bodu M = [x); ¥ ] jednotkové kruznice na kon-
covém rameni orientovaného thlu a v zakladni poloze nazyvame sinus «
a jeho prvni soutfadnici nazyvdme kosinus a, zna¢ime je sina , cosa . Je tedy
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sina =y, cosa = xp; pro kazdé a € R. Témito vztahy je kazdému ¢islu x € R
pfifazeno pravé jedno redlné ¢islo sinx a pravé jedno redlné cislo cosx, tj.
tyto vztahy udévaji funkéni predpisy funkci sinus f : y = sinx a kosinus
f:y=cosx;D(f)=R.

Grafem funkce sinus je sinusoida, pro funkci kosinus je tato sinusoida po-
sunutd o 5 ve sméru zdporné poloosy x a fikdme ji kosinusoida.

Pomoci funkci sinus a kosinus definujeme funkce tangens a kotangens.

Def. 27: Funkci tangens se nazyva funkce dand vztahem tg x = 22D (f) =

R\ Uez {(Zk +1) %}, zapisujeme f : y = tg x. Funkci kotangens se nazyva funk-
ce dand vtahem cotg x = ;D (f) =R\ Uz (k7t}, zapisujeme f : y = cotg x.
Graf funkce tangens nazyvame tangentoida a funkce kotangens kotangen-
toida.
Exponencidlni, logaritmické a goniometrické funkce jsou funkcemi trans-
cendentnimi (nealgebraickymi), se kterymi se také casto setkdvame ve fyzice

a dalsich aplikacich.
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Kapitola 2
INFINITEZIMALNI POCET

Infinitezimalni pocet je souhrnny nazev pro diferencidlni a integralni pocet
a je soucdsti matematické analyzy. Nédzev infinitezimalni pochdzi z latinského
slova infinitesimalis, coZ znamena nekonecéné maly.

Infinitezimalni pocet ma vyuZiti nejen ve fyzice, ale také v chemii, stroji-
renstvi, stavebnictvi, elektrotechnice, ekonomii, pravdépodobnosti a statistice
i v lékatstvi.!

PrestoZe diferencidlni a integralni pocet neni zahrnut v ramcovém vzdeéla-
vacim programu pro gymnazia, byvaji alespon zaklady tohoto uciva zatazeny
do posledniho ro¢niku, pokud to umoznuje hodinové dotace matematiky v pri-
béhu studia. Zarazeni infinitezimalniho poc¢tu na konec stfedoskolské ma-
tematiky vsak znamenad, Ze jiZ nezbyvd prostor pro jeho vyuZiti ve fyzice ¢i
naptiklad v chemii.

Kromé znalosti funkci je ke zvlddnuti u¢iva o infinitezimalnim poc¢tu nutnd
také znalost Uprav vyrazi, feSeni rovnic a nerovnic a vypoctu obsahd rovin-
nych dtvard a objemu rotacnich téles. S timto ucivem se Zaci seznamuji jiz
ve vys$ich ro¢nicich zdkladni skoly, potiebné pojmy a operace mutzeme tedy
jen v kratkosti zopakovat a po uc¢ivu o funkcich pfimo zaradit zaklady infini-
tezimdlniho poctu tak, abychom jej mohli vyuZit i ve vyuce fyziky.

2.1. Historie infinitezimalniho poctu
Diferencidlni a integralni pocet vytvorili na konci 17. stoleti nezavisle na

sobé anglicky matematik, fyzik a astronom Isaac Newton a némecky mate-
matik a filozof Gottfried Wilhelm Leibniz. Leibniz se zabyval jeho vyuzitim

IHRUBY, Dag, KUBAT, Josef, 2012. Matematika pro gymnazia — Diferencialni a integrdlni
pocet. Dotisk 3. vydani. Praha: Nakladatelstvi Prometheus, spol. sr. 0.s. 7. ISBN 978-80-7196-
363-9.
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z hlediska geometrie, Newton spise aplikaci ve fyzice.??

Svou praci navézali na pfedchtdce, mezi néZ patfili francouzsti matema-
tici René Descartes a Pierre de Fermat a anglicky matematik a ucitel Newtona
Isaac Barrow. Také Johannes Kepler ve spisu Nova stereometrie doliorum vinari-
orum (Nova stereometrie vinnych sudii) vyuzival infinitezimdlnich avah k urceni
objemu sudu. V renesanc¢ni Italii se metodami kvadratury (vypocty obsaht,
objemt apod.) zabyvali Galileo Galilei a jeho 4k Bonaventura Cavalieri.*

Béhem 19. stoleti dochdzelo ke zpfesfiovani matematické analyzy, o které
se zaslouzili ¢esky matematik a filozof Bernard Bolzano (némecky mluvici;
otec Ital, matka Ceska) a predevim francouzsky matematik Augustin Louis
Cauchy, ktery zavedl pojem limita funkce. Némecky matematik Karl Weier-
strass dal matematické analyze aritmeticky zdklad a dovrsil tak jeji upfesno-
vani.>

2.2. Spojitost a limita funkce

2.2.1. Spojitost funkce

Intuitivné mizZeme jisté fict, Ze funkce je spojitd, pokud jeji graf mGZeme
nakreslit jednim tahem. Pak také intuitivné chapeme spojitost funkce v bodé
tak, Ze je graf funkce v tomto bodé ,,nepretrzeny”, tedy obsahuje dany bod.
Na tyto intuitivni predstavy vsak nemtliZeme obecné v matematice spoléhat,
a proto je nutné pojmy exaktné definovat.

Nejprve zavedeme pojem okoli bodu:

Def. 28: Okolim bodu a nazyvame otevieny interval (a — d;a+ 9), kde ¢ je
kladné realné ¢islo, které nazyvame polomérem okoli. Cislo a nazyvame st¥ed
okoli. Toto okoli nazyvame také 6-okoli bodu a, znac¢ime jej U(a) nebo U(a, ).

Z definice vyplyva, Ze 6-okoli bodu a tvori vsechna x € R, ktera vyhovuji
nerovnosti |x — a| < 0. Dédle se miZeme setkat s mnozinou U(a, 9)\ {a}, kterou
nazyvame prstencovym okolim bodu a.°

HRUBY, Dag, KUBAT, Josef, 2012. Matematika pro gymnaézia — Diferencialn{ a integrdlni
pocet. Dotisk 3. vydani. Praha: Nakladatelstvi Prometheus, spol. s r. 0. s. 194. ISBN 978-80-
7196-363-9.

3Diferencialni pocet ve fyzice [online]. s. 3 [cit. 2018-05-21]. Dostupné z:
http://fyzikalniolympiada.cz/texty/matematika/difpoc.pdf

4*HRUBY, Dag, KUBAT, Josef, 2012. Matematika pro gymnézia — Diferenciélni a integralni
pocet. Dotisk 3. vydani. Praha: Nakladatelstvi Prometheus, spol. s r. 0. s. 195. ISBN 978-80-
7196-363-9.

SHRUBY, Dag, KUBAT, Josef, 2012. Matematika pro gymnazia — Diferencialni a integrdlni
pocet. Dotisk 3. vydani. Praha: Nakladatelstvi Prometheus, spol. s r. 0. s. 196. ISBN 978-80-
7196-363-9.

SHRUBY, Dag, KUBAT, Josef, 2012. Matematika pro gymnazia — Diferencialni a integrdlni
pocet. Dotisk 3. vydani. Praha: Nakladatelstvi Prometheus, spol. s r. 0. s. 22-23. ISBN 978-80-
7196-363-9.
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Def. 29: Necht funkce f je definovéna v néjakém okoli U(a) bodu a a necht
x € U(a). Rozdil x —a nazyvame pfirtistek argumentu v bodé¢ a a oznacujeme
Ax=x-a.

Def. 30: Nechf funkce f je definovéna v néjakém okoli U(a) bodu a a necht
x € U(a). Rozdil f (x) — f(a) nazyvame pfirtistek funkce v bodé a odpovidajici
prirtstku Ax = x —a argumentu a oznacujeme Ay = f (x) — f(a).

Pomoci pojmu okoli bodu mtZeme nyni definovat pojem spojitosti funkce:

Def. 31: Funkce f je spojita v bodé a, jestliZe k libovolné zvolenému okoli
bodu f(a) existuje takové okoli bodu a, Ze pro vsechna x z tohoto okoli bodu a
patfi hodnoty f(x) do zvoleného okoli bodu f(a).

Aby byla funkce spojita v néjakém bodé a, musi byt definovdna nejen v tom-
to bodg¢, ale také na néjakém jeho okoli.

Ptikladem spojitych funkci je funkce konstantni, linedrni nebo funkce si-
nus a kosinus.

Pro dvé funkce f, g plati véta:
f.

Véta 1: Jsou-li funkce f, g spojité v bodé a, pak také f +g, f-ga o (a)=0
jsou funkcemi spojitymi v bodé a.

Jelikoz se setkdvame i s funkcemi, jejichz defini¢ni obor neni celd mnozZina
R, mzeme také definovat jednostranné okoli bodu, a tedy i jednostranné li-
mity a limity na intervalech (otevienych, uzavienych, polouzavienych). Vsech-
ny elementdrni funkce jsou spojité v intervalech, ve kterych jsou definovany.

Ziejmé plati nasledujici véta:

Véta 2: Funkce f je spojita v bodé a, pravé kdyz je v tomto bodé spojita
zprava i zleva.

Pro funkci spojitou na uzavieném intervalu plati:

Véta 3 (Weierstrassova): Je-li funkce f spojitd v uzavieném intervalu (g, b),
existuje alespon jeden takovy bod x; € (a,b), Ze pro vSechna x € (a,b) plati
f(x) < f(xq), a alespon jeden takovy bod x, € (a,b), Ze pro vsechna x € (a,b)
plati f(x) > f(x,).

Tato véta ndm tedy fikd, Ze funkce spojita v uzavieném intervalu nabyva
v tomto intervalu alespon v jednom bodé svého minima a alespon v jednom
bodé maxima.

Véta 4 (Bolzano-Weierstrassova): Je-li funkce f spojitd v (a,b) a f(a) =
f(b), potom ke kazdému ¢islu K, které lezi mezi ¢isly f(a) a f(b), existuje ale-
spon jeden takovy bod c € (a,b), Ze f (c) = K.

Jinymi slovy tato véta rika, Ze funkce spojita v (a, b), pro kterou plati f(a) =
f(b), nabyva v tomto intervalu vSech hodnot mezi f(a) a f(b).

Disledkem je dalsi dilezita vlastnost spojitych funkci (zvand Darbouxova),
kterou uvadi nésledujici véta.

Véta 5: Je-li funkce f spojitd v (a,b) a maji-li ¢isla f(a) a f(b) rtzna zna-
ménka, tj. f(a)- f (b) < 0, potom existuje alespon jeden takovy bod ¢ € (a,b),
v némz plati f (c) = 0.
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Véta 5 tedy rika, Ze graf funkce splniujici dané podminky protind alespon
v jednom bodé osu x.

2.2.2. Limita funkce

Dalsim z pro Zaky novych pojmi je limita, ktera patii k nejzakladnéjsim
pojmum celé matematiky. Souvisi s vyse zavedenym pojmem spojitosti a umoz-
ni ndm definovat pojmy derivace a integral.

Def. 32: Funkce f ma v bodé a limitu L, jestlize k libovolné zvolenému
okoli bodu L existuje okoli bodu a tak, Ze pro vSechna redlnd x # a z tohoto
okoli nélezi hodnoty f(x) zvolenému okoli bodu L. Zapisujeme lim,_,, f(x) =
L.

Plati, Ze funkce f ma v bodé a nejvyse jednu limitu. Diikaz tohoto tvrzeni
muzZeme provést sporem.

Véta 6: Funkce f je spojitd v bodé a, pravé kdyz lim,_,, f(x) = f(a).

Véta 7 (o limité dvou funkci): Jestlize pro vSechna x = a z jistého okoli
bodu a plati f (x) = g(x) a soucasné lim,_,, g(x) =L, potom ma v bodé a limitu
i funkce f a plati lim,_,, f(x) =1lim,_,, g(x) = L.

Véta 8 (o tfech limitach, o sevfeni): JestliZe pro vSechna x # a z jistého
okoli bodu a plati f(x) < g(x) < h(x) a soucasné lim,_,, f(x) =lim,_,,h(x) =L,
potom existuje také limita funkce g v bodé a a plati lim,_,, g(x) =L.

Véta 8 je jednou z uzite¢nych metod vypoctu limit. Pomtckou pro Zaky, jak
si tuto vétu zapamatovat, je ,,véta o policajtech a zlodéjich“. Funkce f a h jsou
,,policisté” a funkce g ,,zlodé&ji“. Zlodéji mohou unikat pouze ve dvou smérech,
pri¢emz z kazdého z téchto smért je prondsleduji policisté a mifi k urc¢itému
spole¢nému bodu. To znamend, Ze policisté ,,nazenou” zlodéje do tohoto bodu.

Pro limity plati, Ze limita souctu, rozdilu, souc¢inu a podilu funkci je rovna
souctu, rozdilu, soucinu a podilu limit jednotlivych funkci (pro podil musi byt
splnéna podminka nenulovosti délitele).

Stejné jako u spojitosti miizeme definovat jednostranné limity, pro které
plati véta:

Véta 9: Limita funkce f v bodé a existuje, pravé kdyz existuji v bodé a
limity zprava a zleva a jsou si rovny. Potom se limita funkce f v bodé a rovna
spole¢né hodnoté limit zprava a zleva.

Pojem limity funkce mzZeme rozsitit i pro ptipady, kdy a nebo L jsou +co
(nevlastni body). Pak rozliSujeme nevlastni limity ve vlastnim bodé¢, jedno-
stranné nevlastni limity ve vlastnim bodé, vlastni limity v nevlastnim bodé
a nevlastni limity v nevlastnim bodé.

2.2.3. Vyznamné limity

Na zavér této casti uvedeme nékteré vyznamné limity:
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Iim — = -
x—0" X

1
lim — =400
x—0t X

. 1

lim — =0
X—>+00 X

lim — neexistuje
x—0X

1
Iim — =0;nelN
x—+oo X"

lim sinx neexistuje

X—=+00

lim cosx neexistuje
X—*00

lim tgx =400

x—%
lim tgx =-oco
3(—>%Jr
lim cotgx = -co
x—0~

lim tgx =400
x—07*

. sinx
lim

x—=0 X

=1

lim
x—0 X

=lna;a>0,a=1

RI=

X
lim (1+—) = lim (1 +x)% =lim (1 + x)
X—>+00 X

—e
x—0* x—0
1. Proae(0;1):

lim a* =+

X—>—0

lim a° =0

X—+00

lim log,x =+oc0
x—07*

lim log,x =-o0

X—+00
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2. Proae(1;4+00):
lim a* =0
X—>—00

lim a* =400
X—>+00

lim log x =—-o0
x—0% 8a

lim log x =+c0
X—>+00 8a

lim lInx =-
x—07F

lim Inx =40
X—+00

2.3. Derivace funkce

Def. 33: Je-li funkce f definovana v néjakém okoli U(xy) bodu x € R a exis-

tuje-li vlastni limita lim;_, w , pak se tato limita nazyva derivace

funkce f v bodé x(. Znaci se f'(xg), tj. plati f’(xo)=limj_,q w .

V Def. 33 miZeme polozit x = xy + h, tedy h = x — x(. Derivace pak ma tvar

f/ (XO) zlimx—>xo f(sz:—i(()xo) .

Stejné jako u spojitosti muzeme definovat i jednostranné derivace a deri-
vaci v intervalu (otevieném, uzavieném i v polootevienych).

Vztah mezi spojitosti a derivaci funkce vyjadfuje ndsledujici véta:

Véta 10: Ma-li funkce f v bodé x, derivaci, je v tomto bodé spojita.

Tato Véta 10 je ve tvaru implikace a obracena véta neplati. Pfikladem funk-
ce, ktera je spojitd, ale nema derivaci, je f (x) = |x| v bodé xy = 0 (jednostranné
limity existuji, ale nejsou si rovny).

Pro vypocet derivaci funkci jsou dtlezité nasledujici véty:

Véta 11: Jestlize funkce u, v maji v bodé x( derivaci, méa v bodé x( derivaci
i soucet, rozdil, soucin a pro v(xg) # 0 i podil funkci u, v a plati:

(u+v) (x0) = 1’ (x0) £ v"(x0),

(uv)’ (x) = u’ (x0) v (x0) + 1 (x0) v (x0),

(E)’(xo) _u (xo)v(xz)z(—xz)(xo)v (xo).

v

Véta 12: Necht funkce ¢ : u = g(x) ma v bodé x, derivaci g’(xy) a ne-
cht funkce f : v = f(u) ma v bodé uy = g(xq) derivaci f’(ug). Pak sloZend
funkce h: f(g(x)) ma derivaci v bodé x(, pricemz plati h’(xg) = ' (uo) g’ (x0) =

f(g(xg)) &’ (x0).
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2.4. Uziti diferencialniho poctu

Tato kapitola bude pojednédvat o vyuziti diferencidlniho poc¢tu k vySetfovéani
prubéhu funkce. Fyzikdlnim aplikacim bude vénovédna dalsi ¢ast bakaldrské
prace.

2.4.1. Uziti limity funkce

Jednim z vyuZziti limity je urceni asymptoty grafu funkce. Asymptoty jsou
pfimky, jejichZ znalost ndm umozni pomérné presné sestrojeni grafu dané
funkce. RozliSujeme asymptoty dvojiho druhu - se smérnici a bez smérnice.

Def. 34: Pfimku y = ax + b nazveme asymptotou se smérnici grafu funkce
f,jestlize lim,_, . [f (x)—(ax+b)] =0 nebo lim,_,_[f (x)—(ax+b)] =0

Véta 13: Pfimku y = ax + b nazveme asymptotou se smérnici grafu funkce
f)

f, jestlize a = hmx_,Jroo 1= , b=1im,_,,[f(x)-ax] nebo a = lim,_, ., ~~,

b=lim,_, [f(x)—ax]. ’

Def. 35: Nechf je funkce f definovana v U(a,9)\{a} nebo v (a—9,4a) nebo
v (a,a + 0). Pfimka o rovnici x = a se nazyva asymptota bez smérnice grafu
funkce f, pravé kdyz ma funkce f v bodé a aspon jednu jednostrannou ne-
vlastni limitu.

Asymptota bez smérnice je tedy rovnobézka s osou y v bodé, ve kterém
funkce neni definovand, ale je definovana na néjakém jeho okoli (alespon jed-
nostranném).

Dale muZeme limitu vyuZzit také k urceni te¢ny grafu funkce.

Def. 36: Je- li kfivka grafem funkce y = f(x) a existuje-li vlastni limita kp =
[0)=f(xo) f

X—

Y =90 = kr(x = xp).

V Def. 36 nazyvéme ¢islo kt smérnici te¢ny. MliZzeme si v§imnout, Ze de-
finice smérnice je shodnd s definici derivace funkce v bodé x;. Urceni te¢ny
grafu funkce je tedy prakticky vyuZitim derivace funkce v bodé.

lim,_,, , pak te¢na kiivky v bodé T =[x, 0] je pfimka o rovnici

2.4.2. Uziti derivace funkce

Véta 14 (Rolleova): Méjme funkci f, kterd ma tyto vlastnosti:

1. je spojitd v uzavieném intervalu (a, b),
2. v kazdém bodé otevieného intervalu (a,b) mé derivaci,
3. f(a)=f(b)

Potom existuje v otevieném intervalu (a,b) asponi jeden bod c, pro ktery
plati f'(c) = 0.
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Véta 14 ndm tedy fik4, Ze funkce splnujici uvedené vlastnosti ma alespon
jednu te¢nu rovnobéZznou s osou x.

Prvni derivaci funkce 1ze vyuzit ke zjisténi monoténnosti funkce v inter-
valu. Plati véta:

Véta 15: Ma-li funkce f v kazdém bodé intervalu (a,b) kladnou derivaci,
je v tomto intervalu rostouci. Ma-li funkce f v kazdém bodé intervalu (a,b)
zapornou derivaci, je v tomto intervalu klesajici.

Dalsi dilezitou charakteristikou funkce, kterou mtizeme urcit pomoci de-
rivace, jsou extrémy.

Def. 37: Funkce f méa v bodé x( lokalni maximum, existuje-li takové okoli
U(xp) bodu xg, Ze pro vSechna x € U(xg) N Dy plati: f(x) < f(xg). Funkce f
ma v bodé x; lokalni minimum, existuje-li takové okoli U(xy) bodu x(, Ze
pro vSechna x € U(xo) N Dy plati: f(x) > f(xo).

Nutnou podminku pro lokdlni extrém funkce v bodé, ve kterém ma deri-
vaci, vyjadfuje véta:

Véta 16: Ma-li funkce f v bodé x lokalni extrém a existuje-li v tomto bodé
derivace f’(xg), pak plati f"(xq) = 0.

Tyto body x se nazyvaji stacionarni body funkce f. Staciondrni body spo-
le¢né s body, ve kterych funkce derivaci nemd, nazyvdme ,,body podezrelé
z extrému“. Toto oznaceni odpovida skute¢nosti, Ze v téchto bodech funkce f
lokalni minimum mit miZe, ale nemusi, coZ je pro Zdky vyhodna pomfcka.

Zbyva tedy otdzka, jak urcit, zda ma funkce f v téchto bodech skute¢né
lokélni extrémy. Prvni mozZnosti, jak tuto skute¢nost urcit, je zkoumani zna-
ménka derivace v okoli staciondrniho bodu. JestliZze derivace funkce méni ve
staciondrnim bodé znaménko z kladného na zdporné, pak ma funkce v tomto
bodé lokalni maximum. V opa¢ném piipadé jde o lokalni minimum. Pokud
zména znaménka derivace ve staciondrnim bodé nenastava, nejedna se o ex-
trém funkce. Druhym zptsobem urceni je vyuZziti druhé derivace. Plati, Ze
je-li druha derivace funkce ve stacionarnim bodé kladnd, pak je v tomto bodé
lokdlni minimum; je-li zdpornd, pak je v tomto bodé lokdlni maximum. Pokud
je vsak druhd derivace rovna nule, musime pouzit prvni zminény zptsob.

Druhou derivaci ddle vyuZijeme k urc¢eni konvexnosti a konkavnosti funkce.
Funkce je konvexni na intervalu, jestliZe je jeji graf nad jeho te¢nou ve vsech
bodech tohoto intervalu. Graf konkavni funkce v daném intervalu je vZdy pod
te¢nou ve vsech bodech tohoto intervalu.

Véta 17: Funkce je v daném bodé konvexni, je-li v tomto bodé 2. deri-
vace kladna. Funkce je v daném bodé konkavni, je-li v tomto bodé 2. derivace
zaporna.

Nulové body druhé derivace se nazyvaji body podezrelé z inflexe (inflexni
body) a jsou to body, v nichZ se mtZe ménit konvexnost v konkavnost nebo na-
opak. Tyto body rozdéli defini¢ni obor funkce na intervaly; v kazdém z téchto
intervalli uré¢ime znaménko 2. derivace a podle Véty 17 rozhodneme o kon-
vexnosti a konkdvnosti funkce.
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Kromé téchto geometrickych aplikaci ma derivace funkce vyuZiti i pro
vypocet limit. Metoda je zaloZena na nasledujici vété:

Véta 18 (I’'Hospitalovo pravidlo): Nechf pro dané funkce f, ¢ a dany bod
a € R, resp. a = +co nebo a = —oo plati

1. bud lim,_,, f(x) =lim,_,,¢(x) =0, anebo lim,_,,|g(x)| = +oo,

f'(x)

2. existuje limita lim,_,, 70

(vlastni nebo nevlastni).

I(x

g'(x)

Pak existuje také limita lim,_,, % aplatilim,_,,

~n

=lim,_,, % (I'Hos-

pitalovo pravidlo).
Obdobna véta plati i pro limity jednostranné.

2.4.3. Praubéh funkce

Pro vysetfeni pribéhu funkce provadime nasledujici kroky:

1. Ur¢ime defini¢ni obor funkce, priseciky grafu funkce se souradnicovymi
osami a dalsi specidlni vlastnosti (parita, periodicita, omezenost).

2. Vypocteme limity v +oo a v bodech nespojitosti.

3. Ur¢ime prvni derivaci funkce, jeji nulové body (stacionarni body) a podle
Véty 15 monoténnost.

4. Urc¢ime druhou derivaci funkce, rozhodneme o existenci lokalnich extré-
mu ve staciondrnich bodech.

5. Vypocteme nulové body druhé derivace a rozhodneme o konvexnosti
a konkdvnosti funkce.

6. Urcime rovnice asymptot, pokud existuji.

7. Nacrtneme graf funkce.

2.5. Integralni pocet

Zakladnim problémem integrdlniho poctu je najit k funkci f funkci F tak,
aby platilo F’(x) = f(x).
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2.5.1. Neurcity integral

Def. 38: Méjme dany funkce F, f definované v otevifeném intervalu (a,b).
Jestlize pro vSechna x € (a,b) plati F’(x) = f(x), fikdme, Ze funkce F je primi-
tivni funkci k funkci f v intervalu (a,b). Mnozinu vs$ech primitivnich funkci
v daném intervalu zna¢ime symbolem ff (x) dx, ktery nazyvame neurdity in-
tegral funkce f.

Z Def. 38 plyne, Ze integrovani je proces opa¢ny k derivaci. Pokud se chce-
me presvédcit o spravnosti urceni primitivni funkce, zderivujeme ji a porov-
name s funkci integrovanou - tyto funkce se musi rovnat.

Primitivni funkce F v intervalu (a, b) existuje, jestliZe je funkce f na tomto
intervalu spojita.

Véta 19: Kazdé dvé primitivni funkce F, G k funkci f na intervalu (a,b) se
lisi o realnou konstantu ¢, tj. G(x) = F(x) + c. Konstanta ¢ se nazyva integra¢ni
konstanta.

Tato véta plyne z nulové derivace konstanty. Pro mnozinu vsech primi-
tivnich funkci v daném intervalu tedy plati jf (x) dx=F(x)+c

Pro vypocet integralt plati nasledujici véty:

Véta 20: Necht k funkci f existuje neuréity integrél f f (x) dx na intervalu
(a,b) a necht k je libovolnd realnd konstanta. Pak existuje na intervalu (a,b)
také neurcity integral jkf (x) dx a plati fkf (x) dx =k ff (x) dx

Véta 21: Nechf k funkcim f, ¢ existuji neurcité integraly If (x) dx, Ig (x) dx
na intervalu (a,b). Pak existuje také neurcity integral f[f(x) +¢(x)] dx na in-
tervalu (a,b) a plati I +g(x)] dx = jf ) dx + fg(x) dx. Tuto vétu lze
rozsirit na libovolny pocet funkc1

2.5.2. Ur¢ity integral

Def 39.: Méjme dany funkce F, f definované na uzavieném intervalu (a, b).
Jestlize pro kazdé x € (a,b) plati F'(x) = f(x), pti¢emz derivaci funkce F v
bodé a rozumime derivaci v bodé a zprava a derivaci funkce F v bodé b de-
rivaci v bodé b zleva, fikdme, Ze funkce F je primitivni funkci k funkci f na
uzavieném intervalu (g, b).

Opét plati, ze ke kazdé funkci spojité v uzavieném intervalu (g, b) existuje
v tomto intervalu primitivni funkce.

Def. 40: Nechf F je primitivni funkce k funkci fv intervalu I. Rozdil F (b) -
F(a) funkénich hodnot funkce F v libovolnych bodech a4, b tohoto intervalu se

ceg s . . v.s b
nazyva urcity integral funkce f v mezich od a do b a znadi se fa f (x)dx.
Integral deﬁnovan}’r v Def. 40 se nazyva Newtontiv urcity integral a plati

f f(x)dx = — F(a). Cislo a nazyvame dolni mez a ¢islo b horni mez in-
tegralu
Véty 20 a 21 miZzeme obdobné vyslovit i pro urcity integral.
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2.5.3. Integra¢ni metody

Integra¢ni metody pouzivané ve stfedoskolské matematice jsou integrace
metodou per partes a substituci.

Metoda per partes (Cesky ,,po ¢astech”) je zaloZena na derivaci soucinu
dvou funkci. Vyjadfuje ji nasledujici véta:

Véta 22: Maji-li funkce u, v v intervalu (4, b) spojité derivace, pak v (a,b)
plati fu (x)v"(x) =u(x)v(x)— f u’(x)v(x) dx.

Metodu substitu¢ni uzivdme pro integraci sloZenych funkci.

Véta 23: Nechf funkce F(t) je primitivni funkci k funkci f(¢) v intervalu
(@, B). Necht funkce t = g(x) ma derivaci ¢’(x) v intervalu (a,b). Pro kazdé
x € (a,b) nechf hodnota g(x) patfi do intervalu (a, B). Pak v intervalu (a,b) je
funkce F(g(x)) primitivni funkci k funkci f(g(x))-g’(x), tj. ff(g (x))-g’'(x)dx =
F(g(x) +C.

Vysledek této véty zapisujeme Jf(g(x)) -g'(x)dx = ff(t) dt = F(t)+C, kde
t=g(x).

Pfi vypoctu integrdlu substitu¢ni metodou vhodné zvolime vyraz g(x) =
t. Tuto rovnici zderivujeme a vyjadfime dx. Dosadime za g(x) a dx a urc¢ime
primitivni funkci F(t). Opétovnym dosazenim za t ziskdme primitivni funkci
F(g(x)).

Pti uziti této metody pro vypocet urcitého integralu muZeme prepocitat
integra¢ni meze a hodnotu integrdlu urcit pfimo z F(t).

2.5.4. Uziti integralniho poctu

Urdity integral miGZeme vyuZit k vypoctu délky kiivky, obsahu rovinného
utvaru nebo objemu rota¢niho télesa. Integralni poc¢et ma Siroké vyuzitiiv dal-
sich oblastech, naptiklad ve fyzice nebo fyzikdlni chemii.

Obsah S utvaru U=U(a,b, f,g) v daném intervalu (a,b) omezeného grafy
funkci f (x), g(x) uréime podle vzorce S = Lb [f (x)—g(x)]dx.

Objem V rota¢niho télesa, které vznikne rotaci utvaru U =U(a, b, f) kolem

osy x, vypocteme podle vztahu V =7 Lb £2(x)dx.
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2.6. Vzorce pro derivace a integraly elementarnich
funkci

Prehled nékterych zdkladnich vzorct pro derivace a neurcité integraly je
uveden v nasledujici tabulce. U nékterych funkci neni vzorec pro derivaci nebo
neurcity integral uveden. Neznamena to vsak, Ze tyto neexistuji. Divodem ne-
uvedeni téchto vzorct je fakt, Ze na stfedni skole se s nimi Z4ci nesetkavaji a
neni vyZadovana jejich znalost.

Tabulka 1: Vzorce pro derivace a integraly

Funkce f : vy = f(x) | Vzorec pro derivaci | Vzorec pro neurcity
integral

y=cceR =0 jcdx:cx+C

v=xkez " = kxk-1 jxkdx:’,i]i:ll-ltlc

py=cx;keZ;ceR | v/ =ckxk! jcxkdx=c-%+c

y=e" y =e fexdx:ex+C

y=a* v’ =a*lna jaxdx:lg—a—i-C

y =Inx v = ,1—( -

y:% }/:—,fl—z j%dx:ln|x|+C

Y= logax }// ~ XIna _

Y =sinx Y’ = cosx jsinx dx = —cosx +C

) = COSX Y’ = —sinx jcosx dx =sinx +C
— / 1

y=tgx y/ Cszx _

Y= Coltg X YV = s B .

Y= g — J COf%cdx =tgx+C

Y=o - j o dx =cotgx+C
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Kapitola 3

VYUZITI INFINITEZIMALNIHO
POCTU VE STREDOSKOLSKE
FYZICE

Druha ¢ést bakaldfské prace se bude zabyvat konkrétnim vyuzitim infinite-
zimalniho poctu ve fyzice a moZnostmi jeho vyuziti ve vyuce fyziky na stfedni
skole.

3.1. Mechanika

Prvni oblasti fyziky, se kterou se Zaci setkavaji jiz na zakladni skole, je me-
chanika, ktera se zabyva popisem (kinematika) a pfi¢inami (dynamika) po-
hybu téles.

V kinematice se Zaci nejprve sezndmi s relativnosti klidu a pohybu, po-
pisem polohy hmotného bodu ve vhodné vztazné soustavé, naudi se rozlisit
pojmy trajektorie a draha a klasifikovat pohyby na zdkladé tvaru trajektorie.
Hlavni néplni stfedoskolské kinematiky je pak studium rdznych typt pohybu
podle rychlosti a zrychleni a jejich vypocet.

3.1.1. Rychlost hmotného bodu

Jednim z prvnich fyzikdlnich vztahd, se kterymi se Zaci setkavaji, je vztah
pro vypocet primérné rychlosti v, hmotného bodu. Jeho dréha s je zavisla
na Case, ve kterém je hmotny bod v pohybu, fikame, Ze je jeho funkci a pisSeme
s = s(t). Zaci jiz z hodin fyziky na zakladni §kole védi, Ze pohyb hmotného
bodu po urcité draze muzeme charakterizovat jeho rychlosti.

Pfi vykladu nejprve definujeme primeérnou rychlost po celou dobu pohybu
jako podil drahy s a ¢asu ¢, za ktery hmotny bod tuto drdhu urazi. Tedy plati
vztah v, = 3. Z4ci jisté ze své kazdodenni zkusenosti védi, Ze rychlost pohybu
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se v jeho pribéhu mhZe ménit — napt. autobus se béhem svoji cesty rozjizdi na
urcitou stdlou rychlost, poté brzdi pfi pfijezdu na zastdvku, opét se rozjizdi,
v obci a mimo ni udrzuje jinou rychlost, v zatackdch zpomaluje a na konci svoji
trasy zastavi.! V takovém piipadé se miZzeme ptat na primérnou rychlost na
urcitém useku (mezi dvéma zastavkami, v obci, na ddlnici apod.). Zavadime
vztah v, = %, coz je podil daného tseku drahy As a ¢asového intervalu At, za
ktery je tento tusek prekonan. V této chvili musime jesté zminit, Ze primérna
rychlost béhem celkové doby pohybu t neni primérem priamérnych rychlosti
na jednotlivych tsecich, a uré¢ime ji jako podil celkové drahy s a celkového
casu t, jak bylo zavedeno dfive.

Od primérné rychlosti na ur¢itém tseku muiaZeme prejit k zavedeni veli-
kosti okamzité rychlosti v daném bodé. Ta se vétsinou ve stfedoskolské fyzice
pouze slovné definuje takto:

Def. 41: Velikost okamzité rychlosti v daném bodé trajektorie a v daném
Case je definovana jako primérnd rychlost ve velmi malém ¢asovém intervalu
na odpovidajicim useku trajektorie s danym bodem.

Vice se vSak stfedoskolskd fyzika okamZitou rychlosti zpravidla nezabyva.
Oznaceni,,velmi maly“ v Def. 41 ndm nedava Zadnou informaci o tom, s jakym
¢asovym intervalem At bychom méli pracovat, a prostfedky bézné stredoskol-
ské matematiky ndm ani neumoznuji velikost okamzité rychlosti vypocitat.
Pokud vsak Zaci znaji alespori zaklady infinitezimalniho poctu, nebo je v ramci
tyziky vhodné zavedeme, mliZzeme s pojmem okam?zité rychlosti ddle pracovat.

Pro velikost okamZité rychlosti z Def. 41 plati, Ze ¢im mensi je dany ¢asovy
interval, tim pfesnéjsi je jeji urceni. Proto se tento interval musi bliZit nule,
tedy byt nekoneéné malp. To naznacuje mozZnost vyuziti infinitezimalniho poctu
k feSeni tohoto problému.

V nékterych ucebnicich stredoskolské fyziky se v ramci rozsifujictho uciva
muzZeme setkat se vztahem v = lima;_,q % , avSak bez dalsiho vysvétleni. Tento
vztah zohledniuje pozadavek na nekone¢né maly ¢asovy interval pouzitim li-
mity pro ¢asovy interval At bliZici se k nule. Pro vypocet mliZzeme vztah pre-
psat na tvar v = limp;_,q % = lim;_;, s(tz:i(()t‘)) , ktery odpovida definici deri-
vace funkce (Def. 33). Velikost okamzité rychlosti v daném okamziku t; tedy
vypocitame derivaci drdhy podle ¢asu v(t) = s'(t) = dg(tt).

Okamyzitd rychlost je vektorova veli¢ina, kromé velikosti ji tedy charak-
terizuje i jeji smér. Vektor okamzité rychlosti lezi na pfimce, kterd je te¢nou
trajektorie v daném bodé. Rovnici této pfimky urcime podle Def. 36, kde
smérnici je praveé velikost okamzité rychlosti v daném bodé.

Ve stfedoskolské fyzice se nejcastéji setkdme s pohybem rovnomérnym pii-
mocarym, u kterého je okamzita rychlost v kazdém bodé shodna s primérnou

ISVOBODA, Emanuel, BEDNARIK, Milan, SIROKA, Miroslava, 2013. Fyzika pro gymnazia
— mechanika. 5., pfepracované vydani. Praha: Nakladatelstvi Prometheus, spol. s r. 0. s. 35.
ISBN 978-80-7196-385-1.
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rychlosti pohybu a smér rychlosti je shodny se smérem pohybu. Déle rozlisu-
jeme pohyb rovnomérny kfivocary, pri kterém se méni pouze smér rychlosti,
pohyb rovnomérné zrychleny a obecné pohyb nerovhomérny.

3.1.2. Zrychleni hmotného bodu

Dalsi velicinou charakterizujici pohyb hmotného bodu je vektorova ve-
licina zrychleni. Vyjadfuje zménu vektoru rychlosti v case. V pripadé rov-
nomérného pohybu, kdy je rychlost konstantni (neméni se), je zrychleni nu-
lové.

Ve stredoskolské fyzice se, obdobné jako v pripadé rychlosti, pracuje s pri-
mérnym zrychlenim jako podilem zmény okamzité rychlosti Av a ¢asového
intervalu At, za ktery tato zména probéhla, coz zapiSeme jako a, = %. Diéle se
pouze slovné definuje velikost okamzitého zrychleni:

Def. 42: Velikost okamzitého zrychleni v daném bodé trajektorie je de-
finovana jako primérné zrychleni ve velmi malém ¢asovém intervalu na od-
povidajicim tseku trajektorie s danym bodem.

Stejné jako v pripadé velikosti okamzité rychlosti, i u velikosti okamzitého
zrychleni se setkdvame s nepfesnym oznacenim ,,velmi maly“, cozZ i tentokrat
reSime vyuzitim diferencidlntho poctu. Pro nekone¢né maly casovy interval
piseme a(t) =limp;_, % =lim;_,, %fo(to) = v’(t). Velikost okamzitého zrych-
leni je tedy derivace rychlosti podle ¢asu. A jelikoZ rychlost je prvni derivaci

drahy podle ¢asu, je zrychleni jeji druhou derivaci, a(t) = d;i(zt) = s"(t). Za-

vedenim téchto vztahl muzZeme urcit okamzité zrychleni v libovolném bodé
trajektorie i u nerovhomérnych pohybt.

Vektor okamzitého zrychleni lezi na pfimce, ktera je te¢nou ke grafu rych-
losti v daném bodé, jeji rovnici tedy opét uré¢ime podle Def. 36. Smérnici tecny
je v tomto pripadé velikost okamzitého zrychleni.

U rovnomérné zrychleného (resp. zpomaleného) pohybu je velikost okam-
Zitého zrychleni v kazdém bodé rovna primérnému zrychleni po celou dobu
pohybu (je konstantni).

3.1.3. Rychlost a draha zrychleného pohybu

Ve stredoskolské fyzice se Zaci seznamuji s vypoctem drédhy a rychlosti
pohybu rovnomérné zrychleného (resp. zpomaleného), ptipady s ¢asové pro-
ménnym zrychlenim se neuvazuji. Rychlost rovhomérné zrychleného pohybu
je linedrni funkci casu, tedy plati v (t) = vy + at, kde v, je pocatecni rychlost
hmotného bodu. Pro drdahu se nasledné zavede vztah s(t) = vt + %atz. Nikdo
se vSak na stfedni Skole pfili$ nezabyva tim, , kde se tyto vztahy vzaly“. Pouze
v ramci roz$ifujiciho uciva se muzZeme setkat s grafickou interpretaci a od-
vozenim, které je v podstaté vyuzitim integralniho poctu bez jeho skute¢ného
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zavedeni. Zkusenost je ovSem takova, Ze Zaci se radéji pouze nauci dané vztahy
a roz$ifujicimu ucivu nevénuji pozornost.

V ptipadé, Ze jsme zavedli okamzZitou rychlost a okamzité zrychleni po-
moci derivaci, je jiZ odvozeni vztaht pro drahu a rychlost zrychleného pohybu
jednoduché. Jestlize v ramci zakladd infinitezimalniho poc¢tu zavedeme inte-
grovani jako proces opa¢ny k derivaci, samy zaky jisté napadne, Ze kdyZ od
drahy k rychlosti pfejdeme derivaci, zpét od rychlosti ke drédze pfejdeme na-
opak integrovanim. Stejna uvaha plati pro Vzéjemn}’l vztah rychlosti a zrych-
leni. MiZeme tedy psat s(t fv t) dt a v( fa(t) dt a tyto vztahy plati pro
vSechny typy pohybu.

Integraci miZeme ovéfit vySe uvedené vztahy pro pohyb rovnomérné zrych-
leny, kdy je zrychleni konstantni: v (¢) = Iadt = afdt = at + c. Integra¢ni kon-
stanta je rovna pocate¢ni rychlosti, tedy skute¢né plati v (t) = vy + at. A déle

fv t)dt = f vo+at)dt = vojdt+ ajtdt = vt + %at2 + ¢, kde polozime c =
S0, coZ je draha hmotného bodu v ¢ase tg, a plati tedy vztah s (f) = so+vot+3at>.

Specidlnim pripadem rovnomérné zrychleného pohybu, se kterym se Zaci
na stfedni skole setkaji, je volny pad, pro ktery plati a = g. Plati pro néj vztahy
v(t)=gtas(t)=Sgt2.

3.1.4. Uhlova rychlost hmotného bodu

Pfi pohybu hmotného bodu po kruzZnici jej charakterizujeme misto rych-
losti v thlovou rychlosti @ = 7. Jeji definice je analogii definice rychlosti v,
drdhu s nahradime thlovou drdhou ¢ udavanou v radidnech, pro kterou plati
@ = 3. Zaci se sezndmi se vztahem pro priimérnou thlovou rychlost ve tvaru
w = AA—(f a s pojmy perioda a frekvence.

Vzhledem k analogii thlové rychlosti w s rychlosti v mtGZeme zavést také
velikost okamZzité rychlosti pomoci limity pro ¢asovy interval At bliZici se
k nule: w(t) = limAHOAA—(f = d—(p = ¢’'(t), tedy derivace uhlové drahy podle
¢asu.

3.1.5. Uhlové zrychleni hmotného bodu

Casovou zménu thlové rychlosti charakterizuje veli¢ina uhlové zrychleni
€, pro které plati vztah e(t) = limAtHOi—(f = %—‘;’ = w'(t) = ‘iltf = @”(t). Tedy
analogicky jako u zrychleni a, i thlové zrychleni je druhou derivaci ahlové
dréhy podle ¢asu.

Stredoskolska fyzika se zpravidla zabyvd pouze rovhomérnym pohybem
po kruznici, kdy je thlova rychlost konstantni a na pohybujici se hmotny
bod ptisobi pouze konstantni zrychleni dostfedivé. Vztah pro ahlové zrych-
leni v nékterych ucebnicich neni ani uveden.
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3.1.6. Draha a rychlost pohybu po kruznici

Stejné jako jsme v kapitole 4.1.3 popsali vzdjemné vztahy mezi rychlosti
a drahou, resp. mezi zrychlenim a rychlosti, mzeme tyto vztahy pouZzit i pro
veli¢iny popisujici pohyb po kruznici. Uhlovou rychlost ziskdme integrovanim
thlového zrychleni w(t) = Ie dt a uhlové drdha je pak integralem thlové rych-
losti @(t) = fa) dt. Tyto vztahy vsak ve stfedoskolské fyzice prili§ nevyuZzijeme.

3.1.7. Druhy Newtontv pohybovy zakon, hybnost

V dynamice se Zaci seznamuji se vzajemnym pusobenim téles, Newtonovy-
mi pohybovymi zakony a hybnosti hmotného bodu. Tato ¢ast obsahuje spise
teoretické poznatky, s vypocty se Zaci setkaji pouze u druhého pohybového
zakona a hybnosti.

2. Newtonuv pohybovy zdkon (zdkon sily) fikd, Ze ptisobi-li na hmotny bod
o hmotnosti m télesa a fyzikdlni pole silami o vyslednici F, md hmotny bod

takové zrychleni a, Ze plati F = ma. Dosazenim za zrychleni a = ‘é—'{ dostava

vztah tvar F = mg—’; a nazyvame jej pohybova rovnice.

V souvislosti se zakonem sily se zavadi hybnost p, kterd je definovana jako
sou¢in hmotnosti m a okamZzité rychlosti v: p = mv. Hybnost je vektorova
veli¢ina a mad stejny smér jako rychlost, mizeme tedy pocitat pouze jeji ve-
likost p = mv. Zména velikosti hybnosti je imérna zmeéné velikosti rychlosti
dp

podle vztahu dp = m dv. Dosazenim ziskd 2. pohybovy zdkon tvar F = 4}

a vysledna sila pusobici na hmotny bod je rovna ¢asové zméné hybnosti.
Integrovdnim uvedenych vztaht ziskdme pro hybnost vztahy p = fm dv

ap:det.

3.1.8. Prace

Mechanicka prace je veli¢ina souvisejici se silovym pusobenim na téleso a
jeho pohybem. Hodnota vykonané prace zavisi na velikosti ptsobici sily F a
na uhlu a, ktery tato sila svird s trajektorii télesa. Ve stfedoskolské fyzice se
zabyvame pouze piipady, kdy je pusobici sila konstantni, téleso se pohybuje
po pfimce a thel «a je konstantni. Pro tyto pfipady plati pro vykonanou préci
vztah W = Fscosa.

Pokud bychom chtéli Zaky sezndmit s obecnym vypoctem mechanické pra-
ce, kdy je sila proménnd nebo draha zakfivend, musime vyuZit infinitezimdlni-
ho poctu. Sila F vykona pfi velmi malém posunuti ds elementdrni praci dW.
Plati tedy vztah dW = Fds = Fcosads. Integraci tohoto vztahu prejdeme od
elementarni prace k praci vykonané na celé délce drahy (nebo jeji libovolné
casti). Pro praci W vykonanou silou F na drdze s tedy obecné plati vztah W =
fos Fcosads. Graficky je tedy prace dana plochou pod ktivkou grafu zavislosti
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sily na dréze.

3.1.9. Vykon

Vykon je veli¢ina, podle které mizeme posuzovat ¢innost stroju, vyjadiuje,
jak rychle vykonavaji préci. Ve stredoskolské fyzice pracujeme zpravidla s pru-
mérnym vykonem jako podilem prace vykonané za dany ¢as Pp = AA—VtV. Nékdy
se zavadi i okamzity vykon jako soucin sily ptisobici na téleso a jeho okamzité
rychlosti P = Fv.

Okamzity vykon miZeme vSak pomoci diferencidlniho poctu pocitat i po-
moci prvniho uvedeného vztahu. Stejné jako v pripadé vypoctu okamzitych
hodnot predchozich veli¢in, i tentokrat pouZijeme limitu pro omezeni ¢asového
intervalu na nekonec¢né maly. Plati tedy vztah P(t) = limy;_, AA—I?/ = %—I’y =
W’(t). Ve sttedoskolském vykladu o vykonu déle zminujeme pifikon a ti¢innost,
vypocet téchto veli¢in vsak nemd smysl rozsifovat pomoci infinitezimalniho
poctu.

3.1.10. Resené ptiklady

1) Hmotny bod se pohybuje po ose Ox tak, Ze jeho soufadnice zavisi na ¢ase
podle vztahu x = At - Bt?>, kde A = 3 m-s~! a B = 1 m.s~2. Urcete: velikost
rychlosti jako funkci ¢asu; velikost rychlosti v okamzicich t; = 0,5s, t; =
1s,t3=2 s.2

Regeni:

Zadany vztah pro x je draha hmotného bodu. Velikost rychlosti tedy podle ka-
pitoly 3.1.1 ur¢ime derivaci tohoto vyrazu podle ¢asu. Pti derivaci vyuzijeme
Vétu 11 a vzorce uvedené v kapitole 2.6:

, dx

=" =p=1-A-t'"1-2.B.+* 1 = A- 2Bt
dt

x
Po dosazeni hodnot A, B je vztah pro rychlost v = 3 — 2t.
Velikosti rychlosti v danych okamzicich ziskame dosazenim do tohoto vztahu
za t:

v =(3-2-0,5ms! =2m-s!

v,=(3-2-1)m-s! =1 m-s™!

v3=(3-2-2)m-s' =-1m-s!

Zaporné znaménko u hodnoty v3 znaci, Ze v tomto okamziku se bude hmotny

bod pohybovat v zdporném sméru osy x, velikost rychlosti je tedy vz = 1 m-s~1.

2SANTAVY, Ivan, TROJANEK Ale§, 2002. Fyzika — ptiprava k ptijimacim zkouskam na
vysoké skoly. Dotisk 1. vydani. Praha: Nakladatelstvi Prometheus, spol. s r. 0. s. 81. ISBN
80-7196-138-8.
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Odpoved:
Velikost rychlosti jako funkce ¢asu ma tvar v = |A — 2Bt|. Velikosti rychlosti
v danych okamzicich jsou vy =2 m-s!, v, =1m-s7!, v3=1 m-s~ L.
2) Hmotny bod se pohybuje po pfimce. Zavislost jeho drahy s v metrech na
¢ase t vsekundach je dan vztahem s (t) = 32t —t*. Uréete okamzitou rychlost
a okamzité zrychleni v éasech t; =1sat, =2s.}

Regeni:

Vztah pro velikost okamzité rychlosti ziskame prvni derivaci drahy podle
Casu: ds(t)

, s
vt =5'() ==

Okamzitou rychlost v danych casech t; =1 s a t, = 2 s ziskdme dosazenim

do vztahu pro v(t) za t:

=32-1-0—4.+%1 =32 443

v(t)=(32-4-1°)m-s! =28 m-s7!,

v(t)=(32-4-2°)m-s! =0msL.

Okamzité zrychleni vypocteme podle vztahu, ktery ziskame druhou deri-
vaci drdhy podle ¢asu, tj. prvni derivaci rychlosti podle ¢asu:

v, d%s(t)  do(t)

a(t)=s ()= —5 =~ =0-4-3->71 = -12¢%

Za t dosadime hodnoty t; =1 s a t, = 2 s a ziskdme velikosti okamzitého
zrychleni v téchto ¢asech:

a(ty)=(-12-1>)m-s2 =-12 m-s~2,
a(ty) =(-12-2%)m-s™? = —-48 m-s™2.
Odpovéd':

Velikost okamzité rychlosti a okamzitého zrychleni v zadanych ¢asech jsou
v(t))=28ms !, v(ty) =0m-s!, a(t;)=-12m-s 2 aa(ty) =48 m-s2.

3Vyznam derivace [online]. [cit. 2018-05-21]. Dostupné z:
https://mat.fsv.cvut.cz/capova/MA01/Cv6.pdf
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3) Urdete pocateéni rychlost pfimodarého pohybu télesa, pro jehoZ drahu
plati s(t) = 12 + 200t — 5t%, kde t je ¢as od zatatku pohybu. Kdy se téleso
zastavi? Jaké je zrychleni pohybu?*

Reseni:

Nejprve uréime vztah pro zavislost okamzité rychlosti na case prvni deri-
vaci drédhy podle ¢asu:

_ ds(t)

5 =0+200-1-t°-5.2. 21 =200-10¢.

v(t)=5"(t)
Pocatecni rychlost je rychlost v ¢ase t; = 0 s, jeji hodnota je:
v(tg) = (200—10-0)m-s~} =200 m-s~'.

Téleso se zastavi v takovém Case t, pro ktery plati v (t) = 0 m-s~!. Tuto hod-
notu tedy dosadime do vztahu pro okamzitou rychlost a zjistime, pro ktery ¢as
t rovnost plati:

0=200-10¢t,
odkud upravou ziskame
2
t = ﬂs =20s,
10

téleso se tedy zastavi po 20 sekundach pohybu.
Velikost zrychleni pohybu ur¢ime prvni derivaci okamzité rychlosti podle
¢asu (druhou derivaci drdhy podle ¢asu):

v, d%s(t)  do(t)

a(t)=s (t)= 2 - df =0-10-1-t=-10m-s~2

Zrychleni neni zavislé na Case, a proto je po celou dobu pohybu stalé (kon-
stantni). Jeho hodnota je zaporna, jedna se tedy o rovhomérné zpomaleny po-
hyb.

Odpoved':

Pocate¢ni rychlost pohybu télesa je v(ty) = 200 m-s~!, téleso se zastavi
v Case t = 20 s a zrychleni pohybu je a = —10 m-s~2.

“Fyzikalni  vyznam  derivace  [online].  [cit.  2018-05-21]. Dostupné z:
http://www.jitkakrickova.cz/diferencialni-pocet/261-fyzikalni-vyznam-derivace
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4) Kamen vyhozen z vysky h = 10 m kolmo vzhiru ma pocateéni rychlost
vo = 20 m-s~!. Jakou rychlost bude mit kimen v ¢ase t; = 1,5 s? Za jaky &as
dosahne maximalni vy$ku? Jakou vy$ku dosahne? (g = 10 m-s~2)°>
Regeni:
Jedna se o vrh svisly vzhiru, pro jehoz drahu plati vztah s (¢) = h+v0t—%gt2.
Vztah pro okamZitou rychlost ziskdme derivaci tohoto vztahu podle ¢asu:
_ds(1)

1
v(t)=s'(t) = T :0+1-v0-t0—§-2-g~t2_1:vo—gt.

Rychlost v ¢ase t = 1,5 s ziskdme dosazenim hodnot do vztahu pro v(t):
v(t)=(20-10-1,5)m-s"! =5m-s".

Maximalni vy$ku vrhu kdmen dosdhne ve chvili, kdy bude okamZita rych-
lost nulové, tj. v(t) = 0 m-s~'. Dosazenim do vztahu pro okamzZitou rychlost
ziskame

0=20-10¢,

odkud upravou uré¢ime t = 2 s.
Maximdlni vy$ku ur¢ime dosazenim do vztahu pro s(t), kdy za t dosadime
hodnotu vypoctenou v predchozim kroku.

1
s(t):(10+20-2—§-10-22)m:30m.

Odpovéd:
V &ase t; = 1,5 s je okamzita rychlost kamene v (t;) = 5 m-s~!. Maxim4lni
vyska vrhu je 30 m a kdmen ji dosdhne po 2 sekundach od vyhozeni.

5) Dva hmotné body se pohybuji po stejné pfimce. Zavislosti jejich drah s,
s, v metrech na ¢ase t v sekundach jsou s; (t) = 2¢3, s, (t) = 3t2. Urtete jejich
vz4jemnou rychlost v ¢asech t; =1s,t, =2sat;=3s.°

Reseni:

Vztahy pro velikosti okamzZitych rychlosti ziskdme prvni derivaci drah podle
Casu:

dsq (t
vy (t) =54 (1) = 1) _ 2-3t37 1 =612,
dt
ds; (t
vy (t) =55 (1) = 2(t) =3.2t>1 = 6t.
dt
SPriklady.eu - cviceni z wuciva stfednich $kol - matematika, fyzika a
chemie: Fyzikdlni vyznam derivace [online]. [cit. 2018-05-21]. Dostupné z:
https://www.priklady.eu/cs/matematika/derivace/fyzikalni-vyznam-derivace.alej
®Vyznam derivace [online]. [cit. 2018-05-21]. Dostupné z:

https://mat.fsv.cvut.cz/capova/MA01/Cv6.pdf
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Vzajemna rychlost v,, je rovna absolutni hodnoté rozdilu rychlosti obou
hmotnych bodd, tedy plati v,,(t) = |[vi(t) —v,(t)| = |6t> — 6t|. Dosazenim za t
ziskame vzdjemnou rychlost v danych okamZicich.

Vyyl = |6 1%2-6- 1|m-s_1 =0m-s !,

Vysp = |6 22-6- 2|m-s_1 =12m-s7,
Vyz3 =[6-37-6-3|ms™! =36 ms .

Odpoved':

Vzajemna rychlost hmotnych bodt v zadanych ¢asech je v,,; = 0 m-s7!,
vy =12ms'av,,; =36ms"L.
6) Téleso se pohybuje po draze s(t) = t> — § + 3t + 8. Vypoctéte, za jaky cas
zastavi, jaké bude jeho zrychleni v ¢ase t = 0,5 s a jakou drahu piejde téleso
do zastaveni.”

Regeni:

Téleso se zastavi ve chvili, kdy jeho rychlost bude nulova, tj. v (t) = 0 m-s!.
Nejprve tedy uréime vztah pro zavislost okamzité rychlosti na ¢ase prvni de-
rivaci drahy podle ¢asu:

ds (t $3-1
v(t):s’(t):%:2-t2_1—3-T+3-1-t0+0:2t—t2+3.

Do tohoto vztahu dosadime v (t) = 0 m-s™!

plati:

a ur¢ime, pro jaké t rovnost

0=1t>-2t-3=(t+1)(t-3),

coz je kvadraticka rovnice, ktera mé dva koreny. JelikoZ ale ¢as neni zdporny,
zajima nds pouze kladny kofen této rovnice t = 3 s.

Dréhu, kterou téleso prejde do zastaveni, uré¢ime dosazenim vypocteného
¢asu do zadaného vztahu pro drahu:

33
5(3):(32—?+3-3+8)m: 17 m.
Dale ur¢ime vztah pro velikost okamzitého zrychleni prvni derivaci vztahu
pro rychlost podle ¢asu (druhou derivaci drahy podle ¢asu):

2

’Priklady.eu - cviceni z uciva stfednich kol - matematika, fyzika a
chemie: Fyzikdlni vyznam derivace [online]. [cit. 2018-05-21]. Dostupné z:
https://www.priklady.eu/cs/matematika/derivace/fyzikalni-vyznam-derivace.alej

=2.1-t9-2¢7 11 0=2-2¢.
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Velikost okamzitého zrychleni v ¢ase t = 0,5 s je
a(t)=(2-2-0,5m-s> =1 m-s2

Odpoved':
Téleso zastavi za 3 sekundy a prejde pfitom drdhu 17 metr. Jeho zrychleni

vcaset=0,5sjel m-s~2.

7) Draha hmotného bodu zavisi na ¢ase podle vztahu s(t) = t3 - 6t + 9t.
Urcete velikost okamzité rychlosti a okamzitého zrychleni v ¢asech t; =2's
aty =4 s. Nalrtnéte graf zavislosti s = s(¢).

Regent:

Vztah pro vypocet velikosti okamzité rychlosti ziskdme prvni derivaci drahy
podle casu:

ds(t
v(t)zs'(t)zﬂ:3-t3—1—6-2-t2—1+9-1-t°:3t2—12t+9.
dt

Dosazenim t; = 2 s a t, = 4 s za t ziskame velikosti okamzité rychlosti
v téchto casech:

v(tl) = (3 . 22 -12-2+ 9)1’11'8_1 =-3 m.s_l,

v(t)=(3-42-12-4+9m-s! =9m-s.

Druhou derivaci drdhy podle ¢asu (tj. prvni derivaci rychlosti podle ¢asu)
ziskdme vztah pro vypocet velikosti okamzitého zrychleni:

” _ dzs(t) _ d?/(t)

a(t)=s (t)=—5 =~ =3-2.+21-12.1-+0=6t-12.

Dosazenim za t opét ziskdme velikosti okamzitého zrychleni v zadanych
¢asech:
a(t])=(6-2-12)m-s> =0 m-s2,

a(ty)=(6-4-12)m-s™> =12 m-s 2.

Podle kapitoly 2.4.3 vysetfime pribéh funkce s = s(t) a na¢rtneme jeji graf.

1. Defini¢ni obor je D(s) = (0, +o0), nebot ¢as musi byt nezdporny. Prise-
¢iky grafu funkce se souradnicovymi osami jsou [0;0] a [3;0]. Funkce nen{ ani
sudd, ani lichd, nen{ periodicka.

2. Vypoc¢teme limitu lim,_, o (t3 — 6¢% + 9t) = +co.

3. Prvni derivace funkce je s’ (t) = 3t> =12t + 9, nulovdje prot =1 a t = 3.
Stacionarni body jsou [1;4] a [3;0]. Prvni derivace je kladnd na intervalech
(0;1) a (3;+00), a tedy na téchto intervalech je funkce rostouci. V intervalu
(1;3) je prvni derivace zaporna a funkce klesajici.
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4. Druhé derivace funkce ma tvar s~ (t) = 6t—12. Pro t = 1 je zaporn4, v bodé
[1;4] mé funkce lokdlni maximum. Pro t = 3 je kladna a v bodé [3;0] je tedy
lokalni minimum funkce.

5. Druha derivace je nulovd pro t = 2. V intervalu (0;2) je druha derivace
zapornd, funkce je konkdvni. V intervalu (2; +co) je kladnd a funkce je na
tomto intervalu konvexni. Bod [2;2] je inflexni bod funkce.

6. Funkce nema asymptoty bez smérnice a protoze lim;_,, . (t> — 6t +9) =
+00, neméa ani asymptoty se smérnici.

7. Nacrtneme graf funkece:

Obr. 1: Nacrt grafu zavislosti s = s(t).

Spréavnost naseho nacrtu grafu této funkce miaZeme ovéfit vyuzitim nékte-
rého matematického softwaru pro zobrazovani grafu funkci.
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Obr. 2: Graf zavislosti s = s(t) vytvofeny pomoci matematického softwaru.

Odpovéd':
Velikosti okamzité rychlosti v danych ¢asech jsou v (t;) =3 m-s™! a v(t,) =
9 m-s~!, velikosti okamZitého zrychleni jsou pak a(t;) = 0 m-s™2 a a(t,) =

12 m-s~!. Graf s = 5(t) je zobrazen na Obr. 1.

8) Pti pohybu télesa je draha popsana rovnici s(t) = t? + 3t — 5, pfi¢emz
v Case t = 0 s byla jeho rychlost nulova. Uréete drahu, rychlost a zrychleni
v ¢ase t = 5 s. Urcete také jeho kinetickou energii, pokud jeho hmotnost je
m = 8 kg."

Reseni:

Nejprve ur¢ime vztah pro okamzitou rychlost (resp. okamzité zrychleni)
prvni (resp. druhou) derivaci vztahu pro drdhu podle ¢asu:

v(t)zs’(t)z—dz(tt):2-t2—1+3-1-t°—0:2t+3,
oo dEs() dv(t) o
a(t)=s (t)= 2 - dr =2-t+0=2.

Dosazenim t = 5 s do jednotlivych vztaht zjistime drahu, rychlost a zrych-
leni v tomto case:
s(5)=(52+3-5-5)m =35m,

v(5)=(2-5+3)m-s' =13 m-s7!,

a(5)=2m-s2.
8Priklady.eu - cviceni 2z uliva stfednich $kol - matematika, fyzika a
chemie: Fyzikdlni vyznam derivace [online]. [cit. 2018-05-21]. Dostupné z:

https://www.priklady.eu/cs/matematika/derivace/fyzikalni-vyznam-derivace.alej
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Jak vidime, vztah pro velikost zrychleni neni zdvisly na case a po celou
dobu pohybu je konstantni a = 2 m-s~2, téleso se tedy pohybuje pohybem rov-
nomérné zrychlenym.

Vztah pro kinetickou energii je Ex = %mvz. Dosazenim ziskame hodnotu
kinetické energie v ¢ase t =5 s:

1 2
Ek:§-8-13 =676].

Odpoved':

V Case t = 5 sje draha télesa 35 metrd, velikost okamzité rychlosti 13 m-s~!,
zrychleni 2 m-s~2 a kineticka energie télesa je 676 Jould.

9) Rychlik jedouci rychlosti 90 km-h™' ma zabrzdit tak, aby se rovnomérné
zpomalenym pohybem zastavil na vzdalenosti 1 km. Po jakém case zastavi?
Uréete jeho rychlosti po 10 sekundach od okamziku, kdy zaéal brzdit.’
Regent:
Nejprve pirevedeme rychlost a vzddlenost na zdkladni jednotky:

v=90km-h™! =25 m-s7!,

s=1km=1000 m.

Pro drdhu rovnomérné zpomaleného pohybu plati vztah
L >
s =vgt — —at”,
2

jehoz derivaci ziskame vztah pro rychlost:

v=s'= ds =vg —at
R TR
V okamziku, kdy se rychlik zastavi, bude jeho rychlost v = 0 m-s™. Dosa-

zenim do predchoziho vztahu a vyjadfenim zrychleni mdme

25
a=—,
t
coz dosadime do vztahu pro drahu:
1 25
1000 = 25t — = - — - £,
2t

odkud t = 80 s. Hodnota zrychleni (resp. zpomaleni) je a = 0,3125 m-s2.

9Priklady.eu — cviteni z uliva stfednich $kol - matematika, fyzika a
chemie: Fyzikdlni vyznam derivace [online]. [cit. 2018-05-21]. Dostupné z:
https://www.priklady.eu/cs/matematika/derivace/fyzikalni-vyznam-derivace.alej
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Dosazovdnim ¢asu po 10 sekundach do vztahu pro rychlost ziskame veli-
kosti okamzité rychlosti v jednotlivych okamzicich:

v(10)=(25-0,3125-10)m-s"' =21,875m-s"},

v(20)=(25-0,3125-20)m-s™' =18,75m-=s"},
v(30)=(25-0,3125-30)m-s ' =15,625m-s"},
v(40)=(25-0,3125-40)m-s™' =12,5m-s"},
v(50) = (25-0,3125-50)m-s "} =9,375 m-s"},
v(60) = (25-0,3125-60)m-s"' =6,25m-s"},
v(70)=(25-0,3125-10)m-s"} =3,125m-s7",
v(80)=(25-0,3125-10)m-s"" =0 m-s .

Odpovéd:

Aby se rychlik zastavil rovhomérnym zpomalenym pohybem na vzdale-
nosti 1 km, musi mit jeho zpomaleni velikost a = 0,3125 m-s~2. Brzdéni bude
trvat 80 sekund.

10) Brzdéné kolo se otoc¢i za ¢as t o uhel ¢, ktery je kvadratickou funkci
¢asu. Zastavi se za 5 sekund a vykona za tuto dobu 150 otacek. Jaka je
pocateéni rychlost w, kola a jaké je tihlové zrychleni £2!°

Resent:

Zavislost thlu ¢ na ¢ase mGZeme zapsat rovnici

@(t) =at®+ bt +c.

Vztah pro velikost okamzité ihlové rychlosti ziskdme derivaci tohoto vzta-
hu podle ¢asu:

w(t)=¢@'(t) = % =2at+D.
Plati w (5)=0a ¢(0) =0, tedy
10a+b =0,

c=0.

Za 5 sekund bod na obvodu kola urazi dhlovou drahu ¢ (5) = 150 27t =
3007 rad, plati tedy
3007t = 25a + 5b.

10Fyzikalni ~ vyznam  derivace  [online].  [cit.  2018-05-21].  Dostupné  z:
http://www.jitkakrickova.cz/diferencialni-pocet/261-fyzikalni-vyznam-derivace
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Pro koeficienty 4, b jsme ziskali soustavu dvou rovnic o dvou neznamych,
jejiz feSenim jea=—-12mwa b =120m.

Vztah pro thlovou vzdalenost ma tedy tvar ¢ (t) = —127t? + 1207t a vztah
pro velikost tthlové rychlosti w(t) = —24mnt + 1207t. Rychlost na pocatku po-
hybu, tedy kdy t = 0's, je

w(0) = (=247 -0+ 120m)rad-s™! = 1207 rad-s~*.

Vztah pro thlové zrychleni ziskame druhou derivaci adhlové drahy podle
Casu, tedy prvni derivaci thlové rychlosti podle ¢asu:

v d?e(t) _dw(t)

e(t)=¢ (t)= FTERRT =24 =-247 rad-s"%.

Uhlové zrychleni je tedy konstantni a ma hodnotu —24m rad-s~2. Zaporné
znaménko znadi, Ze jde o pohyb rovnomérné zpomaleny.

Odpovéd':

Poc¢ateéni rychlost pohybu je 1207 rad-s~! a zrychleni pohybu je —247 rad-s 2.

3.2. Mechanické kmitani a vinéni

3.2.1. Kmitani mechanického oscilatoru

Rozlisujeme kmitdni tlumené a netlumené, pricemz stfedoskolska fyzika
se vice zabyva ,,idedlnim modelem” — kmitdnim netlumenym, a navic jen ta-
kovym, kdy trajektorii je tsecka a mechanicky oscildtor se pohybuje mezi
jejimi krajnimi body. Kmitdni redlného oscildtoru je vSak vzdy tlumené. Vztahy,
které budou v této kapitole uvedeny, plati pro oba typy kmitdni.

Netlumené kmitani je nerovhomérny periodicky pohyb kolem rovnovazné
polohy. Zéci se nejprve sezndmi s popisem okamzité vychylky oscilatoru z rov-
novazné polohy, pfi jejimz vykladu se nejcastéji pouzivaji pocitacové animace,
které zndzornuji kmitdni oscildtoru a zdroven i ¢asovy diagram jeho kmitani.
Z né&j odvodime popis okamzité vychylky y v Case t pomoci goniometrické
funkce, zpravidla y(t) = y,,sin(wt + ¢) , kde y,, je maximalni vychylka (ampli-
tuda), w je thlova frekvence (odpovida thlové rychlosti u pohybu po kruznici)
a @ je pocatec¢ni vychylka oscilatoru.

Stejné jako v uc¢ivu mechaniky, i v u¢ivu o mechanickém kmitani se dale
zabyvame okamZitou rychlosti a zrychlenim pohybu. Pfi jejich zavddéni se
vyuziva analogie s pohybem po kruZnici nebo jen pozorovini kmitdni pru-
zinového oscilatoru, kdy zjistime, Ze v amplitudé y = y,, je rychlost nulova,
a naopak v rovnovédzné poloze y = 0 je rychlost maximdlni. Pfi srovndni s po-
hybem po kruznici zjistime, Ze okamzita rychlost oscildtoru je primétem vek-
toru okamzité rychlosti hmotného bodu pohybujiciho se po kruznici, odkud se
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odvodi vztah pro okamzitou rychlost jako v(t) = vycos(wt + @) . Pro obvodovou
rychlost plati vy = wr a amplituda y,, je vlastné rovna poloméru kruznice r,
pak vztah pro rychlost piSeme ve tvaru v(t) = wy,,cos(wt + @) . Stejnou tvahou
se také zavede vztah pro zrychleni, které vidy sméfuje do rovnovazné polohy;
je v ni tedy nulové a v maximalni vychylce je maximalni. Vztah pro okamzité
zrychleni m4 tvar a(t) = —w?y,,sin(wt + @) , kde y,,sin(wt + ¢) =y a pro zrych-
leni tedy plati, Ze je ptimo Umérné okamzité vychylce a(t) = —w?y. Jestlize
byli Zaci seznameni s derivaci funkce, mohou si sami v§imnout, Ze vztah pro
rychlost je derivaci okamzité vychylky a zrychleni pak derivaci rychlosti.
Pokud jsme jiz v u¢ivu mechaniky zavedli velikost okamzité rychlosti a o-
kamzitého zrychleni pomoci derivaci, miZeme pro odvozeni vyse uvedenych
vztaha pouZit jiny postup. Stejné jako jsme v mechanice popisovali polohu
hmotného bodu v ¢ase funkci s = s(t), popisujeme polohu mechanického os-
cilatoru funkci y(t) = y,,sin(wt + @) . Velikost okamzité rychlosti byl pak podil
drdhy prekonané v nekone¢né malém casovém intervalu a tohoto intervalu.
UZitim limity jsme odvodili, Ze vztah pro velikost rychlosti ziskdme casovou
derivaci drdhy. Zména okamZité vychylky v daném case je vlastné dréha pre-
konand za tento Cas, a proto i pro mechanické kmitani plati, Ze vztah pro o-
kamzitou rychlost ziskame ¢asovou derivaci okamzité vychylky: v (t) = y’(t) =

dy _
ar =

lati a(t) = 9 = S0 = 97(1) = — w2y, sin (0t + @) = -0
p —dat ~qe Y = W ypSIiwi+ @) = -—wTy. .

OkamZzitou vychylku tlumeného kmitani popisujeme rovnici
v = ey, sin(wt + @) , kde b je koeficient tlumeni. Velikost okamzité rychlosti
a zrychleni ziskame stejné jako v pfipadé netlumeného kmitani prvni a dru-
hou derivaci okamZité vychylky podle ¢asu. Se vztahy pro tlumené kmitani se
vsak ve stfedoskolské fyzice zpravidla nesetkdvame.

wy,,cos(wt + @) . Stejnd tvaha plati i pro okamzité zrychleni, pro které

3.2.2. Res$ené ptiklady

1) Téleso se pohybuje po pfimce a pro jeho vychylku z rovnovaziné po-
lohy plati y(t ) = 2cos (27tt) — 3sin(27ct). Najdéte jeho rychlost v ¢ase t =1s
a nejvétsi vychylku z rovnovazné polohy. (y je v.em.)!!

Resent:

Vztah pro okamzZitou rychlost ziskdme prvni derivaci vztahu pro okamzitou
vychylku podle ¢asu:

dy (t)

v(t)=vy'(t) = T —2sin (27t) -27t—3cos (21t) -2 = —47sin (27t) —670cos(27t).
priklady.eu ~- cviteni z wudiva stfednich $kol - matematika, fyzika a
chemie: Fyzikdlni vyznam derivace [online]. [cit. 2018-05-21]. Dostupné z:

https://www.priklady.eu/cs/matematika/derivace/fyzikalni-vyznam-derivace.alej
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Dosazenim t = 1 s ziskdme velikost okamZité rychlosti v tomto ¢ase:

v (1) = (—4msin (27t - 1) —67cos (21t - 1) )em-s ™! = (=47-0—67-1)cm s~ = —671 cm-s™ L.

Pro maximélni vychylku plati v = 0 m-s~!, dosazenim ziskdme rovnici
0 = —27m(2sin(27ct) + 3cos(2mt) ),

a upravou
3
tg(2mt) = ——=,
g(2mt) =~

tedy 2mt = 123°42’. Dosazenim této hodnoty do vztahu pro okamzitou
vychylku ziskdme jeji maximalni hodnotu:

Y = (2c08(123°42") —3sin(123°42’) )em = —3,606 cm.

Zaporné znaménko znac¢i pouze smér vychylky, amplituda je vsak vzdy
kladn4, proto y,,, = 3,606 cm.

Odpovéd':

Velikost okamzité rychlosti télesa v ¢ase t = 1 s je 67t cm-s~!. Amplituda
vychylky je 3,606 cm.

2) Kmitani oscilatoru je popsano rovnici y (t) = 3-cos(5-t). Uréete okamZitou
vychylku, velikost okamzité rychlosti a zrychleni v ¢ase t = 3 s.

Regeni:

Nejprve uréime vztahy pro okamzitou rychlost (zrychleni) prvni (druhou)
derivaci vztahu pro okamzitou vychylku podle ¢asu:

v(t)=vy'(t) = dy_(t) = 3-[—sin(z~t)]-E :—3—nsin(z-t),

dt 2 2 2 2
_ ooy de(t) 3w Tt n_ 3m? e
ol =3 ()= g7 = —reon(5 ) - 5 = ~Teos(5 ).

Dosazenim t = 3 s do téchto vztaht ziskame hodnoty

v(3)= 3-cos(37n)cm =0cm,

3 3 3
v(t)= ——T(sin(—n)m-s_1 - 2T m-s~!,

2 2 2
3n? (3
a(t)= —%cos(%_c)m-s_2 =0m-s >

Odpovéd':

V case t = 3 s je okamzita vychylka 0 cm, okamzita rychlost 37" m-s~!
a okamzité zrychleni 0 m-s~2. Oscilator se nachazi v rovnovéazné poloze, kdy je
zrychleni nulové a rychlost maximalni.
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3.3. Elektfina a magnetismus

3.3.1. Elektricky proud

Elektricky proud I se ve stfedoskolské fyzice vétsinou definuje pouze pro
rovnomérny prichod naboje vodicem jako podil celkového ndboje Q, ktery
projde za ¢as t priifezem vodice, a této doby t: I = % Ne vzdy je vsak prichod
naboje vodi¢em idedlné rovhomérny. Pro takové pripady zavadi rozsitujici
ucivo stfedni hodnotu proudu jako podil ndboje AQ, ktery projde pruafezem
vodice za Casovy interval At, a tohoto intervalu: I = AA—t.

V pripadé casové proménného naboje mizZeme také chtit zjistit, jaky je
okamzity proud i ve vodici. Ten ziskame, jestlize v pfedchozim vztahu zvolime

2Nz

casovy interval At nekone¢né maly, vyuZijeme tedy limitu pro At bliZici se
nule a vztah ziska tvar i(t) = limp;_, AA—? , ktery muzZeme prepsat jako i(t) =
%g(to) , coz odpovida definici derivace funkce. Pokud jsme Zaky s po-
jmy limita a derivace funkce sezndmili, miZeme pro okamzity proud i tedy

uZzit derivaci ¢asové proménného naboje podle ¢asu: i (t) = Q’(t) = dgit).

lim,_,;

3.3.2. Vykon elektrického proudu

Podobné jako v mechanice, i v elektfiné je vykon veli¢inou, ktera vyjadfuje,
jak rychle elektrické spottfebic¢e vykonavaji praci. Na stfedni skole vétsinou
definujeme pouze priimérny vykon vztahem P = % =U- % kde % =1, jak
bylo definovano v kapitole 4.3.1. Primérny vykon pfi konstantnim napéti a
proudu je P = UI. V tomto pripadé je okamzity vykon v kaZzdém okamZiku
roven primérnému vykonu po celou dobu kondni préce.

vvvvvv

chodu naboje vodicem. Primérny vykon je roven soucinu konstantniho napéti

a sttedni hodnoty proudu definované v kapitole 3.3.1: P = U - %. Okamzity
vykon je pak soucin konstantniho napéti U a okamzitého proudu i v daném

¢ase, coz mlizeme zapsat jako P = limp; ,oU - Agit) =U- % = Ui. Stfedo-

skolska fyzika se vsak touto problematikou zpravidla nezabyva a je vhodné ji
zminit pouze v pfipadé, Ze jsme zavedli veli¢inu okamzity proud i.

3.3.3. Indukované napéti

Pri vykladu indukovaného napéti je nejprve nutné zavést pojem magne-
ticky indukéni tok ¢. Jedna se o skaldrni veli¢inu, kterd slouzi ke kvantita-
tivnimu popisu elektromagnetické indukce B. Plati pro néj vztah ¢ = BScosa ,
kde B je magnetickd indukce magnetického pole pusobici na plochu S pod
thlem a. JestliZe se plocha S v ¢ase otaci s thlovou rychlosti w, plati pro tento
thel a = wt.
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Napéti se ve vodici indukuje pfi zméné magnetického toku plochou ohra-

ni¢enou vodi¢em o A¢ za dobu At, jeho stfedni hodnota je U; = —%. Jeho

okamZitou hodnotu ziskdme volbou nekone¢né malého ¢asového intervalu At,
i i . A¢(t . (t)—=p(to) d

tedy uzitim limity u; () = —lima,_, %) = —lim;_,;, % = —d—(tp = ¢'(1).

Indukované napéti je v daném okamziku derivaci magnetického indukéniho
toku podle casu.

V ptipadé civky prochdzi jejimi zdvity magneticky indukéni tok, ktery je
vytvofen vlastnim magnetickym polem. Plati pro néj vztah ¢ = LI, kde L je
induk¢nost civky, I proud prochazejici civkou. Pro napéti indukované v civce
tedy plati U; = —% = —L%. Indukované napéti u; v daném case ur¢ime opét
pro nekone¢né malou dobu At, tedy u;(t) = —limp, ,oL- Ai—(tt) =

I(t)-I(ty) _ dr(y) _ )
TOO ——L'T ——L'I (t)

Zaci se na stfedni Skole seznamuji pouze se vztahy pro stfedni hodnotu
indukovaného napéti, s jeho hodnotou v daném okamziku se vsak ve stfedo-
skolskych ucebnicich nesetkdme.

=-lim;_; L-

3.3.4. Res$ené ptiklady

1) Mnozstvi elektrického naboje Q, ktery prochazi vodi¢em, se méni s asem
podle vztahu Q(t ) = 3t% + 2t + 2. Vypotltéte hodnotu okamzitého proudu i
v dobé t =1 s. Zjistéte také, kdy bude hodnota i =20 A.'?

Regeni:

Vztah pro okamzity proud je derivaci ¢asové proménného naboje podle
Casu, plati tedy

_da(

n =3.2.t71 4219 — 6t 4+ 2.

Dosazenim t = 1 s ziskame pro okamzity proud hodnotu
i(l)=(6-1+2)A=8A.
Dosazenim i = 20 A ziskdme rovnost
20=6t+2,
které vyhovuje feseni t = 3 s.
Odpovéd':

Hodnota okamzitého proudu v ¢ase 1 s je 8 A. Hodnota okamzitého proudu
dosdhne 20 A v ¢ase t =3 s.

2Priklady.eu - cviteni z wudiva stfednich $kol - matematika, fyzika a
chemie: Fyzikdlni vyznam derivace [online]. [cit. 2018-05-21]. Dostupné z:
https://www.priklady.eu/cs/matematika/derivace/fyzikalni-vyznam-derivace.alej
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2) V indukéni civce protéka proud i(t ) = 15sin°(3t), indukénost civky je
L = 0,03 H. Vypoctéte indukované elektromotorické napéti v ¢ase t = %" s.13
Regent:
Pro napéti indukované v civce plati vztah u; = —-L- %, nejprve tedy vy-
pocteme derivaci proudu i podle ¢asu:

_ di(t)
- dt

i’ (t) =15-5sin>"! (3t) - cos (3t) -3 = 225sin* (3t)-cos(3t).

Pro indukované napéti ziskavdme vztah
u; = —L-225sin* (3t)-cos(3t).

Dosazenim zadanych hodnot ziskdme indukované napéti

2 2
u; =-0,03- 2255in4(?n)-cos(?n) V=1,898V.

Odpoved':
Indukované napéti v ¢ase t = %” sjeu; =1,898 V.

3) Mnozstvi elektrického naboje, ktery prochazi vodi¢em, se méni podle
vztahu Q (t) = 2te!. Zjistéte ¢as, kdy se intenzita proudu bude rovnat nule.'*

Reseni:
Pro okamzity proud plati vztah
. dQ(t
i= (jt( ) =210 4 2te7t . (—to) =2¢ " —2te”t =2e7(1 - t).

Dosazenim i = 0 A ziskdvdme rovnost
27" (1-t)=0.

Exponencialni funkce nemtze byt rovna nule, a proto fesime pouze 1 -t = 0.
Této rovnici vyhovuje feSeni t =1 s.

Odpovéd':

Intenzita proudu bude nulova v ¢ase t =1 s.

3Priklady.eu - cviceni z uliva stfednich g§kol - matematika, fyzika a
chemie: Fyzikdlni vyznam derivace [online]. [cit. 2018-05-21]. Dostupné z:
https://www.priklady.eu/cs/matematika/derivace/fyzikalni-vyznam-derivace.alej

14Priklady.eu — cviteni z uliva stfednich 8$kol - matematika, fyzika a
chemie: Fyzikdlni vyznam derivace [online]. [cit. 2018-05-21]. Dostupné z:

https://www.priklady.eu/cs/matematika/derivace/fyzikalni-vyznam-derivace.alej
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Kapitola 4
Zavér

Cilem bakaléfské prace bylo prohloubit stfedoskolské poznatky o funkcich,
rozsifit uc¢ivo o zaklady infinitezimdlniho poctu a ndsledné navrhnout jeho
zavedeni ve stfedoskolském ucivu fyziky. Podatilo se mi vytvofrit text, podle
kterého miZeme ve vyuce matematiky a fyziky zZaky seznamit s infinitezimal-
nim poctem, abychom jej mohli dale aplikovat. Dikazy uvedenych matema-
tickych vét a tvrzeni nejsou predmétem této prdce, a proto nejsou uvedeny.
Pro vyuku matematiky je tedy tento text spiSe podptrny, avSak pro zavedeni
a aplikaci infinitezimalniho poctu ve fyzice jej povaZuji za plné dostacujici.

V dalsi casti prace pojednava o oblastech fyziky, v jejichz vykladu by bylo
na stfedni skole moZné infinitezimdlni pocet vyuzit, pokud s nim Zdky sez-
namime. Tento text je tedy mozZné vyuzit jako doplriujici materidl pro vyuku,
nebo naptiklad v rozsifujicich hodinach fyziky a pro nadané Zaky. Pokud by-
chom text chtéli vyuzit pro ptfipravu zaki na fyzikalni olympiady, bude potfte-
ba jej rozsirit o dalsi témata a poznatky z fyziky, které nejsou tradi¢né obsahem
stfedoskolské fyziky, a v nich opét vhodné vyuzit infinitezimalniho poctu.

Resené piiklady, které jsou souldsti prace, mohou byt vyuZity nejen ve
fyzice pfi procvicovani daného tématu, ale také v ramci matematiky, pokud
chceme v ramci vykladu infinitezimalniho po¢tu zminit i jeho aplikace.
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