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U v o d 

I terační m e t o d y předs tavuj í obsáhlou k a p i t o l u numerické m a t e m a t i k y . S e zá

kladními m e t o d a m i p r o řešení sys témů lineárních r o v n i c , konkré tně s J a c o b i -

o v o u a G a u s s - S e i d l o v o u i terační m e t o d o u , j s e m s e seznámila při svém d o s a 

vadn ím vysokoškolském s t u d i u . Řešení r o v n i c a s o u s t a v r o v n i c mě o k o u z l i l o již 

n a s t řední škole, a t o t o nadšení pře t rvává d o d n e s . Z t o h o t o důvodu j s e m s i j a k o 

t é m a své bakalářské práce v y b r a l a Zobecněnou m e t o d u minimálních reziduí. 

P o d s t a t a využi t í m e t o d y spočívá v možnost i nalezení př ibl ižného řešení r o z 

sáhlých s o u s t a v l ineárních r o v n i c . T í m t o s e v r o c e 1 9 8 6 , k d y b y l a m e t o d a v y t v o 

řena Y o u s e f e m S a a d e m a M a r t i n e m H . S c h u l t z e m , rozšířily možnost i p r o řešení 

s o u s t a v r o v n i c , k te ré d o té d o b y b y l y dosavadními m e t o d a m i neřeši telné. 

P r v n í k a p i t o l a t é to bakalářské práce j e věnována nadefinování základních 

pojmů, předevš ím z o b l a s t i l ineární a l g e b r y , b e z k terých b y c h o m s e v dalších 

částech práce neobešli . S a m o t n á m e t o d a j e p ředs tavena v následující k a p i t o l e , 

k d e j s o u popsány její jednot l ivé části . K a p i t o l a j e doplněna př ís lušnými n a p r o 

g ramovanými kódy a názornými př ík lady j e j i c h využit í . Další k a p i t o l a j e věnována 

několika nejznámějš ím variacím Zobecněné m e t o d y minimálních reziduí. Poslední 

k a p i t o l a o b s a h u j e p ř ík lady řešené Zobecněnou m e t o d o u minimálních reziduí p o 

mocí vlastních zdrojových kódů vytvořených v m a t e m a t i c k é m s o f t w a r u M a t l a b . 

V t é to část i p ráce j s o u t aké s rovnány naše kódy s m a t l a b o v s k o u funkcí Zobecněné 

m e t o d y minimálních reziduí z h l e d i s k a výsledků a výpoče tn í r y c h l o s t i . 

Cílem t é to bakalářské práce j e t e d y seznámit č tenáře s e Zobecněnou m e t o 

d o u minimálních reziduí, jejími v a r i a c e m i a ukáza t použi t í m e t o d y n a př íkladech 

řešených v m a t e m a t i c k é m s o f t w a r u M a t l a b . 
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1 . Přípravná k a p i t o l a 

A b y c h o m s e m o h l i zabývat Zobecněnou m e t o d o u minimálních reziduí 

jakožto i terační m e t o d o u p r o výpočet řešení s o u s t a v y l ineárních r o v n i c , b u d e m e 

s i m u s e t n e j p r v e uvést některé základní p o j m y , b e z jejichž předchozí z n a l o s t i 

b y c h o m s e neobešli . P ř i f o r m u l a c i následujících d e f i n i c a vět b u d e m e vycházet 

z [ i ] a [ 5 ] . D e f i n i c i semi-ortogonální m a t i c e l z e d o h l e d a t v [ 1 ] . Poslední d e f i n i c e 

j e p ř evza t a z [ 6 ] . 

Definice 1.1. V e k t o r y x i , . . . , x n , x« G R n , i = l , . . . , n , s e nazývaj í l ineárně 

závislé, e x i s t u j e - l i a lespoň j e d n a j e j i c h netr iviální nulová k o m b i n a c e . V opačném 

př ípadě s e v e k t o r y x i , . . . , x n nazývají l ineárně nezávislé. 

Definice 1.2. Nechť j e d á n a množ ina vektorů { x i , . . . , x „ } , X j G R n , i — 1 , . . . , n . 

P a k l ineárním o b a l e m množiny { x i , . . . , x „ } rozumíme množinu všech l ineárních 

kombinací vektorů X i , . . . , x„ . Značíme [ x i , . . . , x n ] . 

Definice 1.3. Nechť p r o s t o r A j e l ineárním o b a l e m množiny vektorů { x 1 ; . . . , x n } , 

X j G W1, i = 1 , . . . , n , t e d y A = [ x 1 ; . . . , x„] . P a k ř íkáme, že množ ina { x 1 ; . . . , x n } 

konečně g e n e r u j e p r o s t o r A , a p r v k y t é t o množiny j s o u generá tory p r o s t o r u A . 

Definice 1 . 4 . Skalární součin j e o p e r a c e ( • , • ) : K " x K " 4 1 s následujícími 

v l a s t n o s t m i 

1 . (x, x) > 0 Vx G R n , př ičemž (x, x) = 0 x = o, 

2 . (cx, y) = (x, cy) = c(x, y) Vc G R , Vx, y G R n , 

3 . (x ,y) = (y ,x) V x , y G M " , 

4 . (x + y , z ) = (x,z) + (y ,z ) , (x ,y + z) = (x ,y) + (x, z) V x , y , z G M n . 

9 



P o z n á m k a 1.1. V p r o s t o m M™ j e skalární součin ( x , y ) d á n následovně 

( x , y ) = x T y = x i y i + x 2 y 2 H h z n y „ . 

Definice 1.5. Vektorová n o r m a n a M™ j e f u n k c e ||.|| : M.n —> M. s následujícími 

v l a s t n o s t m i 

1 . | | x | | > 0 V x G M™, přičemž | | x | | = 0 4^ x = o (pozitivně definitní), 

2 . | | c x | | = | c | | | x | | V c G M , V x G W"1 (pozitivně homogenní), 

3 . | | x + y | | < | | x | | + | | y | | V x , y G W1 (trojúhelníková nerovnost). 

P o z n á m k a 1.2. V následujících kapi tolách b u d e m e uvažovat E u k l i d o v s k o u n o r m u 

v e k t o r u x d a n o u v z t a h e m 

l X l | 2 \ 
n 

i = l 

kte rá udává vzdálenost b o d u x o d p o č á t k u s o u s t a v y souřadnic (důsledek P y t h a 

g o r o v y věty) . Dále j i b u d e m e označovat | | x | | . 

P ř í k l a d 1.1. Vypoč tě te E u k l i d o v s k o u n o r m u v e k t o r u x = ( — 3 , 1 , 2 ) T . 

Řešení: 

| | x | | = v / ( - 3 ) 2 + ( l ) 2 + ( 2 ) 2 = V9 + 1 + 4 = VU. 

Definice 1.6. V e k t o r y x , y nazýváme or togonální , jestl iže ( x , y ) = 0 . Mají-li x 

a y navíc j e d n o t k o v o u n o r m u , j s o u o r tonormáln í . 

Definice 1.7. Regulárn í m a t i c e j e taková m a t i c e A G M™, p r o k t e r o u p la t í 

|A | ^ 0 . V opačném př ípadě nazýváme m a t i c i A s ingulární . 

Definice 1.8. H o d n o s t m a t i c e A G M m x n j e číslo h ( A ) G M , k te ré j e r o v n o 

max imá ln ímu p o č t u l ineárně nezávislých ř ádků n e b o s loupců m a t i c e A . 

Definice 1.9. Nechť A G M™. Řekneme, že m a t i c e A j e symetrická, jestliže 

A T = A . 
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Definice 1.10. Řekneme, že symetr ická m a t i c e A G M™ j e pozi t ivně definitní, 

jestliže p r o každý v e k t o r x e K " , x ^ o, j e x T A x > 0 . 

V ě t a 1.1 ( S y l v e s t r o v o k r i t é r ium) . Nechť je dána matice A G M n a její submatice 

jsou t v a r u 

A k V f c = 1 , . . . , n . 

y Q f e i • • • dkk J 

P a k matice A je pozitivně definitní právě tehdy, když 

\ A k \ > 0 , V f c = 1 , . . . , n . 

D ů k a z : v i z [ , s t r . 1 6 8 - 1 6 9 ] . • 

Definice 1.11. Nechť A G M™. Řekneme, že m a t i c e A j e or togonální , jestliže 

A T A = A A T = I . 

V ě t a 1.2. J e - l i A G M n ortogonální, pak k ní existuje inverzní matice a platí 

A " 1 = A T . 

D ů k a z : v i z [ , s t r . 1 2 3 ] . • 

V ě t a 1.3. Jsou-li A , B G M n ortogonální, pak i A B je ortogonální. 

D ů k a z : v i z [ , s t r . 1 2 3 ] . • 

Definice 1.12. Nechť A G M m x n . Řekneme, že m a t i c e A j e semi-ortogonální , 

jestliže A A T = I , I G M m n e b o A T A = I , I G M™, přičemž obě r o v n o s t i n u t n ě 

p l a t i t nemusí . 

P o z n á m k a 1.3. K a ž d á or togonální m a t i c e A G M n j e i semi-ortogonální . 

V ě t a 1.4. Nechť A G M m x n je semi-ortogonální matice. Platí-li A T A = I , pak 

1 . ( A x , A y ) = ( x , y ) V x j e R " , 

2 . | | A x | | = | | x | | V x G W1. 
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Platí-li A A T = I , pak 

3 . ( A T x , A T y ) = (x, y) V x j e M ™ , 

4 . | | A T x | | = ||x|| Vx G R m . 

D ů k a z : V l a s t n o s t 1 . p r o skalární součin A x a A y dokážeme s využ i t ím předpo

k l a d u A T A = I a p o z n á m k y 1 . 1 následovně 

(Ax, Ay) = ( A x f A y = x T A T A y = x T y = (x, y ) . 

Důkaz v l a s t n o s t i 2 . p r o n o r m u A x vychází z v l a s t n o s t i 1 . a p o z n á m k y 1 . 2 . Zřejmě 

plat í 

P o z n á m k a 1.4. P r o or togonální m a t i c i A G M™ pla t í všechny čtyři v l a s t n o s t i 

uvedené v e větě 1 . 4 p r o V x , y G M™. 

Definice 1.13. Mat icová n o r m a n a M n j e f u n k c e ||.| : M™ 4 S s následujícími 

v l a s t n o s t m i 

1 . ||A|| > 0 V A G M n , př ičemž ||A|| = 0 & A = O , 

2 . | | c A | | = |c|||A|| V c e K , V A G M " , 

3 . ||A + B|| < ||A|| + ||B|| V A , B G M ™ , 

4 . | |AB|| < ||A||||B|| V A , B G M n . 

Definice 1.14. Nechť A G M™ j e regulární . P a k číslo k ( A ) = | |A||||A _ 1 || , 

k ( A ) > 1 , nazýváme číslem podmíněnos t i m a t i c e A . 

P o z n á m k a 1.5. J e - l i k ( A ) pa 1 j e m a t i c e , p ř íp . úloha, k t e r á o b s a h u j e výpočet 

s mat ic í A , dobře podmíněna . J e l i k ( A ) 3 > 1 j e m a t i c e , p ř íp . úloha, špa tně 

podmíněna . 

Ax| | = A / ( A X , A X ) = A/(X, X ) 

Důkazy vlas tnos t í 3 . a 4 . b y c h o m p r o v e d l i obdobně . • 
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Definice 1.15. S o u s t a v o u n l ineárních r o v n i c o n neznámých rozumíme sys tém 

lineárních r o v n i c v e t v a r u 

a11x1 + a12x2 H h alnxn = bj 

a 2 \ X i + 0 2 2 ^ 2 H h a - 2 n X n = h ( 1 . 1 ) 

U - n l X l + C i n 2 ^ 2 + ' ' ' + & n n X n — bn, 

přičemž reá lná čísla a^- , z , j G { 1 , 2 , . . . , n } , nazýváme k o e f i c i e n t y levé s t r a n y s o u 

s t a v y r o v n i c , reá lná čísla bi, i G {1,2,... ,n} nazýváme k o e f i c i e n t y pravé s t r a n y 

s o u s t a v y r o v n i c a p roměnné X \ , x 2 , . . . ,xn nazýváme neznámé. 

P o z n á m k a 1.6. S o u s t a v u ( 1 . 1 ) l z e ekvivalentně p řepsa t d o mat icového t v a r u 

O n O i 2 • • • d\r. 

a 2 \ a 2 2 ... a 2 r x2 b2 

V O n l O n 2 • • • ^ n n J V / V / 

n e b o l i zkráceně A x = b. J e - l i m a t i c e A = ( a ý ) ™ J = 1 regulární , p a k m á s o u s t a v a 

( 1 . 1 ) jediné řešení x * = A _ 1 b . 

V ě t a 1.5 ( F r o b e n i o v a ) . Soustava A x = b má (alespoň jedno) řešení právě tehdy, 

kdyžh{A\b) = h { A ) . 

D ů k a z : v i z [ , s t r . 5 1 ] . • 

Definice 1.16. M a t i c e A = ( < % ) , A G j e horní t rojúhelníková, p o k u d 

aij = O p r o všechna i > j , k d e i — 1 , . . . ,m, j — 1 , . . . , n . 
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P o z n á m k a 1.7. Horní t rojúhelníkové m a t i c e m o h o u v y p a d a t např ík lad násle

dovně 

t'flu a 1 2 ö i 3 ^ 

0 a 2 2 a 2 3 

0 0 a 3 3 

0 0 0 

^ 0 0 o J 

d\2 CL\Z d\i 

0 0 , 2 2 a 2 3 a 2 A 

f a u a 1 2 a i 3 ^ 

0 a 2 2 0.23 

y o o a 3 3 y 
( a n ) 

V ě t a 1.6. Inverzní maticí k horní trojúhelníkové m a t i c i A € M r í je také horní 

trojúhelníková matice. 

D ů k a z : v i z [ , s t r . 1 8 6 - 1 8 7 ] . • 

Definice 1.17. Řekneme, že m a t i c e A = (<%), A G M m x n j e v horn ím H e s -

senbergově t v a r u , jest l iže plat í = 0 p r o i > j + 1 , k d e i — 1 , . . . , m , j = 1 , . . . , n . 
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2 . Zobecněná m e t o d a minimálních 
reziduí 

2 . 1 . K r y l o v o v y m e t o d y 

Zobecněná m e t o d a minimálních reziduí j e K r y l o v o v o u i terační m e t o d o u 

p r o řešení rozsáhlých s o u s t a v l ineárních r o v n i c 

A x = b, ( 2 . 1 ) 

k d e m a t i c e A G M n j e regulární . 

K r y l o v o v y m e t o d y spadaj í d o i teračních m e t o d , k teré n a rozdíl o d m e t o d 

p ř ímých fungují n a p r i n c i p u nalezení př ibl ižného řešení s d a n o u přesnost í n e b o 

p ř ípadně z a max imá ln í poče t kroků k, t z v . i terací. N e j p r v e j e n u t n é z v o l i t počá

teční a p r o x i m a c i , v e k t o r x ° . Opakovaným p r ů b ě h e m i teračního a l g o r i t m u j e p a k 

pos tupně kons t ruována p o s l o u p n o s t vektorů x° —> x 1 —> x 2 . . . (zkráceně { x ? } ) , 

kte rá v ideálním př ípadě k o n v e r g u j e k p řesnému řešení x * . Zastavovacím kr i tér iem 

i teračního a l g o r i t m u t a k může být např . | | r J | | < e, r J = b — A x J , j = 1,2,..., 

k d e v e l i k o s t p ř ípus tné c h y b y e j e p ředem dána . 

P ř i f o r m u l a c i následujících d e f i n i c b u d e m e vycházet z [6] a [ 9 ] . 

Definice 2 .1 . Nechť j e d á n a regulární m a t i c e A G M™ a v e k t o r r° G M™. K r y l o -

vův p r o s t o r (někdy také p o d p r o s t o r ) d i m e n z e k j e l ineárním o b a l e m p o s l o u p n o s t i 

vektorů r ° , A r 0 , A 2 r ° , . . . , A f c " V , t j . 

/C f c (A, r ° ) = [ r ^ A i ^ A V , . . . ^ - 1 ! - 0 ] . 

Značíme j e j zkráceně / C & . 
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V další části t é t o práce položíme r° = b — A x , r° 7̂  o, což j e t z v . r e z i d u u m 

počá teční i t e r a c e . V e k t o r x° j e zvolená počá tečn í a p r o x i m a c e řešení x*. P ř i r° = o 

b y b y l o x° = x* a n e b y l o b y dále nu tné řešení s o u s t a v y h l e d a t Zobecněnou 

m e t o d o u minimálních reziduí. 

P o z n á m k a 2 .1 . Horní i n d e x u m a t i c e A j e m o c n i n a m a t i c e , za t ímco i n d e x y 

u vektorů r a x značí číslo i t e r a c e . 

P o d s t a t o u Krylovových m e t o d p r o řešení s o u s t a v l ineárních r o v n i c j e v y u 

žití vektorů z K r y l o v o v a p r o s t o r u při v ý p o č t u řešení úlohy ( 2 . 1 ) . V e k t o r y xP, 

j = 1 , . . . , k, získané v jednot l ivých iteracích, leží t e d y v p r o s t o r u , k te rý j e g e 

nerovaný v e k t o r e m x° a v e k t o r y z p r o s t o r u JCj. P o s t u p n ě j e t a k generována p o 

s l o u p n o s t vektorů {x- 7 } , k d e 

x 3 e x ° + ^ , (2.2) 

které aproximují řešení x* = A _ 1 b . D l e d e f i n i c e 1.2 p la t í následující r o v n o s t 

Kk = [r°, A r 0 , A 2 r ° , . . . , A*" 1!- 0] = (2.3) 

= {cir° + c 2 A r ° + • • • + C f c A ^ V l d , . . . , ck G R } . 

P r o s t o r K,k j e d l e d e f i n i c e 1.3 generovaný konečnou množinou vektorů 

{r°, A r 0 , A 2 r ° , . . . , A f c _ 1 r 0 } . Libovolný v e k t o r x J , j = 1 , . . . , k z (2.2) můžeme 

s využ i t ím v z t a h u (2.3) z a p s a t ekvivalentně v e t v a r u 

= x° + Kj-c, c e ř , (2.4) 

k d e m a t i c e K j j e t z v . K r y l o v o v a m a t i c e . 

Definice 2.2. Nechť j e d á n a regulární m a t i c e A G M™ a v e k t o r r° G W1. K r y 

l o v o v a m a t i c e generovaná v e k t o r e m r° j e m a t i c e K.k(r°, A ) G M n x f c jejíž s l o u p c e 

tvoří v e k t o r y r°, A r 0 , A 2 r ° , . . . , A f c _ 1 r ° . Značíme j i zkráceně K ^ . 

P r o s t o r K,k t a k při výpoč tech můžeme n a h r a d i t součinem m a t i c e a l i b o 

volného v e k t o r u c = ( c i , . . . , c k ) T , c G M . k . 
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Z d e f i n i c e 2 . 2 ovšem není zaručena l ineární nezávislost jednot l ivých s loupců 

m a t i c e K f c . M o h l o b y s e t e d y s tá t , že m a t i c e K f c b u d e singulární . S t a k o v o u 

mat ic í b y c h o m s i při dalších výpoč tech Zobecněnou m e t o d o u minimálních reziduí 

n e p o r a d i l i . 

Nabízí s e o r t o g o n a l i z a c e vektorů tvořících s l o u p c e m a t i c e Ovšem t ím, že 

b y s l o u p c e m a t i c e m o h l y být l ineárně závislé, n e j s m e již s c h o p n i j i m i p o p s a t 

p r o s t o r K,k a p o u h o u ortogonalizací b y c h o m z t racené i n f o r m a c e zpět nezískali. 

Namís to t o h o o r tonormáln í bázi p r o s t o r u K,k obdrž íme t z v . A r n o l d i h o a l g o r i t 

m e m . Or tonormá ln í báze b u d e tvořena s loupcovými v e k t o r y m a t i c e G M n x f c . 

P r v n í s l o u p e c m a t i c e položíme r o v e n r ° . A l g o r i t m u s p o s t u p n ě vypoč te s l o u p 

cové v e k t o r y m a t i c e t a k , že předchozí sloupcový v e k t o r vynásobí z l e v a mat ic í 

A ( p o d l e d e f i n i c e 2 . 2 ) a nás ledně j e j o r t o g o n a l i z u j e vůči všem již v y p o č t e n ý m 

sloupcovým vek to rům [ 1 1 , s t r . 2 9 8 ] . 

V e k t o r y x J z ( 2 . 4 ) t a k b u d e m e z a využi t í m a t i c e V j h l e d a t v e t v a r u 

x'' = x 0 + V j y , yeW, ( 2 . 5 ) 

z e k te rého b u d e m e při dalších výpoč tech vycházet . 

Výhodou Krylovových m e t o d o p r o t i s t ac ionárn ím i teračním m e t o d á m , j a k o 

j e např . J a c o b i o v a či G a u s s - S e i d l o v a m e t o d a , j e j e d n o d u c h o s t početn ích operací . 

P ř i výpoč tech Krylovovými m e t o d a m i tot iž dochází buď k násobení m a t i c e v e k t o 

r e m , p ř ípadně k násobení ř ídkých m a t i c ( t j . takových, k te ré maj í převážně nulové 

p r v k y ) m e z i s e b o u , a není t a k n u t n é násobi t velké hus té m a t i c e m e z i s e b o u . 

J e j i c h další výhodou j e zaj iš těná k o n v e r g e n c e k p řesnému řešení x* s o u s t a v y 

A x = b s nějakou výpoče tn í c h y b o u e p o nejvýše n i teracích, k d e n j e ř ád 

m a t i c e A . V přesné a r i t m e t i c e a l g o r i t m u s v ý p o č t u řešení s o u s t a v y zaručeně skončí 

nejvýše p o n krocích nalezením x*. T a k o v o u m e t o d u nazýváme m e t o d o u finitní. 

Kromě Zobecněné m e t o d y minimálních reziduí d o Krylovových m e t o d spadaj í 

m i m o j iné A r n o l d i h o a l g o r i t m u s , L a n c z o s o v a m e t o d a či M e t o d a konjugovaných 

gradientů . V současné době j s o u K r y l o v o v y m e t o d y široce využívány j a k při řešení 

s o u s t a v l ineárních r o v n i c , t a k při v ý p o č t u vlastních čísel velkých ř ídkých m a t i c . 
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2 . 2 . A r n o l d i h o a l g o r i t m u s 
A r n o l d i h o m e t o d a j e j e d n o u z dílčích část í a l g o r i t m u Zobecněné m e t o d y m i 

n imálních reziduí. Používá s e k sestavení m a t i c e jejíž s l o u p c e v J G R n , 

j = l,...,k, tvoří o r tonormáln í bázi K r y l o v o v a p o d p r o s t o r u /Cfe (A ,r° ) , 

1 < k < n , k d e r° = b — A x ° , r° ^ o. V t é t o část i práce b u d e m e vycházet 

z p o z n a t k ů z [ ] a [ 1 0 ] . 

N a v s t u p u j e d á n a m a t i c e A G M™ a v e k t o r b G M™. N a v ý s t u p u j e s e m i -

or togonální m a t i c e V^+i G M n x ( f c + 1 ) a m a t i c e G M ( f c + 1 ) x f c v horn ím 

Hessenbergově t v a r u , p ř ípadně m a t i c e V j G M n x j a H j = ( h i j ) , H j G M ( J + 1 ) X J , 

j = l,...,k při p ředčasném ukončení v ý p o č t u z důvodu r o v n o s t i h j + í j = 0 . 

t z v . b r e a k d o w n , k t e rému s e b u d e m e věnovat v následující k a p i t o l e t é t o práce . 

Dále j e možné n a v s t u p u a l g o r i t m u z v o l i t max imá ln í počet i terací k G N , 

t e d y požadovanou d i m e n z i p r o s t o r u / C ^ , k d e 1 < k < n . J e d n á s e ovšem o n e 

povinný p a r a m e t r , implici tně nas tav íme k = n . Dalš ím nepov inným p a r a m e t r e m 

j e počá tečn í a p r o x i m a c e x° G W1. Implic i tně zvolíme x° = o. T e o r e t i c k y v y p a d á 

A r n o l d i h o a l g o r i t m u s následovně. 

Algori tmus 2.1 ( A r n o l d i h o ) . 

• Mějme A a b 

• Z v o l m e x° a k 

• Vypočí te jme r° = b — A x ° 

• Položme v 1 = jpjň 

• P r o j — 1 , . . . ,k vypočí te jme 

o w 7 = A v J 

o P r o i = 1 , . . . , j položme 

o hy = (v\wj) 

o w 3 + 1 = w-? - Y,l=i hijV1 
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o h j + 1 J = | |w^ + 1 | | 

o J e - l i h j + i j = O 

o K o n e c v ý p o č t u ( b r e a k d o w n ) 

o M a t i c e V j G M n x j j e tvořena s loupcovými v e k t o r y v 1 , . . . , v-? 

o M a t i c e = ( % ) , H , G M ^ ' + 1 ) x ^ 

o J i n a k položme v J + 1 = ™ J + 1 . 

• M a t i c e Vfc + i G M n x ( f c + 1 ) j e tvořena s loupcovými v e k t o r y v 1 , . . . , v f c + 1 

• M a t i c e H f c = ( h ^ ) , H f c e M ( f c + 1 ) x f e 

Náš naprogramovaný a l g o r i t m u s sestavený v pros t ředí M a t l a b mus íme kvůli 

au tomat ickému zaokrouhlování u p r a v i t t a k , že mís to p o d m í n k y h j + \ j = 0 

v kódu použijeme h j + í j < e, k d e e G M j e libovolně zvolené malé k ladné číslo, 

které představuje p ř ípus tnou c h y b u a určuje t a k přesnost výpoč tu . Implici tně 

nas tav íme e = 1 0 ~ 6 . 

V kódu dále b u d e m e nas tavený max imáln í poče t i terací k znači t / c m a x - S a 

mo tné k G N p a k b u d e n a výs tupu vyjadřovat skutečně provedený počet iterací. 

N a v ý s t u p u dále b u d e možné n e c h a t s i v y p s a t v e k t o r počá tečn ího r e z i d u a r° G W1 

a p o m o c n o u p roměnnou p G { 0 , 1 , 2 } , k t e r o u využijeme později v m - s o u b o r u 2 . 3 . 

Jestliže p = 0 , p a k b y l výpočet z a s t a v e n p o dosažení max imáln ího p o č t u iterací, 

t e d y k = kmax, kmax < n . P r o p = 1 pla t í , že zadaný v e k t o r x° řeší s o u s t a v u 

A x ° = b s e z a d a n o u přesnost í e, t e d y x * = x ° . Poslední možná s i t u a c e p = 2 

n a s t a n e , p o k u d j e výpočet ukončen z důvodu splnění p o d m í n k y h j + i j < e, což 

p r o kmax > n v přesné a r i t m e t i c e p la t í vždy. T o j e dáno t ím, že s e j e d n á právě 

o finitní m e t o d u . 

P o z n á m k a 2.2. U všech naprogramovaných kódů b u d e m e p ředpok láda t správné 

zadání rozměrů vs tupních ú d a j ů uživate lem p o d l e poznámek uvedených v úvodu 

jednot l ivých kódů. 

1 9 



M-soubor 2 .1 . 

function [V ,H,rO,k ,p ] = arnoldiK(A,b,kmax,xO,e) 

% A j e č t v e r c o v á matice radu n 

% b j e n-slozkovy s l o u p c o v ý vektor 

°/„ kmax j e maximálni p o č e t i t e r a c i 

% xO j e n-slozkovy s l o u p c o v ý vektor, pocatecni aproximace 

% e j e l i b o v o l n é male kladne c i s l o eps i lon 

°/0 V j e matice s or tonormáln ími s loupcovými vektory 

°/0 H j e matice v hornim Hessenbergove tvaru 

% rO j e pocatecni reziduum 

% k j e p o č e t i t e r a c i 

% p j e pomocná proměnna v y u ž i t a v kodu gmresK 

p = 0 ; 

n = s i z e ( A , 1 ) ; 

i f ( n a r g i n O ) I I (isempty (kmax)) | | (kmax <= 0 ) 

kmax = n; ° /„implicitni hodnota kmax 

end 

i f ( n a r g i n < 4 ) | | ( i s e m p t y ( x O ) ) 

xO = z e r o s ( n , l ) ; Z i m p l i c i t n i vektor xO 

end 

i f (narg in<5)II ( i sempty(e) ) 

e = l e - 6 ; Z i m p l i c i t n i hodnota e 

end 
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kmax = min(kmax,n); 

V = zeros(n,kmax); 

H = zeros(kmax+1,kmax); 

rO = b - (A*xO); 

i f (norm(rO)<e) 

p = i ; 

k = 0; 

d i s p O Z a d a n ý vektor xO r e s i soustavu A*x0 = b s p ř e s n o s t i e . ' ) 

V = [ ] ; 

H = [] ; 

re turn 

end 

V(: ,1) = r0 /norm(r0) ; 

f or j = 1:kmax 

w = A * V ( : , j ) ; 

for i = l : j 

H ( i , j ) = V ( : , i ) ' * w ; 

w = w - H ( i , j ) * V ( : , i ) ; 

end 

H ( j + 1 , j ) = norm(w); 

i f ( H ( j + l , j ) < e ) 

H = H ( l : j ) ; 

V = V ( : , l : j ) ; 

p = 2; 

k = j ; 

re turn 

end 
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V ( : , j + 1 ) = w / H ( j + l , j ) ; 

end 

k = kmax; 

end 

V ě t a 2 .1 . Nechť A G M n . Dále nechť V f c + 1 G M n x ( f c + 1 ) a H f c G M ( f c + 1 ) x f c , 

kde 1 < k < n , jsou matice získané algoritmem 2 . 1 . Tedy matice V f c + 1 je 

semi-ortogonální a matice H f c je v horním Hessenbergově t v a r u . P a k symbolem 

Vk G M n x f c označíme matici V f c + 1 bez posledního sloupce a symbolem H f c G M k 

matici H k bez posledního řádku. Platí 

A V f c = V f c + 1 H f e , ( 2 . 6 ) 

VT

kAVk = H k . ( 2 . 7 ) 

Při předčasném ukončení výpočtu z důvodu rovnosti h j + i j — O , j — 1 , . . . , k, kde 

n a výstupu a l g o r i t m u 2 . 1 je matice V j G M n x j a matice H j G M ( J + 1 ) X J

; platí 

V j A V j = H „ ( 2 . 8 ) 

přičemž H j G M J je matice H j G M ( J + 1 ) X J fréz posledního řádku. P r o k = n je 

n a výstupu a l g o r i t m u 2 . 1 matice V f c a platí pouze rovnost ( 2 . 7 ) . 

D ů k a z : V z t a h ( 2 . 6 ) vyplývá z b o d ů 6 - 1 5 A r n o l d i h o a l g o r i t m u 2 . 1 . 

P r o j — 1 , . . . ,k p la t í 

i i i + i 

i=l i=l i=l 

k d e v*, i = 1 , . . . , j + 1 značí i-tý s l o u p e c m a t i c e V j + i a hij j s o u p r v k y m a t i c e 

H j . Vynásobením m a t i c V J a V J + 1 v z n i k n e jednotková m a t i c e I G M J X ^ + 1 \ T o 

j e d á n o t ím, že m a t i c e V J + 1 a V j j s o u semi-ortogonální . P r o j = 1 , . . . , k p la t í 

t e d y r o v n o s t 

V ] V , , , 1 1 , = I I , , ( 2 . 9 ) 

Dosazením ( 2 . 6 ) d o ( 2 . 9 ) získáme v z t a h y ( 2 . 7 ) a ( 2 . 8 ) . 
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P r o k = n p la t í , že n a v ý s t u p u a l g o r i t m u 2 . 1 j e m a t i c e V f c mís to V f c + 1 . 

V přesné a r i t m e t i c e s e tot iž j e d n á o finitní m e t o d u , a výpočet t a k skončí z důvodu 

splnění p o d m í n k y /ifc+i,fc = 0. Z t o h o vyplýva poslední tvrzení věty. • 

P o z n á m k a 2.3. Důkaz k větě 2 . 1 j e z d e u v e d e n z důvodu j e h o převzet í z [ 1 0 , 

s t r . 1 4 7 ] a nás ledného rozvedení p r o hlubší pochopení vz t ahů m e z i j ednot l ivými 

m a t i c e m i . 

P ř í k l a d 2 .1 . Pomocí kódu 2 . 1 vypoč tě t e m a t i c e V 4 a H 3 , j e - l i dáno 

/ o n a _ i o \ ^ 2 ^ 

V 

2 0 4 - 1 2 \ 

0 - 2 - 3 0 3 

3 1 4 - 3 3 

- 2 3 2 1 - 1 

3 - 3 4 - 2 1 y 

4 

- 1 

1 

v - 3 / 

Řešení: Z e zadán í p l y n e , ž e / c = 3 < 5 = n . V kódu t a k nas tav íme / c m a x = 3 . 

V e k t o r x ° a h o d n o t a e v zadán í n e j s o u s t a n o v e n y . Zadáme příkazy 

» A = [ 2 , 0 , 4 , - l , 2 ; 0 , - 2 , - 3 , 0 , 3 ; 3 , l , 4 , - 3 , 3 ; - 2 , 3 , 2 , l , - l ; 3 , - 3 , 4 , - 2 , l ] ; 

» b = [ 2 ; 4 ; - l ; l ; - 3 ] ; 

» [V,H] = arno ld iK(A,b ,3 ) 

Výsledné m a t i c e V 4 ( v kódu V) a H 3 ( v kódu H) j s o u t v a r u 

V = 

0 3592 -0 2613 -0 4518 -0 6496 

0 7184 -0 5227 0 1997 0 2618 

-0 1796 -0 2561 -0 7929 0 5201 

0 1796 0 4189 -0 3370 -0 3246 

-0 5388 -0 6461 0 1170 -0 3656 
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H = 

-0.2903 0.5731 3.1873 

4.4118 3.2395 3.0330 

0 5.7932 4.0739 

0 0 3.1034 

S n a d n o l z e t aké ověřit, že s l o u p c e m a t i c e V4 j s o u d l e d e f i n i c e 1 . 6 or tonormáln í : 

» I = v ' * V ; 

I = 

l.OOOOe+00 3.6461e-17 -4.6546e-18 -1.5394e-16 

3.6461e-17 1.0000e+00 -5.4030e-17 -1.1068e-16 

-4.6546e-18 -5.4030e-17 1.0000e+00 3.4284e-17 

-1.5394e-16 -1.1068e-16 3.4284e-17 1.0000e+00 

Během v ý p o č t u pomocí kódu vznikají zaokrouhlovací c h y b y . Uvažujeme-li m a x i 

mální p ř ípus tnou c h y b u e > 1 0 ~ 1 5 , p a k můžeme říct, že m a t i c e I j e jednotková. 

T í m j s m e ověřili, že j s o u s l o u p c e m a t i c e V 4 o r tonormáln í . 

P o z n á m k a 2.4. V další části t é to práce b u d e m e m a t i c e m i Vfc + 1 a 

(příp. m a t i c e m i H j , H j a V j ) rozumět m a t i c e uvedené v e větě 2 . 1 . 

V ě t a 2.2. Označme symbolem j * index j , l < j < k < n , takový, pro který 

A r n l d i h o algoritmus 2 . 1 skončí z důvodu rovnosti h j + i j = 0 . P a k matice H j , 

j < j * je regulární a hodnost matice H j je rovna j . 

D ů k a z : v i z [ 2 , s t r . 6 7 0 - 6 7 1 ] . • 

P ř í p a d u ukončení A r n o l d i h o a l g o r i t m u 2 . 1 z důvodu r o v n o s t i h j + i j = 0 , k d e 

1 < j < k, s e b u d e m e blíže věnovat v následující k a p i t o l e v k o n t e x t u s e s a m o t n o u 

Zobecněnou m e t o d o u minimálních reziduí. 
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2 . 3 . P r i n c i p G M R E S 
V t é to k a p i t o l e s e b u d e m e opíra t o p o z n a t k y z l i t e r a t u r y [ 2 ] . 

Zobecněná m e t o d a minimálních reziduí (zkráceně G M R E S , z anglického ge-

neralized m i n i m a l residual method), j a k již název napovídá , m i n i m a l i z u j e v j-té 

i t e r a c i n o r m u r e z i d u a s o u s t a v y ( 2 . 1 ) . Pos tupně g e n e r u j e m e p o s l o u p n o s t vektorů 

{ x J } , k teré aproximují h ledané řešení x* = A _ 1 b a splňují v l a s t n o s t i 

x J e x ° + / C j , 

| | r J | | = l i b — A x J | | = m i n l i b — A x l l , j — l,...,k. ( 2 . 1 0 ) 

V e k t o r x J t e d y leží v p r o s t o r u generovaném v e k t o r e m počá tečn í a p r o x i m a c e 

x° a v e k t o r y z K r y l o v o v a p o d p r o s t o r u K j ř á d u j . 

Z d e f i n i c e 2 . 1 vyplývá v l a s t n o s t Krylovových pros to rů 

/ C i C / C 2 C . . . C / C f e C . . . C /C„ , ( 2 . 1 1 ) 

z e k teré p l y n e , že n o r m a | | r J | | d a n á v z t a h e m ( 2 . 1 0 ) j e p r o j — 1 , . . . ,k nerostoucí . 

J a k již b y l o rozebráno v předchozích kapitolách, j e žádoucí při výpoč tech p r a 

c o v a t s mat ic í Vfc, jejíž s l o u p c e tvoř í o r tonormáln í bázi p r o s t o r u D o a l g o r i t m u 

G M R E S t e d y z a k o m p o n u j e m e A r n o l d i h o a l g o r i t m u s 2 . 1 a namís to řešení úlohy 

( 2 . 1 0 ) h l edáme p r o j = k v e k t o r 

x f c = x ° + V f c y , y e ť , ( 2 . 1 2 ) 

takový, a b y 

| | r f c | | = m i n | | b - A ( x ° + V f c y ) | | . ( 2 . 1 3 ) 
y 

Využi t ím v z t a h u ( 2 . 6 ) a r o v n o s t i v 1 = uprav íme výraz z úlohy ( 2 . 1 3 ) 

| | b - A ( x ° + V f c y ) | | = | |r° - A V f c y | | = H H r 0 ^ 1 - V f c + 1 H f c y | | . ( 2 . 1 4 ) 

S n a d n o l z e dokázat , že j e m a t i c e V ^ + i d l e d e f i n i c e 1 . 1 2 semi-ortogonální . 

Víme, že jednot l ivé s l o u p c e m a t i c e V f c + 1 j s o u o r tonormáln í a p la t í t a k 
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V ^ + 1 V f c + 1 = I , I e M f c + 1 . L z e t e d y využí t 2 . b o d u věty 1 . 4 o v l a s t n o s t e c h s e m i -

or togonálních m a t i c k úpravě výrazu ( 2 . 1 4 ) d o t v a r u 

| | V f c + i z | | = ||z||, 

v e k t o r u 

- H f c y , e e R k + 1 

( l r ° l l ^ 

0 

0 — 0 

V 0 J { 0 

132 

0 h 

h^k 

k + l , k J 

1 ^ 

!J2 

\ V k J 

nalezením vhodného v e k t o r u y , t e d y 

m i n || ||r ||e — H^y||. 
y 

( 2 . 1 5 ) 

N a t o m t o mís tě j e vhodné s e zmíni t o s i t u a c i , k d y j e A r n o l d i h o a l g o r i t m u s 2 . 1 

v rámci řešení s o u s t a v y l ineárních r o v n i c Zobecněnou m e t o d o u minimálních r e 

ziduí ukončen při r o v n o s t i h j + í j — 0 , 1 < j < k. P l a t í následnující věta . 

V ě t a 2.3 ( B r e a k d o w n ) . Arnoldiho algoritmus 2 . 1 je při řešení soustavy line

árních rovnic A x = b ukončen v j-té iteraci z důvodu rovnosti h j + í j = 0 , 

1 < j < k < n , právě tehdy, je-li nalezeno přesné řešení této soustavy 

x° + V j y A - X b . 

D ů k a z : v i z [ , s t r . 6 7 1 - 6 7 2 ] a [ , s t r . 1 6 4 ] . • 

J e - l i a l g o r i t m u s 2 . 1 ukončen z důvodu r o v n o s t i fyj+i, 0 . 

1 < j < k < n , b u d e n a j e h o v ý s t u p u m a t i c e V,- e lx-» a H , e M ^ ' + 1 ) x ^ 

v ho rn ím Hessenbergově t v a r u , jejíž poslední řádek b u d e z důvodu h j + i j = 0 

nulový. M á t e d y s m y s l uvažovat mís to H j m a t i c i H j . 

Úloha, k t e r o u b u d e m e v t o m t o p ř ípadě řešit, b u d e mí t p o obdobné úpravě, 

j a k o b y l a úprava úlohy ( 2 . 1 3 ) v předchozí části d o t v a r u ( 2 . 1 5 ) , p o d o b u 

„o II m m 
y 

H,y| | , 
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k d e e G W. M a t i c e H j G M J j e n a základě věty 2 . 2 regulární . D l e d e f i n i c e 1 . 1 5 t a k 

řešíme s o u s t a v u j l ineárních r o v n i c o j neznámých , k t e rá m á p o d o b u 

H j y = ||r°||e. Její řešení j e d l e p o z n á m k y 1 . 6 v e t v a r u 

y = H ^ I l H ^ e . 

Řešením s o u s t a v y ( 2 . 1 ) j e v t o m t o p ř ípadě p o d l e věty 2 . 3 v e k t o r 

x* = x5' = x° + Vj-y. 

2 . 4 . Úloha n e j menších čtverců 

Dílčí část í G M R E S j e i ú loha ( 2 . 1 5 ) . H o d n o s t rozšířené m a t i c e 

(Hfc|||r°||e) G M f c + 1 j e větší než h o d n o s t m a t i c e H f c G M ( f c + 1 ) x f c , k t e rá j e 

d l e věty 2 . 2 r o v n a k, t j . 

/ i (H f c | | |r° | |e) — k + 1 > k — h ( H k ) . 

D l e F r o b e n i o v y věty 1 .5 t a k s o u s t a v a H^y = ||r°||e n e m á řešení. Úlohu ( 2 . 1 5 ) 

řešíme t e d y j a k o ú lohu nejmenších čtverců. 

Definice 2.3. Buď A = ( a ^ ) , A G M m x n , k d e m > n , a b = {bu... , b m ) T , 

b G M m . Nechť dále p la t í h (A) ^ h ( A \ b ) . P a k s o u s t a v a A x = b n e m á řešení. 

A p r o x i m a c i řešení získáme t z v . m e t o d o u nejmenších čtverců, při k teré řešíme 

úlohu 

m i n II A x — b|| = m i n 

\ 
m n 

i = l j=l 

T a k o v o u úlohu nazýváme úlohou nejmenších čtverců. 

V ě t a 2.4. Řešení úlohy ( 2 . 1 6 ) existuje a je rovno řešení soustavy A T A x = A T b . 

D ů k a z : v i z [ , s t r . 1 2 1 - 1 2 2 ] . • 

D ů s l e d e k 2 .1 . Mějme A G M m x n a b G M . m určené v d e f i n i c i 2 . 3 . P a k přibližné 

řešení soustavy A x = b metodou nejmenších čtverců je x* = ( A T A ) _ 1 A T b ; a je 

jednoznačné. 
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Z důsledku 2 . 1 vyplývá, že ú loha ( 2 . 1 5 ) m á jediné řešení v e t v a r u 

y = (UT

kUk)-lUT

k\\r°\\e. ( 2 . 1 7 ) 

Výpoče t řešení pomocí v z o r c e ( 2 . 1 7 ) j e v z h l e d e m k t v a r u m a t i c e v e l m i 

ná ročný c o d o výpoče tn ích operací . Nabízí s e r o z k l a d m a t i c e pomocí Q R 

r o z k l a d u , př ičemž využijeme horn ího H e s s e n b e r g o v a t v a r u m a t i c e 

V ě t a 2.5 ( Q R r o z k l a d ) . P r o každou matici A G M m x n existují ortogonální m a 

tice Q G M m a horní trojúhelníková matice R G M m x n

7 R = ( r ^ ) > 0 , takové, 

že A = Q R . 

D ů k a z : v i z [ , s t r . 1 8 5 ] . • 

Obecně t e d y b u d e m e chtít m a t i c i G M ^ + 1 ^ x f c v ho rn ím Hessenbergově 

t v a r u rozložit n a součin or togonální m a t i c e Q G M f c + 1 a horn í t rojúhelníkové 

m a t i c e R G M ^ f c + 1 ) x f c , jejíž poslední řádek j e d l e d e f i n i c e 1 . 1 6 nulový. J e zřejmé, 

že b u d e m e převádět m a t i c i n a m a t i c i R vynulováním k p rvků nacházejících 

s e p o d h lavní d iagonálou K t o m u využijeme t z v . G i v e n s o v y m a t i c e . 

Definice 2.4. G i v e n s o v a m a t i c e rovinné r o t a c e j e or togonální m a t i c e 

GÍJ = ( 9 i j ) i j = i t v a r u 

( l 0 0 ••• 0 

o c o s 9 • • • s i n 9 • • • 0 

0 — s i n 6 • • • c o s 9 • • • 0 

0 0 - V 
kte rá s e o d jednotkové m a t i c e I G M n liší v nejvýše čtyřech prvcích 

9u = 9jj = cos9 a gtj = -gjt = sm9, i ^ j , 9 e {-n, n ) . 
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P o z n á m k a 2.5. V další části t é t o práce b u d e m e uvažovat G i v e n s o v y m a t i c e 

G j j + i G M f c + 1 . Zkráceně j e b u d e m e znači t G j . 

P o s t u p n ý m násoben ím m a t i c e m a t i c e m i G ? , j , k z l e v a s e d o p o 

č í t áme n a m a t i c i v ho rn ím t rojúhelníkovém t v a r u , k t e r o u s i účelně označíme R . 

Mějme n e j p r v e m a t i c i 1 < k < n , t v a r u 

... h l k ^ 

h 2 \ h22 • • • h.2k 

0 h32 • • • hsk 

{ 0 0 /ifc+i,fc J 

Naším úkolem j e v y n u l o v a t p r v k y n a pozicích p o d hlavní diagonálou, 

t j . h 2 i , h 3 2 , • • • , h k + i k - Vš imněme s i , že k t o m u b u d e m e po t řebova t přesně k 

m a t i c G j , j — 1 , 

G , 

k, k teré b u d o u t v a r u 

0 0 

V 33 3 + 1,3 V 33 3 + 1,. 

b"i -t-1. -í b"i í 

o 

o 

V 

ř ádky j a j + 1 . 

/ 

s l o u p c e j a j + 1 

Př i dalších výpoč tech n e b u d e n u t n é p ř ímo vyčíslit úhel 9. Postačí , a b y p l a t i l a 

r o v n o s t s i n 2 9 + c o s 2 9 = 1 , t e d y 

2 / \ 2 

+ I , I = 1 , ( 2 . 1 8 ) 
h 

I U 2 i U2 
,l33 ^ ' l 3 + l , 3 . \ j h 2 3 3 + h H l , 3 . 

což j e zřejmě splněno. 
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P o z n á m k a 2.6. V další části práce b u d e m e horn ími i n d e x y v závorce u v e k 

torů , př íp . m a t i c , znači t i t e r a c i , v e k teré s e v e k t o r , p ř íp . m a t i c e , v d a n é m t v a r u 

vyskytují . 

(2) 

Vynásobením m a t i c e H f c z l e v a mat ic í G i v z n i k n e m a t i c e H f c , k t e rá s e o d m a 

t i c e H f c liší v prvních d v o u řádcích. Následující G i v e n s o v u m a t i c i G 2 j e t e d y n u t n é 
— ( 2 ) 

vypoč í t a t pomocí p rvků nově vzniklé m a t i c e H f c . Obecně t e d y poč í t áme další 

G i v e n s o v y m a t i c e G j + i , i — 1 , . . . , k — 1 pomocí p rvků m a t i c H ^ + 1 \ k teré mají 

již vynulovaných c e l k e m i p rvků p o d hlavní diagonálou o p r o t i m a t i c i H f c . 

Pla t í t e d y v z t a h 

G f e G f c - i • • • G i H f c = H f c

 + ^ = R , ( 2 - 1 9 ) 

k d e R G M ( f c + 1 ) x f c j e již dříve zmíněná m a t i c e v ho rn ím t rojúhelníkovém t v a r u . 

Dále víme, že j s o u m a t i c e G j or togonální . S využ i t ím vět 1 . 2 a 1 .3 získáme 

z e v z t a h u ( 2 . 1 9 ) Q R r o z k l a d m a t i c e H f c 

H f c = Q ^ Ř = Q T R , ( 2 . 2 0 ) 

k d e Q = G f c G f c _ ! G i , Q e M f c + 1 a Ř~ e M ( f c + 1 ) x f c . 

Q R r o z k l a d m a t i c e H f c j e t e d y součin m a t i c Q T a R , př ičemž t o t o označení 

ponecháme, a t o právě kvůli způsobu v ý p o č t u těch to m a t i c . T a k b u d e teoret ický 

zápis shodný s v ý p o č t e m v našem kódu p r o získání Q R r o z k l a d u m a t i c e H f c 

pomocí Givensových m a t i c rovinné r o t a c e . 

N a v s t u p u kódu 2 . 2 t e d y z adáme m a t i c i H f c G M ^ f c + 1 ) x f c , a p ř ípadně i n e 

povinný p a r a m e t r e G M, t e d y p ř ípus tnou c h y b u výpoč tu , k t e rá j e implici tně 

n a s t a v e n a n a e = 1 0 ~ 6 . N a v ý s t u p u b u d o u m a t i c e Q a R , př ičemž nadá le plat í , 

že H f c = Q T Ř . 
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M-soubor 2.2. 

function [Q,R] = givensK(H,e) 

°/0 H j e matice v hornim Hessenbergove tvaru 

% e j e l i b o v o l n é male kladne c i s l o eps i lon 

°/„ Q j e ortogonalni matice 

°/0 R j e horni t ro juhe ln ikova matice 

% Q' a R t v o ř i QR rozklad matice H, t z n . H = Q'*R 

k = l e n g t h ( H ( l , : ) ) ; 

Q = eye(k+l ) ; 

HO = H; 

i f (narg in<2) | | ( i sempty(e ) ) 

e = l e - 6 ; Z i m p l i c i t n i hodnota e 

end 

for j = l : k 

G = eye(k+l) ; 

G ( j , j ) = H 0 ( j , j ) / s q r t ( H 0 ( j , j ) ~ 2 + H 0 ( j + l , j ) ~ 2 ) ; 

G ( j + l , j + l ) = G ( j , j ) ; 

G ( j , j + 1 ) = H 0 ( j + l , j ) / s q r t ( H 0 ( j , j ) ~ 2 + H 0 ( j + l , j ) ~ 2 ) ; 

G ( j + l , j ) = - G ( j , j + 1 ) ; 

Q = G*Q; 

HO = G*H0; 

end 

R = Q*H; 

R(abs(R)<e) = 0; 

end 
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P ř í k l a d 2.2. Pomocí kódu 2 . 2 vypoč tě t e Q R r o z k l a d m a t i c e H 3 z př ík ladu 2 . 1 . 

Řešení: Mějme m a t i c i H 3 ( v kódu H ) z př ík ladu 2 . 1 . 

» H 

H = 

-0.2903 0.5731 3.1873 

4.4118 3.2395 3.0330 

0 5.7932 4.0739 

0 0 3.1034 

Její Q R r o z k l a d získáme zadán ím příkazu 

» [ Q , R ] = g i v e n s K ( H ) 

Q = 

-0.0657 0.9978 0 0 

0.1339 0.0088 0.9910 0 

0.6627 0.0436 -0.0899 0.7422 

-0.7339 -0.0483 0.0996 0.6702 

R = 

4.4214 3.1949 2.8172 

0 5.8461 4.4907 

0 0 4.1813 

0 0 0 

N a p rvn í p o h l e d j e vidět , že m a t i c e R ( v kódu R ) j e mat ic í v ho rn ím t rojúhelní

kovém t v a r u , jejíž poslední řádek j e nulový. M a t i c e Q T ( v kódu Q ) a R tvoří Q R 

r o z k l a d m a t i c e H3, což můžeme ověřit z adán ím příkazu 
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» QR = Q ' * R 

QR = 

-0.2903 

4.4118 

0 

0 

0.5731 

3.2395 

5.7932 

0 

3.1873 

3.0330 

4.0739 

3.1034 

N o r m u z úlohy minimálních čtverců ( 2 . 1 5 ) l z e t e d y nyní využi t ím 

r o v n o s t i ( 2 . 2 0 ) a p o z n á m k y 1 . 4 u p r a v i t následovně 

| | | | r ° | | e - H f c y | | = || | |r°||e - Q T Ř y | | = || | |r°||e - Q _ 1 Ř y | | = 

= | | Q | | r ° | | e - Q Q ^ Ř y H = | | g - Ř y | | , 

k d e g = Q||r°| |e, e,g G M f c + 1 . Úlohu nejmenších čtverců ( 2 . 1 5 ) l z e t e d y p řepsa t 

d o t v a r u 

m i n | | g - Ř y | | . ( 2 . 2 1 ) 
y 

V ě t a 2.6. Nechť jsou dány matice Q T e M f c + 1 a Ř e M ( f c + 1 ) x f c
; které tvoří 

Q R rozklad matice H f c a vektor g = Q| |r° | | e ; g e R k + 1 . Dále nechť~R G M f c je r e 

gulární matice získaná odstraněním posledního řádku matice R ; který je nulový, a 

g e ť je vektor získaný odstaněním poslední složky g f c + 1 vektoru g. P a k řešením 

úlohy ( 2 . 2 1 ) je vektor 

y = R _ 1 g ( 2 . 2 2 ) 

a pro reziduum původní úlohy ( 2 . 1 0 ) platí 

| |r f c | | = | | b - A x f c | | = | g f c + 1 | . ( 2 . 2 3 ) 

D ů k a z : v i z [ 1 0 , s t r . 1 6 2 ] . • 

Hledané přibližné řešení s o u s t a v y A x = b získané Zobecněnou m e t o d o u 

minimálních reziduí dopoč teme dosazením nalezeného v e k t o r u y z ( 2 . 2 2 ) 

d o v z t a h u ( 2 . 1 2 ) . 
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N a t o m t o mís tě již m á m e popsané všechny část i Zobecněné m e t o d y m i n i 

málních reziduí. V následující k a p i t o l e těchto znalost í využijeme při k o n s t r u k c i 

uceleného a l g o r i t m u . 

2 . 5 . A l g o r i t m u s G M R E S 

K e k o n s t r u k c i a l g o r i t m u Zobecněné m e t o d y minimálních reziduí p r o řešení 

rozsáhlých s o u s t a v l ineárních r o v n i c využijeme p o z n a t k ů z e všech předchozích k a 

p i t o l . Výchozím a l g o r i t m e m j e A r n o l d i h o a l g o r i t m u s 2 . 1 , k te rý rozšíříme o úlohu 

nejmenších čtverců zahrnující i Q R r o z k l a d m a t i c e k t e rá j e n a v ý s t u p u a l g o 

r i t m u 2 . 1 , pomocí Givensových m a t i c . 

N a v s t u p u a l g o r i t m u G M R E S j e d á n a m a t i c e A G M n a v e k t o r b G M . n . 

N a v ý s t u p u j e v e k t o r x J G M™, 1 < j < k < n , k t e rý j e aproximací řešení 

s o u s t a v y A x = b, t e d y x J ?a x* = A _ 1 b . 

Dále n a v s t u p u můžeme z v o l i t max imá ln í počet i terací k G N , 1 < k < n , 

přičemž implici tně j e k = n , a počá tečn í a p r o x i m a c i x° G M™, k te rá j e i m p l i 

c i tně n a s t a v e n a n a x° = o. N a v ý s t u p u b y nás m o h l a za j ímat i n o r m a r e z i d u a 

v k-té i t e r a c i rk = \\rk\\, rk G M a re la t ivní n o r m a r e z i d u a rk

el G M , k t e r o u volíme 

v e t v a r u rk

el = p ^ . 

Algori tmus 2.2 ( G M R E S ) . 

• Mějme A a b 

• Z v o l m e x° a k 

• Vypočí te jme r° = b — A x ° 

• Položme v 1 = 

l l r II 
• P r o j = 1 , . . . , k vypočí te jme 

o w 7 = A v J 

o P r o i = 1 , . . . , j položme 
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o hij = {v\wj} 

o w J + 1 = wj - YH=I h i j v l 

o h á + 1 J = | |w^ + 1 | | 

o J e - l i h j + i j = 0 

o K o n e c v ý p o č t u ( b r e a k d o w n ) 

o M a t i c e V j G M n x j j e tvořena s loupcovými v e k t o r y v 1 , . . . , v J 

o M a t i c e = ( h a ) , H j G M> 

o Vypočí te jme y = | | r ° | | H ~ 1 e 

o Vypočí te jme x* = x° + V , y 

o J i n a k položme v J + 1 = , w J . 

• Položme = H f c = ( h t J ) , G M ^ x k 

• P r o j = 1 , . . . , k položme 

O G j : = I 

o Vypočí te jme = , J + l j + 1 = V < ) a ; < i j ) a 

h i j ) 

o Vypočí te jme = - g j + 1 J = ^ ^ J 2 

o Položme H ^ + 1 ^ = G j H ^ 

• Vypočí te jme Q = G ^ + i G ^ • • • G i 

• M a t i c e Vfc G M n x f c j e tvořena s loupcovými v e k t o r y v 1 , . . . , v* 

• Vypočí te jme Ř = Q U k - ( r y ) G M ( f c + 1 ) x f c 

• M a t i c e R G M f c v z n i k n e ods t r aněn ím posledního ř ádku R 

• Vypočí te jme g = Q | | r ° | | e = [91,92, • • -,9k+i)T 

• V e k t o r g = (g1: g 2 , . . . , g k ) T v z n i k n e z g ods t r aněn ím poslední složky g k + í 
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• Vypočí te jme y = R _ 1 g 

• Vypočí te jme x f c = x° + V ^ y 

• Položme rk = \ g k + i \ 

• Položme r f e l = 

Náš kód a l g o r i t m u G M R E S vy tvořený v pros t řed í M a t l a b t ak t éž vychází 

z kódu A r n o l d i h o a l g o r i t m u a a l g o r i t m u Q R r o z k l a d u pomocí Givensových m a t i c . 

D o a l g o r i t m u G M R E S t e d y z a k o m p o n u j e m e o b a jmenované a l g o r i t m y 2 . 1 a 2 . 2 . 

Navíc j e nu tné n a začá tku o t e s t o v a t r e g u l a r i t u m a t i c e A , k t e r á j e h lavním před

p o k l a d e m p r o využi t í m e t o d y G M R E S . 

N a v s t u p u j e možné kromě výše zmíněných v s t u p ů z v o l i t navíc v e l i k o s t pří

pus tné c h y b y e e l , k t e rá určuje přesnost v ý p o č t u a l g o r i t m u . V a l g o r i t m u n a h r a 

z u j e e kvůli au tomat i ckému zaokrouhlování n u l u . Implici tně j e e = 1 0 ~ 6 . N a vý

s t u p u j e možné n e c h a t s i navíc v y p s a t poče t skutečně provedených i terací k G N . 

M-soubor 2.3. 

function [ x , k , r , r r e l ] = gmresK(A,b,kmax,xO,e) 

% A j e r e g u l á r n i č t v e r c o v á matice radu n 

% b j e n-slozkovy s l o u p c o v ý vektor 

°/„ kmax j e maximálni p o č e t i t e r a c i 

% xO j e n-slozkovy s l o u p c o v ý vektor, pocatecni aproximace 

% e j e l i b o v o l n é male kladne c i s l o eps i lon 

% x j e odhad resen i soustavy Ax = b 

% k j e p o č e t i t e r a c i 

% r j e norma rez idua 

°/0 r r e l j e r e l a t i v n i norma rez idua 

n = s i z e ( A , 1 ) ; 
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i f (det(A) == 0) 

error ( 'Mat ice A neni r e g u l á r n i ! ' ) 

end 

i f ( n a r g i n O ) I I (isempty (kmax)) | | (kmax <= 

kmax = n; ° /„implicitni hodnota kmax 

end 

i f ( n a r g i n < 4 ) | | ( i s e m p t y ( x O ) ) 

xO = z e r o s ( n , l ) ; Z i m p l i c i t n i vektor xO 

end 

i f (narg in<5)II ( i sempty(e) ) 

e = l e - 6 ; Z i m p l i c i t n i hodnota e 

end 

kmax = min(kmax,n); 

[V ,H,rO,k ,p ] = arnoldiK(A,b,kmax,xO,e) ; 

i f (p == D 

x = xO; 

r = norm(rO); 

r r e l = r/norm(b); 

re turn 

end 

i f (p == 2) 

H = H ( l : k , l : k ) ; 
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y = norm(rO)* inv(H)*eye (k ,1) ; 

x = xO + V*y; 

r = norm(b - A*x); 

r r e l = r /norm(b); 

re turn 

end 

[Q,R] = g ivensK(H,e) ; 

R = R ( l : k m a x , : ) ; 

V = V ( : , l : k m a x ) ; 

g = Q*norm(rO)*eye(kmax+l,1); 

y = inv(R)*g( l :kmax); 

x = xO + V*y; 

r = abs(g(kmax+l)); 

r r e l = r /norm(b); 

end 

2 . 6 . K o n v e r g e n c e G M R E S 

V t é to části práce b u d e m e čerpat z p o z n a t k ů z [ 2 ] , [3 ] a [ 1 0 ] . 

J a k již b y l o zmíněno v předchozích kapitolách, výhodou Zobecněné m e t o d y 

minimálních reziduí p r o řešení rozsáhlých s o u s t a v l ineárních r o v n i c t v a r u ( 2 . 1 ) j e 

zaj iš těná k o n v e r g e n c e k p řesnému řešení s o u s t a v y x * = A _ 1 b p o nejvýše n i t e 

racích, k d e n j e d á n o ř á d e m m a t i c e A . K o n v e r g e n c e m e t o d y G M R E S vyplývá 

především z tvrzení , že n o r m a r e z i d u a v j-té i t e r a c i | | r J | | definovaná v z t a h e m 

( 2 . 1 0 ) j e p r o j — 1 , . . . , k n a základě v l a s t n o s t i ( 2 . 1 1 ) nerostoucí . T u t o v l a s t n o s t 

b y c h o m m o h l i v y p o z o r o v a t i s ledováním | < 7 j + i | , j = l,...,k, k teré j e v každé 

i t e r a c i r o v n o no rmě r e z i d u a | | r J | | , v i z ( 2 . 2 3 ) . P ro tože pomocí G M R E S o b v y k l e ře

šíme s o u s t a v y , k d e n » 1 , j e ovšem žádoucí , a b y m e t o d a z k o n v e r g o v a l a p o méně 

než n i teracích. 
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R y c h l o s t k o n v e r g e n c e Krylovových m e t o d , t e d y i G M R E S , j e závislá n a číslu 

podmíněnos t i m a t i c e A z e s o u s t a v y ( 2 . 1 ) . C ím menší t e d y b u d e číslo podmíně 

n o s t i m a t i c e vystupuj ící v řešené soustavě, t í m b u d e m e t o d a k o n v e r g o v a t r y c h l e j i . 

Číslo podmíněnos t i l z e snížit např . pomocí t z v . levého p ředpodmíněn í , k te ré f u n 

g u j e n a p r i n c i p u t r a n s f o r m a c e původn í s o u s t a v y A x = b n a s o u s t a v u t v a r u 

M _ 1 A x = M _ 1 b , 

k d e m a t i c e M G M™ j e regulární symetr ická pozi t ivně definitní m a t i c e , k t e rá 

a p r o x i m u j e m a t i c i A . Dále požadujeme, a b y číslo podmíněnos t i m a t i c e M _ 1 A 

b y l o menší než číslo podmíněnos t i m a t i c e A , a a b y b y l a s o u s t a v a M x = b s n a d n o 

řešitelná. 

P ů v o d n í úlohu ( 2 . 1 0 ) převedeme zakomponováním předpodmiňovac í m a t i c e M 

d o t v a r u 

^ G x° + K j , J C j ( A , z°) = [z°, A z ° , A 2 z ° , . . . , A ^ z 0 ] , 

l l ^ n = H M - ^ b - A x - O H = H M ^ b - M ^ A x ^ l l = 

= m i n | | M _ 1 b - M _ 1 A x | | , j = l,...,k. 

V a l g o r i t m u 2 . 3 s e použi t í p ředpodmiňovac í m a t i c e projeví i h n e d v úvodu. 

Dále j e pa t rné , že a l g o r i t m u s 2 . 3 p r a c u j e s n o r m o u | |z°||, k t e r á n a h r a d í n o r m u ||r°|| 

použi tou v a l g o r i t m u 2 . 2 . Výsledný a l g o r i t m u s v y p a d á následovně. 

Algori tmus 2.3 ( G M R E S s levým p ř e d p o d m í n ě n í m ) . 

• Mějme A a b 

• Z v o l m e x° , k a M 

• Vypočí te jme z° = M _ 1 ( b - A x ° ) 

• Položme v 1 = ir^TT 

l l z II 
• P r o j — 1 , . . . ,k vypočí te jme 
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o w J - M ^ A V 

o P r o i = 1 , . . . , j položme 

o hij = ( v \ w J ) 

o w' • 1 = - Y L i h < j V 

o h j + 1 J = | | w ^ ' + 1 | | 

o J e - l i h j + i j = 0 

o K o n e c v ý p o č t u ( b r e a k d o w n ) 

o M a t i c e V j e M r í X J j e tvořena s loupcovými v e k t o r y 

o M a t i c e = (%), G Mj 

o Vypočí te jme y = | | z ° | | H j 1 e 

o Vypočí te jme x* = x° + V j - y 

o J i n a k položme v J + 1 = , w J . 

Položme = H f c = { h i j ) , G M ( f c + 1 ) x f c 

P r o j — 1 , . . . ,k položme 

o G , = I 

o Vypočí te jme g j ó = g j + i , j + i 
h9) 

o Vypočí te jme g j t j + 1 - -gj+i,j - — 

o Položme H ^ + 1 ' ) = G j H ^ 

Vypočí te jme Q = G f c + i G f c G i 

M a t i c e V f c G M n x f c j e tvořena s loupcovými v e k t o r y v 1 , . . . , v 

Vypočí te jme Ř = Q H f c = ( r y ) € M ( f c + 1 ) x f c 

M a t i c e R G M f c v z n i k n e ods t r aněn ím posledního ř ádku R 
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• Vypočí te jme g = Q| |z° | |e = (5-1,5-2, • • • , 9 k + i ) T 

• V e k t o r g = (51,52, • • • , 9 k ) T v z n i k n e z g od s t r aněn ím poslední složky gk+\ 

• Vypočí te jme y = R - 1 g 

• Vypočí te jme x f c = x° + V f c y 

• Položme rk — \ g u + i \ 

• Položme r f e i = 

Pravé p ředpodmíněn í vychází z úpravy původn í s o u s t a v y (2 . 1 ) d o t v a r u 

A M _ 1 u = b, 

k d e 

u = M x . 

O p r o t i a l g o r i t m u 2 . 2 s e a l g o r i t m u s G M R E S s p r avým p ř e d p o d m í n ě n í m liší 

j e n v některých b o d e c h , ze jména v úvodu a závěru. Pos tač í z d e t e d y uvést p o u z e 

t y t o části a l g o r i t m u . 

Algori tmus 2.4 ( G M R E S s p r avým p ř e d p o d m í n ě n í m ) . 

• Mějme A a b 

• Z v o l m e x° , k a M 

• Vypočí te jme r° = b — A x ° 

• Položme v 1 = 

• P r o j — 1 , . . . ,k vypočí te jme 

o wj = A M ~ V 

o P r o i = 1 , . . . , j položme 
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• Vypočí te jme y = R _ 1 g 

• Vypočí te jme x f c = x° + M _ 1 V f c y 

• Položme rk = \ g k + i \ 

• Položme r f e l = 

Vš imněme s i , že v a l g o r i t m u 2 . 4 navíc není n u t n é explicitně vyčíslit zmiňovaný 

v e k t o r u e l n 

J e možné použí t i p ř edpodmíněn í š t ěpen ím ( z anglického split preconditio

n i n g ) , k t e rému s e ovšem v t é t o práci z důvodu r o z s a h u dále věnovat n e b u d e m e . 

P ř i využi t í m e t o d y G M R E S j e t aké n u t n é s i uvědomit , že v rámci A r n o l d i h o 

a l g o r i t m u dochází k o r t o g o n a l i z a c i v e k t o r u A v J , j = 1 , . . . , k, vůči všem již v y 

p o č t e n ý m vek to rům v J , díky čemuž obdrž íme v e k t o r v J + 1 . Výpoče tn í složitost t a k 

r o s t e úměrně k e zvolenému p o č t u i terací k. P r o n > 0 b u d e m e požadovat , a b y 

t ak též 0 k < n , což výpočet zřejmě v e l m i zpomal í . Řešením p r o t e n t o p roblém 

j e t z v . r e s t a r tovaná m e t o d a G M R E S , k t e r á b u d e blíže rozebrána v následující 

k a p i t o l e . 
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3 . V a r i a c e G M R E S 

Následující p o d k a p i t o l y s e opírají o [ 3 ] , [ 6 ] , [7 ] a [ 1 0 ] . 

3 . 1 . R e s t a r t e d G M R E S 

Res ta r tovaná m e t o d a G M R E S ( z anglického restarted generalized m i n i m a l r e -

sidual method) j e variací klasické Zobecněné m e t o d y minimálních reziduí, k t e rá 

s e , j a k již název napovídá , r e s t a r t u j e vždy p o T V < n i teracích, k d e n j e ř ád 

m a t i c e A . P ř i dalším p růběhu a l g o r i t m u 2 . 2 j e n a v s t u p u z a počá tečn í a p r o x i 

m a c i n a s t a v e n v e k t o r , k t e rý j s m e získali n a výs tupu předchozího p růběhu , t e d y 

x° = x^. Výpoče t j e opě t z a s t a v e n při dosažení max imáln ího p o č t u i terací k 

( v kódu označeno / c m a x ) , p ř ípadně při nalezení přesného řešení x* = A _ 1 b s o u 

s t a v y A x = b ( b r e a k d o w n ) . 

Následující kód j e námi nap rog ramovaným kódem a l g o r i t m u res ta r tované m e 

t o d y G M R E S s možnost í p ř edpodmíněn í mat ic í M p o p s a n é m v a l g o r i t m u 2 . 3 . 

T e n t o kód f u n g u j e , až n a d robné o d c h y l k y , stejně, j a k o vestavěný kód gmres s o f t 

w a r u M a t l a b . O d kódu 2 . 3 s e liší n a v s t u p u , k d e j e možné z a d a t p a r a m e t r y M a 

N , př ičemž M G M n j e již zmíněná předpodmíňovac í m a t i c e a T V G N , T V < n , j e 

počet provedených i terací před r e s t a r t e m a l g o r i t m u . N a v ý s t u p u j e možné n e c h a t 

s i o p r o t i kódu 2 . 3 v y p s a t provedený počet r e s t a r tů , k te rý j e označen res. 

M-soubor 3 .1 . 

function [ x , k , r , r r e l , r e s ] = gmres2K(A,b,kmax,xO,e,M,N) 

% A j e r e g u l á r n i č t v e r c o v á matice radu n 
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% b j e n-slozkovy s l o u p c o v ý vektor 

°/„ kmax j e maximálni p o č e t i t e r a c i 

% xO j e n-slozkovy s l o u p c o v ý vektor, pocatecni aproximace 

% e j e l i b o v o l n é male kladne c i s l o eps i lon 

% M j e r e g u l á r n i predpodminovaci matice radu n 

% N j e p o č e t i t e r a c i provedených pred restartem algoritmu 

% x j e odhad resen i soustavy Ax = b 

% k j e p o č e t i t e r a c i 

% r j e norma rez idua 

°/0 r r e l j e r e l a t i v n i norma rez idua 

% res j e p o č e t r e s t a r t u 

n = s i z e ( A , 1 ) ; 

i f (det(A) == 0 ) 

error ( 'Mat ice A neni r e g u l á r n i ! ' ) 

end 

i f ( n a r g i n O ) I I (isempty (kmax)) | | (kmax <= 0 ) 

kmax = n; ° /„implicitni hodnota kmax 

end 

i f (nargin<4) | | ( i sempty(xO)) 

xO = z e r o s ( n , l ) ; Zimplicitni vektor xO 

end 

i f ( n a r g i n < 5 ) I I ( i s e m p t y ( e ) ) 

e = l e - 6 ; Zimplicitni hodnota e 

end 
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i f (narg in<6) I I ( i s empty(M)) 

M = eye(ri); "/„implicitní matice M 

end 

i f (narg in<7) | | ( i s empty (N) ) | | (N <= 0 ) I I ( N > kmax) 

N = kmax; Z i m p l i c i t n i hodnota N 

end 

i f (det(M) == 0) 

error ( 'Mat ice M neni r e g u l á r n i ! ' ) 

end 

s l = floor(kmax/N); 

n = kmax - s l*N; 

r r e l v e k ( l ) = 0; 

for s = l : s l 

[ V , H , r 0 , z 0 , k , p , j ] = arno ld i2K(A,b ,N ,xO,e ,M,s ) ; 

i f (p == D 

x = xO; 

r = norm(rO); 

r r e l = r/norm(b); 

res = s - 1; 

disp( 'Algori tmus zkonvergoval k presnému r e s e n i ! ' ) 

re turn 

end 

i f (p == 2) 
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H = H ( l : j , l : j ) ; 

y = norm(zO)*inv(H)*eye(j ,1) ; 

x = xO + V*y; 

r = norm(b - A*x); 

r r e l = r/norm(b); 

res = s - 1; 

disp( 'Algori tmus zkonvergoval k presnému r e s e n i ! ' ) 

re turn 

end 

[Q,R] = g ivensK(H,e) ; 

R = R ( 1 : N , : ) ; 

V = V ( : , 1 : N ) ; 

g = Q*norm(zO)*eye(N+l,l); 

y = i n v ( R ) * g ( l : N ) ; 

x = xO + V*y; 

r = abs(g(N+l)); 

r r e l = r/norm(b); 

res = s - 1; 

i f ( r r e l < e) 

disp( 'Algori tmus zkonvergoval k presnému r e s e n i ! ' ) 

re turn 

end 

r r e l v e k ( s + l ) = r r e l ; 

i f ( a b s ( r r e l v e k ( s ) - r r e l v e k ( s + l ) ) < e) 

disp( 'Algori tmus stagnuj e ! ' ) 

re turn 

end 

xO = x; 
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end 

i f ( n > 0 ) 

[ V , H , r O , z O , k , p , j ] = arno ld i2K(A,b ,n ,xO,e ,M); 

i f (p == D 

k = N*sl; 

x = xO; 

r = norm(rO); 

r r e l = r/norm(b); 

res = s l ; 

d isp( 'Algori tmus zkonvergoval k presnému r e s e n i ! ' ) 

re turn 

end 

i f (p == 2) 

H = H ( l : j , l : j ) ; 

y = n o r m ( z O ) * i n v ( H ) * e y e ( j , 1 ) ; 

x = xO + V*y; 

r = norm(b - A*x); 

r r e l = r/norm(b); 

k = N*sl + j 

res = s l ; 

d isp( 'Algori tmus zkonvergoval k presnému r e s e n i ! ' ) 

re turn 

end 

Q = eye(kmax+l); 

[Q,R] = g ivensK(H,e) ; 
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R = R ( l : n , : ) ; 

V = V ( : , l : n ) ; 

g = Q*norm(zO)*eye(n+l,l); 

y = i n v ( R ) * g ( l : n ) ; 

x = xO + V*y; 

r = abs (g(n+l ) ) ; 

r r e l = r/norm(b); 

res = s l ; 

k = kmax; 

disp('Dosazen maximálni p o č e t i t e r a c i ! ' ) 

e l se 

disp('Dosazen maximálni p o č e t i t e r a c i ! ' ) 

end 

re turn 

end 

Z kódu j e zřejmé, že p r o zakomponovaní předpodmiřiovací m a t i c e M b y l o 

nu tné změni t i kód A r n o l d i h o a l g o r i t m u 2 . 1 . Liší s e j e d n a k p ř ímo n a v s t u p u , k d e 

přibyly p a r a m e t r y M a s , k d e M j e předpodmiřiovací m a t i c e a s j e p o m o c n á 

p roměnná získaná z kódu 3 . 1 p r o výpočet p o č t u provedených iterací. Dále n a 

s t a l y změny i n a výs tupu , k d e s e nově o b j e v i l v e k t o r počá tečn ího r e z i d u a při v y 

užit í p ř edpodmíněn í z° É R " a p o m o c n á p r o m ě n n á j , k t e r o u opě t využijeme 

v kódu 3 . 1 . Nový kód A r n o l d i h o a l g o r i t m u v y p a d á následovně. 

M - s o u b o r 3.2. 

function [ V , H , r O , z O , k , p , j ] = arnoldi2K(A,b,kmax,xO,e,M,s) 

% A j e č t v e r c o v á matice radu n 

% b j e n-slozkovy s l o u p c o v ý vektor 

°/„ kmax j e maximálni p o č e t i t e r a c i 
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% xO j e n-slozkovy s l o u p c o v ý vektor, pocatecni aproximace 

% e j e l i b o v o l n é male kladne c i s l o eps i lon 

% M j e r e g u l á r n i predpodminovaci matice radu n 

% s j e pomocná proměnna v y u ž i t a v kodu gmres2K 

°/0 V j e matice s or tonormáln ími s loupcovými vektory 

°/0 H j e matice v hornim Hessenbergove tvaru 

% rO j e pocatecni reziduum 

% zO j e pocatecni reziduum z a p o u ž i t i predpodminovaci matice 

% k j e p o č e t i t e r a c i 

% p j e pomocná proměnna v y u ž i t a v kodu gmres2K 

°/„ j j e pomocná proměnna v y u ž i t a v kodu gmres2K 

p = 0 ; 

n = s i z e ( A , 1 ) ; 

i f ( n a r g i n O ) I I (isempty(kmax)) 

kmax = n; ° /„implicitni hodnota kmax 

end 

i f (nargin<4) | | ( i sempty(xO)) 

xO = z e r o s ( n , l ) ; Zimplicitni vektor xO 

end 

i f ( n a r g i n < 5 ) I I ( i s e m p t y ( e ) ) 

e = l e - 6 ; Zimplicitni hodnota e 

end 

i f (narg in<6) I I ( i s empty(M)) 

M = eye(n); "/„implicitni matice M 
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end 

i f (narg in<7) | | ( i s empty( s ) ) 

s = 1; "/oimplicitni hodnota s 

end 

i f (det(M) == 0) 

error ( 'Mat ice M neni r e g u l á r n i ! ' ) 

end 

kmax = min(kmax,n); 

i f (kmax <= 0) 

kmax = n; 

end 

V = zeros(n,kmax); 

H = zeros(kmax+l,kmax); 

rO = b - (A*xO); 

zO = inv(M)*(b - (A*xO)); 

i f (norm(rO)<e) 

P = u 

k = kmax*(s - 1 ) ; 

d ispCZadany vektor xO r e s i soustavu A*xO = b s presnost i e . ' ) 

V = [] ; 

H = [] ; 

re turn 

end 

V(: ,1) = z0/norm(z0); 
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f or j = 1:kmax 

w = i n v ( M ) * A * V ( : , j ) ; 

for i = l : j 

H ( i , j ) = V ( : , i ) ' * w ; 

w = w - H ( i , j ) * V ( : , i ) ; 

end 

H ( j + 1 , j ) = norm(w); 

i f ( H ( j + l , j ) < e ) 

H = H ( l : j + l , l : j ) ; 

V = V ( : , l : j ) ; 

p = 2; 

k = kmax*(s - l ) + j ; 

re turn 

end 

V ( : , j + 1 ) = w / H ( j + l , j ) ; 

end 

k = s*kmax; 

end 

Nevýhodou res ta r tované m e t o d y G M R E S j e , že již není zaručena k o n v e r g e n c e 

p o nejvýše n i teracích. P ř i každém r e s t a r t u s e to t iž z t r a t í i n f o r m a c e o s e m i o r t o -

gonální m a t i c i získané v i t e r a c i předešlé, t j . m a t i c i V j y + i , k t e rá j e při použi t í t é to 

m e t o d y n a v ý s t u p u zakomponovaného A r n o l d i h o a l g o r i t m u 3 . 2 . Může s e t e d y 

s tá t , že a l g o r i t m u s začne takzvaně s t a g n o v a t , p o k u d m a t i c e A n a v s t u p u není 

pozi t ivně definitní. J inými s l o v y t o znamená , že p o s l o u p n o s t { x J } b u d e k o n v e r 

g o v a t k v e k t o r u , k te rý s i označíme x F , x F ^ x ° . T í m s e ustá l í i r e z i d u u m r J , 

j = l,...,k, a re la t ivní r e z i d u u m r f e l p o urč i tém p o č t u i terací. V kódu 3 . 1 j e 

právě t o t o r e z i d u u m použi to j a k o indikátor s t a g n a c e . J e - l i rozdíl m e z i re la t ivními 

r e z i d u i v e d v o u p o sobě jdoucích i teracích menší než j e p ř í p u s t n á o d c h y l k a e, d o 

šlo k e s t a g n a c i a l g o r i t m u . M i m o j iné t o znamená , že celkový počet provedených 

i terací může p řesáhnou t ř ád m a t i c e A n a v s t u p u , t e d y může n a s t a t k > n . 
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3 . 2 . M I N R E S a S Y M M L Q 

J e - l i m a t i c e A e M n s o u s t a v y A x = b symetrická, nabízí s e použi t í m e t o d y 

M I N R E S ( z anglického m i n i m a l residual method), p ř íp . m e t o d y S Y M M L Q ( z a n 

glického symmetric L Q ) . U o b o u těchto m e t o d nedochází k e s t a g n a c i , p ředpoklad , 

že m a t i c e A j e pozi t ivně definitní, z d e t e d y splněn být nemusí . 

M e t o d a M I N R E S s e o d klasické G M R E S liší předevš ím v zakomponovaném 

A r n o l d i h o a l g o r i t m u 2 . 1 , k t e rý s e z d e zjednodušší n a t z v . Lanczosův a l g o r i t m u s . 

Algori tmus 3.1 (Lanczosův) . 

• Mějme A a b 

• Z v o l m e x° a k 

• Vypočí te jme r° = b — A x ° 

• Položme v 1 = 

l l r II 

• Položme / io , i v ° — 0 

• P r o j — 1 , . . . ,k vypočí te jme 

o w 7 = AvJ — h j - i j v i - 1 

° hjj = (vj,wj) 

o w J + 1 = w J — h j j v i 

o h j j + i = | | w J + 1 | | 

° h j + i j = h , . , . i 

o J e - l i h j + i j = 0 

o K o n e c v ý p o č t u ( b r e a k d o w n ) 

o M a t i c e V j G M n x j j e tvořena s loupcovými v e k t o r y v 1 , . . . , 

o M a t i c e H -̂ = ( % ) , H -̂ e M> 

o J i n a k položme v-•j + l _ W ; 
•3 + 1 

h 3 + 1 , 3 
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M a t i c e Vfc G irnxfc j e t vo řena s loupcovými v e k t o r y v 1 , . . . , v A 

• M a t i c e H f c = ( % ) , H f c G Mk 

N e d o j d e - l i k dřívějšímu ukončení výpoč tu , b u d e n a v ý s t u p u a l g o r i t m u 3 . 1 

regulárni symetr ická m a t i c e G M f c , 

/ 

H , 

h n h 1 2 0 0 . . . 0 

h 2 \ h22 h 2 3 0 . . . 0 

0 h 3 2 h 3 3 h u '•• : 

0 0 / i 4 3 / I 4 4 / i 4 5 0 

y 0 0 . . . 0 h k i k _ i h K k j 

v Hessenbergově t v a r u a or togonální m a t i c e G M f c . Řešení s o u s t a v y A x = b 

p a k získáme vypoč ten ím 

y = l|r°| |H f c- 1e, 

x f c = x ° + V f c y . 

Zat ímco m e t o d a M I N R E S , stejně j a k o G M R E S , m i n i m a l i z u j e n o r m u r e z i d u a 

s o u s t a v y A x = b, m e t o d a S Y M M L Q využívá L Q r o z k l a d u , t e d y r o z k l a d u m a t i c e 

A G M n n a dolní t rojúhelníkovou m a t i c i L G M n a or togonální m a t i c i Q G M n . 

V t é to m e t o d ě j e v každé i t e r a c i vypoč ten v e k t o r r e z i d u a , k te rý j e or togonální 

vůči všem vek to rům r e z i d u a z ískaným v předchozích iteracích. 

V s o f t w a r u M a t l a b můžeme nají t vestavěné f u n k c e k o b ě m a m e t o d á m p o d ná

z v y minres a s y m m l q . 

3 . 3 . Q G M R E S a D Q G M R E S 

Další v a r i a c e G M R E S , t z v . k v a z i - G M R E S (zkráceně Q G M R E S , z anglického 

quasi generalized m i n i m a l residual method), v z n i k n e nah razen ím A r n o l d i h o a l g o 

r i t m u 2 . 1 a l g o r i t m e m neúplné o r t o g o n a l i z a c e . V rámci t o h o t o a l g o r i t m u dochází 
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k o r t o g o n a l i z a c i v e k t o r u A v J , j = 1 , . . . , k vůči již v y p o č t e n ý m vek to rům v J , 

kterých j e c e l k e m q, q < k. N a rozdíl o d A r n o l d i h o a l g o r i t m u t a k nově získaný 

v e k t o r v J + 1 n e b u d e or togonální vůči všem již v y p o č t e n ý m vek to rům v J . 

Algor i tmus 3.2 (Neúplná o r t o g o n a l i z a c e ) . 

• Mějme A a b 

• Z v o l m e x° , k a q 

• Vypočí te jme r° = b — A x ° 

• Položme v 1 = jpjň 

• P r o j — 1 , . . . ,k vypočí te jme 

o w 7 = A v J 

o P r o i = m a x { l , j — q + 1 } , . . . , j položme 

o hij = {v\ w?) 

o w J + 1 = w J - YÁ=i hijV1 

o h j + 1 J = | |w^ + 1 | | 

o J e - l i hj+ij = 0 

o K o n e c v ý p o č t u ( b r e a k d o w n ) 

o M a t i c e V j G M n x j j e tvořena s loupcovými v e k t o r y v 1 , . . . , v-? 

o M a t i c e = ( % ) , H f e M ^ ' + 1 ) x ^ 

o J i n a k položme v J + 1 = ™ J + 1 . 

• M a t i c e Vfc + i G M n x ( f c + 1 ) j e tvořena s loupcovými v e k t o r y v 1 , . . . , v f c + 1 

• M a t i c e H f c = ( % ) , H f c G M ( f c + 1 ) x f e 

N e d o j d e - l i k dřívějšímu ukončení výpoč tu , b u d o u n a v ý s t u p u a l g o r i t m u 3 . 2 

m a t i c e H f c G M ( f c + 1 ) x f c a V f c + 1 G M n x ( f c + 1 ) . Vš imněme s i , že m a t i c e H f c b u d e 
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v ho rn ím Hessenbergově t v a r u s nejvýše q + 1 p r v k y v každém řádku . Např ík lad 

p r o k = 6 a q = 3 b u d e mí t m a t i c e H 6 t e n t o t v a r 

h n hi3 0 0 0 \ 

h2i h22 h23 h24 0 0 

0 h32 h33 
h u 3̂5 0 

0 0 h.44 /i46 

0 0 0 h.54 5̂5 5̂6 

0 0 0 0 6̂6 

0 0 0 0 0 h7e ) 

Kromě zabudovaného a l g o r i t m u neúplné o r t o g o n a l i z a c e s e m e t o d a Q G M R E S 

o d m e t o d y G M R E S n i j a k neliší. T a t o m e t o d a j e t a k zřejmě výpočeně méně 

ná ročná než m e t o d a G M R E S , a l e z h l e d i s k a p a m ě t i j s o u obě m e t o d y to tožné . 

P r o výpočet ( 2 . 1 2 ) j e tot iž i při využi t í Q G M R E S n u t n é u s c h o v a t v pamě t i všech 

k vektorů v J , j = 1 , . . . , k, k teré tvoř í s l o u p c e m a t i c e V^. 

P r o účel o p t i m a l i z a c e v e l i k o s t i využi té p a m ě t i b y l a vy tvořena další v a r i a c e 

G M R E S , t z v . p ř ímá k v a z i - G M R E S (zkráceně D Q G M R E S , z anglického direct 

quasi generalized minimal residual method). Namís to v ý p o č t u a p r o x i m a c e řešení 

n a s a m é m k o n c i a l g o r i t m u v z t a h e m ( 2 . 1 2 ) j e x f c v každé i t e r a c i aktual izováno, a 

t a k mizí n u t n o s t u s c h o v a t všech k vektorů v J , j = 1 , . . . , k v pamě t i . 

P o dosazení ( 2 . 2 2 ) d o ( 2 . 1 2 ) získáme v z t a h p r o p ř ímý výpočet x f c v e t v a r u 

x ^ x W f c R ^ g . 

Položme P f c = V f c R _ 1 . P a k 

x f c = x° + P f c g. 

V každé i t e r a c i j , j = l,...,k, p ř ibude m a t i c i j e d e n s l o u p e c , k te rý s i 

označíme p J . T a t o v l a s t n o s t p l y n e z t v a r u m a t i c a R _ 1 . 

Dále j e n u t n é s i uvědomit , že v j-té i t e r a c i p ř ibude v e k t o r u ĝ ') j e d n a složka, a 

t o <7j, př ičemž předchozí zůs t anou nezměněné. T o j e dáno t ím, že v e k t o r g^) v z n i k n e 
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z g ^ = Q | | r ° | | e odeb rán ím poslední složky. V každé i t e r a c i j , j = 1 , . . . , k — 1 

m á n a výpočet g ^ v l i v p o u z e m a t i c e G j , poněvadž p la t í = G ^ Q ^ - 1 ^ . 

Z t v a r u m a t i c e G j j e zřejmé, že s e jej ím vynásoben ím v e k t o r u g ^ z l e v a změní 

p o u z e složky g j a g j + i - V i t e r a c i j + 1 p a k gj+1 a Qj+2- Složky v e k t o r u 

g^) = (<7i , g2, • • •, g j ) T t a k zůs t anou v každé další i t e r a c i nezměněny. Dále také pla t í 

9 l = c o s # ( 1 ) | | r ° | | , 

9j = cos e^g-j-i, j = 2,...,k, 

k d e 

c o s ^ ' ) = — = M = , ./ 1 /••• 

v i z ( 2 . 1 8 ) . P r o t o j e možné x f c a k t u a l i z o v a t v každé i t e r a c i j = 1 , . . . , k v z t a h e m 

x f c = x * 2 " 1 + gkpk. 

Komple tn í a l g o r i t m u s m e t o d y D Q G M R E S l z e d o h l e d a t v [ , s t r . 1 6 9 ] . 

3 . 4 . Q M R a T F Q M R 

Další variací G M R E S j e m e t o d a kvazi-minimálních reziduí (zkráceně Q M R , 

z anglického q u a s i - m i n i m a l residual method), k t e rá j e založena n a p r i n c i p u m e t o d 

M I N R E S a D Q G M R E S . N a m a t i c i A e M n z d e není k l a d e n požadavek s y m e t r i e , 

s tačí t e d y , a b y b y l a m a t i c e regulární . 

N a rozdíl o d A r n o l d i h o a l g o r i t m u 2 . 1 m e t o d a Q M R opět využívá Lanczosův 

a l g o r i t m u s 3 . 1 . T ím, že n a j e h o v s t u p u již není symetr ická m a t i c e , t a k s e n a vý

s t u p u objeví m a t i c e Vfc + i G M n x ( f c + 1 ) t vořená s loupcovými v e k t o r y v 1 , . . . , v f c + 1 , 

které již netvoř í z c e l a o r tonormáln í bázi , což p la t í i p r o m a t i c i V k + i n a v ý s t u p u 

a l g o r i t m u 3 . 2 . Dále j e t e d y a l g o r i t m u s Q M R shodný s a l g o r i t m e m D Q G M R E S , 

jehož p r i n c i p b y l vysvět len v předchozí p o d k a p i t o l e . N a výsledek j e p a k nahlíženo 

j a k o n a řešení s kvazi -minimálním r e z i d u e m , o d t u d i název m e t o d y . 

A l g o r i t m u s m e t o d y Q M R l z e d o h l e d a t v [ , s t r . 2 1 2 ] . V s o f t w a r u M a t l a b 

e x i s t u j e ves tavěná f u n k c e k t é to m e t o d ě p o d názvem q m r . 
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Modifikací m e t o d y , k t e rá s e v y h ý b á v ý p o č t u s použ i t ím m a t i c e A T , j e m e 

t o d a kvazi-minimálních reziduí b e z t r a n s p o z i c e (zkráceně T F Q M R , z anglického 

transpose-free q u a s i - m i n i m a l residual method). P r i n c i p a a l g o r i t m u s m e t o d y l z e 

d o h l e d a t v [ , s t r . 2 1 9 - 2 2 6 ] a [ , s t r . 5 1 - 5 4 ] . I k t é t o m e t o d ě e x i s t u j e v s o f t w a r u 

M a t l a b zabudovaná f u n k c e s názvem t f q m r . 

3 . 5 . F G M R E S 

Flexibilní zobecněná m e t o d a minimálních reziduí (zkráceně F G M R E S , z a n g 

lického flexible generalized m i n i m a l residual method) j e r e s t a r t o v a n o u verzí a l g o 

r i t m u G M R E S s p r a v ý m p ř e d p o d m í n ě n í m 2 . 4 s možnost í využi t í j iné p ředpodmi -

ňovací m a t i c e M v každé i t e r a c i . A l g o r i t m u s j e zformulován t a k , a b y s e d y n a m i c k y 

přizpůsoboval měnící s e p ředpodmiňovac í m a t i c i , o d t u d název m e t o d y . 

A l g o r i t m u s m e t o d y F G M R E S t e d y vychází z a l g o r i t m u G M R E S s p r avým 

p ředpodmíněn ím 2 . 4 . Hlavním rozdílem j e , že namís to j edné kons tan tn í zvolené 

předpodmiňovací m a t i c e M můžeme poč í t a t v každé i t e r a c i j s j i n o u mat ic í M j , 

3 = ! , • • • , k. 

Algori tmus 3.3 ( F G M R E S ) . 

• Mějme A a b 

• Z v o l m e x° , k, e a M 1 ; . . . , 

• Vypočí te jme r° = b — A x ° 

• PoloŽme V 1 = 7T~~7TT7 

l l r II 
• P r o j — 1 , . . . ,k vypočí te jme 

O 7? = M " V 

o w 7 = Azi 

o P r o i = 1 , . . . , j položme 

o hij = {v\ w?) 
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O h j + 1 J = | |w^ + 1 | | 

o J e - l i h j + i j = 0 

o K o n e c v ý p o č t u ( b r e a k d o w n ) 

o M a t i c e Zj G M n x j j e tvořena s loupcovými v e k t o r y z 1 , . . . , i? 

o M a t i c e H , = ( h ^ ) , H , G ÍVF 

o Vypočí te jme y = | | r ° | |H~ 1 e 

o Vypočí te jme x* = x° + Z ^ y 

o J i n a k položme v J + 1 = , w J . 

" • 3 + 1 , 3 

• Položme = H f c = (hij), G M ( f c + 1 ) x f e 

• P r o j — 1 , . . . ,k položme 

• Vypočí te jme y = R _ 1 g 

• M a t i c e Zfc G M n x f c j e tvořena s loupcovými v e k t o r y z 1 , . . . , zk 

• Vypočí te jme x f c = x° + Z ^ y 

• Položme rk = \ g k + i \ 

• Položme ? 7 e l = p n r 

• J e - l i r f e l < e 

o K o n e c v ý p o č t u 

• J i n a k položme x° = x f c a vraťme s e k b o d u 3 

D l e [ ] j e při p ředčasném ukončení v ý p o č t u a l g o r i t m e m F G M R E S ( b r e 

a k d o w n ) n u t n o ověřit, z d a j e m a t i c e H j v dané i t e r a c i j regulární , a b y p l a t i l o 

x* = x?. 
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F G M R E S j e vhodné využí t , p o k u d řešená s o u s t a v a vyžaduje použi t í a lespoň 

d v o u různých předpodmiňovacích m a t i c p r o c o nejrychlejší k o n v e r g e n c i k přes

nému řešení x*. O p r o t i r es ta r tované m e t o d ě G M R E S j e n u t n o v p a m ě t i u s c h o v a t 

navíc v e k t o r y z 1 , . . . , z f c , což s e v z h l e d e m k r y c h l o s t i k o n v e r g e n c e v některých 

př ípadech může v y p l a t i t . 

3 . 6 . Další v a r i a c e 

Nyní j s m e s i představi l i již všechny hlavní v a r i a c e Zobecněné m e t o d y m i n i 

málních reziduí. J e n u t n o zmíni t , že s e m e t o d a G M R E S neustá le z d o k o n a l u j e a 

př izpůsobuje r ů z n ý m t y p ů m úloh, a t a k vznikají nové v a r i a c e lišící s e m i m o j iné 

t y p e m p ředpodmíněn í , způsobem určení p o č t u i terací před r e s t a r t e m n e b o t ř eba 

v zakomponovaném a l g o r i t m u n a mís tě A r n o l d i h o a l g o r i t m u 2 . 1 v zák ladn ím a l 

g o r i t m u G M R E S 2 . 2 . V o l b a vhodné v a r i a c e p a k závisí často předevš ím n a t v a r u 

m a t i c e A n a v s t u p u . 

M e z i další v a r i a c e , k teré n e b u d e m e p o d r o b n ě rozebíra t , p a t ř í např ík lad násle

dující 

• N e w t o n - G M R E S , N G B , N G Q C G B ( v i z [ 1 2 ] ) 

• G G M R E S , M G M R E S , L A N / M G M R E S ( v i z [ 1 3 ] ) 

• P o l y n o m i a l p r e c o n d i t i o n e d G M R E S , G M R E S - D R ( v i z [ 1 4 ] ) 

• W e i g h t e d G M R E S , d e f l a t e d G M R E S ( v i z [ 1 5 ] ) 

• a další 

Bližší i n f o r m a c e k e jmenovaným variacím l z e d o h l e d a t v publikacích uvedených 

v závorkách. 
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4 . A p l i k a c e G M R E S 

V poslední části t é t o práce s e b u d e m e věnovat s amotné a p l i k a c i našich n a 

programovaných kódů 2 . 3 a 3 . 1 . Ukážeme a vyzkoušíme s i j e j i c h funkčnost n a 

prakt ických př íkladech a následně s rovnáme dosažené výsledky s výsledky zís

kanými m a t l a b o v s k o u funkcí gmres. U rozsáhlejších úloh s rovnáme i výpoče tn í 

r y c h l o s t kódů. 

P ř í k l a d 4 .1 . Pomocí kódu 2 . 3 vypoč tě t e a p r o x i m a c i řešení s o u s t a v y A x = b. 

p r o A e M 5 a b e R 5 z př ík ladu 2 . 1 p r o / c m a x = 3 a / c m a x = 4 . 

Řešení: P r o kmax = 3 zadáme příkaz 

» [ x , k , r , r r e l ] = gmresK(A,b,3) 

x = 

-0.3437 

0.2861 

-0.5144 

-0.5723 

0.5920 

k = 3 

r = 4.0862 

r r e l = 0.7339 

O b d o b n ě p r o / c m a x = 4 

» [ x , k , r , r r e l ] = gmresK(A,b,4) 
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X = 

-2.166016 

-0.298893 

-0.039192 

-1.539964 

0.929019 

k = 4 

r = 3.6728 

r r e l = 0.6597 

Zřejmě n a v s t u p u n e m á m e ř ídkou m a t i c i A , čímž s e vysvětluje s tále v e l m i 

vysoká re la t ivní n o r m a r e z i d u a . U ř ídkých m a t i c m e t o d a G M R E S to t iž k o n v e r 

g u j e r y c h l e j i . V t o m t o p ř ík ladu b y c h o m při implici tně nas tavené výpoče tn í chybě 

e = 10~6 d o s t a l i p r o / c m a x = 5 = n přesné řešení s o u s t a v y . P ř i použi t í f u n k c e 

gmres M a t l a b u , z adáme příkaz p r o / c m a x = 3 následovně 

» [ x , f l a g , r e l r e s , i t e r , r e s v e c ] = gmres(A,b, [] , [] ,3) 

x = 

-0.3437 

0.2861 

-0.5144 

-0.5723 

0.5920 

f l a g = 1 

r e l r e s = 0.7339 
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i t e r = 

1 3 

resvec = 

5.5678 

5.5557 

5.5055 

4.0862 

O b d o b n ě b y c h o m dospěli i p r o / c m a x = 4 k e s te jnému výsledku, j a k o naš ím n a 

p rogramovaným kódem. Narozdíl o d našeho kódu s i můžeme n a v ý s t u p u gmres 

navíc n e c h a t v y p s a t p a r a m e t r f l a g , k t e rý značí, z jakého důvodu b y l výpočet 

ukončen. P r o f l a g = 0 m e t o d a z k o n v e r g o v a l a před dosažením maximáln ího p o 

čtu i terací, p r o f l a g = 1 b y l dosažen max imáln í počet i terací, p r o f l a g = 2 j s m e 

z a d a l i s ingulární p ředpodmiňovac í m a t i c i n a v s t u p u a p r o f l a g = 3 došlo k e s t a g 

n a c i a l g o r i t m u . V našem kódu 3 . 1 j e n a v ý s t u p u a u t o m a t i c k y slovně popsáno , 

z j akého důvodu b y l výpočet ukončen. Dále s e n a v ý s t u p u gmres objeví p a r a 

m e t r resvec, což j e v e k t o r n o r e m reziduí v jednot l ivých iteracích, včetně nul té . 

V našem a l g o r i t m u j e vypsána p o u z e j e h o poslední složka, t e d y n o r m a r e z i d u a 

v poslední provedené i t e r a c i . Pos ledním rozdílem j e , že gmres n á m vypíše j a k 

počet vnějších, t a k počet vni t řn ích iterací. Počet vnějších i terací značí, v k o l i 

ká tém p r ů b ě h u a l g o r i t m u b y l výpočet ukončen. V našem kódu 3 . 1 t e n t o úda j 

vypoč teme př ič ten ím 1 k p o č t u provedených r e s t a r t ů res. V t o m t o př ík ladu b y l 

ovšem použi t kód 2 . 3 , t e d y G M R E S možnost i r e s t a r t u . Počet vnějších i terací t a k 

při použi t í t o h o t o kódu b u d e vždy r o v e n jedné . Počet vni t řn ích i terací p a k značí, 

k o l i k i terací b y l o p r o v e d e n o v rámci posledního p r ů b ě h u a l g o r i t m u . 

V dalším př ík ladu s i ukážeme výpočet pomocí kódu 3 . 1 n a řídké m a t i c i . 
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P ř í k l a d 4.2. Pomocí kódu 3 . 1 vypoč tě t e a p r o x i m a c i řešení s o u s t a v y A x = b, 

p r o / c m a x = 6 , j e - l i d áno 

1 0 0 0 0 0 0 o \ 3 ^ 

0 1 2 0 0 0 0 0 0 

0 - 3 1 0 - 2 0 0 0 - 5 

0 0 0 1 0 0 0 0 
, b = 

3 

0 0 0 0 - 1 0 0 0 1 

0 0 - 5 0 0 1 0 0 3 

0 0 0 0 0 0 1 0 8 

2 0 0 0 0 0 0 l ) v 9 ) 

Řešení: Zadáme příkazy 

» A = e y e ( 8 ) ; A ( 2 , 3 ) = 2 ; A ( 3 , 2 ) = - 3 ; A ( 3 , 5 ) = - 2 ; 

» A ( 5 , 5 ) = - 1 ; A ( 6 , 3 ) = - 5 ; A ( 8 , l ) = 2 ; 

» b = [ 3 ; 0 ; - 5 ; 3 ; l ; 3 ; 8 ; 9 ] ; 

» [ x , k , r , r r e l ] = g m r e s 2 K ( A , b , 6 ) 

A l g o r i t m u s z k o n v e r g o v a l k p ř e snému r e s e n i ! 

x = 

3 

2 

- 1 

3 

- 1 

- 2 

8 

3 

k = 5 
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r = 2.3076e-15 

r r e l = 1.6399e-16 

Opět výpočet s rovnáme s v ý p o č t e m f u n k c e gmres v M a t l a b u . Dále už n e b u d e 

nu tné n e c h a t výsledný v e k t o r x* z n o v u v y p s a t . 

» [~,f l a g , r e l r e s , i t e r ] = gmres(A,b, [] , [] ,6) 

f l a g = 0 

r e l r e s = 2.6613e-15 

i t e r = 

1 5 

P ř í k l a d 4.3. Mějme stejné zadání , j a k o v př ík ladu 4.2. Ten tokrá t ovšem n a s t a 

v íme max imáln í počet provedených i terací p řed r e s t a r t e m n a TV = 4 a zvýšíme 

maximáln í poče t i terací n a / c m a x = 100. 

Řešení: Zadáme příkazy 

» [ ~ , k , r , r r e l , r e s ] = gmres2K(A,b, 100, [ ] , [ ] , [ ] ,4) 

Algoritmus zkonvergoval k presnému r e s e n i ! 

k = 48 

r = 1.1227e-05 

r r e l = 7.9789e-07 

res = 1 1 

» [ ~ , f l a g , r e l r e s , i t e r ] = g m r e s ( A , b , 4 , [ ] , 2 5 ) 

f l a g = 0 

r e l r e s = 7.9789e-07 

i t e r = 

12 4 
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Celkový počet i terací k u f u n k c e gmres l z e vypoč í t a t v z o r c e m 

k = (počet vnějších i teracích — 1) x TV + počet vni t řn ích i teracích), 

t e d y v našem př ípadě k = (12 — 1) x 4 + 4 = 4 8 . Počet provedených iterací 

při použi t í gmres j e tudíž shodný s p o č t e m provedených i terací při použi t í našeho 

naprogramovaného kódu 3 . 1 . 

V následujícím př ík ladu s i p ředvedeme použi t í p ředpodmiňovac í m a t i c e . T u t o 

m a t i c i l z e získat např ík lad již zmiňovaným n e ú p l n ý m L U r o z k l a d e m , k te rý n a 

l e z n e m e v M a t l a b u p o d názvem i l u . Dále s e podíváme n a výpoče tn í r y c h l o s t i 

použi tých kódů. 

P ř í k l a d 4.4. Pomocí kódu 3 . 1 vypoč tě t e a p r o x i m a c i řešení s o u s t a v y A x = b, 

p r o / c m a x = 100 b e z i z a použi t í p ředpodmiňovac í m a t i c e M získanou neúp lným 

L U r o z k l a d e m , j e - l i dáno 

» r n g ( l ) 

» A = randn(lOOO); 

» b = randn(1000 , l ) ; 

Dále m e z i s e b o u s r o v n e j t e j e j i c h výpoče tn í r y c h l o s t i . 

Řešení: N e j p r v e z adáme příkaz 

» [ ~ , k , r , r r e l ] = gmres2K(A,b,100) 

Dosazen maximálni p o č e t i t e r a c i ! 

k = 100 

r = 30.354 

r r e l = 0.9468 

Zřejmě j e i p o 100 i teracích re la t ivní n o r m a r e z i d u a stále v e l m i vysoká. Nyní 

vyzkoušíme použí t p ředpodmiňovac í m a t i c i , k t e r o u z k o n s t r u u j e m e už i t ím L U r o z 

k l a d u a a p l i k u j e m e z adán ím příkazů 
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» B = sparse (A) ; [L,U] = i l u ( B ) ; M = L*U; 

» [ ~ , k , r , r r e l ] = gmres2K(A,b ,100 , [ ] , [ ] ,M) 

Algoritmus zkonvergoval k presnému r e s e n i ! 

k = 1 

r = 1.9797e-09 

r r e l = 6 .1750e- l l 

Př i použi t í m a t i c e M s tačila k e k o n v e r g e n c i j ed iná i t e r a c e . Z h l e d i s k a r y c h l o s t i 

výpočet ovšem t r v a l značně déle. T o ověříme zadán ím příkazů 

» t i c ; [ ~ , k , r , r r e l ] = gmres2K(A,b,100);toc; 

Dosazen maximálni p o č e t i t e r a c i ! 

Elapsed time i s 0.898525 seconds. 

» t i c ; B = s p a r s e ( A ) ; [ L , U ] = i l u ( B ) ; M = L*U; 

[ ~ , k , r , r r e l ] = gmres2K(A,b, 1 0 0 , [ ] , [ ] ,M);toe 

Algoritmus zkonvergoval k presnému r e s e n i ! 

Elapsed time i s 10.9656 seconds. 

Nyní vše s rovnáme s funkcí gmres s o f t w a r u M a t l a b . 

» [ ~ , f l a g , r e l r e s , i t e r ] = gmres(A,b, [] , [] ,100) 

f l a g = 1 

r e l r e s = 0.9468 

i t e r = 

1 100 

» [~, f l a g , r e l r e s , i t e r ] = gmres(A,b, [] , [] ,100,M) 

f l a g = 0 

r e l r e s = 2 .9440e - l l 

i t e r = 

1 1 

6 6 



» t i e ; [ ~ , f l a g , r e l r e s , i t e r ] = g m r e s ( A , b , [ ] , [ ] , 1 0 0 ) ; t o c ; 

Elapsed time i s 0.318865 seconds. 

» t i c ; B = s p a r s e ( A ) ; [ L , U ] = i l u ( B ) ; M = L*U; 

[~,f l a g , r e l r e s , i t e r ] = gmres(A,b, [] , [] ,100,M) ;toc 

Elapsed time i s 1.87884 seconds. 

Zat ímco dosažené výsledky j s o u srovnatelné, výpoče tn í r y c h l o s t f u n k c e gmres 

j e značně rychlejší, než r y c h l o s t našeho naprogramovaného kódu 3.1, a t o pře

devším při použi t í m a t i c e M . Př íč inu b y c h o m m o h l i v y p á t r a t s rovnáním našeho 

kódu s e zdro jovým kódem gmres, k te rý ovšem n e m á m e k d i s p o z i c i . 

N a závěr můžeme vyzkoušet , z d a a l g o r i t m u s z k o n v e r g u j e p o kmax = 1000 i t e 

racích k p řesnému řešení s o u s t a v y s d a n o u výpoče tn í přesnost í e. Zadáme příkaz 

» [ ~ , k , r , r r e l ] = gmres2K(A,b,1000) 

Algoritmus zkonvergoval k presnému r e s e n i ! 

k = 1000 

r = 1.4614e-12 

r r e l = 4.5584e-14 

S implici tně z v o l e n o u přesnost í e = 1 0 - 6 a l g o r i t m u s z k o n v e r g o v a l k p řesnému 

řešení zadané s o u s t a v y . Zastavovacím kr i tér iem v našem kódu 3.1 j e r ^ e l < e. 

K d y b y c h o m t e d y n a v s t u p u z v o l i l i např ík lad e = 10~ 1 4 , již b y c h o m s e k p řesnému 

řešení s o u s t a v y nepřiblížili s požadovanou přesnost í . T o můžeme ověřit zadán ím 

příkazu 

» [ ~ , k , r , r r e l ] = gmres2K(A,b,1000, [ ] , l e -14) 

Dosazen maximálni p o č e t i t e r a c i ! 

k = 1000 

r = 7.6129e-13 

r r e l = 2.3746e-14 
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Závěr 

Cílem t é t o bakalářské práce b y l o n a s t u d o v a t Zobecněnou m e t o d u minimálních 

reziduí p r o řešení rozsáhlých s o u s t a v l ineárních r o v n i c a nás ledně s ní s r o z u m i t e l 

n ý m způsobem seznámit č tenáře , p o p s a t některé její v a r i a c e , vytvoř i t zdrojové 

kódy k t é to m e t o d ě v s o f t w a r u M a t l a b a předvést j e n a příkladech. 

P ř i psaní t é to práce j s e m s e n e j p r v e věnovala úvodu d o p r o b l e m a t i k y v e s m y s l u 

zavedení d e f i n i c a vět nezbytných p r o její pochopení . Dále j s e m s e zabývala před

s tavením Krylovových m e t o d , m e z i k te ré s e Zobecněná m e t o d a minimálních r e z i 

duí řadí . P o p s a l a j s e m všechny dílčí části m e t o d y , k te ré j s e m po t é využi la při s e 

psání teoret ického uceleného a l g o r i t m u m e t o d y a po té i jejího kódu v M a t l a b u . 

Nedílnou součást í t é t o k a p i t o l y b y l a i ana lýza k o n v e r g e n c e m e t o d y . 

P ř i s t u d i u l i t e r a t u r y j s e m n a r a z i l a n a nespočet variací Zobecněné m e t o d y 

minimálních reziduí, z nichž j s e m s e v k a p i t o l e o variacích snažila v y f i l t r o v a t j e n 

t y nejčastěji zmiňované a nejpoužívanější . T y t o j s e m j e d n a k t e o r e t i c k y p o p s a l a a 

j e d n a k j s e m s r o v n a l a , v čem s e o d s e b e liší. 

V poslední části práce j s e m své naprogramované kódy a p l i k o v a l a n a vlas tní 

př íklady a nás ledně s r o v n a l a dosažené výsledky s výsledky získanými funkcí gmres 

s o f t w a r u M a t l a b . Dospěla j s e m k závěru, že můj kód, i přes stejný výsledek, z a o 

s tává v e výpoče tn í r y c h l o s t i , a t o předevš ím při použi t í p ředpodmiňovac í m a t i c e . 

Všechny vytvořené kódy b y l y sepsány a vyzkoušeny v m a t e m a t i c k é m s o f t w a r u 

G N U O c t a v e 7 . 2 . 0 . J e j i c h použi te lnost v s o f t w a r u M a t l a b j s e m nás ledně prověřila. 

Největším př ínosem při psaní t é to bakalářské práce p r o mě b y l o , že j s e m s i 

m o h l a vyzkoušet n a p s a t deta i lní s tudi jní o p o r u k e Zobecněné m e t o d ě minimálních 

reziduí v českém j a z y c e , k t e r á v t é to p o d o b ě za t ím sepsána n e b y l a . Dále j s e m 

s e nauči la p r a c o v a t s typograf ickým p r o g r a m e m D T g X , v e k t e r ém j e t a t o práce 

vysázena. Věř ím, že práce v b u d o u c n u poslouží ješ tě m n o h a dalš ím s t u d e n t ů m . 
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